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L.i mlcfi-cccion dd pl.mii • = (I i.<tn |.i siipcrlli.ic cv un punti>, el urmon. 

I-ds sci-uiiric' lraíi'\er'alcs de la 'Uperllcte en los planos .* - /. donde 
(. ^ 0, son elipses, \ las lonjiiuides de los semieies aumenlan eoaforine A se 
incrementa Las scedones iransversales en los planos i - U _\ v = (I stin 
pares de recias t|ue se mlersecian Ln los planos i - k\\ ~ A. donde A 0. 
las seccmnes transversales son Inpérliolas,

► EJEMPLO 8 Dilmie la enitlea de la ecuación

4.- - >• - 25:- = n

e ideniill;|ue la superllue.

SoluciÓn La ecuación dada se puede escnlur como

\- ''

25 ' 1(1(1 ■ 4 0

la cual es de la loima ilc (11) con \ \ : mlercamluadas Por i.iiilo, la superl'icie 
es un tono eliplico ipie (leiie al c|c \ como su eie La supcrllcie intersecla al 
plano \ - (I solo en el orieeii I a inlerseccion ilc la superricie con el plano 
i 0 es el par de recias ipie se inlerscclan \ - ±5r. \ la intersección con 
el (daño : - 0 es el [mi de ledas ipic se mier'Cclan \ — ±2.v Las sec­
ciones iraiisveisales en los (danos i - A. ilonde A s 0. son las elipses

1 - 
25 4

A’
lili)

'' mu ' 1

I ILI'R \ 25

Pn los pt.mos I - A \ : - A donde A s* I), las secciones tiaiisversalcs 
son. ies]iecln ámenle, las hiperlnd.is

I •' . - A - '' k' A -
100 -1 25 1(1(1 25 -1

I a su(ici licie se i'iescnu en la lieiiu 25 ^

1 .1 lald.i I lesiimc l.i ilisciMon de los seis ii('os Iviskos de supeiluics 
iiiadmas Im didi.i lald.i se mucsii.iu dos vn.dkas (viia cad.i supciluie l lu 
i'iahca lúe dil*ii|ad.i, \ l.i olía luc lia/ada iiicklianle un pio-i.mu .le 
.oiu()Ul.idoia eiu|dc.ido p.ii.i pciiei.n su]>cilicics MuJios (uopiaiius (mm 
lia.Mi ¡naluas en compuladoia se eiKiienliaii disponddes, ¡■.cnei.dmemc ni- 
udii.iaii inmiios i.ilculos iiumeikos I sios pu'p.i.iuus se demniniun pni- 
liritlmcs imilcimitifiis, los ai.iles se iial.in c.m iiusi'i delalle cu la scccon 
I ’ 1, donde se (iiesenlai.iii di\ei'.is e iuImik.uI.is sui'eili.ies .|ue pueden sei 

li.i.'.idas im diaiile eslo 'iiopiani.is
I ,1 ..lueion i‘'i e- la eiu.u'ion eeiieial d. sieun.lo eud.» en v. \ \ 

Puede demosliaise .[ii.' medíanle uiu liasl.iei.'H v lol.uion de l.«s eics c.su
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dcnados del espauo iridimcnLumal (lu\ii f-ludiu esia mas all.i del aleanee de 
esie libnu esla ecuaunn puede rcdueirse a un i de las dus formas siguientes

A\‘ + ¡t\- + Cz- + J = i] (12}
\\- + ll\‘ + Iz = 0 U3(

I as gralieas de la. etuauunes de segundo grado stran uno de los seis 
tipos anteriores de euadnias o bien, degenerarán en un eilindru un plano, una 
recta un punto o el conjunto sacio

Las superCiues no degeneradas asociadas con ecuaciones de la forma 
tl2) son las cuadricas centrales, mientras ijue .u|uellas asociadas con ecua­
ciones de la loriiia (13) son las cuadricas no centrales A coniniuacmn se pre­
sent,in algunos casos degenerados

\ - = 0. dos planos. 1 - i = () j i + i = 0
= 0. un plano, el plano \ \

1- + \- = 0, una recta, el eje c
1- -f \- -I- = 0. un punto el origen
1- -h -s I = (I. el conjunto vacío
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I'I l-n «yioíf/io I II 4 ilihiiji In sutwn ikl ii
luhlrn iliuli' til 11 i>lnn > iiulii iiiln

1 l \ ■ + > =16 plano 11

-• !■ - \ • = 4. plano >

L ■ , ‘ plano i: 4. X ^ 11 I plano iv

I'I l,i\ ¡I, r, ii i,i\ i,; 12 ilihnji il I iliihlia ii¡ii liuit liictiiii 
mi'i nuil, ihki

5. A'

1.

').

II. 1

*A-

co.li \

V. fi. ; = sen 1 

8. = 4

K). - 4i-

12. 1- = 1 '

f " /<>> t/. r, íi u!\ /d <í 2n i'bhiiKíi niiíi uutH wn de In yii/u r/i- 
' 'I' ill OI nhii lull t;i lu iiidii ni virnr In i nnn ¡ilniui nindt dnr 
'l'hji wili.niln Dihnn /ooiptr/iiu

1.1. ' t> cii el pl mu V \, ilretledur del eje \

’ * l‘ 16 en el pl.muí' .ilredulur del eje r

’ • l" 16 eiiLlpImit»- alrededor del eje c

* 4\ en el pl.mu \ 1. alrededor del eje 1

^ ' 1.' en el plano i-. alrededor de! eje \

‘-I'' —144 enclplanovr alrededor del eje.'

' = sen 1 en el pl mu vv. alrededor del eje \ 

en el pl.mu \alre’dedurdel eje ■ 
f'i lili ijinniin 21 n 2-S'. nhinn'n iniii ninn c'imriiírj.- v il 

'J' l’iirn 1,1 si(/)<r/7irt ,1, iiuduiiini duda Ddniji In o< 
l’i rju „

21. e- 4 ^ .2 ^ K,

f - 4

- le I

22.
24.

26 4i' + be- + 4;- - 16
27. bt- - e- •*- b:’ = 0 28. 4«- 4i’ - c = 9

29. i-n los mcisus la)-(í 1 rclaeione 11 ceuaeion con la super- 
lieie turrespondieiile gener.ida en euiiipiiladura (i)-(vi}. 
e ideniiUquc la superHue 
(a) b r- - 4 e • + 16- = 16 

(li) 5r- - 2;- = le 
(el be- - 4e ■ - 16.-' = 0

td) .'ie- + 2r- = 1\
te) be- + 4e • 16-’ = 16

(fl be- - 4e- - 16:- = 16

(II ;

(iil
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lili»
*

1 - - !

30. Eii los incisos lj)-if i. relacione la ecua.ión cíenla 
ficic cnrrcsponilicMlc. pencraJa en compuiaJora. iii 
iJcimiujuc la superficie.

(u> 4.1- - !(.>• + 0:- = I)

(hi 3y- + 7r- = (*»

(el 25t- = 4.V- + :• + KXt

(di ,3v- - 7.-- = fu

(el 25r- = 4\* - r* + l(4)

(f) :.*!.»• = 100 - 4i- -

(il

upcT.



10.6 SUPERFICIES 859

Ih) 41. »■ -r ir>:- = - 16 J2 Vi - - 4-- - lh> = tj

IM

4.1. Obk-n^j lo-, V,lloro-, ilo l p.ifj los cuales l.i iniL-rscccion Jal 
plano » -f A\ = 1 ) el liiperhuloiJe elipliLii Jl Jos 
hojas \ - = 1 vc.i l:i| una clip e > (h) una
hipsrl'ola

44. D.ierinine el \ulii.e \ el Iolo Ja la par.ihrila que es la 
inierseeuori Jel plano v = 2 \ el p.ifaKtloiJe hiper-

hoiiui — 
16

45. Ciliieue 1 el \sriice > el loui Je la parabola que es li 
inierseeLiun del plano » =; | _v el paraboloide hiper-

K,i„., Y - ir " 5

46. Calcule el arca Je la seecion plana fonnada por la in- 
lerscetion iLI plano \ = 1 \ el «olido limilaJo por el

elipsoide > Y - '

47. Demuesire que la miersceuon de la superficie i* -
4\‘ - = 16 y el plano » -r .- = ‘1 es una ufstin-
lerenua

4.S. I’mebe que la iiiier'Ccuon del p.irabnloide liiperholico 

\ el plano : ~ hx - n\ consisie de
/>' (i- '

diis rcvlas que se lon.iii

l.n /r'\ Ijt'ii íi IOS ¡I ‘•I ulilii ( (/ lili iihli' ih I ri'biiiuíihi paiii 
iiiliiilai ti u'liimiii lili xi'lulo Im iiitdiilil ihl iiiiii ilt Iti n- 

c'iim liiiiiiiiilti por III I li¡nc ijiic III III mu /(' o i /’ < s Ziih

4'C I-I solido liiiin.ido por el elipsoide 
16i' - -r 4.-- - 16

50. H1 solido limil.ido por el elipsoide

51. f.l solido limitado por 11 plano ; - h. donde li > (1. y el

pir.il'oloide elíptico ■— -r p - *'

52. Dibu|e la supcrricie de resolusioii eeneiada al eii.ii la 
ir.iclri/

^I"'iji ii II iii\ <1 ii 12, ilil'iiii III t;ii¡tiiii ih hi II iKhion I 
'di lililí,¡Uf l„ y„i„ ,¡j, „
.11. \x' ♦- 0,-’ ♦ .1(1 .12. le’ • ‘ti' - 16
11. 4i’ t q,’ 16 .14. 4i’ 0, . .16
11. .16. i \ ■

■'7. i'i *■ ' .is.
»
16 * 1.-

i'). II

'.jr,1 4(1. 1- - 2l r 4-

.iliede.lordel cqe i

5.1. Üesc'i"' como dilniiaiu la supalicie eilindric.i eeiierada 
,il , I lurv.i \ M m del plano »v aliedeJor del eu' 
V 1 11 su desuipsioii iinenle un ciemplo de una cun.i 
p iii . ular i /IVI e incluya l.i eaiaeioii de la Mipetlicie 
ciliiuliic.i obtenida
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► SUGBRENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 10

1. DlIíiu tan uítiir (i) en el pluno. y (lil en d espaLio Iri- 
dimenMoiul

2. , Ci’itam se representan kis veetnres peuinéincdinen- 
te ’ ,r<íitui determinj euundu dos represenidCiones de- 
n<atjn el tnistni) veciur’

3. , Coiiiii se delerminu el inodulo ) la iliri 11 iiíii de un sector 
en (i) 11. > (iil V) ’ Insenle un ejemplo para cada caso.

4. , Oimia su determina la y la iliftreiii ui de dos vec­
tores en lil l'<,) (ill l't' Invente un ejemplo para cada caso.

b. Interprete geoméineamenie la suma j la diferencia de dos 
vectores.

fi. Dclma el prijiliii lo de un escalar < y un vector A en (i| Ik, 
> (ii) l'i Inveiile un ejemplo p.ira cada caso

7. (Cual es la relación entre (A y A si (j| ¡ > 0. \ 
(II) ( < 0'Invente un ejemplo para cada situación

K. (Que leyes algebraicas snn sutisfcclias por bs operacio­
nes de adición algebraica y multiplicación por un escalar 
de cualesquiera vectores de 1% y '

0. ,,Como se expresa cualquier vector de lil en Ik en térmi­
nos de los vectores I y j. y (ii) en V, en términos de los 
vectores I. J y k ’ Invente un ejemplo par.i cada caso

111. ( Por qué i y J lonnan una base para el espacio vectnrul 
l'i. e I. j y k lorman una base para el csp.uio vectorial l; ’

11. , Cómo se expresa un vector lil en 11 en tcTininos de su 
modulo y uit!;iilii ilirnior, y lii) eii i'i en tcTininos de 
su modulo y sus (ovemn (/rruforev ’ Invente un ejemplo 
para cada situación.

12. Escriba una ecuación que exprese la relación que satis- 
tacen los cosenos diiectures de cualquier vector de l’>

13. (,Cuál es la furiiiiiUi puní lu iliMiniaa iu> tlirii¡iihi entre 
dos puntos de íi' ’ Invente un ejemplo

14. (Cuáles son las fimmiUit para lii\ uHirtUiuiihif del piutU' 
imdiK de un segmento de recta entre dos punios de R' ' 
Invenle un ejemplo

15. Defina una < \kra , Cual es la forma ceniro-radio de la 
ecuación de una esfera de nidio r y centro t/i, A, /)’ In­
vente un ejemplo

16. Defina el pniduitu piinln de dos vectores Ii) en Ik. v 
(li)en l'i' Invente un ejemplo para cad.i caso

17. (Que leyes algebraicas son satislcchas por el producto 
punto de dos vectores'

IH. Defina el úiifíiihiiurt'dof icíiatc\

19. (Como se utilt/a el producir) punto para calcular el ángulo 
entre dos vectores? Invente un ejemplo.

20, ¿Cómo se emplea el producto punto para delemiinar si 
dos vectores son orrogonn/er'' Invente un ejemplo

21. Defina la pniuiniiií eurr/or de un vector sobre i.tn'
, Cual es la fumiula para delerminar la proyección ceda 
de un vector 11 sobre el vector A ’ Invenle un ejemplo

22. (.Cual es la formula para determinar el urlorpm.i 
ui'iii del vector II sobre el vector A ' Invente uncjcmp'o

23. Invenle un ejemplo que muestre cómo se cmpl.-yi 1 
vectores para calcular la diuaiu la de un puniu P a 
rt (la que pasa por los puntos A y H en R'

24. Invenle un ejemplo que ilustre como calcular el ir.b- > 
reah/ado por una fuer/a F que desplana un ubjeto d; ua 
punto A basta el punto í) si la dirección de K nocoitM- 
de con la recta de mov límenlo de \ a II

25. DeUna el plaim que pasa por el punto /',(ri,. v,^ :„l y q.: 
tiene a N como un vector nomul Escoba una ecu-vus 
de este plano si N es el vector («i./m) Invente un ejerrp’'

26. Defina el dni¡ula fnirc din ptaiiin Invente un ejemp!')

27. Invente un ejemplo de (i) dos plaiun paraUloi. y lüi i¡ ^ 
plaiun pt rpeiidu ularee

2K. Invente un ejemplo que muestre cómo se ulili/an !•'« ve. 
lores p.ira calcular la i/nMiii rtn/c un piinuia unp'urn

29. [-.scriba las eiiuu wiies panmiiirnaí de la recta qu: p.-a 
por el punto f’|(»(|. Vo r,jl y es paralela a la icprc'cni..)' i 
del vector (a. h. <} Esenba l.is iíiuuikiu v umi/rnai d-* 
esta reda

.30. Invente un ejemplo que ilustre cómo obtener b' ccuaci s 
nes siméinca.s de una recta que pasa por dos puntos Je í

31. Defina el pnidiu.ii> imz de dos vectores Estnba la r>'- 
tación de determinates empleada como un recurs* nr* 
molecmco para recordar la formula del producto ciur 
Invenle un ejemplo.

32. ,(^ue leyes algebraicas son satisfechas por el pudii.i-’ 
cruz de dos vectores, y cudLs no ’

33. Escriba tres productos cruz que contengan al vector \ > 
que tengan como resultado al vector cero

34. , A qué es igual el inpU-pmdiuia cnalurile los trc“s vec­
tores \. II y C.’ Invente un ejemplo

35. , A que es igual el triple pmdin l« u i tanal de los irc'
vectores A, 11 y C ’ Invente un ejemplo

.36. Escriba la loritiula que pemute expresar |[.\ * 
Icnntnosdc ||a]|. ¡| II j|. y el ángulo entre A y H

.37. Proporcione la interprelacion geométrica de j| ' 
Invenle un ejemplo

.3K. /Como puede emplearse el ptinlucto ciu/ para dctcmtin^ 
SI dos vectores son paralelos' Invenle un ejemplo

39. Inv ente un ejemplo ijue muestre como pucxle emplearse d 
producto cruz para obtener la ecuación de un plano qu^ 
pas.i por tres puntos de ¡('
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j(l. , I II (|iic consiste l.i micrprctacioii ycnnietriL-j dd triple 
ptodustii ese j|;ir' Imcnic un ejemplo

41. I)cllii.i el termino < iliiiiho

42. liiNciite un e|eiiipln de iiii.i eui.ieiún de un cilindro eu>.is 
i,í't(uhini\ se.iii pji.ilel.is .|| (i) eje t, lii) eje >. > 
lili) eje .• I fihiije l,i superl'icie

4.\ lii'.eiilc un ejemplo de un.i ecu-icnm de ini.i wi/ur/íuc </c 
nuiluium uis.i i nrur vxuiuliii este en el plano iv v 
eii\o c'ie se.i (it el eje \. > lii) el eje i Dibuje la superfiue

4-1. liisenie un e)emplo de uii.i eeu.ieion de un i/í/mok/c' \ 
dibuje la 'upeflieie

J5. In\enle un ejemplo de una eeiiaeión de un liipcrbulonh' 
i liinicd ¡If iw,i liiija j dibu|e !.i superficie 

■ift. Invente un ejemplo de una ecuación de un liipiThi‘h>i,¡r 
i’/i/ifK o í/e (¡os ¡tojas y dibuje la ‘uperficic 

47. Imenie un ejemplo de una ecuaeiiín de un paraholoiih- 
cltpiicii \ dibuje la superficie

4S. Invente un ejemplo de un.i eeiiatioii ile un puraholniíh’ 
ht¡H rhólu II j dibuje la '.uperfieie.

4‘t. Invente un ejemplo de una ecuación de un i uno cliptu o v 
ilibu|e la superilue

> EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 70

I ti los Ijfii I- IOS I II IS, I nnsiiU r,' A 
. < ói - .Sj

4i - bj. H = i -f 7j

I. ( .denle .Ul - 7\ 

ObteniM II MI - 7Aj|

5. r.dciile ||lHj| ' ||7A|| 

7. Obtene 11.\ - Ui ■ C.

2. Obienea .SU - ?C 

4. Calcule || 511 - ,5Cj|

6. Obtenea ||5H|| - ||5C;1 

H. Calcule (.\ • II)

'>■ Deteriiiine un vector unit.irio ijue teitvt.i la mism.i direc­
ción (|ue 2A • li

III. Calcule el vector umt.irio uriocoiial a 15

11. l.iKiientre los escalares/i y í tales ejue .\ ■= /iE5 kC.

12. Obtenea los escalares/( \ A t.ilc-s i|iie/i..\ • ÍI5 = -C 

1.1. Detertmne la proveccioii escalar de \ sobre 15

14. Obiene.i l.i proveceion escalar de C sobre .\.

15. C.ilciile el vector provección de .\ subte 15

Ib. Deterniine el vector provcccioii de C sobre A.

17. Obtenea l.i nunpimcnte de 15 en la dirección de A 

1^. ('alculc eos f/ s| (/cs el .ineuloenire A y C 

/II In’, , I, I, I, IOS l‘) \ 2u. A = -2i • -Sj V II - /li - 2j 

l‘b I) iviMime//de modo t|iie el .meiiloentre A V 15 sea ' .T 

-'I. I) imie-ire t)ue no euste /i l.il ijiie el .meulo entre .\ v 15

/ I" I p o II IOS 2/ i; .!(' A -i • 'j í- 21s. 15 = 2i -
i II. C . i - 2j 2!v. I) tj Is V I-; ^ 5i - 2j

’I- OhteiVMbí . -II) !•: 22. C.iluile 1\ 2I5 • C

C.duilc I) • il C 24. Obtene.U.V * Cl - (D ■ ló

ítbtcmM || \ I5¡l ¡ll) • L|,

-b. C .líenle 2I5 • C - '!) • I-.

Dsterinitie l.i provee ion C'Cal.ii de .\ subte I5 

ObicojM l,i provcccion esc.il.ir de C sobie I)

*'/■ C.líenle el Vi oor jiroveccioii de I', -obie ('

•^^1- Determine cl •.eeior piovs ccion d.' I) solue I.

k'l hr, rji'ii it IOS M ll ¡t>, I uvti solo mil! loiniil ¡lílfil ol’li lii'r 

'Illa I v/ir<'vró;i ./m hiiKa si tiihlo til mv<;/iu p.innU'sis / v-

• iiha los pan iiliius \ lU ii rimnc cl u i lor o eu iihir iiulii ¡hlo u
A = O -2. 4). 15 = ''-5.7.2..V C = (4. 0.-1;.

31. \!5 • C 32. A • I5C

.'3. \ - 15 • C 34. 15 • A - C

35. \ X 15 • A 15 - C 3fi. A X 15 • C X A 

37. Dibu|e la [iralic.i de V = 3 en//.//")//'

3S. Dibuje el c<'njunio de | untos ijue satislacen las ecuacio­
nes siiinill.irieas v = (i) y = 3 en//•>■//'-

í.ii los I]i n iiios J'J ll -¡H. ilcsi rihti m paliihras cl coiijmito de 
pimíos de R' ipie saiis fiu ¡ n la u inn.ióii o par de ei inn iones 
Dil'iijt la erajka

S -a 0
30. .- - 0 V =

41.
X - X- = 0

V = 0 42. V- - = 0

43. l = V 44. .1- + - r- c* = 25

45. V- - V- = 0: II-fV.

47. V - V - r ■ 48. t- -*■ r- = 4

40. Dos l'iier/as cuyas mlcnsid.idcs son de .5(1 Ib \ 70 Ib for-
man un .ineulo de M) enta' sí > se aplican a un objeto en 
el niisniu punto Calcule (ii) la intensidad de la luerea 
resultante, y (b) d lineulo que íctriiian la resultante y 
l.i luer/a de 50 Ib. cvm aprovim.icii'm de erados

50. Detennine el ángulo entre dos tueí7as de 112 Iby 136 1b 
aplic.id.is a un obielo en el mismo punto si la luerea re- 
siiliaitlc tiene una intensidad de 16S Ib

51. Una liicT/J esi.í representada por el vector K que tiene 
una intensid.id de 31) Ib y un .ineulo director de - ó r.id 
.Si l.i disianei.i se mide en pies, ealeiilc el lfjbj|o reali¿adn 
por la luer/a .il desplazar una partícula a lo l.ireo de una 
leci.i que va del punto 15. (u al punto (-2

52. Li ciiniamienlo de un avión es de 107 y 'U velecid.id al 
.lite es de 210 im/li .Si d vieiiio sopla vid i-esie a 3li mi/lt. 
. ui.il es (¡i) 1.1 velocidad atierra vid .luon, y tbl >u eurs.i’

53. Se dibiiM mu recta que pasa por d punto (-3, .5. 11 > 
perjieiidicuLir al pl.uio v; Delenmne l.is ewrdenaJ.is de
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Ills punios Mihrc csM rL'Ll.i i|Ul- csIán .i un.i (lislaiicu iJi.' 13 
tiimJ-ulcs Jd puiilo 1-2.0.0|.

54. IX'icrminc una i;cuüi;iim de l.i eslera i|iic nene lomio un 
liiaineiro al setMiienlu de retía cu>os extremos son 
I».5. 4i> (-1.7.4)

55. (Jhteii'ij una eeuatión de la esleía conténinca con la es>
lera »' + ♦ ** + 4» + 2» - íi.* * |(l = O j que
Loniiene .il ininio 1-4, 2, “il

5(i. iJemnesiie que los jiunlos (4. I. -I i. l2. 0. 1) > l4, Oj 
son [os serlites de un iruneulo rcUáiiiiulo. y eakule el 
area del (rian^ulo

57. Delemnne una uirsa ^'eneraln/ y el eje para la superficie 
de reMiluemn que llene la ecuación i* +

5H. Ohlenpa un.i euiacion de l.i superficie de revolución ge­
nerada al eirar la elipse'Jv' + 4.** = U) del plano r.* al­
rededor del eje I l)diuje la superficie

5‘>. Deierimne el valor de I lal que los vectores -»•(]- ,4k 
V .51 4j 4 k son ono^unalcs

fil). Deimicsire que exisien represenlaciones de los tres 
vfclorcs A = 51 i j - .^k, 1$ = i + .4j - 2k. y 
(' 41 I- 2j 4 k. las cuales tornian un In.intulo

61. Dados los punios ,1(5. y, -.íj y /Ji-2, 4, -5). obienga 
luí los cosenos directores de ViA/l». > (lil el vccior uní- 
laño que nene la diiecLion de VlA/ii

62. .SiA i -f j - k.» 2i - j 4 k,C - l| - 2j 4 4k
y D 51 4 6j - Hk, delermine los escalares u h y i
lalesqucii.L t Mi 4 iC = D

63. Si-\ - (7.-I..5)) it (-2.3. I) dcierinine <u) la pro­
yección e calar de It sohie .\. y (hl el vector pioycccioii 
de It sobre .\

(i4. Oblen^.i una eciucion del plano ijue u>n(enL!.i los pun 
tos (1,7, t)yit,l.2)y que no inleisecl.i al eje v

65. Determine una ecit.icion del plano que pasa por los ites 
punios (-1. 2. I). 11. 4.1)1 y 11. I, 11 mediante dos me 
loilos tul iiiilue el (irodiieio cni/. Ibl sin emplear el 
pioilucio cnir

66. niilenp.i mu ecuación de! pl.ino que contiene .il punto 
I2. 5| y es pei|veiuliuilai ii l.i leU.i que p.is.i poi los 
punios (•». II, 4) V (t. 2. 11

67. ( .iktile l.i disiaiici.i del oiipeii al plano (|uc pasa por el 
pumo I (i. t 2i y nene al vectoi .s| tj • Ik soiiio 
un vecloi iioiiii.il

6H. Obluipa líos vectores unil.uios oiloponales ai t| - 
Ik y cuyas lepie eui.iuoiies se.iu [ui.ilel.is ai pl.uio v

6y. Deleimme la disiaiul.i del punió /‘i4. (i. Il a l.i icvia 
que pas.i jmr losilos |>imtos ItJ. 2. h \ /li4. t. 11.

7(1, ( alcule la disi.uKi.i del plano ó) 2v i 6.* > 4) il 
al punto 1 l. .'.Di

72. Demuestre que las recias V - l V 4 2 
2

r - ^
~r

X - 2 V - 5 
3

: - 5 son rectas oblicuas

/ames), y c.ilcule la distancia entre ell.is

73. Determine las ecuaciones siiiiéincas y paramélneav <]« |. 
recta que pasa por el orijjen y es perpendicular a c_Ja urj 
de las rectas del ejereieio 72

74. Oblenla las ecuaciones simétricas y p.iramcinc.is Jj b 
recta que p.isa por los dos puntos (-3.5.2i y ll, -3.4i

75. Demuestre que las rectas ----- ^

>
r 4- 1 
-6

y 4 2 
2

c - 1 
-H

son eoinciJentes

76. Dcicnmne una ecuación del pl.ino que contiene a la rc\tj

id - 3) = -IV * 5) = ',tc * 2)

y al punto (5 0. -4).

77. Calcule el .ire.i de la sección iransvers.il del clipsoulc

en el plano ; = 4

78. C.ilcule el área del paralelo^ramo que nene a las rcprc- 
senlaeiones de posición de los vectores 2j - ’k v 51 - 
4k como dos de sus lados

79. Calcule el volumen del paralelepípedo que tune vciti.V' 
enil.3.()i.(2.-l.3).(-2. 2.-I) \ (-1. 1.2i

KH. Deimiesire mediante aiialisis veelonal que fas diacxvjl.'' 
de un p.iialelojtramo se biseel.m imiiuamemc

l.ii h'\ «yen ii im SI \ .S'2, i oruiJcrv

.\ - eosdl 4 seiiirj y II eos/íi ^ scnnj

V iiJit r.nf ti hl 6\'>iiii iiJjitiihi

t .tu«s le sen (i<

Hl. I mpkveli'itHliklopumode \v Itpai.ukuiO'tiaiqJs' 

costil fi\ eosiicos/l I seni«svn/l

71. Si (les el .mpulo eniie los vecioies \ .’I ' J * k \
It 11 ij I Sk, i.ilciile cos 0 en ilo. loimas 
In) emplee el piiHlmio punto, tlij ulilue el pnoliicio ciii/ 
y iin.i ideiiiid.ul tiipoiiomeliie.i

82. l'lilicv el piiHluelo un/de Ls It. uní o coiiv la 

nenie k dee.uU veuoi. patademosii.uque

|senm /ti¡ (seniieos/l co'itssMtí^
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K3. Si V C'lu ilijiiict Victor(k I'i. iIl'iiuiisire(|uc

\ - (A • ili + (A • jij 4 (A • kik

XJ. Sc.iii V V H vcilmcs ele l',. > < < i luí uivonos tl|.
icitorc'-ilv > i/j. </i > i/i los LdSLiKis diicuuns <lt H Si

'' - Ü. = ii
i/i t/' lit

J.muisiii'i|uc \v ii --on pjr.ik'los 

H5 Si \ B (■ V l> Mm vicions de 1', dunuevire l.i idcn- 
li(l.i(l (le l..iKr.m;:c-

lA X uimc X 1)1 = r* •' "In-r H-n|

H6. Consiilcre un Irianeuln \UC si lu\ punlo^ I) T. \ I 
esun sobre los l.idii» \ll ll( > If. rc'pcimjmenie. v

',Vr,wJi \ifíT)= \\tiJci 

\irTi = ',mcTi

dimuesin i|Uf Vi 1/ i s \iUÍ i •- \i(7Ji = 0



Funciones vectoriales

\\S\ON

11.1 Funciones vectoriales y curvas 
en

11.2 Calculo de los íunciones 
vectoriales

11.3 Vectores tangente unitario
y normal unitario, y longitud 
de arco como parámetro

11.4 Curvatura
11.5 Movimiento curvilíneo

as (unciónos vectoriales son oqyellos cuyo 
dominio es un conjunto de números reo'es lo'ss 
que su conlradomimo es un conjunto de >e:'> 

res Estos funciones se definen en lo sección 111. dends 
también se estudian sus groficos Los groficos de cs'ss 
funciones son curvos, los cuales también pueder 
representorse mediente ecuaciones porometncos E> 
Colculo de las funciones vectorioles, trotodc en lo 
sección 1 1 2, se refiere a las derivados e inleora'es 
indefinidos de estos funciones, y se vero que los de' 
nicioncs y leoremos son semejantes a los del Co'ci.'3 de 
funciones reales

En las secciones rcstonics del capitulo se trote 
aplicaciones de los vectores o lo geometría físico e 
ingeniería Los aplicaciones geométricos incluyen b 
longitud de arco, vectores tangentes y nc'ma'es a 
curva, y curvatura En los opliccciones de lisico c 
mgenierio so emplean los vectores para es'ud a' c' 
movimiento de una partícula o lo largo de una 

curvo el cuol se denomina mcnim cnto curv "'O

0
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n.l FUNCIONES VECTORIALES Y CURVAS EN
t-n Li sctuon *> I se inimilujcron Ijs etujuonts pjramciriL.is .il sDnstderar 
un.i parlíeula i|ue se mueve en un plano de modo que las coiirduiiadas (t \i 
de su posiLión en cualquier instante / están determinadas por las ecuaciones

i = /{/) > t = [-(o (1)

íisla idea se puede extender al espacio tridimensional, donde las coordenadas 
(t. \. :l de la posición de la partícula en cualquier tiempo t están dadas por 
las tres ecuacione;s parametricas

\ - jin \ = f-in z - li{n t2)

Para cualquier posición de la partícula existe un vector \ los puntos termina­
les de las representaciones de posición de estos vectores delerniinan una cur­
va recorrida por la partícula lista idea nos conduce a considerar una función 
cu)o dominio es un conjunto de números reales tal que su contradomino es 
un conjunto de vectores A esta Iunción se le llama fmu iim xuinridl

Definición de fancion^&tondir^^"

Sean/. j; > li lunciones reales de la variable real / Entonces se define la 
riincíón veclurial K por medio de

Rtf) = /mi + cmj +

donde t es cualquier numero re.il del dominio común de f. i; v Ii Cn el 
plano se define una función vectorial U mediante

Rm = JU\Í +

donde / pertenece al dominio común de f v i>

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea R la función vectorial 

detlmd.i por

R(/) = / - 2¡ + 1/ - 3l''j + In í k

<5i mi _ í - 2, í;U) = If - > /df) = In f. entonces el dominio de R
es el conjunto de valores de / para los cuales /<f». t*U( v lun están definidas 
Como lil) esta definida para / a 2. if(f) esta definida para lodo numero real 
diferente de y /i(f) esta definida para todos los números positivos, el domi­
nio de Res !/ I í S 2./ ?* ^1 ^

I.a ecuación

Rif) = mii * + /'lf)k i3l

se denomina eciiadiín vectorial la cual describe la cuna C dvtimda por kus 
coirespondientcs ecuaciones paramétneas i2i esto es. una viiiva puede defi­
nirse por medio de una ecuación vectorial o por un connmio de ecuaciones 
p.ir.imctncas Si en (^). hu) - l> para todo f del dominio de R entones la 
curva C >.ice en e! plano vv v esta definida por la coriespondiente cviia- 
enmes paramétneas (11 l'sias curvas se C'iudiaion en la cc
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Km i-J r il > Ir 4/iJ 

IICU lU I

Tabla I

t 1

0 2 0 II

0 2

T 1 0 r

:-T 11 It

2.T 2 0 2t

' T n 2

Iff 2 11 tT
’t (I V

•> II 4t

i: II I»

Riri 3 2 LOS r i • 2 sen r j • I k i) ■ r

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Lj pianj diiiiniüjf^
lii ccuj(.ión vectorial

R(0 = (4 - í-ji + t/‘ + 4flj 

laiiibien puutlc definirse por las ecujuones paramélncas 

r = 4 - > \ = /- + 4/

hn ti ejemplo S dt la sección I se dibujo esta curva obtenicmliivL Ij t.ra 
lita mostrada en la fijtura I i

Una ecuación seclonal de una cuna proporciona una direccnm a Ij 
curva en cada punto Esto es, si se piensa que la cuna es desenta por unap_' 
titula, se puede considerar la dirección positiva a lo largo de la tuna Lomo 
la dirección en la que la partícula se mueve a medida que el parámetro {jj 
menta En tal caso, / puede ser una medida del tiempo, de modo que al veetii 
Ktr) se le llama vector de posición.

Al eliminar / de las ecuaciones paramuncas (2) se obtienen dos enu 
Clones en t, \ y : denominadas ecuaciones curtcsianas de la curva C La 
gráfica de cada ecuación cartesiana es una superficie, > C es la imersccciundi 
las dos superficies Las ecuaciones de cualesquiera dos supcrliues que coi- 
llenen a C pueden considerarse como las ecuaciones que definen a C

^ EJEMPLO 7 Dibuje la curva que tiene la ecuación veuunal

U(M = 2cosíÍ + 2 sen rj + /k 0 £ / < 4/T

Solución Las ecuaciones parametncas de la cuna son

X = 2 COSÍ V - 2 sen / c = /

i I parámetro f de las dos primeras ecuaciones se elimina al elevar al lujiíhi 
do los dos miembros de estas ecuaciones y sumar los miembros u'nc- 
poiidtcnlcs obteniéndose

i- + V * = 4 eos- i + 4 sen- f
•* *» aX - + V - s: 4

l’or tanto, la curva esta completamente >.onicnida en el cilindro circular rivo 
cuya directn/ es la circunlereiicia t- + v- = 4 del plano u v cuvas recia 
duras lo posiciones de su generaln/i son p.iralelas al eje ; La tabla i 
porcinna conjuntos de valores de x. v y c para valores específicos d» ¡ L- 
figiira 2 muestra la curva ^

La curva del ejemplo 1 se üenonuna hélice circular. Lna liclicc 
general tiene la ecuación vectorial

R(í» = íícos/i + /> sen fj + </k

y ecuaciones parametncas

X = íítosí V = /jsetif z - ti

doiiilc íi./) y I con constantes diteremes de cero Cuando »i = /' lacurvac' 

una liclice circular Para eliminar í de las dos primeras Lcuauoiii's 
incas se escriben diciias ecuaciones como

X
1'-

V-

h-H(;i RA2
eos- / y sen-1
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iw I) rj|
|{ 'I ti 1.0. f I > /' 'lM ij • c I k

l U.l UA 3

A

H II II - I j I k II • f

i K.l K\4

" II • 2 'ill ij • ik I) I I T 
1 I 1 tlc'd. I III II III

Ai Mimar los micmhros Lorrcspomlicnlcs dn estas dos CLuaLiniKs se ohliuic

Por l.into. 1.1 curva dcfinida por I4| cst.í conieniüa uimplel.miLnle en el ulin- 
dm dipneo um rej:laduras paralelas al eje : > cuja diretin/ es una elipse 
del plano i \ > eu>as regladuras son paralelas al eje *. uiim» se inueslra en la 
l1i¡ura 1

Una curva ijue llene la ecuación vceional 

R(f) = <i/i + hi-j + t í’k

donde ti. h v t son consianics direrenics de cero, se denomina cúbica alabea* 
da. un caso p.irtieular de esia ecuación se présenla en el proximo ejuiiplo

^ EJEMPL0 2 Dibuje la cubica alabeada ijue llene la ecuación 

veclorial

R(/) = /i + l'i + /’k I) £ f < 2 

Solución Las ecuaciones paramelricas de esta cubica ahibcada son 

r = f \ - I- z = 1^

Al eliminar i de las dos primeras ecuaciones se obliene v = que es la 
ecuación de un cilindro que tiene como diredri/ una parabola del plano n v 
sus rejtladiiras son p.iraldas ,il eje ; Si se elimiiu i de las ecuaciones primera 
V lerccra se obtiene z = la cual es la ecu.icióii de un cilindro con regla- 
duras paralelas al eje \ V cuva direcln/ vaco en el plano ve La cúbica 
alabeada es la inlcrscccion de los Jos cilindros La llgura 4 muestra ios dos 
cilindros V la cúbica alabeada de í = Oa/ = 2 ^

La bclice > la cubica al.ibeada de los dos ejemplos anteriores se dibu­
jaron de manera bastante simple .Sin embargo, el dibujo de la inavona de las 
curv.is tridimensionales es mucho mas complicada Alorlunjdjincnte. en esta 
epoi.a tecnológica, puede rccumrsc a las computadoras \ prugnimas grafica- 
dores para trazar estas curvas Con írecuenua los programas grallcadorcs (o 
Mi/nwirt p.ira gr.dlcar) permiten l.i elección de puntos de vista desde donde 
se observ.i la curva con dilerenles perspectivas L.is llguras 5(a)-lcl muestran 
la hclice del ejemplo i generad.i por el solivvare Mtilluiiuiiuü. vista desde

jtif :u íi 2 -nij * fk II- í- 1T ti.ii eu'-ii • ' '*.11 ij- 'k ii- I• 4-
I tul. J.Ill 1l' OI MsUiI.mI.MS !() X'

ll(;LK\5a IK.l R\.>h HCl R\.'c
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A

lOí) - /i . rj •• ,'k II I r: iK 
VI.l4desdi-1 ](>, 0, l)|

iros punios dilcru-nies dd espacio. La.s riguras 6(a|-(c» muestran la cúhicj 
alabeada del ejemplo 2. lambién generada pnr Malhemalu ci. vista desde li-s 
mismos tres puntos de las figuras 5(a)-(cj.

Se pueden reali/ar operaciones vectoriales con funciones veclonabs 
aplicando ios procedimientos estudiados en el capítulo 10. y conui se indica 
en la definición siguiente de estas operaciones.

11.1.2 Definición de las operaciones con funciones 
vectoriales

Dada.s las funciones vectoriales F y G y las funciones reales/y g:

(í) la suma de F y G, denotada por F + G. es la función vectonal 
definida por

tF + GHM = Fíf) -1- Gíí)

FKÍLRA fia

Kio ft - f'J + f'k 0 •- I 
vivU desde (0, líi, II)

(¡i) la diferencia de F y G. denotada por F - G. e.s ia función vccto- 
nal definida por

iF - Gtin = Fio - Gto

(üi) el producto punto de F y G. denotado por F • G. es la función 
vectorial definida por

(F ■ G)(í) = F(/) • G(/)

(iv) el producto cruz de F y G. denotado por F X G. es la función 
vectorial definida por

(F X G)(f) = F(/) X G(ri

(v) el producto de j{¡i por F(r). denotado por/F. es la función vec­
torial definida por

I-IGl’RA 6I> (yFun = /(/)F(n

(vij la función compuesta de F y g. denotada por F o g. es la fun­
ción vectorial definida por

(F o _!.)(i) = F(,i-(/))

^ EJEMPLO 3 Dada F(r) = sen2/¡ + cos2fj

Glí) =s -eos 2/1 + sen 2/j -i- \/k. y/(/) = /^^-. calcule: (a) (F + GiU'-
(b)(F - G)(/);(c)(F • G)(/);{d)(F X Gi(/); (c)(/F»í);(D(G e/KM-

Solución

R(fi - íi • r’j t f'k 0 - f : 
vivid desde (H, lfí.8)

FIGURA ík;

(di (F X G)(/)

(a) (F + G)(/) = (sen 2/ - eos2/li -i- (cos2( -i- sen 2í)j + 2 .«'k
n>) (F - G)(/) = (sen 2/ + eos 2/)í -t- (eos 2/ - sen 2/)j

(c) (F • G)ü) = -sen 2/ eos 2/ + sen 2/eos 2í + \l- 

= f (porque / £ 0)
= -./eosZíí - -./eosZíj + sen*2/k cos-2/k - v./.sen 2/1 - '.fscn--Í

= \/(cos2/ - scn2/)i - \/(cos2/ -i- scn2/)j + k
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(f» tJF)U) = /’^-scnZil + /’^-(.tis2íj + í-k 

(fi í(J o j iíií = (;< fm,
= -cos2í’/-¡ + scn2/’/-j + /’/■‘k ◄

r-.l límiii; de una luncnm vcciurial '•e dellne en lérminos de los limiles de 
sus toinponenles reales

Defiñíción del límífe de una«fun'cí¿n vectorial Ezj
Sea H una función \cctnnal tusos valores de luiition oslan dados por

R(0 = {\tú i'üij -s /lífjk

Entonces el límite de Rfí) tuando / tiende ii <i está deOnidr) por 

IiinUin = llimytíJli + | liiní;(/)|j + (Um/i(filk
/“♦a I-4J í-«j

SI limydt. ImH’iO.y iim/iirtexisien

Por supuesto, esta dellnición también se aplica a las liinciones sectonales 
del plano al considerar la componente k como cero

1 U.UUV 7

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 St Ríndeos/i ^2. ja^3k.

limRtn = (limeosf)i + (Iim2i’')j + (Iim3)k
I -II ;-•(! l-fU

= i + 2j + 3k ◄

Considere la figura 7 a fin de obtener una inlerpreiucn'm geomélnea de 
la definición II I .V donde R(/) = /</>¡ + e(/)j s- /»íí)k. limfui = Oj. 

Iinit'(í) = «2* lim/d/) = L = ri|i + osj -r o^k La tunción sectonal 

R define la cuna C la cual contiene a los puntos (7(/'(n. .{■(/). luí)) \
«2- representaciones de los sectores R y L son, respcclisa-

iiiente, OQ \ Op Contomie / se uprosima a a. Rlí) tiende a L. de modo que 

el punto () se aprosinta al punto P a lo largo de C
Los límites de tunciones sectonales que corresponden a los teoremas de 

límites de {unciones reales estudiados en e) capítulo I. pueden demostrarse a 
partir de la definición 11.1 3. Se le pedirá que demuestre algunos de estos 
teoremas de límites en los ejercicios

La Itmción sectorial R es continua en el nümeio « si \ sólo si m.- satis- 
lacen las tres condiciones siguientes.

til R (íi) existe; 
lii) lim KlOCKÍsie;

(iiil hniRt/) = Rtol

De esta definición, una función sectorial es continua en el numero o si y 
sólo si sus componentes reales son coiiliniias en o
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^ BJEMPLO 4 Determine los números en los que |j siguiente 
(unción seclonul es continua:

Ríí) = sen/i + Infj + --------pk

Solución Puesto que sen l está definido para todos los números rca!L-< 
liw está definida sólo cuando í > 0. j(/- - l)/(f - 11 está definida en Kdi 
número real distinto de I. el dominio de R es |/|r > 0 y r ^ 11 Si e e; 

cualquier número del dominio de R. entonces

Rífi) = seno! + Inoj + («i + l)k

ümRf/j = limsenri + limin/j + lim ^
t-»u f-*ij i — ti f — 1

= sen OÍ + Iniij + (o + I )k 

Así. limRífj = R (íi). y R es continua en «.
I -III
Por tanto, la función sectorial R es continua en cada número de 

dominio i

EJERCICIOS 11.1
Im In'! / ti S, iliicrmiiif fl diiimmii tic lii fiinuim
inluriiil

1. Ri/1 = |i ♦ .4 - íj

2. Rio = (í- + T)i H

3. R(0 = (sen ' ni + luir + 1 ij

4. Ri/i = (eos ' MÍ *■ (see ' nj

5. R(/i = / <■ 21 + 4 - /j t totlk

<>. Rif) - - úi ln|f - 3lJ + (f* + 2i - 8)k

7. Rui = loIseni|i-^ Ui-rj+ln|r + 4|k 

K. Rui - laii/i * .4 - r’j + k

¡■.nlinrjinitiiii‘Jiil2.iiiluilc (<U(F + (»|U).(/»1 (F - 
I. mE • (;)lí);((/)il' X ÍJiUi

9. Fui (f + l)i + (í- - 1 ij + tí ~ 1 )k.
GUi = (1 - 1 l¡ 4- j 4 1,r 4- hk

10. Fu) - (4 - /-11 4. 4j - (4 - r'ik.
GUI ('i + U* - 4ij -- 4k

11. FU) eos /I - sen /j + rk.
G(f) sen/i 4 (.os rj - ik

12. Kf) - see rl 4- lan ij - 2k.
Giri = sccri - tanrj 4- rk

l.n Itn |•Jltllll(ls /.i ii ¡6 uiliiilf. Ui) (/ F)U). Ib) (fG](l), 
(uiF ;;)U|. (di ((; j í.uí/1

13. F > (• sun Lis luneiones del ejereieio *),
Un = í - 1. s’ti) = I + i

14. F> (i son las lunuonesdel ejercicio 10. 
lit) - 1/(2 - /j.A'Ul = 2-1.

15. F y (»son Les lunciimcs del ejercicio II, 
fin = sen/. c(/) = sen ' /.

16. F > G son las iunciunes del ejercicio 12.
/(/) = tosí.j;lí) = eos"' /

l-n losfjí'riuiiii 17 a 24. i ah ule el limite inJuath'. licni.'r

17. RUI = U - 2ii + + ík. liinRUi

18. Rui = il-lii + ÍJlij + 1/ + llk; liniRui
f + I r - r ' ‘ I--1

19. R(/) = senil + eos rj + ' k. Imi Rui
l f-.0

20. RUI = Lr_£iílí¡ + «.'j + c-'k. HmRui
/ i—ii

21. R(/i

22. RUI

i + sen iTi
f - 2 f- - I

1 + eos I

j + k. Iim Rui
/ - 1 f-i

. , Llüííilj + Jl^k liroRu' 
I - sen r 1 - eos 1 sen /

¡ +

23. Ru) = + c'-'j + (1 + o'"k. limRui

24. RUI Imr + li I + senhfj 4- eoshik, lim Rui 
I 1-.11

En loí ejcniam 25 a 50. i¡ctcniiiiie h\ mímeme /’uni /i’« s-*’ 
la ftiiiL lón i ei luriiil er < niuiiiiiu.

25. RU) = i-¡ 4- Inu - llj +

26. RU) = u - 1)1 + + lí^k
f' - 1 í - I

27. R(í| = cosfl + secij + tanrk

28. RU) = scnff/1 - tan;r/j + col .Trk
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Kut
i,, i/'-i + r-i k M ; ? 0 

M í = 0
44. f:ji.Tcitio.lS.(0.0. 2X|,(0, 2X.0|\ M4.2M. I4|,

.íi). Um
•.^'n I 

I

i - k

i , j M / Jt o

r.n lt'\ i i> ii ii Ki\ M II 42. ilihiiji- hi i;riijiiii ih- tu fiiiuiim 
uili’riiil

31. K(/l = /'I - (< *■ hj .12. Ul/i = i + - j 
. í' '

33. Rin - (/ - 2)1 t lí* •( nj

.14. Uu) - 1 uish fi + 1 vcnli /|

33. Um - fi • I') - l»ij <■ (3 - 2ítk

3ÍI. KlfJ u r l)¡ + (2/ - lij * (2i .l|k

37 Kifi - to'ii + siii íj r (k 0 í •' 2“

38. Itif) Iliimí * 1 su-n/j * 2/k U c í 4;:

3'k Itin = 2u)\/i t .1 scjwj t 4(k I) í •' 4r

41). Kuj 4o)%/i * Mjiuj t ^<k. (J < < 2"

41. Rut ,3fl 4- 2rj . /k.O i ■' 2

42. Ru) /i f rj + ’/’k.O 2

1.11 li’\ I ii'ii ii un í.i II 40. tm l'ii;iiiii\ lul-{i I u’ii vmliiin i;f- 
III iiiui I iiiii/’iiliiíliirii, ih' tu iiinii ihl lyt f( (1 ífi mili- 

iiiihi. \i\Ui il, \ih irm ¡uwiin lll|tl|■nu \ ihl /Íi7i)<íodf

/■) III ini mili ilr Im luiniin ilt xnui thiihn

4.1. I loruu.i 17. «I.n. Si. iO. H. Oí > |4.8.4).

43. 1-.iciuum41.||II,0.(Ii. (- 10, ll.U)> (O O 10i

Ul

I I » S H 7 ^

U-l
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46. Ljcrutio 12 (I*'. 0.0), (-15.0. 0) y (0. (J. 15)

Á

(j)

X

(C)

Di lin i-jiTciiiin 47 <i 4'). ihinueUrc ./ iu>rcimi de Itmiiti *i

Vil) 1 V(f> tti/i fiiniiiiitcí \eitorinIe\ w/ci qut limL'fi s
!im Vlu finifii.
i -* il
47. lim lUuj + V(i)| = lim U(0 + lim V(i)

48. Iim I U(r) • V ui] = lím Uf/) • lim \(t)
;—•<! í-*4i

49. hmlLU) X V(/)l = limUU) X Um V(m

50. Si/cs uiu funLuin nijl tul que lim/(/) cxisie) \ C’.uu 

fuiiciún vectonal tal que lim Vti) e\isle. demue'ire í-í 

lim/dlVír) = I lim/(0|| limVíMj
l->ci t-*.i i-»a

51. Demuestre que si la funcuin secional V es conlimu en 
un numen)«. enlunecs ||V(()j| es Limiiiiuaenu

52. En lugar de la definieiun U I el límite de una fuisn.n 
\ectunal puede definirse ciimii sigue, el límite de Rui 
ciiandu r tiende a o es el sector L si para ciulquer 
€ > l) existe una 5 > Dial que

SI 0 < |/ - ti I < ¿ entonces || R(f) - Lj) < f

Sin emplear las palabras Itmilc. tunde n ti/i/i'tirrai) 
utilizar símbolos tales como f y 5, exprese en palabra' 
lo que esto significa.

11.2 CÁLCULO DE LAS FUNCIONES VECTORIALES

El csludit) de curvas y superficies medunic el Cálculo constituyen los lenu' 
principales de un curso de acoiiifiría diferencial, de la cual se preseniara 
una breve introducción en las secciones 11..^ y 11.4. mientras que en la sis'* 
ción 11.5. se aplicará el Cálculo al iiiin iwieiui} cun tliiien. En esta sección se 
prepara el leireiio para esios lemas

Las definiciones de denvadas e integrales indefinidas de funcione' 'cc- 
tonales involucran las definiciones correspondienles para funciones tvalc'. 

de Igual manera en que se estudiaron en la sección 11 l límites y continui­
dad lie estas funciones En la siguiente defiinción de deriv ada. la expresión

R(/ + - R(/)

se utiliza para indicar la división de un vector entre un escalary sigmluJ

-f [R(f -F Ai) - R(/)| 
Al
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Si K cs unj funuun scclorial. cniimLCs la cltri\ad.i de K es una lun- 
U('m vettorial. denotada por R' y definida por

R-(/j = lím
\i->" Ai

SI este limite existe

La nolauon fJ,R(n se emplea en ocasiones en lu>;ar de R (/)
El teorema siguiente se deduce de la definición 11 2 1 y de la definición 

de la derivada de una función real

M- -11 «2.2 Teorema ¡aa • , » •
Si R es una función vectorial dellnida por 

R(0 = fU)i + í,'(Oj + hUik 

entonces

lU/) = y (OÍ + + /''(HL

SI/■(/).>>'(/) y /i(fl existen

R (í) = lim
\t

= lim
V/-tll

Demostración De la dellnicion 112 1

R(/ + Al) - R(M 
Ar

|/(r + A/)i + A-(/ + Aoj + hu + Ankl - |/(f)i + + /lUfkj
Ai

/(/ +An-/(/). , gtf + An-etn. , ha + An - inn,lim ---------- :--------— I + lim ;-------------j + lim------------------------- k
vt-^ii Af V' '0 Al ai-»o Al

/ (;)¡ + + lni)k

I k;ukv 1

i.' EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si Rtn = t2 - sen ni +
eos fj - /-k. entonces R tn = cosíí - sen ij - 2fk ^

Al considerar las representaciones de los vectores R(o. Rtf + Al) y 
R'ti) se obtiene una interpretación geométrica de la dellnicion 112 1 Retle- 
rase a la figura l La curva C es descrita por el punto terminal de la represen 
tjción de posición de R(/) conforme l toma todos los valores del dominio de 
R Sea OP la representación de posición de R(/) y ÜQ la representación 
de posicmn de R(/ + Ai) Entonces Ru + Al) - Ru) es un vector para el 
cual PQ es una representación Si el vector R(í + Ai) - R(il se multiplica 
por el escalar 1/Ai. se obtiene un vector que tiene la misma dirección y 
cuyo modulo es 1/|Aí¡ veces el modulo de R(í + A/1 - RtM Confomie 

Al se aproxima a cero, c! punto () se aproxima al punto /’ a lo largo de C. y 
el vector |R(i + Ai) - U(i)l/Ai tiende a un vector que tiene una de sus re 
presentaciones tangente a la curva C’cn el punto P
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ObsLT\e que para \eclorcs del plano donde 

R(/) = /(M¡ + KÍOj

la dirección de R'(/J está dada por 0(0 S 0 < 2;r) donde tan 0 = 
esioes. conr = y(My\ = >,'(0

d\
tan 0=4^ 

cl\
üJ

Las densadas de orden superior de funciones seclonales se definen d: 
manera similar u las densadas de orden superior para íuneumes reales Dec^’le 
modo. SI K es una junción seclonul. la segunda densada de R. demUadapi'r 
R"(íJ. está dada por

R'(0 = /J,[R(Ol

La notación ü,~ R(/) puede emplearse en lugar de R"(f» Al aplicar el 
teorema 11 2 2 a R (/), se tiene

R"IM = nn\ + + /i "iMk

si/'(/|. /»’(/) existen

j EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si lun = dn ni * |j -
-T k. entonces 
t-

Rtn == ii - -Lj + --fk y R'(n = -4r¡ + -“rj - 4>' ^
I I- t I- I ¡

11.2.3 Defíníción de función vectorial díferenciobie 
en un intervalo

Se dice que una función sectonal R es dífiTeniiuhlc en un inicrsain 
SI R'in existe para todos los salores de ¡ del inters alo.

Los teoremas siguientes proporcionan fónnulas de dilerenciacion pxa 
lunciones scuorialcs. Las demostraciones se basan en el teorema 11 2 2 s U'' 

teoremas de dilerenciacion de lunciones reales

11.2.4 Teorema La derivada de la suma de dos 
funciones vectoriales

Si R \ Q son dos tunciones seetonalcs ditereneiables en un intcrsalo. 

enlonces R + Q es dilereneiable ea el intervalo, \

0,[RU) + Qu)| = l),Hu) + ¡),Qu)

La demostración de este teorema se deja como ejercicio (consulte el eictci- 
cío 2‘))

^ EJEMPLO 1 Verifique el teorema 11 2 4 SI

RlM = r'l + (í I ij \ Qtí) = sen/i + cos/j
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Solución

D,[R(0 + Q(/)| = + í/ - l)jl + |sctwí + cosfjli
= D,\(t- * scn/)i + (/ - I + cos/ij)
= (2f + cosi)¡ + (1 - scn/)j

+ (/ - l)j| + tíjíscn f¡ + uis/ji 
= (2/i j) + (con/I - sciwjj 
= (2f + eos /)i + (I - sen nj

Por lanío. D,|R(/) + Q(/)l = Ü,R(o + 0,Qln. ◄

,Si R y Q son dos lunciones veuonales direrciiLiahles en un inlorsalo. 
entonces R • Q es diferenaable en el inter\a!o, )

/J,1R(0 • Ql/>1 = |/),R(/)| • Q(M t R(/) • |0,Q(m|

Demostración Se demostrará el ic(trcma para \eeu>rcs de l’i La de­
mostración para vectores de es. por supuesto, similar Sean

Rio = /|(/ii + \ Q(/) = /stni + jc’sinj

Entonces por el teorema 112 2.

/),R(/) = + IJi'tnj D,QlO = /;’(Ol + V;'(Oj

R(0'Q(n = l/|(oll/;(ol + [eii/)lK':(o|

Por lamo.

D,|R(/) • Qi/t) = \J\'(n\lfid>\ + + (e('(Mlie;(/)l + k’i<M||.esiM)

= lirrioll/Vnl + |i.-ri/)]K-;(f)lI + ll/i(í)ll/:'t/)l + K'i(n)[c-;'(M|}

= [0,Rí/)| • Qii) + Rtn • [ü,Q(f)l ■

^ EJEMPLO 2 Verifique el teorema 1125 para las funciones 

vectoriales Jel ejemplo 1

Solución Las junciones son

R(f) = í-i + (/ - llj V QlM = sen íi + eos/j

Así. R(M*Q(/) = /'senr •< (r - Déos / Por tanto,

Í);|R(/) • Ql/)1 = 2/sen / -i- /-eos / + eos / + (/ - iK-sen/)
= (/ + Ijsen / + (/- -t- heos/ ili

Conio/),R(0 = 2/i + jv /),Q(/l = eos/¡ - sen/j. se tiene

(ÍJ,R(/))'Q(/) + R(/i-(D,Q(/l)

= (2/i + jt ■ (sen /i + eos /j) + |/-¡ + (/ - 1 ij} • (eos /i - sen /j'»

= (2/sen/ + eos/i + jz-cos/ - (/ - l)sen/|
= (/ + l)sen/ + (/- + Ileos/ (2l

Al comparar 11) y l2> se obsena que se cumple el teorema 112 5 para estas 
tunciones ^
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11 «2.6 Teorema Lo derivada del producto
de una función real y una fanción vectoriol

Si R cs urjii función vcaoriül difcrcncublc en un intenulo \ /es unj 

funuón real difcrcncublc en el imcrvalo, enlonces

D,([/(/)||Rí/)|l = l¡),J(nm) ^ fU)D,mi)

L.i dcintisiruuón de este teorema se deja como ejercicio (sea el ejtrii 
CIO 30)

lil teorema siguiente que trata a la denvada del producto cruz de 
lunciones vectoriales, es similar a la fórmula correspondiente para la denva­
da del producto de dos funciones reales, sin embargo, es importante manlena 
el tirden correcto de las funciones sectoriales debido a que el producto car 
no es conmutatiso.

11,2,7 Teoremo La derivada del producto cruz 
de dos funciones vectoriales

Si R ) Q son dos funciones s ectoriaJes diferenuables. entonces 

/J,|Rm X Q(n = R'tn X Q(/) + R(o X QO) 

para todos los salores de t para los cuales R'(/) y Q't/) existen

La dcmostnicióii de este teorema se deja como ejercicio (consulted 
ejercicio 31)

11.2.8_Teorema La regla de la cadena 
 para funciones vectoriales______
Suponga que F es una función sectorial, h es una función real > C es

la función sectonal definida por G(/j = F(/i(f)) Si 4> = hU) > 
y /J¿,GU) existen, enlonces /J,Gtn existe y está dada por '

D,V.u\ = |/)¿G(/l|~^

La demostración, dejada como ejercicio (sea el ejercicio 32i. se Kwcn 
el teorema 11 2 2 \ la regla de la cadena para funciones reales.

^ EJEMPLO 3 Venfique el teorema 11 2.8 si las tuncionc' F) 'i 
están dellnidas por

F(<¿) = -i- i-'^j -i- In^k y hU) ~ sen f

Solución Con<¿ = /K/)yG(/) = F(hii))

é = sen; y G(r) = sen-/i -t- f's-ntj + i,, senfk 

Al calcular f),G(0 mediante el teorema 11.2.2, se obtiene 

A), Gtn = 2senrcosíl + eeos rj' + cot/k
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Ahora se tdkulad niicmhro dertsho de la euiauon cJcl leorerna II 2K Fu.x- 
tiicjue Gí/MamhiLn puede expresarse eom(K¿-i + ln<¿k se tiene

D,iC,,. (2éi .

Pero c¿ = sen/. de modo t|ue

(2senn + e'-^'j + _L_k)i.os/
ill ' sen / '

= 2 sen/eos íi t ('‘^"'eos/j eoi/k 

De (3j. el rniemhro dereeim de esta eeuaLion es [),('An Por tanto

/Ji|C(/ll‘^ = />,G(/|

lo eual verified el teí'rcma 11 2 S para estas lunuones M

El teorema siguiente sera empleado posteriormente

Si U es una lunuon veetonal dilereneiahle en un inlenalo \ j| Rt/) |¡ 
es eonstante para toda / de! intervalo, enlonses los \eetores R(/i \ 
D, R(/) son ortogonales

Demostración Sed ||R(/l|| = A I ntonves por el teorema 10'í (mi

R(/) • R(f) = k-

n(,i»\2

Al difereneiar los dos iniemhros de esta eeuaeion eon respeeto a / \ al apliear 
el teorema 11 2 5 se obtiene

|D,R(/)| • Rt/i - R(/| • |D,R(/l| = 0 
2R(/) • D,R(í) = 0

Como el produeto punto de R(/) \ D,R(/) es cero, se eoiieluve, de la deiini- 
Lnin 10 ^ 7, i)iie R(/) \ D,llU) son ortogonales a

Observe la figura 2 para la interpretaeion geometraa del teorema 112 0 
Debido a que c! \eetor Rut tiene modulo eonstante k. la represeniaLion de 
posieion ()P de R(/i tiene su punto tennmal P en la cireunlereiieia eon eentro 
en el tirigen v radio k Por esta ra/on la gralaa de R es^esta eireimfereneia. 
un eiiarto de l.i eual se muestra en la figura 2 junto eon OP \ la representaeion 
Pl¡ de D,R{/l^Como D,R(/) \ R(/l son ortogonales, enttmees OP es per- 
pendieulara PH

A eonlituiaenm se defimni la integral indefinida (o antidenxadal de una 
fuiieton ve’etorial

11.2.10 Definición de Id integral indefinida 
______  de una función vectorial______ .
Si Q es la Itiiiuón \eetorial determinada por

Qm - fin! + gtnj + hínk
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eninnccs la integral indcfíntdu de Q(o csid definida por

Jq(/)í/í = i jfin di + j J^ÍOd/ + k jhit) di (4,

EslJ definición es consisicnle con la dcnnición de la mlcgral indcfin,dj 
de una función real debido a que si se obtiene la derivada en los dos mi<in 
bros de <4) con respecto a i. resulta

Df^QiOdi = ¡D, jfindí + jD, JíJÍOdí + kD,jhit)d¡

= ifin + + k/i(/;

De cada una de las integrales indefinidas del miembro derecho de (4) &e ob­
tiene una constante escalar arbitraria Cuando cada uno de estos escolares «e 
multiplica por í. j o k. resulta de la suma un vector constante orbitranu \si

í'Q(/)Jr = R(/) -I- C 

donde D,R(M = Qfo y C es un vector constante arbitrario

► EJEMPLO 4
derivada sea

Determine la función veclonal mas general cusa 

Q(f) = senil - Tcos/j -i- 2/k

Solución SiD,Rli) = Qin, cnloncesRtrj = JqIoJi. 

Rt/l = i Jsen í di " J^ di

- Í(-cosr + Cj) - 3j(sen/ + Cs) + ktf- + C3) 
=5 -cos/i - 3senrj + r-k + (Cji - 3Csj + Csk) 
= -cos/i - 3senrj /-k C

^ EJEMPLO 5 Obtenga el vector Rtr) para el cual 

D,R(/i = e*'l -í- f'j + 3k y R(0) = 1 + j + 5k

esto es.

Solución

RUI = iJe '<// + j Jt-'í/f + k

= U-e“' + C]) + j(r' + Cs) + k(3/ + C,) 

Como RtOi s: I + j + 5 k. entonces

l + j + 5k = li-l C,l + j(l + C;> + kiCU 

Por tanto.

C, - I = I 
C, = 2

('2+1 = 1
C'2 = 0

= 5
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I:n coriscuicncia.

R(/> = í-f~' 2»i + i'j f {3/ + 5)k ◄

I:n l.i scccKin 9 2 se estudió el teorema 9 2.3 e! tu.il establece que si C 
es una curta plana cutas ecuaciones p.iraniétncas son t = f(i¡ t t = 
donde / ' t i;‘ son continuas en el iniert.ilo cerrado [o. />| j si ¡, unidades es la 
lonjiilud de arco de C desde el punto (fia). 1,'loM hasta el punto (/(/>). 
entonces

l’ueslo que una ecuación tedonal de C es R(í) = f(ii\ + esta ecua­
ción puede escribirse como

/. = llU(/)iÍ dt (5)

^ EJEMPLO ó Calcule la lonuilud de arco descrito por el punto 
Icnninal de la rcpreseiilación de posición de Ulri confomte r se incrementa de 
I a 4 SI

Htn = c' sen ri + c'cos rj

Solución

R'IO = ti 'sen í + i 'cos/ii T le'eos f - i'seiulj 

II R'(/)j| = _(c' sen ; -i- «■' eos /»- + u' eos ; - c' sen n-

_ ,.2i .,^.,1- / + 2 sen / eos i i- eos- t + eos- / - 2 sen / eos i -r sen- /

= i' 2

De la lormul.i i^).

= 2(<-* - <

l.a lonuilud de arco de iiiu curta en el espacio iiidiinensional puede 
definirse etacl.imente como se definió l.i lonuitud de arco de una curta plana 
en l.i dellmeion d 2 1 .Adem.is si (' es la cuna que nene ecuaciones parame- 
iric.is I = /in. t = c’tr». r = /ilrt o. equitalenieniente. tiene la ecuación 
tedonal

R(/i ■= M/ii - etí»j + /'ff'k

entonces 'c i'ucJe ilemostr.ir. en l.i misma fomia en t¡ue se probó el leo- 

lema " 2 el leoiema Mituienle.
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í2 I), J/ri *

I(n> 2eosíl t 2scníj t ik i)i;/í:ln

ik;ir\3

11.2.11 Teorema
Scü C la LUrva cuya ecuación \cclorial es R(/) = /íf)i + ;<(nj t 
/líok. y suponga que f\ k' y l‘' ■’‘>n conlinuas en el inter\a!o cerrado 
(í/. h\. íZnlonces si L es la longilud de arco de C desde el punto (/(«), 
g(«). hasta el punto (f(b), g(/r). /;(/>)),

h

\\KVl\\di

^ EJEMPLO 7 Calcule la longitud de arco de ia hélice circular 
del ejemplo I de la sección 11.1:

R(fj = 2cosíi -r 2sen/j + /k

desde / = 0 hasta r = 4;r.

Solución En la sección 11 I se dibujó la hélice, la cual se mue-iri 
en la figura 3 De la ecuación sectorial dada,

R'(0 = -2 senil + 2 eos/j + k

De modo que. del teorema 112 11,

L ■ (-2 sen f)- + (2 eos i)- ■¥ ] Ji

. 4 sen- I + 4 eos- í + 1 r/f
•'ü

.‘i ill
•’ll

4;: . .S 

2S H) A

La integral defiiud.i del ejemplo anienor fue esaluada fácilmente, pen' 
como se dtjo en las discusiones sobre la longilud de arco, la masoría de li* 
veces sólo .se puede aproximar el \ alor Esta situación se presenta en loi ejer­
cicios .S3 a Sfi. donde se le pedirá que emplee el procedimiento NINT en la 

graneadora a Un de obtener una aproximación de la longilud de un arco

EJERCICIOS 11.2
/./(Iin i'jcraíii>\ / n III, <iihiilf R'fri \ R'VlJ.

1. RUI ñ + |j

2. Rtí) = (/- - í)i -r l2i + llj

= ÍT-I' * S'j
4. R(/j = tí- t 4) 'I +• , I - .‘irj

5. Rio = i'-'l -I- In /j + r’k

(>. R(í) = cos2íl * lan/j + /k

7. R(í) = un ' ri -i- sen"' rj -i- eos ' rk

8. R(o =r + 2li + 2i ''j + 2'k

R(íi = 5scn2ri - scv irj + 4cos2/k

H». R(íi = ian.3fl *■ Insenrj - |k

líti les ejcriuiiif II i¡ N, ij/<r£-m,'(i l), || Rui ||

11. Rio = tf - 1)1 (2 - nj

12. R(M = (e' -f hí (f' - nj
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13 R(fi ' i.n 3(Í r LO-, í- 2< ''k

M. |{in r + II •. /■ Ij • ík

/ n li‘s iji nil iíi\ I ^ <1 IN 1 ( nfiijiii 11 u nniiui 11 2 -I partí hit 
Imn ii’ih \ u I iiiriiili í iiiilii iii/n\

I? Ki/I U- • . 'li -t II - , -'ij,

Qiil = (/' + 2<'|i - ni +

Kt Rui - u)'>2ii - 'cn2ij ÍJlil - scn’ii + uA2ij

17. Rui = 2scnii + uiwj - ■.i:n2fk 
yin = (.O', li 2 '-CM íj •* k

IH. iUíi . ‘'i - 1. *'j - 2k.Q(/i 2,-‘'k

I n !i>\ iji n u iin !') a 22 itnlupii 11 h nriiiui 11 2 5 ptim In', 
lililí iiiiu ^ 1 < I loniih \ lili t ji n ii la iiiilii iiiln

l‘k l-n-Kiuii n 20. í:jcr>.iLi(i Ui

21. f-ji.aii-111 17 22. ('ji.Ti.iui> 18

/ II las I jt n i< las 21 1 2-1. 11 ripipii 11 ii nri mil 112 6 para las
lililí lililí 1 llallas

23. /II) = i.iiH 2/ R es I.i lunuiuiuld cji.rui.iii 0

24. ;i|) = i' R es 1.1 lijni.11111 del cjcfULio 8

f II las iji r, h las 21" \ 2fi i i’n/iij./t’ 11 hart iiia 112 7 para las 
pi'ii lain s w (lanaU s titulas ih l ijtn ii lo uuíu aila

25. i jLiueiii 17 26. Ljcruuti 18

III las I n n II las 27 \ TiS 1 < njhpu 11 u art iiia 11 2 N para las
I "II "'lU S lllllll (li/ilí

27. (14^;! , .f ]rit^k)/i(/l =

28. 1KÍI - en (¿i •• uis lij >- (7>k \ /lili = sen ‘ I 

2'k lJi.mui.s(ri. el luTun.i 112 1

21). Dumiesirc el leurcma 11 2 f>

21. OenuiL .ire il leuiem.i II 27 

'2. (l^imie .III. el iLiirun i I I 2 8

I'I las tjiiihitis ff a -JI' ahhiu;ii la liiuiian sctlanal mas 

ral tusa ,h minia liinuul salarih liiiitiaii iiiiliiiitla

22. I.lll li 34. II- - Olí r- (2/ Sij

2.5. Inii . (j 36. — i
4 tí

4 + r 1 - 1
27. 1 'i - , 'j - 1. 'w 38. 2'1 2'j * i 'k

2y. lan li . see íj 1 ^ k 4(1. f svn íi - leus íj ^ fk

SiRifi - l'i . uní 21 5J t.iluile Rü)

■^2. SiRii) - seo'ii t 2 ui • ij \ RiTi - 0. c.iliule Rui 

■*2. Si Rm 'senli iMs/j - 1'k\ RlO) i j • l> 
i ikiile Rui

Si R in ^ -i i - i.m íj • ' k \ Rilli -
I • I I - I

li - IJ 1 .Sk uiIuileRiii

Lii ¡as iji ninas ■1‘s \ 46 litii;a la snniiniia (a) ahiiiifa una 
II luiaaii I arti'suwatlt la i iiniult st rila¡lar c Ipunía ifriminililt 
la rtprt'sniianaii th pasit lan lit R'U) Ihltahiili Rui'R'ui 
í iiihrpnit ti n siiliiula s;tanitiniaiiiti¡li

45. RU) = ttis/l * sen fj

46. Ruj = cosh/í - senil íJ

las ijLna las 47 s 4S si üil) is la mtilithi ni ratliiiiii s i/</ 
an¡:iila niiri RinsQtn lahiili D,aU)

47. RU) = 3< -'i - 4,-'j \ Qií) = (i, ’'j

48. R(f) = 2ii + ir - lij > Qui = í/i

I n las Ijen ii ¡as 4') a 52, tnlaile la ltins;iliul t nii i<j i/e/ art a 
ílcuh l| liiLslii Is ih la tiiriti tpii liiih III itiKH""i sniarial 
llalla

4'J. Rui = U 1 ii - i-j + i I - 2nk r, = -hfs = - 

5(1. Rui = SLi)2n - ens2ij -r 2/’'’k:ij = 0. r. = I

51. Rui - 4i'-( - Isenrj .>• 3ci)sík,i| = 0. is = 2

52. Rui = /-i -s u •> ‘í'ij + u - ¡i'ik.i, = 0 fs = I

/ II las cjtri mas 5 ^ a 56 iililu i 11 pratiiliwuiiia N1,\T i/e ¡a 
i'nilii iitlara partí ahu m r un salar tipraMiiuida tan t uaua tli- 
\;ilas sisiiiilii alisas ih Iti ¡aiis;iiutl th arta ile i| <i l- tlr la 
cursa ipic lli lu hl n iiih lan 11< lanal iiulliailu

53. l-.i uibiL.i .il.ihejil.i Rui = ri * f'j + /'k f| = (I.
ij - 2

54. Rui - i'M ♦ i'j t inik i| = l.n = 2

55. Rui = uisii -* sen ij * i k i, = -l.f; = 1

56. Ru) = sLii2ii - LOS 2/J - i'''k 1, = (I. n = 4

57. Supnne.i ijue R > R son luiieinnes sectoriales d.Tinid.is 
en un inters,iln s nue U es difeicneuble en el inienalo 
iJeTiiiiesire' ipie

/J,|Rifi • Rui] l|inii¡|- -r Rui • R ui

58. Si ||R(fi|| = /lUi. demuestre ijue

Rui • Rui == |/iui|(/rui|

5'í. .Si l.i liiiiuim seeion.il R > l.i fiiiieion a-.il /"sun diferencia 
Mes en un uitersaln > /(ii ^ 0 en el iniersalo, demuestre 
i|iie R/y es laminen dilcrenetable en el miers.ilo s

Rui 1 ^ >U)R(ri - / (i)Rui 
yinj ■ ' l/uil’

60. Demuesia nue si \ s R son scelores eonsi.inles s , \ c 
son fnneiones iiile’pr.ihles, enioiiees

J[A/in t Reiuli/í \ J/indi ■ ll j'i.uidf

.Snuniii la csprc'e A \ R cii términos de i, j s k

61. I’lihte el icoruiu 4 I 2 pam tune iones re.iles J lin de prn- 
b.ii el teorema soaiiienle ipie eoiresponde a (uneunies 
seuonaks si R \ Q son dos luneiones scelurioles ta
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Il's chic R(/j = Q'(0 p.ir.i Cod.i / en un mlcnalct /, cn- 
lonccs cxiMc un vecior tunsianlc K lal que R(;j = 
Q(/) f K para locJa r en /

f)2. Linplee el leorema del ejereieio 61 para demoslrar el si­
guiente leoa-ina que corresponde al teorema 4 1.3 para 
funciones reales si F(/j es una antiderivada particular de 
R en el inlersalo /, entonces eada antidenvada de R en / 
está dada por F(0 + C, donde C es un vector constante 
arbitrario

63. De una definición de la wieiinil defuudn de ima fiincií/n 
Uiiiiriíd de manera semej.inie a la de integral indefinida 
Después ulilicc el pnmer teorema fundamental del cálculo 
(471) para demostrar el siguiente teorema que correspon­
de a (unciones vectoriales si la función R es continua en

el intervalo cerrado \a. h\ y / es cualquier número d; 
[a, b\, entonces

D, I R(i/)</ií = R(/)

64. Utilice los teoremas de los ejercicios 62 y 63 p^n deir.c^ 
trar el teorema siguiente que corresponde al segundo tte- 
rema fundamental del cálculo (4 7 2)- si la función R n 
continua en el intervalo cerrado [o. b] y si F(t) es ceJ 
quier anlidcnvada de R en |<j. />), entonces

R(r)d/ Fí/») - Fia)

11.3 VECTORES TANGENTE UNITARIO Y NORMAL UNITARIO, 
Y LONGITUD DE ARCO COMO PARÁMETRO

Ahora se asociarán a cada punto de una curva dos vectores, el icc/or/ani,vf:- 
!c inutarto y el vector normal tiiiilario. Estos vectores aparecen en much-^ 
aplicaciones de las funciones vectoriales, algunas de las cuales se iraiarinea 
las dos secciones próximas En esta sección y en las secciones siguieni;sdí 
este capitulo, se supondrá que una curva tiene dirección (u orientación) deter­
minada por los valores crecientes del parámetro.

11.3.1 Definición de vector tongente unitario
Si R(f) es el vector de posición de una curva C en un punto Z’ de C el 
vector langcnlu unitario de C en P. denotado por T(M. es el vecter 
unitario en la dirección de/3,R(/) si D,R(/J 0.

Como el vector unitario en la dirección de Z),R(í) está dado por 
/3,R)í)/ II D,R(0 II. entonces

TU) =
l|o,R(/)||

Del leorema 11.2.9. puesto que T(r) es un vector unitario, /)(T(n dehe «r 
ortogonal a T(/j. Mientras que D,TU) no necesariamente es un vector uniuno. 
el vector D,T(/)/1| D,T(f) || es unitario y tiene la misma dirección de 
Por tanto. D,T(r)/1| D,T(/) || es un vector ortogonal a T(í|. y se denomina 

vector iwnnal unitario.

11.3.2 Definición de vector normal unitario
Si Til) es el vector tangente unitario de la curva C en el punto P de C. 
el vector normal unitario, denotado por N(f), es el vector unilano en 
la dirección de /3,T(/).

De esta dellnidón y do la discusión anterior.

P,T(i) i’i
ÍWnllN(í) =
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M(;UIL\ I

► EJEMPLO 1
ccuüción vcclorÍLil

Calcule Tío > Ni/) para la curva que tiene la

R(/) = - 3o¡ + 3f-j

Dihuje una porcii'm de la cur\’a que contenga al punto donde / = 2 y las 
representaciones de T(2| y N(2) cu>o punto inicial es el punto para el cual 
I = 2

Solución

D,R(n = (3/- - 3)i + 6íj IID,Río II •.(3f- - 3)' + 36f- 
,y(í’^ + ir'+ I) 

3íí* + 1)
De(l).

Tío =
llARinll

/* + 1 r I

Al diferenciar Tíí) con respecto a / se obtiene 

4íO,Tío

l\)r tanto.

I|£>,T(0||

2 - 2f- .

I6í-________  ^ 4 - 8r- + 4r
\(/- + l)^ (í- + l)-*

4 + ^n^4?
(í- + I)-*

4í/- + l>- 
\ íf' + !)•’

+ I
De (2).

NíO =
|l4T(/»l!

/- + I ■ í- + I

Ahora se calcularán R(/).T(0 y N(l> para / = 2

R(2) = 2i + I2j T(2) = ^¡ + {} N(2) =

La cuna y los vectores requeridos se muestran eit la tlgura I ^

Debidt) a que los vectores tangente y normal uniianos son onogonales. 
el ángulo entre ellos es i n. Por lo que del teorema I0.5 8. se tiene

||T(o X N(0|| = ||T(r)|| llNíOll senl/r 
= I
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í

nCL'KVl

i’ljnii
ícuifii.jJ.)r l’ljtio iioftiul

fk;irv3

l’or tullid. L'l producto eru/ de T(íj y N(í) es un sector unilurio j. pt)f el ijfj. 
rema !05 10 es ortojional tanto a T(/j como a Nío Hstc sector. lUmJi 
\ ectnr himirmul uiiKuríii y denotado por B{f). eslá ddlnido por

III O = T(/} X N(o i3|

I Os tres sectores uniianos muluaniente ortogonales T</). N(ri j Bm 
de un.i Ulna C reuhen el nombre de triedro mósíl (local, intríasecoode 
l'rene/) de C. el cual es importante en el estudio de despla/armentiis en el es­
pacio Vea la figura 2 K1 triedro mós il también se conoce como sUknij de 
referencia de Frenet. en honor al matemático francés Jean*Frederic Frentt 
(ISI6-I‘J0()i Los planos determinados por las representaciones de lo, ire- 
s cctoies en un punto del espacio tienen nombres específicos Como se ir,di;ra 
en l.i figura ?. las representaciones de T(/j s N(í) en el punto P foniiant! 
plano osculador, las representaciones de Tin y B(/l fonnan el plano ntü- 
ficador. s las representactones de N(/) y Bin forman el plano normal.

r EJEMPLO 2 Obtenga el triedro mósil en cualquier punto ¿i 
la hélice Circular

Rm = (ICOS/i -I- osen/j -r ík a > 0

Solución Con

/JjRin = -í/sen/i -t- « eos ij -i- k y ¡j/5,Rin|| = ir * \ 

se obtiene de (1)

T(n = * l-o sen í¡ -i- ocosrj + k)

ii- + I

Con

l),Jm - - -— (-occiNíi - ííscnrj) \ ||f),T(/)|[ = —
o- -f I ' u' * I

se obtiene de (2)

(-« eos í¡ - o sen íj)
N(m - ----------------------------------

II

(I- + J
= -eos fl - sen rj 

Al aplicart.ll resulta

Bin - —(-íísenri + iicos/j -i- k) X i-cos/i - ''‘••n/j*
CI- + 1

r —L—(sen/í - eos íj -i- wki 

cr + 1

De la ecuación i 11, el sector D,R(/) puede expresarse como un c-ssaL 

por el sector tangente unitario como sigue.

D,U(n = j|/),U(n||T(/)
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La liyuM 4 una pnruon do l.i Lur\a Cjunlo uim !a ri.prc'Cnl.n.ion de
piiMLimi cIl Río j Lis repa .nucioties de fío > D,Uiii LU>n-. pimtns mi- 
Liaks cst.in en el punln r de (

Ahora usara (4) pini cal.iiLir W aplie.ir el teiKvma 1126 su u^.-ne

/J,-R(/( - (/;, l|/J,R(m II ilííi + ||/J,R(f)||(/4,l(nt i5)

DlI2)

= l!/4,r(/)}liN<n

Si se susliluve de esia etuaeinn i.n (“ij resuha

/>,-RiO - i/J,|l/4,R(íi|| iKíi + (||/;,R(f)l| j]/J,Ti/)||)N(/) (6)

Lsia tcuaemn expresa el \eanr /),'Rio umio un esLalar pur el xtelur lan- 
geme unilami mas un esealar por d \eUor nonnal iinitariu [-1 toeneienle 
de Tío del niiemhrn dereeliu de (6) es la eompunenle del xeaior Di~R(t) en 
la direeuon del xeeior i.ingeiile umlario. niieniras i|ue el coefieienie de N(o 
es Li emnpnnenle de /4,-R(n ld la direLuiiin del \eetor normal unKario

La l'ieura 5 muesira la repre^enlau(m de pcisu.ion de Río j la misma 
pnrLiim de la etina C i|ue se muestra t.n la llgura 4 rambien se muestran en 
la llgufa ^ las rspreseniaeiones de los siguientes \eeton.s. cu\os puntos ini­
ciales están lodos en el pimío /’ de C

Df-lhl) Tíf) í/J,||/4,RíO¡|)ri/) Níf) (||/J,R(o|| ||D,T(o|| )N(/(

ill I din

I ic;i R\5

Ohserse c|Uc la representación del vedor nonnal iimtano N(0 esta en el 
Lulo cólicas o de la cur\ a

Ln ocasiones como en la siguiente sección donde se calcula la ainüm- 
iii, es eoinenienie i|ue el paramelro de una ecuación sectorial represente la 
longitud de arco Por eiemplo. si una ecuación sectorial de la cursa C’es

R(f) = /lili + cd/ij + /link

entonces en lugar de i. puede empleaise como paramelro el numero de uni­
dades de la longitud de arco s desde un pumo /’„(_/(/„). /í(/|j)) de C. ele­
gido arhitranamenie .il punto gír). /il/l) de C Considere que r
aumenta conlorme / crece, de modo t|ue s es posiiiso si Li longitud de arco se 
mide en la dirección de crecimienio de / > es iiegaiisa si se mide en la direc­
ción opuesta Por lauto, s es iiii.i disiancia dirigida \ cada salor de r corres­
ponde un solo punió r de C I n consecuencia, las coordenadas de P son 
tunciones de s s \. .i su se/, es una íimcioii de /. la cual, del teorema 112 11. 
esta dcicrmmad.i por

s=í |l/J„R(;,)||r/n

•'II

Oel primer teorema lundameiilal del Calculo

(7)

\l sustituir de (7) en (4) se obtiene
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Si cl pjrúmelro de Ij ecuación vectonal de C es ó en lugar de /. se obuaicd* 
esta ecuación, j| considerar / = r y observando que dr/í/í = 1

/>,R(s) = T(s)

Este resultado se establece como teorema

11.3.3 Teorema
Si la ecuación vccional de una curva Ces 

R(v) = f{s)\ + + /j(i)k

donde s unidades es la longitud de arco medida desde un punto par 
licular P() de C hasta el punto P. entonces el vector tangente unitano 
de C en P está dado por

T(í) = D,R(j)

SI existe

Como se indico en las secciones 9 2 y 11 2. la mayoría de las veces b 
formula para calcular la longitud de arco conduce a una integral definida 
para la que la integral indefinida correspondiente no puede evaluarse en for 
ma cerrada. lo cual significa que solo puede aproximarse la longitud de arco 
mediante técnicas numéricas o empleando el procedimiento NINT en b 
graneadora Problemas semejantes se presentan cuando se tiene una ecua 
ción vectonal de una curva que contiene un parametro r y se desea oblenrr 
una ecuación vectorial de la curva que tenga como parámetro la longitud di 
arco s Esto es. generalmente no puede expresarse v en términos de f Sin 
embargo, con frecuencia se puede calcular Js¡di a partir de la ecuación (7i 
la cual regularmente satisface los proposites

^ EJEMPLO 3 Dada la curva C cuya ecuación vectonal es 

R(t) = f’i + 

calcule (hfüi

Solución De (7).

j, = l|o,R(()||

= ||lí-| + 2/j + k||

= + (20- + I
= ^9l* + 4/- + 1 ^

Observe que para la curva del ejemplo anlcnor, si se desea expresari^" 

términos de l a partir de la ecuación

~ = ,.9r’ + 4í- + I 
al

se necesita evaluar la integral J \ 9^* + 4f- + 1 di
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En ocasiones puede expresarse x en términos de ¡ en un tiempo más o 
menos grande, como en el ejemplo siguiente, donde las componentes i y j son 
las mismas que en el ejemplo 3 pero la componente k es 2 en lugar de l.

^ EJEMPLO 4 Dado que una ecuación vectorial de la cursa ¿ es 

R(0 = i^i + í-j + 2k í > 0

determine una ecuación vectorial de /. que tenga u s como parámetro, donde 
X unidades es la longitud de arco a partir del punto donde / = 0

Solución Al denvar R(r) y calcular el módulo de D,R(r) se tiene

D,R(f) = 3/-i + 2íj 
||Z>,R(/)|1 = + 4f-

= + 4

= r-.'9r- + 4 (porque / > 0)

Por tanto,

= f,/9r- + 4

5 = J/\9/“ + Allí

= j^l + 4(l8/dn 

= 2Í(9/- 4 4)’/- + C

Comoj = Ocuando/ = 0, se obtiene C = -^.Demodoque

. = 1(9/^ + 4)-’/^ - f,

Al resolver esta ecuación para f en términos de s se tiene

(9,2 + 4)V: = 21x + 8 
9f- + 4 = (27.T + 8)2/-’

Como / 5 0.

, = ; 7(27.s + 8)2/-1 _ 4

Si se sustituye este valor de / en la ccuactón vectorial de L se obtiene 

R(.) = J [(27.S + 8)2'-’ - 41’/2¡ + l[(27.v + 8)2'-’ - 4|j + 2k

Debido a que £),R(s) = T(.r). y si R(s) =/(s|i + g(,Oj 4- /i{.v)k,

T(t) = + g’(s)j 4- /i'(,v)k

Así. como T(/) es un vector unitano.

U'(r)l2 + |g'(.s)]2 4- l/i'(í)l2 = I (9)

En el ejercicio 30 se le pedirá que utilice esta ecuación para vcnficar la res­

puesta del ejemplo 4
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I n lii\ I n fi II un I II (> tilih ii^u I (/) \ N(f) \ ai i /|. ilihuji en el punto ilomle í = \ n Desputs iibienaa L «u.
mili ¡uiri wn de Iti i iimi t lin rt ¡m ii nltuiiuu \ ih T(t, M uones de l(l^ planos oseulador rtUific.idor > numij ca
i/iíi liaiai i’iiiiiii mu Kil ai I = i¡ ese punto

1. Kill = ^ eos /i + ^ sen ÍJ. í| = ' ;r

2. Rif) = eos t/j + sen 3/j. t¡ = '

3. Km ln sen /i + ij 1) < í < ;r. /|

4. Rio - íi - ln LOS ij - ' /r < r <

5. Rií) = ( - í)I + |-j./| - 2

6. Rm = 1

+

/ ri /m ijt n u un 7 u 1(1 i iili iih 'l(l) \ Sil)

7. Rii) = (sLMí - fu's/ii + (cosí + ísennj + 2k

H. Ri/i - sen Vi - tos Vj + -lík
9. Rio - I + \i ¡ + ',í’k f > ((

10 Rio = i'uis/i t «'senij -i •'k

/II lin ijaiuun II ii 14 dihnuiiu ti irialrii iiiiimI de lü 
I iin<; (II f - f|

]]. La uirva del ejiruuo 7 /, = J 

12. Lauir%a delejeruLioS.í| =

IJ. La uma del ejeruuo 0. í| = i 

14 l a cursa del ejeaiuo 10 /| = 0

III lin ijiraain /T \ Ifi (ihian,ti <1 Irudni muul ai auil- 
i/iin r i>iinli> dt Uiainii

15. Rio = ciis'/i + scn'íj + 2k 0 s / < '.T 

Ifi. R (O = tosh/i + senil fj + ík

l II hn tji riu un H ti 22. ohlatiiu lauianm t de lin ¡ilaiiin 

inailiuliir ra liluiidur \ iiunmilpuní la airui ai t - i¡

17. L.i cursa de los cjeaiLios 7 > 11. í| =

IS. La cursa de los ejercicios 1(1 s 14./| = 0 

10. Lauirsa de los cjerticios 0 j n /j = (

2(1. I a cursa tie los ejercicios K > 12./, =

21. I a cursa del ejercicio 1*1. í| =

22. 1 a cursa del ejercicio U). í| = (I

23. l tilice el resultado del ejemplo 2 pira delerminar el 
triedro mus il de la iiclice cireul.ir

Rio = 2cosfi t- 2 sen íj r ik

24. Calcule ti coseno del aniiulo cnire los sectores Ri’i j Ti]i 
para la tur.a R (O = 3/’i + (/' - 3oj

25. Obltnga ti coseno del ángulo entre los sectores Rf¡ *i\ 
T( J^íTl para la cursa

Río = 2 senil -t- sen2/j - coslrk

26. Determine el coseno del ángulo ciitre el sccior j s el sí. 
lor tángeme unitario en el punto donde / = .Tdelacu-.a 
R(0 = cos2/Í - 3/j + 2sen2ík

27. Calcule la medida en nidiancs del ángulo cnire lt)s \:c 
lores MI) y D,-R( I j para la tuna Rio = (4 - 3r-ii * 
(/’ - 3oj

Lii hn t'jtniíun 2S \ 20 para la cuna duda er/irt if/a íi’" 
1,1/Hi/ de arca r anuu una fum uní lU i. donde s se miJi a par r 
dilpiiiUii dinule I = 0

28. Laeitloidc Rir) = 20 - seno! » 2(1 - cus/ij

29. R(f) = rl + i''-j

30. Vcn(li|ue la respucsia del ejemplo 4 emplianJo la cstia 
Clon (9)

Ln hn ijiraain Jl a (fi uhlaiiiii iiiui laiaiuin \ecli<njl ¿( 
hi cuna (jxu tiaii la hnii^iiiid de emii t eomo p.iruirdre 
chinde s s<’ inidi a partir del punía donde f = 0 lrn/ii,.r 
rcspiicMa ulilizaiida la 11 imrm;i (0)

31. La cursa del cjertitio 7

32. I„i cursa del ejercicio 8

33. I-i cursa del ejercicio 9

34. La cursa del ejeaiciu !U

35. La cursa del ejercicio M 

.3íi. La cursa del cjcruuo l(i

37. Demuestre que el sector t.ingenle unitano de la heto 
circular del ejemplo 2 loniu un ángulo de medida eins 
lante, en radianes, con el sector umiano k

38. Demuestre que si una panícula se muese sobre una reda, 
el sctlor noniial unitano no cstadelinido

11.4 CURVATURA
L.i (íiruifííoi es un concepto importjme en el estudio de la geometría diltí 
renctal y del mosimienltt cursilineo Dicho eoiiccplo proporciona la tasa ds* 

sanacion (o cambio) de la dirección de una cursa con respecto a la sariauon 

en su longitud
I:I esludin de la cun.itura se inicia con una cursa plana C > seconsuii'D 

que <¿ radianes es la medida del ángulo, medido en el sentido contrario al
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\¡. ^ i\ \\ > o

I Kit n\ I

i', • II A< < II

do las manecillas dd rdnj. desde la dirccuun dd eje \ pi)-.ilnii liasia la direc* 
cirm del vector langeiKe unilano Tin en el punto /•* de C Rellérase a la lleu- 
rü 1 la cual muestra el aneulo <¿. j Tí/), donde \ unidades es la longitud de 
arco a partir de un punto /’„de Cliasla F Lnel punto (jde C. la medida en ra­
dianes del ángulo ijue determina la dirección de Ti/ + A/i es <í + \
í íiv unidades es la longitud de arco de /'n a Q íin la figura I. tanto l<i> 
como son números positivos Las llguras 2. 3 > 4 muestran la situación 
cuando al menos uno de estos números es negativo fin las cuatro tlguras. la 
longitud de arco de a es | li \ | unidades. ) la ra/ón | .i<i/Jis | parece una 

buena medida de lo i|iie intuitivamente se consideraría como la iiiniiriiru 
promedio a lo largo de! arco PQ De este modo, una dellniuon adecuada para 
la curvatura de una curva plana sería el numero \dé>¡d\ \. el cual es el valor 
absoluto de la tasa de variación de con respecto a la medida de la longitud 
de arco a lo largo de la curva Mientras ejue este número es consistente con l.i 
notion intuitiva de curvatura para una curva plana, tal dellnición no sería 
adecuada para la curvatura de una curva en el espacio tndimensional debido 
a i|ue no se asocia un solo ángulo 4> vi vector tangente unitario A Un de 
llegar a una dellnición que se aplu|ue tanto a curvas de R' como de R'‘. se 
procederá a obtener una evprcsii'in para |</<¿/(/v| en R' que también tenga 

significado para
Rellérase a la figura .“i donde ( es uiu curva en R- Primero se evpresa 

Tt/i en términos de Como ||Tl/l|| = I. de la ecuación t.v) de la sección 

10 I se liene

'IV/) = eos d)i + sen

EKíURW \1 dilerenuaresla ecuación con respecto a é ve obtiene

\i. 11 V. o

I i(;riu.i

V', • (I \% • 11

ii(:riu4

f>^.,T(/l = -sen(¿>¡ -I- eos (¿j (I)

Asi.

||/VriM|| = I (2)

de modo que es un vector iinilario
Ahora se obtendrá una evpresion para /),T(/). donde v unidades es la 

loiiüilud de arco medida desde tm punto de ( elegido afimranamenie lusta el 
pimío \ s se incrementa conlornie / crece De la regla de la cadena (Icm- 

lema 112 8),

¡>JU) =: 

||/VIVm|| =

D¿r<0-
</c¿

</v

.............

Si en la ecuación anterior se rccmpla/a |1 /)/ful |] por I. de aciieuloeon (2). 

se olitienc

l|/>,Tu.|i |''f

l'oiuu !|/LT(/i II tiene sigmilcado paia cuivas en S*' así como en R , se cle- 
liniia lo que es la uirutntni ile una ciiiva en un pimío, \ se dellnira tambicii 

el vccloi coriespoiiüiente o ic< loi • i/M>i/(/iti
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11.4.1 Definicíén de vector curvatura y curvohjra
Si T(0 es el vector ungcntc unitario a una curva C en un punto P. s es 
la longitud de arco medida desde un punto P de C elegido arbitraria­
mente. y s crece conforme / se incrementa, entonces el vector cur­
vatura de C en P. denotado por Kíf). se define como

K(f) = /3,T(f)

La curvatura de C en P. denotada por A'(/). es el míklulo del vector 
curvatura: esto es

FKJLIRA 5 KU) = II O,Tío II

Con el fin de obtener el vector curvatura para una curva particular con­
viene tener una fórmula que exprese el vector curvatura en términos de Ui 
derivadas con respecto a /. De la regla de la cadena,

P,T{l) =
üi

De la ecuación (7) de la sección 11.3, y = |j D,R(r) ||. Así,

DJU) = |D,T(í)j|l/J,R(/)|l 

D.T(() =

Al sustituir de esta ecuación en la fórmula para K(f) de la definición 11.4.1. M 
obtiene

AT(/)

ll4R</)ll

K(M =
D,T(r)

llARííill
Como A'(í) = II K(M II. la curvatura está dada por

KU)
IIa),T(/)||
ll/>;R(nl|

|4l

(51

^ EJEMPLO 1 Dada la cireunfereneia de radío íi:

R(r) = rtcosfi + «jsen/j <r > 0 

tielermíne el vector cun atiira y la eurv atura para cualquier valor de I.

Solución
Ü,R(n = -fisenri -t- ticos/j ||D,Ru)|| = .^(-dsenn- +tiicos/'*

= (I
Por tanto.

T(M
D,R(/)

ll4Ru)ll

= -sen fl + eos rj

D,Tií) = -eosrí - senrj

njUi _ _ eos I j _ sen t . 
||D,Rtn|l ~ ~ o ti ^
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En consccuenciü. ti vector curvalura y la curvatura están dadas por

A'tO = llKíollK(/) - --Í-COS/Í - -sen/j 
a a

El resultado de! ejemplo I afirma que la curvatuni de una cia’unrerencia 
es constante, lo cual es algo que se esperaba. Además, es el recíproco del radio.

^ EJEMPLO 2 Calcule la curvatura de la curva que tiene la

ecuación vectorial

Río = r'l + 2 Iníj + 2tk

Solución

D,R(í) = -r-l + 2/-'j + 2k llARíOjI = +‘(2f-')- + 2-

= -.r^ + 4/'- + 4
= r- + 2

D,TU)
TU)

D,Tu)

IID,Tío II

IId,R(/)1I
-r-i + 2r'j + 2k 

r- + 2

-i + 2íj + 2/-k 
I + 2f-

(1 + 2/-)(2j + 4/k) - 4f(-í + 2fj + 2/-k)
(1 + 2í->-

4ri + (2 - 4<~)j + 4ik 
(I + 2f->-

^i(4Q- + (2 - 4t‘)- + (4/)-
(1 + 2í-)'

V4 + 16/- + 16/'^
(1 + 2l')-

2^Ó + 2t-)-

(I + 2f-)-

A'(0

! + 2/2

ll4Tlí)ll

-
í'2 + 2

- - 4
~ {1 + 2/2)2

Como puede verse en el ejemplo anterior, la delemiinaeion de la curva­
tura a partir de las fónmilas (4) y (,‘i) puede ser larga y tediosa. El teorema
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siguiente proporuonj unj formula mas praelica para calcular la cursjiurj li 
cual es mas fácil aplicarque el procedmiienln del ejemplo 2

11.4.2 Teorema
Si R(fj es el vector de pt>sn.ion de la curva C. entonces la curvatura 
A'trt de Cesta determinada por

K(i) =
|Uj,Rtr>||

La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejcrsicia 
56) Aiincjue el producto cruz no esta definido para vectores hidimcnsionalv 
la lortnula del teorema también puede aplicarse a curvas en R- considerar 
do la componente k como 0

r EJEMPLO 3 Aplu|ue la tormula del teorema 11 4 2 a fin de 
obtener la curvatura de la curva del ejemplo 2

Solución Una ecuación vectorial de la curva es

R(0 = / ‘i + 2 Inrj + 2rk 
= -»-! + 2r 'j + 2k 

/>,'R(/) = 2/ ’1 - 2r-j

/),R(ri X /),-R(r) =

II O,Rio II = r- + 2 

j k
2í ‘ 2

-2r - (I
- Ir 'j + 2í 'k - 4/ 'k + 4/ -i 
= 4f -i + 4í 'j - 2r -^k

\\¡},RU) X /),-R(t)|| s sl6r * + 16r *’ + 4r **

= 2í * 4 + 4r - + r

= 2r -i2 + / -I

De la lormuia del teoiema 114 2.

Atri
2í -t2 -w ') 

(/ - f 2)'

XS
2i -

lí - + 2)*
___2íi _

(I + 2í')'
i

('omp.ire l.i solución del C|emplo anterior con l.i ilel cicmplo 2 lo siul 

dclie convencerle ile la \ enlata obicimia .il emplear el teorema 114 2
Miora suponita i|ue la cuiva pl.ina (* tiene la ecuauon vedoiul 

R(M = /lili + g(Mj ) i)ue en un punto particular /’„t /(/(|). eUn*) cunaW 
ra es /v’ir„) / 0 ('onsidea* la ctrcunlerencia i|ue tiene la cuivatiira coii' 
tanle A'l/i,!. cu>o centro esi.i m el lado coiicavo de ( . v ipie es tangente a la 

ciiiva ( en l\, Del ejemplo I. el i.idio de esta circiinteamcia es l/Ai'4 
I sta utcunlerencm se demmuna cirutiifereneiii oseulnlri/ to clrcunfe* 
miela de ciirvaliira) de Cen /’,i. > sii radio es el JíIi/io</« tan.jfur.i eUuJ' 

se define lormalmenie aconiinuaciou
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■Jtl 1«4.3 Definición de radío de curvafura
Si es la curvatura de ía curva plana C en el punto donde 
I = l„. > 0. entonces el radio de curvatura de C en P„ de
notado por piloi. se dellne como

I
A'íío»

► EJEMPLO 4 Para la eurva C que tiene la ecuación vcwtori.il

K(/l = :/i + u- - l)j

deteriiiine lo siguiente en el punto donde i - 1 Ito el vector taneenle uni­
tario. till la curvatura, (el el radio de curvatura Dibuje una porción de la 
curva, el vector tangente unitario v la circiinlereiicia osculain/ para t = I

Solución

D,U{n = 2i -t- 2/j = 2 I + r

D,Rim
'Im

l);Un

Ktri

I|d,K(/i|1

I , + .i__ j
+ /' I + /-

ti + í-1’ -

Í),iU)
l!/í,Kin|l

f --j
2l I + /-1- 2(1 + /-1-

A(íl = ||K(/l||

,4(1 + f- )■* ^ 4(1 + f- 1^

2(1 + í-)'/-

(al T(ll - ¡ +-‘^ j (O pin = 4 2

I H.l U \ 6

lilhhi /

( < l

i l «
I o
0 o I
1 2 II
: i I

l a H^'iira (> imies(ra una porción de la curva, el vector tangente unitario v la 
circiintereiieia osculalri/ en ( = I Para dibujar la curva se locali/aron 
alj’unos punios a p.irlir de los valores de v v v pro]iorclimados en la tabla I 
cii.iiiilo I toma los valores -2. -1.0. I v 2 T.nnbieii observe que la curva ne­
ne un i ícela langenle liori/ontal en r = (1

Mioi.i se obiendra iin.i torimila para calcuLir la curvatura de una curva 
plana a p.irtir de las ecuaciones p.irainetncas de la curva

I nn V V e(fi
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ComoA'í/) = primero se calcula </<¿/í/.í.

(l4>

(¡4> _ ~jr
ds ds 

di

Con la suposición de que s se incrementa cuando i crece, ^ ^ ^

modo que.

dé

Para calcular se observa que como é 1'' medida en radianes del án­

gulo que indica la dirección del vector tangente unitario, 

dy

tan (^ =
íit
di

Al diferenciar implícitamente con respecto a / los dos miembros de esta ecua­
ción se obtiene

■> I «<P S.C-Í —

(f)'

Debido a que see* 0 = 1 + tan* <^. se tiene

see* é 1 -I- (ir
St so sustituye esta expresión para see- é >-*n (7) resulta

(D(a-(Í(Sdé

IT

Al reemplazar de esta ecuación en (6). y como A'(r)

(D(a-(i)(ií
. se tiene

A'(í) =

[(sr- (fi
(8»
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^ EJEMPLO 5 Calcule la curvatura de la curva Cdel ejemplo 4 
t-tupleando la fomiula (K)

Solución Las ecuaciones panimelncas para C son r = 2/jv = i' - 1 
En consecuencia

‘Jl ~
(li

Por tanto de (8).

dh
ji~

= o
di

K(n

2l ‘2^

\2(2) ~ 2/(0)| 

[(2)- + (2M-p/-

4
(4 +4/-)' 2

‘Ih
di-

2(1 -I.

Suponga que la ecuación cartesiana de una curva se expresa en una de 
las formas \ = r(\)or = C(v) Se pueden emplear casos especiales de (8) 
para calcular la curvatura en tales situaciones

Sj \ = Fix) es una ecuación de la curva C un conjunto de ecuacio­
nes paramcincas de C es t = / >v = Ao Entonces

íJá

di

‘Jh

dr

Al sustituir en (8) se obtiene

ih
di

di
cL\

dh
di-

d-\
d^

d-\

iL\~

['•ai2lt/2

De manera semejante, si una ecuación de la curv a C es v = G( \ >.

\d~\\
í/v‘

2 IV2

^ EJEMPLOS Si la ecuación de la curva Ces

V = l
V

calcule el radio de cunatura de C en el punto (1. 1) y dibuje la cuna \ la 

circunlerencia de osuilain/ en (1. 1)

Solución
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Stf cjIcuíu A'ii partir de Í9j y después scj oblicru; p = l/A'

A
, iv:

(t-» + l)V^

2|r^|

2|t3|

(r' + 1)^'^

Por tanto, en 11. 1). p = -.2 La curva y la circunferencia osculatn? se mue- 
iran en la ll¡zura 7 i

EJERCICIOS 11.4
£/i ¡¡ntjcrai i»n ¡ ii 6 /x;r</ Iciiiinti i ¡¡ dil ijcriuio iiiiJniiih 
<h la iftami // í. mltulr hi (íín<ifí/r« A' \ <1 mdio de ama- 
liirti p III íl piiiiiii dimde I - /[ Uldiii. ¡a fiimwlii (5) pañi 
iihtiiiir K Dihiijt lililí pan mil dt la nina, it \iilor h;jií«- 
riíi'i/f t/« nri ((/ifrmií ni foi i(/a/rir í7i f = í|

1. njcrciuo 1 2. Ljcreicio 2 3. KjercRio 3

4. Ejcreicui4 5. E-jerucioS 6. Ejercicio fi

Di lin i'jenuiin 7 a 10 para Im ijirruio'! iiidnadm di la 
ut< mil // t. uilíiili la I iinaliini Kaplu mulo la foniiida (5)

1. Ejeruuii? H. Ejerucio 8 9. Ejcrucui9

10. Ejcreiuo 1(1

Dt lo\ t’jtriniin lia N. iiiiliic la liiniiiila dtl í((»rí7)i</ II d 2 
para iihiiiur la iiinaiiira di la aína dil ijcrnao iiidiuido 
de iMM »í ((ion

11. Ejeruuo? 12. Ejercicio 8 13. Ejerciuiiy

14. Ejercicio 10

Di hn ejenliiin 1.1 \ Ifi. aplupu la fonmila del u-oreiiui II 42 
para i aU iiliir la i un aíiira dt la i un a cu 11 piiitiu iiidii ado

15. La cubica alalseaila Rlíl - li + rj + f'k.elongcn

16. R(f) - i'J + (•■'] + ík.f = 0

Di hn ijcrt iiun 17 \ Iff, la t un atura K niipleaiido la
fiiniiida (H) Después calade K \ p ui d puiitu dunde l = /[. 
V dihujc lilla pon mu de la t un a. el 11 í lor laiifieiue wiiiario \ 
lai in uiiJereiHiu OMidain: III I ~ i|

17. « = r-^.t = = 0

18. i = I' + í' '. \ = f' - e '. f, = 0

Eii los ejerai ios l'l a 26. direniiiiic la tnnaíiira A' i el radio 
de I un atura p cu el punto iiidu ado Dibuje tina pon loii de la 
cuna, una pane de la retía taiiftcnic v la iinunfereiiua 
osadalriz mil punto titulo

19. > = 2 N V. (0.0) 20.

21. V = e‘. ({). 1| 22. V = 111 r; le. 1)

23. r = sen V. (1. ¿rt) 24. 4t* + 9i- = 36.10.2)

25. r = T..V - 1:(2. 5) 26. t = tan\:(l. ^,7)

En los ejenitms 27 a 34. lalcule el radio de uirsaiursr' 
aialipaerpunió de la nina dada

27. \ = sen"' X 28. i = In see r

29. 4t- - 9\- = lf> 30, r = tan'' \
31. x'l- + v''= = a'l'-

32. R(fj = c'sen/i + c'cosfj

33. La cicloide t = u(/ - sen ij, i = «(I - eos t)

34. üi iracin? x = t - a t.inh -, \ = a sedi -
a a

tu los ejerucios 35 a 3H. nhliiiva un punto de la nina liiE 
til el tjiie la ninatiira ei un nia.\inio absoluto

35. i = ‘ 36. i = t- - 2 \ + 3

37. R(i) = (2í - 3(] + (r - Hj 38. \ = sent

39. El centro de la circunferencia osculain/ de la cunaf 
en un punto P se denoniin.T centro de curvatura enf 
Demuestre que las coordenadas del centro de curvatundí 
C en /'(r. \) están dadas por

tn los ejeranos 40 a 42. lainde la i un atura A', el radicó 
lunatura p v el icnrr» de ninaiiira en el punto indicado P' 
buje la cuna \ la cirainferenLia osnilatn:.

40. V = Inr.d.O) 41. \ =

42. \ = cos.r,(

En los ejerciiios 43 a 46, detcniiine las coordenadas </cl ir*" 
tro de ninatiira en cualquier punto

43. i- = 4pt 44. \' = u-T

45. R(fi = (leosil + Asenrj

46. Rtf) = «cos^/i + (isen’ij
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47. 1.1 lit”*’-' ■iJjunlj iiiucslM un.i rjmpj cJc •■alidi uirvatla 
JcmL’ 'in i-jmmu tlcIii > uii M-,icma c-oordcnado taricsu- 
110 rcLlangular dispucsKi de modo ijiii. la rampa Lomiun/a 
t.11 d ufiiicti > el eammo cMa sobre el eje r l_i ramp i tom- 
ude eon la ¡jraOea de \ = t"* desde el orneen lusia el
punió /’M. I). > desnues eon la eircunrcreneia nsculain/ 
de esta (¡raflea en P Delenmne el ccnlro y radio de eur- 
\atura de la cireunicruieia

t -

Ln Un ijiTcuim ti 54. tiiUiiU’ Ui tnnaiiira K \ el riiilin de 
i íin uliirii pin il ¡iiiiuo iiiilii niln Ulilii c lii fnniwUi lU I ejer- 
i«III 50 i>(ira lU Irnimuir A'

51. /■ =5 4 eos 20, 0 = 52. r = 1 - sen 0. 0 = 0

53, r ~ <1 see* [0.0=’^it S4. r = aO. 0 = I

55. Demuestre que m R<rj es el sector de posición de la cursa 
C. A’t/i es la cursatura de C en un punió P y t unidades es 
la lonyilud de areo medida desde un punió P de C ele* 
tildo arbiiranamente. entonces

• l),' RIO = -lA'tOl-

56. Demuesire el leorema 114 2

57. Demuestre que la cun atura de la caienana 

\ = o eoslil t/(i)

en eualquier punió li, v) de la cursa es u/s* Dibuje la 
cireunlerenua oseulain/ en el punto (0. u) Esplique por 
que la cursatura A' es un masmio absoluto en (I). a) sin 
refenrse a A' lij

4X Duiiucsire que la cursatura de una recia es cero en cada 
uno de sus pontos

4*>. Oblenla una ecuación de la ciruinfcreneia osculain? 
delauiAai = < ‘ cii el punto (I) I)

Jd. Si una ecuación polar de una cursa es r = f (0), demues- 
Ire que la curvatura A' está dada por la fonnula

58. Demuesirc que la curs alura de la lielice circular

Rui = iicosíi -r (isenrj + htk a > l),h > 0

es íijur + h~} Sin;eriiimi iililiee la fómiula del leore­
ma 11 4 2

59. A partir del resultado del ejenciuo 58, determine la cur* 
satura maxima para la lielice de ese cjcrcicin para un va­
lor fijo de h

6(1. A p irtir del resultado del ejercicio 58, explique el efectu 
en la cursatura de la lielice si (i) b se incrcmcnia pañi un 
valor ti|o de a. y (ii) si a se disminuye para un valor fijo 
de /»

11.5 MOVIMIENTO CURVILÍNEO
En I.ts discusiones anieriores acerca de! moviiiiienlo de una panícula, c-sie se 
resirintiin al niinimieiilo rectilíneii .Ahora se considerara el mosimiento de 
una partícula a lo largo de una cursa, denomtn.ido mosimicntu curvilíneo. 

.Suponga que C es la cuna cuya ecuación veclonal es

Rül = /(/)¡ + A’filj + /i<Mk

donde I demila el tiempo Confoniie l sana, el punto lemtinal P de OP des­
cribe la curva C, de modo que la pcisietón de una partícula, que se ntuese a lo 
largo de C. en el tiempo / unidades es el punto /’(fU). .ijfí). Íi(í)). A continua­
ción se dellniran el ucior vcloiultiil j el 11 f/or tu t7cr<n ion

^ 11.5.1 Definición de velocidad y aceleración 
en el rnovimiento curvilíneo

.Sea C la cursa cusa ecuación vectorial es

Kt/1 = finí 4- L'Uij + /link
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Si una partícula se muese u lo largo de C de modo que su posieuín en 
cualquier licmpo r unidades es c! punió Pl f(i), f>U). hin\. cnlunccsci 
\ecliir velocidad V(m > el \ecior aceleración A(/) en el punto P se de- 
finen como

Vír; = R’in « V(/) = f'U)\ + + h'Uik

Aír) = R'Yí) » AíM =/''(í)Í + + h'ink » A(o s Vid

donde R"(o existe.

Puesto que la dirección de R'tr) en el punto P es la misma que L ib b 
recta tangente a la curva en P. entonces el vector velocidad Vf/i tiene c ía 
dirección en P.

fil módulo o intensidad (o también magnitud) del vector velocidJ. 
II Vtr) II. es una medida de la raplde/. de la partícula

La figura 1 muestra las representaciones de los vectores velociüaJv 
aceleración en el punto P de C.

MUI KA 1 ^ EJEMPLO 1 Una panícula se mueve a lo largo de la cuiu 

plana que tiene la ecuación veciurial

Rü) = 4coSj/¡ + 4scnlrj

Calcule la rapidez de la partícula y el módulo del vector aceleración lir b 
panícula a los / segundos si la distancia se mide en centímetros. Dih-jje 
la trayectona de la partícula y las representaciones de los vectores vclociJiJ 
y aceleración en el punto donde i = ^;r.

Solución

Vlí) = R-(/)

Al calcular \U) y .A(n se tiene

Aír) = VíM
= -2senií¡ + 2cos^rj

|[V(f)|[ = , í-2sen i/)- + (2 eos Jr)- 

= 4 sen-^ / + 4 cos-1 /

= -cos^ri - senifj

[[ Aír) II = ^(- eos i/)- + I-sen iff 

= 1

= 2

Por tanto, la rapidez de la panícula es constante e igual a 2 cm/i B 

módulo del vector aceleración también es constante e igual a 1 cm/v*
Las ecuaciones paraméirícas de Cson

.X - A eos I f y y = 4 sen ^ f 0 £ r £ 4;r

Al eliminar el parámetro r de estas ecuaciones .se obtiene la ecuación 

canesiana

x~ + V- - Ifi

la cual es la ecuación de la circunferencia con centro en el origen j nJ'v''* 

Ahora .se determinarán los vectores velocidad y aceleración en f =

V( = -2.sen,'_n’¡ + 2 cos'/rj A( = -cos|[,*:l - sen^'j 
= -i + ' ' =-{
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1.1 JircLi-ion dt. V( ' n) csui dL‘(i.‘rmin.id.i por 

Ian 0^ = - 1 < 0\ < n

\ 1.1 dirccuun dt A( csiadada por

Ian &■, = n < 0-. < ]n3 - -
Am 0\ = \n ) «1 = La lljiur.i 2 muc'lra l.i irasccdina dt la parucuL
\ las ri.presenlaLionL*s dc los \fciori.s \cloud.id y asdcrasmn nuc licnun 
punto iniiial para el cual / = \n ^

De manera scniejanie en Ljue se smiulo el mmimiv.nio rectilíneo, se pue­
de simular el mosiiiiienin cursilineo en el pl.ino en la jiraficadora como se 
muestra en el ejemplo dustratiso siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Para observar el moumien
lo de l.i partícula sobre la circunlerencia del ejemplo 1 actué la graficadora 
cii modo paramclrico e inirodu/ca las ecuaciones paramétricas de la circunfe­
rencia P.ira el rectángulo de inspección de |-7 S. 7 5] por [-5. “vi. considere 
^iiin = > ' kp = •> I Onriina la tecla Itpací] . después presione
1.1 tecla de inuiiu a lt¡ iz<¡iiiiT(hi s manténgala presionada h.ista que el cursor 
este en l = ü Ahora presione la tecla dc ciuiihí' ti Iti (kritlia \ mantén­
gala oprimida Pl cursor representa la panícula que se despla/a a lo largo de 
la circunferencia A

hihlii /

1 II
}' 2 2V II 125

1 t 175

■ <1 S

EJEMPLO 2 L.i posición de un.i partícula que se mueve en el 
pl ino en el tiempo / umd.ides. está dada por la ccu.iuon vectonal

Rlí) = (/- + 2/ + 1 li + í'j 0 < / < 2

(n) C.ilciile \ (/). A(/). ||V(í)|| \ |¡A(/)|| (li) Determine los vectores ve­

locidad V accier.ición en / = I (c) Dibuje la travectoria de la panícula 
e ilustre l.is representaciones de los vectores de velocidad v aceleración 
en de f = I (d) Simule el movimiento de la partícula en la grat'icadora 
(e) Trace la iravecloria de la panícula en la graflcadora activada en el 
modo punto

Solución
(») V(0 = R'(t) V(/) = V'tí)

= (2f + 2)¡ + 3r-j = 2i + Olj

í[V(n|| = . (2i + 2)- + (3í-l- I|A(/i|| = 4 + 36í*

dí' -(- 4/’ -f- Sí + 4

||V(1)|| = 5 IÍA(!)|| = 4(1
= 6 32

(el Las ecu.iciones parametncas de la lr.ivecloria de la partícula son 

i = r- + 2í + 1 V V = /’

Se localizan algunos puntos (v. v) de l.i ir.i>ectoria a panir de los valoms 
de la tabla 1 \l considerar estos puntos \ la continuidad de las compo­
nentes de Ktfi se dibu|a la travectoria mostrada en la figura 3 Esta fi- 
gur.i lambicii muestra las representaciones de Vt I) \ A(l)I ic;iiiU3
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FK.IR\4

I IGUlU S

(d) A fin de simuljr el muvimienlo en la granuadorj, esu se acusa en modi 
parametnen y se inirtxJucen las ecuaciones panimelncas del inusotci 
Para el reUanjiulo de mspetuon de [0, I2| por (0, 8) iC consideran ks 
\aIoresfn,(n = = 2y^icp = 005 OnrimaLnecialiRAcel despu
presione la leda manee a la iZ(¡iaerJa y manténgala presionada lu^tj 
que el cursor este en r = 0 La figura 4 muestra la pantalla de la graüu 
dora tomo debe verse hasta este momento Ahora presione la t6.b 
manee a la dentlia y observe la partícula, representada por el curn* 
que se mueve a lo largo de la curva

le) I 1 figura 5 muestra la pantalla de la graficadora activada en el 
punto ton la misma ventana y los mismos valores de i y del itu 
su (c) Observe que la distancia entre dos puntos sucesivos trazados c 
hace mas grande a medida que r se incrementa, lo cual indica que la rt- 
pide/ de la partícula se incrementa confonne / crece i

r EJEMPLO 3 Una partícula se mueve a lo largo de la cunji,.e 
tiene la ecuación veclonal

R(/) = + í-j + ¡f’k r a 0

Obtenga los vectores velocidad y aceleración así tomo la rapidez de lapa: 
titula en r = 1 Dibuje una portion de la curva que contenga al punto pand 
cual / = I. y las representaciones de los vectores velocidad y acelerauunc: 
ese punto

Solución Al calcular V(/) y A(í) se obtiene

rit.i lu r.

Víf) = /),R(0 Aír) = D,V(0
= 11 + 2íj + 2f-k = 2j + 4/k

II V(f) II = 9 + 4/' + 4f'

Asi.

V(l» = 1i + 2j + 2k A(l) = 2j + 4k ||Nnil|= 17 

Las ecuaciones paramétricas de la curva dada son 

r = 1/ I = /- c =

Puesto que / S 0. la partícula se dcspla/j del origen hacia arriba cu el f*" 
mer octante confrnne r se incrementa La portion de la curva en f = I ' 
representaciones de V( I) y A( I) se muestran en la hgura 6 ^

De la e.. MLion (8) de la sección 11 1 si Tt/t es el vector tangente u" 
taño en l\ \ es la longitud de arco de C*. que parte de un punto fijo haita P ' 
se incrementa conlomie l crece, entonces

/),R(o = rtf)
ill

Como el miembro i/quiertlo de esta ecuación es el vector velocidad se ticiw

\(M = tP
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y por (an(o,

II VIO II (2,

esli) os. la rapidez de una panícula es la lasa de \anacion de s con respecto 
a / De(l)y(2).

T(í)
V(/)

l|Vr/,||

La ecuación (I) expresa el vector velocidad como un escalar por el vec­
tor tangente unitano El coeficiente de T(íj. se denomina componente 
tangencial del vector velocidad. Ahora se expresara el vector aceleración 
en términos de un vector tangente a la dirección de movimiento ) a un vector 
normal a esta dirección

Si se sustilu>e por A(r) un la ecuación (6) de la sección 11 3.
se obtiene

A(f) = (/?JW,U(f)||)Tí() + (|10,R(/)|| ll/>,T(/)|l)N(f)

De la ecuación (5) de la sección 114 ||ü, fíoH = |i/3,R(f) || A’(/) Al 
efectuar la sustitución de este valor, y reemplazar || D,R(m || por t¡\¡(h en la 

ecuación anterior, se nene

\U) = ‘Ako + Ít)’ A'lONtl) <3)

La ecuación (3) expresa el vector aceleración como la suma de un esca­
lar por el vector tangente unitario v un escalar por el vector normal unitario, 
esto es, A(/) se transforma en la suma de un vector tangente a la dirección de 
movimiento y un vector normal a esta dirección El coeficiente de T(r) se 
llama componente (nngcncial del vector aceleración y se denota por A^tr), 
mientras que el coeficiente de N(/) se denomina componente normal del 
Vector aceleración > se representa porDe esta manera,

/\</> = A,(f)T(/) + As(í)N(í) (4)

donde

A,ltJ =
Jt-

y

<=> A\{/)

(5)

(6)

Puede ocasionarse un cambio en el vector velocidad, V(r>, mediante un 
cambio en su intensidad (modulo) o en su dirección ComoA(r) = la
lasa de variación de V'{/) con respecto a / es A(/) Observe en la ecuación (5) 
que es la lasa de variación de la rapidez de la partícula, esto es. 4^(0 
esta relacionado con la vnnacion de la intensidad (modulo) de V(/) Debido a
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que inviilucra a la curvatura A'(M. /ts(í) está rdacionailo ton la van. 
Clon lie la dirección de V(r) Estos resultados son imponanies en mci.anua 

La segunda lev de Ncwiun sobre el movimiento es

r = /«A (7i

donde r es el vector fuer/a aplicado a un objeto que se mueve «i es la ir. 
dida constante de la masa del objeto, j V es el vector aceleración del nhjc'n 
Al sustituir de (T) en (7) > considerando i = í/s/r//. se tiene

Ft/} = /« —T(f) + HM-A(f(N(/) 
til

Asi en el movimiento curvilíneo la componente noniial de I es

in\'Ku) <=5 '-11^
p(l)

la cual es la intensidad (modulol de la tuer/a normal a la curva neccsanapx 
mantener al objeto sobre la curva Por ejemplo, si un automóvil se dopla/. 
sobre una curv.i con una rapidez grande ( alia velocidad' l entonces la fu.: 
za nonnal ejercida por la carretera debe tener una intensidad eranüe pi.'s 
mantener al carro sobre la carretera También, si la curva es muv cerraic 
entonces el radio de curvatura es un numero pequeño por lo que otra vez li 
intensidad de la tuerza normal debe ser un numero grande En la conaruu en 
de una pista de carreras para automóviles, por ejemplo, la pista se in.Iirji 
I in de incremeni.ir I.i intensidad de la tuerza nonna]

De la ecuación (4).

II 'Iflll = I + I
.Si se resuelve esta ecuación p.tni \\tf). > obsenando en (6) que let ti O' n' 
negativa, se tiene

Uui = , II “ I
lacu.il es una lonmila conveniente para calcular,tí)

^ BJEMPLG 4 Una p.irticiila se mueve a lo largo de una curva 

que tiene la cuiacmn vectorial

Rtí) - (í- - Di + ( ‘f * - Mj f a 0

Determine catl.i uno lie los siguientes vectores \’(í). Atn. It/t v Nifi i'll'’ 
bien obtenga los escalares || V(í) ||. l^(f» v Au) Calcule los vaioa*'
particulares cuando i = 2 Dibuje una |H>rcton de la curva que conteiigia' 

punto para el cual f - 2. v las leprosentaciones de \t2). \i2i,
> ls(2)N(2) cuyo inicial es el punto donde í 2

Solución Como \ tí» = /),Utf)> \t/» ^ /),\u».

^tí» :/l ♦ tí' hj Vtí) - 21 + 2fj

lt\m|| ^-lí-’ + u- II-' ||\im|| v4^-4í'

vi-* t 2f’ f 1 

í- I 1

- 2vl 4 í'
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Por (.inlo, ~ = I- + 
(¡I

= 2i

! En u)ll^ecuonc^l

A.jn = , IIaiíjII- - [A;(/)|-

= 4 + 4/- - 4í-
- 1

T(/) = VU)

í|V(n||

Con d fin de cjIluIjt N(0 se emplea la lormiila sijjuienie. la cual se obtiene 
de(l)

N(/) = -------- L------- [A(/) - (8)

A(n - = 2i + 2/j - 2/( i + jl
' t- +1 r- + \^>

A(/) - in,-wT(r) = - f-)i + 2/jl (*J)
I- + 1

De (S), N(/j es igual a un escalar por el vector de (‘J) Como N(t) es un 
Vector unitario NiM puede obtenerse al dividir el vector de (‘J» enlre su mó­
dulo Asi.

Ntn
(I - f- ti + 2rj 

(I - f-)- - (2o-

Ltí: i
I 4- r I + f-

V j

Almr.i se calculará la curvatura A’lf) a partir de la pnineni ecuación de 
(íit Con \ (/) = 2yl),\ = r- + 1. se tiene

it'o ir - hi . ( V nj

IICJIUV?

KU) =
(/- + D-

Los vectores \ escalares solicitados para t = 2 son los siguientes 

V(2) = 4i + 2j A(2) = 2Í -i- 4j

||V(2)|| = 5 A;(2) =

T(2) == l'i + l'j N(2t =

A.,(2) = 2 A-|2) =

l.a curva requerida y las representaciones de los 

t'igiira 7

4

vectores se muestran en la
◄

EJEMPLO 5 Una partícula se mueve a lo largo de una curva 
que tiene la ecuación vectorial

Rut = ti + c'j + rk

Determine las componentes tangencial y mirmal del vector aceleración
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y

<>„LOv II, sen u\

FlCURi\ K

Solución Al calcular los vcclorcs y escalares necesarios se obtiene

V(r) = D,R(i) A(0 = D,\(n
= i + í-'J + k 11 fS

l|V(0|i = -.'2 + ||A(r)|| = e'

ds = -.'2 -T72» d~s e~‘
di til' \2 + e-‘

Por tanto.

Ar(n =
gil

A,vio = ltA(/)|¡- - lAr(í)|-

- ,2. _ >
\ 2 + t-2'

-.2 + e^‘

v'2 f'

El estudio del movimienln curvilíneo se concluye con la discusión del 
movimienlo de un proyectil. Suponga que el proyectil se desplaza en un 
plano vertical y que la única fuerza que actúa sobre el proyectil es su peso, 
dirigido hacia abajo con una intensidad de in^ libras, donde m slugs es su 
masa y g pie por segundo cuadrado es la aceleración constante debida a b 
gravedad. No .se considerará la fuerza ocasionada por la resistencia del aire, 
la cual, para cuerpos densos que .se desplazan con rapidez pequeña, no 
ejerce un afecto notable.

Suponga que un proyectil se dispara desde un cañón que tiene un ángulo 
de elevación de a radianes. Sea Vy el número de pies por segundo la selix'i- 
dad inicial o velocidad de wlida. Los ejes coordenados se colocan de modo 
que el cañón esté ubicado en el ongen. Refiéra.se a la figura 8. El sector de 
velocidad inicial, V(). del proyectil está detenninado por

Vi) = V(|Cüsa¡ + v,jsenaj tlOi

Sean / .segundos el tiempo que transcurre desde que el arma se disparó, 
pies la distancia horizontal del proyectil desde el punto de partida a los t se­

gundos. y y pies la distancia vertical del proyectil también desde su punto 
de partida a los i segundos. R(0 es el vector de posición. V(M es el vector 
velocidad y A(r) es el vector aceleración del proyectil a lo.s / segundos

Como X y y .son funciones de i. .se esenben las componentes honzonul 
y vertical de R(0 como.ríí) y y(/); a.sí.

Rtf) = .r(/)l + y{/)j

.Si r representa la fuer/ai que actúa sobre el proyectil, entonces 

F = -mgj

De esta ecuación y la ecuación (7) (la segunda ley de Newton para el ini'- 
vimiento).

niAu) = -mgj
= -ej V'(t) = -gj

Al integrar los dos miembros de esta ecuación con respecto a /, se obtiene

Vií) = -g/j + Ci
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Como V(0) = Vf, cntam.csC| = V(, Por lanío.

V(/) = -^</j + V„ o R(/) = -i-fj + V„

Si se inicgra otra\C7 resulta

R(/l = -U'f'j + V„r + Cs

Puesto que el pro)cctil parte del origen R(f)) = 0 por lo que C-' = 0 De 
este modo

R(í) = -U'f-j + V,,/

Con el valor de V,, de (10), esta ecuaLion se transforma en 

R(í) = -U’/'j + (i(|LOsfti i,|sencíj)í 

R(í) = n|)Cosft¡ + (nf,''s’na- Te(*)j (11)

La ecuación (11) proporciona el sector de posición del prmectil a los / 
segundos A partir de esta ecuación se puede estudiar el inoumienio del 
proyectil Generalmente l.is cuestiones de ínteres son las siguientes

1. (Cual es el alcance del projectil' El alcance es la distancia |0\| alo 

largo del eje i (consulte la llgura S)
2. (Cual es el tiempo total de recorrido, esto es. el tiempo que tarda el pro- 

sectil en ir de a A '
3. , Cual es la altura maxima del proseclil ’
4. (Cual es la ecuación cartesiana de la cursa recorrida por el prosectil'
5. (Cual es el sector selocidad del pro>ectil en el momento del impacto ’

Cst.is cuestiones serán respondidas en el ejemplo siguiente

^ EJEMPLO Ó Se dispara un prosectil desde un cañón que tiene 
un ángulo de elevación de ¡ n rad > su seloudad de salida es de 4S0 pie s 
Obtenga (n) el stctoi sie velocidad inicial, (h) el sector de position Rin s 
hs ecuaciones p iraiuctric.is de la traseclona del proscctil, (c) el tiempo de 
recorrido del proyectil, (d) el alc.uice del prosectil (e) la altura maxima 
.ilcan/.id.i por el prosectil. (D el sector velocidad \ la rapidez en el momento 
del impacto (g) el sector de posición el sector seli'eidad s la rapidez a los 
2 s ) (li) una ecuación cartesiana de la irasectoria del prosectil

Solución
(a) De lOcons,, - 4S()s a = ;r. el sector de selocid id inicial es

\„ - 4S(lcos‘n'l t 4M)sen^'^/:j 

24(1 li + 240j

Ib) II Sector de posición .i los r segundos se puede oblenei al aplicar 11 h 

asi.

RU) 21(1 tfi + (2ltlí - Is-í'lj

Si se con nk t.i c 12 se tiene

Rm 2l()^ (/i t ClUí I0í')j (12
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Si (t(M. v<0) es la posición del proyectil a los i segundos, entonses

\(/| = 240 y y(f) = 240/ - 16/- dj,

le) Con el propósito de calcular el tiempo de recorrido del pmjcciil. sí 
dehe obtener r cuando y(/) = 0. De esta manera, se considera \i/j = (¡ 
en la segunda ecuación de (13).

240/ - 16/2 = í)

/1240 - l6/> = 0 
/ = 0 / = 15

El \alor 0 para / se presenta cuando el pnnectil se dispara Gt-' 
y(l5) = 0. el tiempo de recorrido es de I5s.

(d) Con el fin de obtener el alcance del proyectil se calcula .ttlSi. De b 
primera ecuación de (13), .1(15) = 3 600 3. En consecuencia, el alc::- 
cc es de 3 600 .3 = 6 2(K) pie

le) El proyectil alcanza su máxima altura cuando la componente \eni::J 
del sector velocidad es cero, esto es cuando v'(/) = 0. Al calculan if- 
la segunda ecuación de (13) se tiene

v’(/) = 240 - 32/

Si se considera \'(/) = 0. se obtiene / = 7.5. el cual es la mitaJ Já 
tiempo total de recorrido.

lf) Puesto que el tiempo total de recorrido es de 15 s. el sector selocnhJc 
el momento del impacto es Vi 15). Con V(/) = U'lr). se obtiene de (12'

V(/) = 240 31 + (240 - 32nj iN'

Así.

V(I5) = 240 .31 - 240j

Como II V( 15) II = 4S0, la rapidez en el momento del impacto c> 4/ 

4K0 pie/s.
Ir) De i i 2) y (14),

R(2) = 4SÜ^3¡ + 4l6j V|2l = 240 .31 + l'ój 

1|V(2)|| = vI240.3)2 + (170)2 

= 32 •. 199

Por tanto, a los 2 s la rapidez es de 32 \ 194 pjc/s = 450 pie/s 
(It) A tin de obtener iitia ecuación cartesiana de la trayectoria del pn\\ecti' 

se elimina el parámetro / de las ecuaciones paraiuetncas (l.l). \l 
tmr el salor de / de la primera ecuación en la segunda se sibliene

V = 24o( - -•) - Kií Y
^ 240..3 / V24l)s.W

V = -L . - - > _ ,4
,3 10.SIH)

la cual es tina ecuación Uc una parabola. ^

^ EJEMPLO 7 (niAp.irtirdeliisrespuest.isdelosincisostbMí''^' 
ejemplo 6. trace la irayecuiria del pioycctil en la grallcadora y stnuile el 
snnienlo del pniswtil. (Ii) Trace la trayectoria del proyectil en el iiKxlo put*'
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<m i'll *1 > 'in i-'ii' ' K’f
IKJLRW

10 0 10(i| purl VkI I OOOJ 

'"I iio 0 ) lUI 24l|f - |(if
I [(>Llt\ 1(1

Solución
(a) Clin la tjrallcatJara cn moJo paranictriLo '•e inlroJiu.cn las CLUaLioni.s 

paraiiKtriLas

UO = 240 ^l y \(f) = 240/ ' K./-

r I) cl ru-langulo dc inspcu-iun dc |0 0 TOO) pur (-TOO, I OOOj considere 
Ins paraniUros /„j„, = 0. = 15 \ r = 0 5 Oprimí la leda
ITRACEI Despues presume la leda de muiuc a hi i-iiiiunhi \ mantén­
gala npninida liasia que el cursor esie cn / = 0 La ligara 0 muesira la 
pantalla de la grafieadora como dehe serse hasla este momenin Ahora 
presione la leda tiuiiUL n lo (hretiui ) observe que la piriieula. repre­
sentada por el cursor, se mueve a lo largo de la curva

Ih) La llgura 10 mueslra la pantalla de la gralieadora en modo paramelrico 
y en modo pumo con los mismos valores de / > como en el muso 
(a) Observe que la disianeia enire dos punios sucesivos ini/ados es más 
pequeña conforme / crece hasta 7 1, cuando el pmveclil alcan/a su al­
tura máxima Después, conforme / crece de 7 5 a I5da distancia entre dos 
puntos sucesivos trazados se hace más grande Estas oh'crvaciones in­
dican i|uc la rapidez del projeclil disminuve conlorme se eleva deide su 
posición uncial liast.i su altura maxima, esto es cuando su rapidez es 
cero, después, cuando el provectil desciende su rapidez crece hasta hacer 
contacto con el suelo M

EJERCICIQS-IJgS :
I" lin ijiraiKK, ¡ „ ¡0 hi ¡uno inii Jl wiíI i’iirlii lila ¡¡lu u 
iiimu III ,1 iiliiiiii u (I lii\ I iiíjít/íXí/< V (/« /ii i i/u lU uniii 

i“ilu ¡i,ir la iiiiiiiiaii \niiiruil Uil Olihiii^ii Xin A(/)
' 'oi|| V 1|A(/1¡¡ (hi fhuniiiiu lii\ \iUi'rn uIihiiIiuI \ 

i“ili lanan in I -z. j| h ) Oihiiji lii iniui ¡ana ih la paria iilii 
li>\ ripii SI lililí imu \ ill las \tiian\ \ i lai iilial \ iii i h na iiiii 
''' q hJt \iiiiiili il iiuniniuiila ih la parluiilii iii la i;rii 
l"ii,¡,aa III fniii la inniiiona th la panuiila ui la aiah
‘iitlcru 1II1

1 Ulo

1 Huilla i'iinla

o’ 4 4)i 4 (/ - 2lJ./| - 3

2. lOo (1 1 ol 4 o hj /| 1
3 UO) ■3 co • 2/1*3 ^Lii 2/j./| - j,*:

4 U'O
n
"i
I

1
,'J '\ l

<: Uiii .'i • - "'j /. Iii2
h Kill . 'i ' ' = 0
7 Uoi O • lu scc /J /| [k

K Ulo 2il LOS 01 f 2il - s..noj 1, =
'/ Uto tí- 4 3oi 4 1 11 - 3/’ij /, = [

1(1 Uto liit/ 4 211. ; rj.q = 1

' iji ti II las llalli /ii(tul </i laiii ¡iiiria Illa ipu \i 

111 spai la liiiliiiii iisiiuiiil ii las I iniiiliiihs ill liiiiipii 
I '' ^"iiikiila par la «i iiai laii i ¡ i lana/ Ol’h lisia las 111 

'' ' I /«I iiluil \ (ij, h raí ii'ii asi i aína la rapiiU ~ ih la par 
^ "'III =■ q Ihhiip una pan laiiili liiitinaipii i aiiu.ni;a al 
^ 'l'a 'laiiil, [ q , I, ¡in SI nuil laiii's ih las siilaus 
' ''hiil s , /, mil ,ii,s, punía

II. Hu) = 2 eos/i + 2 Sen/j + ;k f, - 1 ;r 

12 Ku) = fi + ^'j + ',í'k./| = 2

13. Uto = o + (f- - 2oj + 2o - lik /| = 2

14 Uo( = 3 eos/i + 4scn/j i- 2/k /] =

15. Uto = t'cosfi I- t'sc-iwj + (‘k.í, = 0

líi. Uto = '(/• -t- li ‘I + liul + f’ij T- laii ' rk í| = 1

Ln lin t jt n u las 17 a 211 una pariu illa u imu se u¡ ti plana 
u ih lilaila ipil n saí/s/io i ;i/a (i i/rii/iM liLstoiuliiia
lu s mu laU ' Ohli in,a una miatian u í lanal ¡U la iniMilani. 
ill la parla tila

17. \(fi - -----L_, - (, 4- lij % RtOi = q 4. 2j
(/ - Il­

ls. \tn = t2í - l)i 4 3/ -j V Util = 4i - 3j

l'L Ato = . 'i + 2«-'j NiOI = 2i + j V Uim - 3j

20. Atn = 2 eos 2/Í 4 2 sen 2/j. \(0l - í -r j v 
U(0) = [i - \¡

III lin íji na las 21 a 24 una parla iila \i iiiiast oi ti i spa 
lia inilinn nsianal th niinla ipu la iiiiiaa'ii ihula v las lait- 
iluiaius maiahs n salisfuitn Ihlinnua una niuuian ih 
la iras ti lana th la paila lila

21. VtO - I + j - 32/k V Uim - i + 2j

22. \tíl = (r + 20i 4 2/J + 3x-k V RtOi = 2j k

2.3. Ato íoí 4 I2/-J 4 k TtUl 2i 4 3j V RtOl = 4k

24. Ao) = -32k.\(Ol 4l4 4jvRiOI Otlk

la las ijiiiaias 25 a lO una paiiiiuhi w muu a la lan;a 
lit la tuna tpu luía la ttiuaian siílarul ihula Ln uula
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iji n u imUuniiinc Itn Míiiins \ di \di T(n \ Ni/) \ lot eí~ 
talón ( ¡¡lira un uitararhurano tie I || V(i) ||,
A>,(l) \ tiOl Tiintbiíii iiUlfiii;a loi xaliircs iniriitulares iiiiwilu 
I = i\ Ln I = l¡, iJilniji una ¡lartiim th la nina \ niircxen- 
tauoiicf tic lot \íUore\\{i¡) A(í|j PUj) v A>,(/|)N(f|)

25. R(/) = (2/ + Di + (r - Jij.í, =2

26. R(;) = (/ - 1)1 + í-J,/| = l

27. K(f) = 5cos3ii + 5si:n.DJ./| = ^;r

28. Rü) = 3rl + 2/’j./| = I

V). Rl/) = .-'i + = 0

30. R{/) = cosrl + scní'j.í| = | ff

Hn lo\ fjcrui lof M a Ui una partii ala riiHt'u a lo larf;o ilc 
una nina ijiu luni la iniaiiini xitional ihiilo CaIntU lax 
toiiiponcnu i iaiu;iiu lal \ nonnal ihl uiior anlcrat um » ní»- 
lítiloí para l•\¡lr<•xar A(l» = + A^íflNí/) un
xah iilarTUi ni N(/J

31. R(/| = íl + í-j *■ Ik

32. RU) = «•■'i + .'J + 2ík

33. R(/i - (cusí /scnni + (sen/ - /cosjij + 2k,/ & 0

34. R(0 = 2/-i + /-j + 4ík

35. Rdl = /-! + ( ^/' + /ij + (•/’ - /ik

3íi. R(í| = /(.tisíí + /sctwj + ík

37. Dcmucsia* i|uc si l.i Mpidc/ ilc unj panícula (|uo osla en 
moMiiueiilo es cunsianic, cnlnnccs su vcuor acclerautin 
siempre es unogunal a su vccinr \eíiH.idaii

38. Una panícula se mue\e a lo largo de unacurs.ique nene la 
ecuación veuonal R(/i = (anrl -i- senil 2/J + secli/k 
Demuestre que los \ctlores \clocidad y aceler.icion son 
orlogiinales en / = 0

39. Una p.inicula se mueve a lo largo Ue la cubica alabeada

Rlí) = íí + f-j + i\

Obtenga una ccuauon del plano delcnninado por Ins vec­
tores tángeme unitario v normal unit.ino en el punto de la 
uin.i donde r = I

40. Deimiesifc que para la cubica .dabeada del ejercicio 3‘). si 
/ * 0. entonces ntnguii par de los vectores R(i). V(/) y 
Ato son onogoiiales

l.n lox tjtrnnox II v 12 o ¡lixpnra un pnnniil ilcxilt un 
iiiñim ipit iinu un ani{ulo ill- ilfxanon Ji a railiaiux v \ii 
u-loi idaihlt xaliilai%x„pit por it liuiulo í)/j/i«i;<i. (ojc/wiíor 
(If xtloiiihulmu lal Ihhl xnionli pnxit um Uill \ fi uanoiu f 
paranuírii as ih la traxnioiia ihl pnnnlil. (x) il tuinpo Je 
rixomJo liliproxixiil. uli il ahaiin Jilproxniil. (ci la al- 
Una iitiiuina ipiealiaiKa elproxnlil-1) i il xtxior xilonilail \ 
la lapiihz en ti nwinxiiioile iwi/kíi lo, i¡-) 11 xuior Jepoxuuhi. 
il \it lor xtloi líliiil V la ropuliz a lin l¡ o x;uiulox. \ <lii una 
liliíh ion ((/ri< xiana Je la irasi-x lona lUI proxtxlit

41. a = j/r. i„ - 320 /( = fi

42. 11 = ,/r. I,) = 160 /[ = 4

Di lox fjerncios 43 v 44. ¡miza lo six-tiienie a partir Jt tai nx- 
put xiax Je lof incisiif Ihhlfl Jfl ejeniiio mJuaJn iru.t^ 
iraxexloria Jílpnixeciilen la)¡rafiiaJora\ xuwileelnunir.n- 
lo Ji-I proxcail, Ih) irucx- la irautloria Jil prmeciil en r i 
punto, ítj Jibiijx lo ipil /mift/r« la pimlalla Je lo t-rofieul -j 
Jel iiuiso fli) (Jf Jexcnba lo ipie ohuna xn lapanialljíe., 
ífrafixaJoraJcl incito Ib) tuerca Je la rapulez del prmeail

43. Ejcrcicio4l 44. Ejcrciuo42

45. Se dispara un pru>ectil desde un cañón siitudo en L gr- 
supenorde un edificio de 96 pie de altura Elcaminí*cj 
un ángulo de 30 con la hiiri7untal Si la vcluciiüJiltu- 
lida es de 1 600 pie/s, calcule el tiempo de rcCumJai Ii 
distancia desde la base del ediricio hasta el punv deti 
caerá el pro)cciil

46. La veltKidad de salida de un amia es de 160 pic/s j,Cr: 
que ángulo de elevación debe dispararse el amuafad: 
que el pni>eciil impacie un objeto situado al moitmird 
del anna > a una distancia de 4(H) pie de esta’

47. , Cual es la velocidad de salida de un cañun si un pifie. 
Ill disparado desde dste tiene un alcance de 20(X)pa< 
alcan/'.a una altura maxima de I 000 pie’’

48. Se lan/j hon/milalmenie una pelota desde la paite sap. 
ñor de un nsco de 236 pie de altura con una vekv.iJ 
inicial de 50 pie/s Calcule el tiempo de recomdiMleliic- 
lotu y la distancia desde la base dcl nsco hasta el p—' 
donde caera la pelota

49. A medida que un barco se aleja de un muelle una iiiaJ'. 
cha ubicaba en la cubierta del barco, j 55 pieporamhail 
muelle, lan/o una piedra envuelta en una nota aunac.:-» 
que esta en el muelle El baao se hallaba a 2.S p/'*' 
muelle en el momento en que la joven lan/u la r‘~' 
desde su mano, a 5 pie por amba de la cubierta, h-u^ 
muelle con una velocidad inicial de 15 pie/s j en un íT- 
lo de 45 con respecto a la hon/ontal , Llegara la p
al muelle de modo que su amigo reciba lanotxofaera- 
agua y se hundirá' Justifique su respuesta

50. Responda la pregunta dcl ejercicio -«O suponiendo ^ 
muchacha laii/o hon7omaliuuiie la piedra u>n una s 
udad inicial de 15 pie/s

51. Un niño apuesta u sus amigos que puede g
y pegarle a un anuncio que se encuentra a 25 P'« 
anuncio tiene 10 pie de altura v su base C'ia •>
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Mihri' el Miclii I I iu<i" Liii/a la pcliila liaLi.i el anutieio cotí 
utu \cli<citlati iritual <le (><) |'ic/s > un an¡:ul<) de elcv.ieiñn 
(le (>0 Si la iiiann del mu» esla a 5 pie del suelii. deiiuie\- 
tie (|ue el iini>> pana la .ipueMa y deiemiine la direcunn de 
la pelóla en el iiioineiilo del mipaeio.

52. l na h i i|iivll'i'livia ilehe ekuiiar un Uro lilne en la Lan.l^• 
la (.11)11 .iru esta a II) pie del pi'-o del giiniUMo .Si la piea- 
dora se enaieiitra .i mu dislanu.i lioii/onial de 11 pie del 
leiilío de la i.masía, «leieniiine el aiieulo en ipie iletv l.in- 
/.ir la pelota uui mu %eli>i.id.id miual de 25 pie/s si sus 
tii.mos se eiiLiiemraii a (> pie por arnl*a del piso en el mo- 
iiiento del uro

i i li

5.Í. LII arhol de 45 pie de altura se entuenira entre un hanJenn 
> una pelota de uoll. la cual esta a 22.5 pie del handenn 
El arhol se encuentra a MKI pie de la pelota. Un golfista 
golpea la pelota en direecion del handenn eun una rapi­
dez de SO pie/s > un ángulo de 45 Demuestre i|ue la pe- 
loU no golpea el .irhol. y dLlermine a (|ué disunua del 
handenn cae la pelota

i

54. Determine el .ingiilo de elevación de tm eafion de imxlo 
i|ue .il di'p.irai'e se obtenga el maviino alcance para una 
sel’Vid.iü de s.ilida Jada

55. l'iu p.itlieula se encuentra en el punto <r. Ü' de la cir- 
«.unlcreiisia s>>!i «.enlio en el ongen y r.iJio r \ se muese 
sohic la uisimUreiiiia son una lapidez angular constante 
de II» tadi.ities por segundo l'ii.i eeu.ition de su irasee- 
lori.i es

Uin i» eos Olí - j» sen ui

Esta esu.ieu'ii de'snhe el imoimicnlo drvnlar imifor- 
ine. tal Demuestre que la lapide? de la p.irtieula esta 
deieimm.id.i por i <n (In Demuestre que s» .Vinesel seeU'r 
.ueleraeioii. entoiiscs la diieeeion de \iM es opuesta a la 
de Iti/i. aileni.is || \(ol] = mu’ le» C'.ileule Tit». Ntrl. 

I;(0\ \sin ul) . Cual sN el eleelo'ohie s| la ra­
pidez angiilat -e dnplisa ‘

LUiSllTir
^ SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 11

i.

1

UiK 0 mi I /„ii, i,.„ iM roM.d V u) ipie dilieie de uní /ii>i
<"(l ;,.//•

' oiiKi nuil/.111 I is pi.’pi. d ides de las luiiuiuies icates 
''' I I llliliii il,' l.i lulls loiK 'I Ion.ik s'

I " qiii' soiMsii 1,1 ilepeiuk ikia de l.i. delink iones del 
""ii‘ ' I oiiliiniul.ul ill mil lun.ioii Ustoiial de l.i' de- 
"•'iioiii'. vMiii -pmic III lili - p ir.i mu liiik ion ii'.il ’

' "iiio ii|.||, II, „ ,, „,i, I , ,{M, u.iij.d ik una uirs.i 
" ' D p.ii lo iiidmieii iim.:l ,i pal til de ai < < n.ii ton i < i to
'ol ■ liiseiiii- ,111 (•laMiplo i|iii líiisiie l.i lespuesla 
I " >|ik son M'iii. i.niu o ui qiii •lilisieii l.is ilelmii iones 

*a Mio,/i, o ^ j de un i Inikion \ei lo
'li' delinkiiiiio loii. I' 'il.lt. I.:. piM lliikioiiss
I >1. '

(i. , r'onio se inleipa'la geomsins.inienie la denv.iJ t de una 
lulls ion vcsloii.d'

7. , I n que son semei.inles o diteieniis tos leoiemas de kt 
dem.id.i de la suma. pioJusio pimío s proiluslo sru: de 
dos liiikioiies lesión ilss j los isoieiuis eoiTespimdien- 
les p.ii 1 liineioiies leales ‘ liueiUe eiemplos que iliisiien la 
lespik sta

S. , l'u il es la te e/.í ./• liino ;‘.ito ;nn.to':. i uiío/r.i.'. > ’ 
lilis lili un etiiiiploque tliistie sii aplieaeion 
.(.iiie pus'de st iiJuii'e .ueisa de una luiision uMon.il i 
su deni.iil.i s| el modulo de la timeion veelorial es 
soust.ime ’

II». , l II.il es l.i loiinii' 1 p.’r.i l.i ó'neili»./ ..'e i;<i o de n*'.j. .’fn.; 
dslinid.» niv.liaii!.' una ssiiteioii isMoii.d en el espacio 
Uidimeioioii.il'
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11. , Cii.il es el »t’< Irir i(iiii;ciitr mullirlo Tíf) de iin.i cursj C'cn 
uii piiiild /' ele (' SI Ki/i es el uiiiir de ¡loMium'' l:sla- 

hIe/Lj una t<iriiiula para cakular T(rj a partir de K(/)

12. , Cual es el uiiurtuirmul miiiorio NUl de una eursu Cen 
un piinlii /' de C si Hri es el vector láncenle uniiano’ 
Hslahie/ca una fornnila para calcular Nlo a partir de Tío

13. f.xprese el 111 lor hiiuiniiiil mutíino de una curva C en un 
puniii /'de C en Icrminos de los vectores lanifenie unitario 
^ normal unitario

1-1. , Cuales son los planos ou iiludor. reí iifii iidor > normal de 
una curva Cen un punto I' de C ', Cómo se ohlienen ecua­
ciones de estos planos'

15. .Si Km = ymi i vinj •* /d'ik es una ecuación vee- 
lori.il de la curva C. ,eonio obtendría una ecuación que 
conienpa a i v el numero de unidades de longitud de 
arco I a partir de un (iimto arbitrano de C basta el punto 
/'(/ti), c'ttl. /lUII' , l’or qué no se puede resolver, gene­
ralmente, esta ecu.ieion para s en términos de /' Invente un 
ejemplo que ilusiie la respuesta.

ló. .Si Km es el vector de posición de una curva ( en el espa­
cio iridinunMon.il. derma la cumifiirti A'dl de C en un 
pimío de la curva

17. I’iopnrcione dos roiimilas para calcul.ir la curvatura A'tri. 
m mu en temimos de /J,Km ) /> T(0. Iii) la otra en tér­

minos de /J,K(ri y ÍJ,:lll ,Cuál de estas íómiulas es más 
laeil de aplicar'

18. Defina el nidio deiurui/imi y l,inrrmtferimiu iiuu/uinr 
para curvas en el plano rv

l'l. (cstahie/ca una fórmula para calcular la curvatura de una 
curva plana definida por una ecuación de la forma 
V = /(TI

211. Si una partícula se mueve a lo largo de la curva C que 
tiene la ecuación vectorial R(ri s /mi + g(rij -r /ilnk, 
defina los \eiíore\ u7o<«/«i/ y iiLi'/eracion en un punto 
/’ de C , Cual es la rapidez de la partícula en ’ Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta

21. Est.ihkvcj una lomiula que exprese el vector accicraciún 
cumo la suma de un vector tangente a la dirección de mo- 
vimiento y de un vector normal a esta dmrccum

22. Estable/cj las forniulwi qui pniptminnan (a\ mmiumen 
le\ uuuiem tul y lumiuit do la aceleración

23. ,Cujl es el vector de posieum de un proyectil disparado 
desde un caiVm que liene un ángulo de elevación u y una 
velocidad de salida de V|, pics por segundo’ (.Como 
delemiinana la altura maxima, el tiempo de recomdo y el 
alcance del proyectil a partir de este vector’ Invente un 
ejemplo (|ue ilustre la lespucsta.

► ejBRCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 11

Im lin iji ii it io\ III l diU’iiiiiiii il domiiiiii de la fiiiu ion\it • 
loriiil

I. Km = ^ *-^i t /J 2. Km - Intf + ili -T

3. Rio = ln|cosr|l \4r’ - Ij + .4 - i- k

4. Km = .- r’ I + t.m rj i ^ k
I I

Lii lili ejeri u un 5 u H. t ah ule el limile mdiiudo. w euile

fi. Imi jeos /i 4 —” ' jJ 

7. Iim(e '/'l4

«■ 'I--lis)

i.u lili ejeiiiiioi ') a 12, ililennuie Im nunicrm <ri Im ipie la 
fummu i!! tunalri luiiUnua

Km = r 'i -4 liwj 4 ^k 

10. Kto = lii|cos/|i + —J 4 \l r“k
Im - I

11. Kiri

12. Km

sent/ - 1). . . .

ti 4 jl

r - 1 
:ú - fi

4 u - 11 In |i - 1 I K M r 1

SI I = 1

I 4 4 4 ^^k SI / * 0

(i 4 j 4 k) si I = 0

t.n Im ejercii im l.i a Ift. ihhiije la grtí/7ffl de la fiimii'it 
ili tonal.

13. Km = 2sceíi 4 2 tan íj

14. Km = 2 c/l 4 (f 4 lij
15. Km = fl 4 i-j 4 2f'k.O S í S 2

16. Km = 3cos/i 4 3scnfJ 4 3rk.O S í S 2-t 

/.II tm ejereuim 17 \ IS. iiliieiuiii R (II v Ifu).

17. Km = -——I 4 !j - hwk
r 4 •) I

18. Km
I - 1

l -

l.iilmejiTiuim ¡•Ji 20.uiUule l>,\\K{t)\\ \ |[/J,Rm|l 

!•>. Rm - 2t.-' - 111 4 2tr' 4 hj 4 .-'k 

20. Rtí) - cos2fl 4 sen 2rj 4 2'’k
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Si»(m + T ' J > R"I| J I l’lLIlt. 1 R(0 
I- + 1

22 SiR /j J , » 1.1“ ' j j Kih - 2j r,í,iui¿j R</í

Si Rm 2.'' I 2, "j + 2 u. u[k v Ri2» = 
2 1 2« j -I- k ol'lLiij. 1 R(/i

24 SiR(/( = to« íi •* l«is2/j 2m.ii 2/k V RKIi - i c li 
Myj R'n

¡ n h \ t ¡t u H iii\ 2í ; 20 < nh iih lo Iiii¡l,iiiuI tli tin i> i uit hi
til i¡iii ill III lima i/iii lull /lí«(iwuwi i (I íf'/’iíi/

2^ RUl ~ /«.D'./i 4 ístiiíj ‘ /k /| = (t I, = in

2(l R'f) = l2 - r (If - 1 IJ i- f’k f| (I / i

í u h \ tji n II un 2' i 2S itiilii í , I pri'iuliiiiunt i MST ¡h lu 
nifu iiiliiia ¡una nhu ni r un uilnr iiprinniuiiln 11 ii i iiaim ili 

1,/fíM lupiiitiun ih la limi,ilii¡l th arin th f, a i ih la 
fililí la I < iitii uní\ii wriiil íJiiilii

27 Rifi In/I ^ ‘j 'k f, = 1 f -- 2

28 Rif) Losn 4 sui fj 4 I 'k í| = 0 f-. = In

hi lin I ¡in u II \ 2‘l I Hliiiliuli IifiiNi/i \ ilihiiji una ¡iiir 
I if'fi ill la I /n a i/iu i onu ní,a al ¡nana ih iiih i ■= i¡ \ las ri 
¡>n ii fi/tii uim ih r(/| M N(/|) (imi punía mu uil 11 fw pimta 
2<) R-n '. 'i t (j (, In 2 

^(1 Rin = í i 4 i/‘j /, = I 

/ II las iji n it las lia i akiih ri/i i N(n

ÍJ Rdi ‘í j 4 I J 4 2ik

^2 Rio = .'i 4 2< 'j r 2/k

Rif) ^'Ln2fi 4 4fj .. 'Íuis2ík 

U Rifi = ^(uisf 4 fsuwil 4 'íiM.ru ii.o'-nj 4 ^k 

¡n las iiiriiiun a IH lUurmiiu il iruilra niiuil \ tina 
tiiiiisili las pinnas asiiilailar rutipuiilar \ iiarinal para la 

I una III I i¡

I 1 uirva ili-l LjuriiLinI f¡ 1

•V» 1 j uir% 1 ikl LjiMUi»''2 f| = 0

^7 1 I uirv I (IlI LjiruLiii 1”' f| = 0

'^8 I 1L1IU i JlI Ljiri-iuii "Í4 f, in

/ fi las I¡1 n II IOS l‘l V 40 para la tuna Jaila t \pn vi la Ion 
1.11111 ill an a V (ama laui fian lan ilt I ilaiiih s u iiiiih a partir 
Ji l punta ilaiiili t N 

V.; 1 a LUI \a ill.I Lji.ri.icui ^1

40 I a uii\ I ikl LjcfLiuu '12

/ II las i/triiiias 41 a 44 ahtiní,a iiiut niiuiiwf uilarial ili la 
luiuipiii tu ni a la lani,iiii¡l til ana s taina paiiiniiira ilamli 
s SI iniili a parta ihl ¡ninia dandt t = í) \irilu¡iu la rif 
¡lili \ia iitili nula liuiiiüiiaii l'J)di la MLLiaii I¡ I

41 Riíj = 4H 4 i(2f 4 h’'*j

42 I 1 uir% ulil LjLrtitii) K)

4^ I-i Lur\a JlI cjcaiuii H 

44 Li LUt\ i JJ LjcruLio 14

[ II las rji nil un l^s \ 40 para la i una \ i¡ dilijiruiii iiuli 
I lilla I ah idi la i un atura K s il radia di < un atura pin il 

¡ Mita dandi I = l^ fíihiijt una pan u ii di la < iir a il i t >r 
uiiiLinli iiniiiina \ la I in iinfirinna di iistiilain ,m i

45 Ijul1lui20 46 Ejcfuun Hl

In las ijmiiias 47 a 'ill ¡ara la nina dil ijirii la indi 
nula laliiih la i unaiiira K

47 íjLfuuoll 48 FjLruuiil2

40 IjcruLioll 50 !jLrciun34

51 ÜLmuLsirL ijüL la uinalura dt la Lur\a \ = In » en cual 
t|uiLr puniii (r \i es xjlir 4 h’ tambun diniuts 
ifL ([ui li uir\aiiira nii\imi ibsnluia ls ' 1 la tu-l 
ouifTL ifi ti punto (i 2 “i In 2)

52 C iIuiIl i i Lun aura tn cualquier punto dt la rama dt la
hipérbola dulmidi por lit Ltuauom.’"' paramctritac 
t = (j cosh / ) i h ‘tnh r

51 DLitrniint la tur\ iiura > ti radio dt turi ilun dt la iur\a 
ijut litut LLU itioiits p iratiitlrit f. I - i \ i = i’ 1/ 

til l1 pumo dondt f - 2

54 C ikult la tun.aiur i ) ti radio dt turv ilura dt la tur\a
\ < ' tn ti punió (0 11

55 Dtitnnmt ti ctniro dt tur\alura para la tuna dtl tjtrti 
LIO 51 tn ti punto diindt ( - 2 n dibujt una portion dt la 
tur\a I, 11 tirtunltrtntij o\tu1ain/ tii t^t punto

56 Dultrmint ti ttiitro dt tur%aluri para la tun. a dtl tjtrucio 
54 tn ti pumo (0 l| > dibujt una portion dt la tuna \ la 
tirtunltrtncia ostulalri/ tn ttt punto

[ II las Iji n iiuii 57 \ 5S la piniiiim di iii a partiuda tpie si 
ffiutit iiiilpUiiui r\ a las t iinidadis di fiífn/>o t síi; í/i/trnii 
nada par la LLiiiu lan uitarial dada (o) Dífimiiiit ^(fl \l/) 
i|\tf)|j V ||A(m|| Ihf Üitirmnu las sntaris xilaiidad \ 
anhraiuin ni l = I (il Diliuji la traseilana dt la par 
tullía \ las riprisuiltiíiiiiusde los scitorcs xclaiidad \ anli 
raí wn ui l = 1 (d) Simule i / mas inuciito di la panuula en 
la ¡.rajuadara U I Trun la irtiMcioria di la partuula m la 
í.rapradiira III moi/fi/>imr«

57 Rt/i = 1/1 4 (4/ - f’ij 58 Rui = 2f'i 4 le j

¡ n las ijiri utos 59 \ 60 una panuula u imiixi a lo lur\o di 
la (lina dada Obtiiu’ii los xntares xiluiulad \ aitleraiu n 
\ tiw uimo la rapidi z tn il/»ufií<» iiuluado Diliiiji unapanu ;i 
di lili una (¡iit (unuiu,a a csi puitia \ leu reprisuitiuti msdt 
los xntoTi sxiliiíldad \ íicí/trdifofi <fi t//«fi/<' m<fitlo/un/o 

5') |j cuna dtl ejercicio 25 tn r = i"

6ü Ijtunadtlcjtrcitu*26ctw = i

£11 los ijtniuas 01 \ 02 una partícula scmuexi en el plano n 
di iiuido (¡ui la tcuiuiiin t las iimduunus imiiahs le ^o/it 
facen 0/</i/it;fi una tiiiiuwii seilorial di la iraxiitona di la 
partuula

61. V{fl = t-'l 4 t-'j ) R(0) = 21 - j 
62 Atri - í’i - r -j \{l) = j. > RiH = ¡J 

Lu las ijiracios 64 a 66 una punuula ir miitif t/i el espa 
(fí* tndiimnsumal de moda qui la eiuui ton r las 1 oiiduioni i 
imítales re salisfaiin Obtini.a iiiui icuaiton xnianal de la 
trasiitonadi la panu ida
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63. V(/) = -2 senil + 2ci)s»i + k. R(0( = 21 + 2J

M. V(f) = <•'1 - í 'j - Hf-‘'k.HíOj = 21 - j - k

65. Allí = 3j - 2k. Vil) = 1 + k. Rllj = 21 + 4J
66. A(0 = 41 + l2rj.V(jj = 21 + 'j ♦ k.

^ k -

£»i lit\ tjen (c if>i 67 \ fiH. mu ¡uirtu iilii %v iiiiu-i r u lo larm <lf 
¡u ainu tM ejeraao uuliaiilo hn fuilu ejvruau. uhtemiu 
l(n \í-tUirt-\ Vl/í, Allí. Till \ N(ií, v /rn i'Hulara iií’ioiiiíih 
puní mi Milur urhiiruriii ||Vin|j. AfU), A>,U) s A'U) Tuiii- 
hull tuliiilf Im \ull>fí■^ purtnuturc\ itiuiidu t = 1 Di t = I, 
Jihiije iiiiu ponuiii </«• /<; <iina \ lus rcprest'iilumiiuu tie lo\ 
\cilore\ V( I). A( IJ. Aj(l)T(l l > Aji^d )N( I)

67. Iijerciuo57 68. Ejercicio 5K

Di hit ejeniain M \ 70. tutu puriUiilu if mmif h Iu lun¡u tic 
hnunu i/ue tiene Iu ei nación leciunaltlutla. Culcnlc latiiiin- 
poneniet i<(m,rnf »<i/' nunnul ilel teuiir uieleriiaóii \ iitiliic- 
lus puní eunhir A(n = 4;(oT{r) + Ai^loNll) tm uihiilur 
T(íiyNli)

69. R(i) = 2/1 + f'J + p-'k

7(1. R(/| = /•! + 2/J + 2k

En lin ejercU'iot 71 \ 72 iihleni!a (al los xciloret ir/rifiJ<»</ 
\ uielenición, (hl Iu rapidez. \ (ti lut iiimpoiienlet lant;cn- 
tiul \ niimuildel \fiform elerución

71. R(í) = a)s!i2/i + senil 2/J + k

72. R(/í = (2lair'i - III + ln(l + /^j + 2k

73. Se dispara un pro)ec(il desde un anua con un anjiulo de 
elevación de 31)^ > una scioeidad de salida de 150 pie/s 
Cakule (ul el \cUor de posición ROl. Ili) cl alcance del 
projeciil. (c| la altura máxima, (di la rapidez en cl mo- 
tnenlode inipaciu

74. Para el projcciil del ejercicio 73. (ii) irace la iraseclona 
del prosead en la graneadora > simule el moumienUi del 
proyectil. (Iil Irace la iraycaona del pniveail en el modo 
pumo, (c) con relación al inciso (bí. dibuje lo que observa 
en la graficadora; (d) con relación muso (b). desenba lo 
que nuiestra l.i pantalla de la graricadora acerca de la ra­
pidez del proyectil.

75. Si sc dispara un proyectil con un ángulo de elevación de 
40''. determine la veIocid.id de salida mínima para que cl 
proycciil tenga un alcance de 3(X) pie por lo menos

76. Obtenga una fórmula para calcular la allura máxima al­
canzada por un proyectil disparado desde un arma con una 
velocidad de salida de i'n pies por segundo y un ángulo de 
elevación de cr radianes

77. En un juego de béisbol un espectador, sentado en una 
grada a 20 pie sobre el campo, atrapo una pelota que cayó 
en su lugar Después lanzó la pelota desde su asiento lu­
cia el campo con un anguín de depresión de 25' y con una 
velocidad inicial de 24 pie/s (al ¿Cuánto tardará la pelota 
en golpear el piso’’ (bl «.Cuál es la distancia del punto del 
suelo, directamente debajo de su asiento, hasta el punto 
del campo donde caerá la pelota'’

78. Responda las preguntas del ejercicio 77 suponiendo que 
cl espectador lanzü honzontalmente la pelota con una rapi­
dez de 24 pie/s

79. Si una partícula se mueve en el planoxy de modo que su 
vector velocidad siempre es ortogonal a su vector de po­
sición, demuestre que la trayectona de la panícula es una 
Circunferencia con su centro en el ongen

8(1. Si una panícula se mueve a lo largo de una curva, ¿bajo 
qué condiciones el vector aceleración y el vector tangen­
te unitario tendrán la misma dirección o direcciones 
opuestas'.’

81. Los vc'ctores V, A y N son. respectivamente, los vectores 
velocidad, aceleración y normal unilano para cl movi­
miento curvilíneo de una panícula Demuestre que si 
II (V • V)A - (V • A)V II » 0, entonces

N = >V • VJA - (V • AlV 
lltV • V)A - (V • A|V||

82. Si K. Q y W son tres funciones vectonaics cuyas den- 
vadas con respecto a / existen, demuestre que

Ü,|R(/)*Q(/| X 3Vll)l = D,R(/i*Q(/j X Uli) -*■ 

R(i) • D,Qti) X W'dí + RiM • Qlfl X /),Riri



Cálculo diferencial 
de funciones de más 
de una variable
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12.1 Funciones de más 
de uno vorioble

12.2 Límites y continuidad 
de funciones de mós 
de una variable

12.3 Derivadas porciales
12.4 Diferenciabilidad 

y diferencia) tota!
12.5 Reglo de lo cadena 

para funciones de más 
de una variable

12.6 Derivadas direccionales 
y gradientes

12.7 Planos tangentes y rectas 
normales a superficies

12.8 Extremos de funciones 
de dos variables

12.9 Multiplicadores 
de Lagrange

n lo sección 12 1 se extiende el ccnccp'o de fun­
ción de uno variable fcol ol do función de vonoi 
voríobtes, y en lo siguiente sección se amplían 

los conceptos do Imite y continuidad poro funciones de vo- 
nos vorioblcs lo moyor porte de las discusiones do estos 
dos secciones se refieren o funciones de dos y fres vonob'es, 
no obstante, se presentan los definiciones poro funciones do 
n vorioblcs y después se presentan los oplicociones de estas 
definiciones paro funciones do dos y tres vanob'es Tomb en 
se muestro que cuando codo uno de estos definiciones se 
aplico o uno función de uno vonob'o, se obtiene lo defini­
ción dado onteriormentc

El estudio de lo diferenciación de funciones de vanos 
vorioblcs se inicio en lo sección 12 3, donde se definen 
los der¡\adai parciales do dichos funciones luego, en lo 
sección 12 4, so troto lo diferonoofai/idod de estos funciones 
asi como lo dilcrenciol to'ol Lo version poro vanos vario- 
bles do lo reglo de lo codeno so presento en lo sección 
12 5 los oplicocioncs de lo diferenciación de los sec­
ciones 12 3 a 12 5 tratan acerco de lo ob’ención de tosas 
de vorioción y sobre el cálculo do oproximociones

Micntros que los denvodos porcioles de uno función 
con respecto o x y y miden los tosos de variación do lo fun 
ción en los direcciones do los C|OS x y y, respectivórnenle, tos 
derivadas direccionales, definidos en lo sección 12 6, pro­
porcionan los tosos do vorioción de estos funciones en cual 
quier dirección El gradiente, lombién definido en lo 
sección 12 ó, indico lo dirección en lo que lo función 

tiene su mayor toso do voriocion Es'c concepto so oplico 
en fo sección 12 7 en el estudio do los p'onos fangenfos 
y rectos normo/es a las superficies 

- Do lo mismo forma en que los derivados primero y se- 
^ gundo se utiliron poio determinar los máximos y 

mínimos de funcin.ics de uno vaiiab'c. en lo sec- 
ción 12 6 se muestro cómo los denvodos porcio- 

les permiten obtener los valores extremos de 
funciones de dos vuriobles Los oplicocio- 
res de esto sección inducen el mc'cdo de mm 

mos cuüdiadcs que pioporuono un modelo motemó 
tico poro un con|unlo de datos dodos En Ij sección 12 so 
definen los mulliphcadorcs de ío.jronge poro colcutor los 
exírentv’S de uno función su;efii o imo restricción
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12.1 FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE
Ahuru se gcncrult/oirá la noción de función a funciones de más de una \aiu- 
hle independíeme Estas funciones se presentan con frecuencia en siiuact-.- 
nes prácticas. Por ejemplo, el área de la superficie de! cuerpo de una perora 
depende del peso y de la estatura de la persona. El volumen de un cilindro 
circular recto depende de su radio y de su altura De acuerdo con la ley de Iw 
gases ideales, el volumen ocupado por un gas es directamente proporciónala 
su temperatura c inversamente proporcional a su presión. El precio de \er.'.¿ 
de un artículo particular puede depender de su costo de producción, del co­
to de materiales y de los gastos generales.

Con el fin de extender el concepto de función a funciones de cualquier 
númcni de variables, primero se considerará el espacio númeríco /i-dimr.- 
sional. De! mismo modo en que se denotó un punto de R mediante un número 
real r. un punto de ít~ por medio de un par ordenado de números reales (x.\i, 
y un punto de mediante una lema ordenada de números reales 
un punto del espacio «-dimensional R" se representa por medio de una 
n-aüj (léase ••eneada") o «-upia ordenada de números reales denotada per
P = ............ t„). En particular, .si n = I, /' = x; si « = 2. P = (r.ti;
si« = ?.P = (.r, y, c);si« = 6. P = f.ri.ji.-r.t.-ta.-ts- vel-

12.K1 Definición del espacio numérico n«dimensionoi
El conjunto de todas las «-adas ordenadas de números reales se de­
nomina espacio numérico n*dimcnsional y se denota por R". Cada
M-adu ordenada (.T|.X2............x„) se llama punto del espacio numén-
co «-dimensional.

12.1.2 Definición de función de n variables
Una función de ri variables es un conjunto de pares ordenados de la 
forma (P, u-) en el que dos pares ordenados distintos cualesquiera 
no tienen el mismo primer elemento. Pos un punto del espacio numénco 
«-ciimensumal y ir es un número real. El conjunto de todos los punlO' 
P admisibles recibe el nombre de dominio de la función, y el conjunto 
de todos los valores resultantes de w se denomina contnidominiu de 
la (unción.

De esta definición, el dominio de una función de « sanables es un coi'- 
junti) de puntos de R" y su contradoimnin os un conjunto de números Je S 

Cuando « = I. se tiene una función de una variable; de modo que el domin'-' 
es un conjunto de puntos de R o. equivalentemente, un conjunto de numen" 
reales. En consecuencia, la definición l.l.l es un ca.so especial de la definí- 
ciiln 12.1 2. .Si « = 2. se tiene una función de dos variables, y el dominio i> 
un conjunto de puntos de R- o. equivalentemente, un conjunto de pares orde­
nados de números reales (r, y).

í EJEMPLO ILUSTRATIVO "l Sea la función de las d>"
variables .i y v. el conjunto de todos los paa's ordenados de la foniia li’- ■' 
tales que

: ^ ^25 - .V- - V-
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Fl doniinio dc/cs el conjunto (ir.\| |r- + \- :T 2‘)j Este es el conjunto 
de puntos del pbno n sobre l.i circunferenci.» c- + = 2^ > la region
interior limitada por esta circunferencia La figura I muestra el dominio de/ 
como una región sombreada de R-

Debtdo a que c = 25 - (t* + \-j, untonces í) z < 5. por tanto
el contradommio de / es el conjunto de números reales del intercalo ce 
rrado (IJ. 5] 4

U EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La función de las vana

bles V y \ es el conjunto de todos los pares ordenados de la forma {P z) 
tales que

I_______

. - 25

El dominio de i» es el conjunto [ir. \) | \ ' + \- > 25) Este es el conjunto 

de puntos de la region exlenor de la circuntcrencia r- + \ - = 25 La fi­
gura 2 muestra el dominio como una region sombreada de R' 4

Si / es una función de ii sanables entonces de acuerdo con la defini­
ción 12 1 2,/es un conjunto de pares ordenados de la forma iP. w i donde 
P = (t], ri. . r„) es un punto de R" > u eS un numero real El valor par­
ticular de u que corresponde a un punto P se denota medíanle el símbolo 
/(/') o/ít]. Vi- •'n) En particular, SI/I = 2yP = (i.\). se puede repre­
sentar el valor de función como f{P) o como De manera semejante.
SI II = 3 y P = (r. v.c), el valor de función se representa como f{P) o 
como fix v,c) Observe que si /j = 1 /^ = r. en consecuencia, si /es una 
función de una vanable./(/’) = fix) Por tanto, esta notación es consistente 
con la not.icion para valores de función de una variable

Una función / de n variables puede definirse por la ecuación

11 = /(V,. V2. . r„)

Las sanables T|. . t„ se denominan vnriables independientes v i» se
llama v unable dependiente.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea / la luncion del ejem­
plo ilustrativo I, es decir.

/(V, V) = .^25 - V- - V-

Entonces

/(.^-4) = ^25- 3- - (-4)- /(-2, I) = ^25 - (-2)- - l-

= v25-'9'~16 = v25-4-“l

=0 = 2^5
fin. 5i) = \ 25 - H- - (3i )-

= % 25 - II- - 9i ’ ◄

► EJEMPLO 1 Sea g l.i función definida por
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Üblcn^ü (a) «(1. 3, -2); (b) ¡-{Tíi, -4h. 3í >; (c) «í.r-. y*. (j,

Solución
(a) a'N.3. -2) = 1^ - 4(3jí-2)-

= 1-48 
= -47

(b) a’í2íí.-4/j. 3f) = Í2íi)' - 4(-4/í)(3í')-
= 8ü^ + l44/«-

(c) A’ír’.v-. C-) = í.r)^ - 4v-(:-)*
= - 4.V"-»

(íl) a'í.kc. -r) = v' - 4:( - x)~

= V-’ - 4x-z i

12.1.3 Definición de función compuesta de dos 
variables

Si /es iinu función de unu suriuble y a> es una función üc dos \aria- 
bles, entonces la función compuesta / ° a' es la función de dos 
variables definida por

(/°A')U.y) =/(A’<t.y)J

y el dominio de f ^ es el conjunto de lodos los puntos (.(.jl J¿l 
dominio de a' tales que a' <-r. .v) pertenece al dominio de/.

^ EJEMPLO 2 Dadas /(/) = In / y A'lt. y) = x~ + v. caliul:

/i(.i. y) si /i = / o Í-. y determine el dominio de l¡.

Solución

liix.y) = (/ o A’)(t. V)
= V»
= /(t- + y)
= ln(i* + j)

1:1 dominio de a’ es el conjunto de todos los puntos de K-. > el 
de J es el intervalo (0. +oo). Por tanto, el dominio de h es el conjunio 
llv.y) I + y > 0|. ^

La definición 12.1.3 puede eslenderse a una función compue'U 
II \ariables como se muestra a continuación.

12.1.4 Definición de función compuesta de n 
variables

Si / es una función de una variable y a' es una función de n 'ana- 
bles. entonces la función compiic.sla f o f> es la luneióii de '• 

'anubles definida por

t/» /,’)(r,..\2........ '„) = /(A’l'i. '2.........

V el dominio de/ o a* es el conjunto de los puntos (,t|. ‘ '
del dominio de a* tales que a'í'i- ^2' • • • • pertenece al domi­

nio de J.
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► EJEMPLO 3 Dad >s

Td) = sen ‘i y G(i. \ . c) = v- + - 4

ubten}!.i ia lunuun T ° G j su dominio

Solución
(T ° G')(\ ;.:) = /(G(i, \. ;))

= R X- + - 4)

= sen"' \- + \- + c- - 4

M dominio de G es el tonjunlo |(i, x r( | \- + \ - + r~ - 4 > 0), 

y el dominio de F es d intervalo |-l, l| Por lamo el dominio de f ° G e-s
el eonjunlo de lodos los punios (r. \.:J de laics cjue 0 < t- + \ - +
r- - 4 < 1 o equivalentemenle. 4 < r- + \ - < 5 ^

Una función polínoniial de las variables i \ v es una luneion / lal que
f(\ \) es la suma do lermmos de la lonna i i"v"' donde c es un numero real
> /í > ii¡ son números enteros no negativos Fil grado de una funeion polino- 
mial está determinado por la mayor suma de los evponenles de r y \ que se 
tiene en los términos de la funuon

l EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

(u) L.i tuneion / definida por

/(I \) = v' + 2i-x- - \ '

es una lunuon poluiomial de gr.ido 4 debido a que el termino de mayor 
grado es 2 \ -v - 

(1)1 Si

gh.v) = ()i’x’ - 5i\’ + 7i-v - 2i- + V + 4

enloiKL’s g es una funeion polinomul de grado 5 A

1 .1 gratiea de una luneion J de una variable consiste del conjunto de 
puntos de R- para los cuales \ = /(i) De manera similar, la grafiea
de una tuiición de dos variables es un conjunto de puntos de R^

Si / es una luneion de dos variables, entonces la griiricu de / es el con­
junto de lodos los puntos (v, v, :) de R^ para los cuales u. v) es un 

punto del dominio de/ y c = Ji\ \)

Ln consecuencia, la gratlca de una tuncion / de dos variables es una 
superficie i|iie consi.i de lodos los puntos del espacio iridiinensional cuyas 
coorden.idas cartesianas están delermiiiadas por las ternas ordenadas de nú­
meros reales (v, v r) Como el dominio de I es un coniiinio de puntos del plano 
u. y puesto i|ue cada p.ir oidenado l v) del dominio de J corresponde a solo 
un v.doi de ninguna leda peipendicul.ir al [ilaiio \\ puede iniersectar a la 
gialica de / en m.is de un pimío



918 capítulo 12 CÁLCULO DIFERENCIAL DE FUNGONES DE MÁS DE UNA VARIABLE

U EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 U funcun / dd .jempi,

iluslrjlno 1 es el totijunlo de lodos los pares ordenados de la forma ÍP i 
tales que

:: = 25 -

Por lanío, la grafiea de/es la semiesfera en el plano x\ y por amba ds c<ie 
LU>o centro es el ungen y tiene radio 5 Esta semiesfera se muestra en L 
figura 3 i

^ EJEMPLO 4 Dibuje la gráfica de la función definida por

n(;LRA3 /(r. \) - T- + \-

n

■ = X- + \'

UCUkAJ

, o

fix \) = \' ^- \-

ní:i'iU5

Solución La gráfica de / es la superficie que tiene la ecuación 
; = t- + \- La ira/a de la superficie en el plano r\ se obtiene al uiiliüf 
la ecuación c = 0 simultáneamente con la ecuación de la superficie Al ha­
cerlo resulta r~ t - = 0, la cual representa al origen Las trazas en lo> 
planos r; y se obtienen al emplear las ecuaciones i = 0 > t = ^ 
respectis ámenle, junto con la ecuación c = ar- + \- Estas trazas son las p 
rabolas ; = t- y ; = La sección transversal en el plano c = i paiali 
lo al plano r\. es una circunferencia con su centro en el eje c > radio k 
Con esta información se obtiene la gráfica requenda. la cual se muestra en la 
figura 4 y que es un paraboloide circular ^

Otro método útil para representar geomcincamenle una función dedO' 
sanables es semejante al de representación de un relíese indimensional por 
medio de un mapa topográfico hidimensional Suponga que la superfioe 
c = /(r.s) se interfecta con el plano ; = A., y que la cuna de inierseccicQ 
se proyecta sobre el plano rs Esta cursa proyectada tiene a /(t.sl 
como una ecuación y la cursa se denomina cursa de nisei (o de conlomui 
de la tuncion / en k Cada punto de la cursa de nisel corresponde a solo un 
punto de la superficie que se encuentra a k unidades sobre ella si k es posiliu' 
o a A unidades debajo de ella si A es negaliso Al considerar diferentes salores 
para la constante A se obtiene un conjunto de cursas de msel llamado mapa 
de contornos. El conjunto de lodos los valores posibles de A es el contra 
dominio de la función /. y cada cursa de nisel./(c. s) = A del mapa 
contornos consiste de los puntos (i. s) del dominio de / que tienen un salor 

de tuncion Igual a A

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 La figura 5 muestra la gra^

llca de la funemn de! ejemplo 4 definida por 

/(r. \| = \- -I- s-

lunto con las cursas de intersección de esta superficie con lo' 
z = k donde A es igual a I. 2. 3. 4. 5 y 6 Estas cursas son circunterensia' 
con centros en el eje c y radio ^ A La figura 6 presenta las cursas provexta 
das sobre el plano r\ Las circunlerencias pnnectadas, las cuales son cursa' 

de nisel de la (unción /. representan una sisia de las circunfea’ncias 
la figura 5 que se obtiene al mirar la superficie hacia ab.ijo desde un 
slel eje c
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Cui\u<di. nivel iL/r ( II I > V*

Un ni.ipa du co^Ulmü^ de : = /í\. \) muesira la variauon de ■ ton res- 
petui a r > \ en el plano x\ ai considerar las cursas de nivel Los valores de r 
cainlvian mas rápidamente cuando las curvas de nivel se encuentran ma.s cer­
canas entre sí (|ue cuando están ma-. apartadas, esto es. cuando las curvas de 
nivel se hallan muv próximas entre si la superllcie es escarpada, y cuando las 
curvas de nivel están sep.iradas la elevación de la superficie relativa al pla­
no n. cambia gradualmente Observe esta situación en la figura 6 para la.s 
eurva.s de nivel de la superficie de la figura .‘í

En un mapa topográfico hidimensional de un relieve, se obtiene una 
nocion general de su inclinación al considerar el espacio enirc sus cunas de 
nivel También en uno de estos mapas, si se sigue la tra>cctnna de una cur­
va de nivel, la elevación o altura permanece constante

M(.l lU 6

► EJEMPLO 5 Sea J la luncion definida por

»
K

I1(.IR\7

IUAH\S

/(i. V) = 8 - t- - 2t

Dibuje la gráfica de /> un mapa de contornos de / que muestre las curvas 
en intervalos constantes de 2 unidades a partir de 8 v descendiendo ha.sia -8

Solución La gráfica de J. mostrada en la figura 7. es la superficie

c = 8 - t- - 2\

Al considerar : = 0 se obtiene la tra/a en el plano rv, la cual es la parabola 
I" = -2í\ “ 4) Si se considera v = 0 j i = 0. se obtienen las ira/as en 
los planos re > ve. las cuales son respectivamente, la parabola r- = - 8)
> la recta 2\ + c = 8 La sección transversa] de la superficie obtenida en 
el plano : - k una parabola que nene su vemee en la recia 2v + ; = 8 
del plano ve > abre a la i/(|uierda l as secciones transversales para e igual a
8. (i 4. 2. 0. -2. -4. -f) ) -8 se muestran en la figura

La.s curv.is de nivel de /son las parabolas v- = -2(v - 4 + \k) El 

mapa de contornos de J junto con las curvas de nivel requeridas se presen­
tan en ]j figura 8 1

A fin de ilustrar la aplicación de las curvan de nivel, suponga que la 
lempenitura en cualquier punto do una placa metálica plana esta dada por 
la luncion J. es decir si / gnidos es la temperatura entonces en el punto 
(V. V). / = J{\,\) Por tanto, las curvas de nivel que tienen ecuaciones de 
].i tornia f(i, \) = A. donde A es una constante, son cun.es sobre las que la 
lemperaiura es constante Estas eurva.s de nivel se denominan LsotemitLS. 
Ademas, si V volts proporc’ion.in el potencial eicctnco en cualquier punto 
<t.\) del plano vv. v T = y(t. v). entonces las curvas de nivel reciben el 
nombre de curvas equipotenciales debido a que el potencial eléctnco en 
cada punto de una de estas curvas es el mismo

Como aplicación de las curvas de nivel en economía, considere la 
productividad (o sjiuia) que depende de vanos insumos (o entradas) en una 
empresa Entre los insumos pueden considerarse el numero de maquiiucs em­
pleadas en la producción, el mimero de horas-persona disponibles, el monto 
de capital de lrab.ijo. la cantidad de material empleado a.sí como el .irea de te­
rreno disponible .Suponga que la.s cantidades de las entradas están dadas por 
V > V. > que la cantidad de salida esta representada por c. donde c = J(x.\) 
Esta luncion se denomina fiiiieion de producción, ) las curvas de nivel de la 
lorina f{x. v) = A. donde A es una constanie. se llaman curva.s de* produc- 
cíi'm constante.
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iT(;uRA ■;

^ EJEMPLOS Scü/la runción de producción para lu cu3l

/(r. V) =

Dibuje un mapa de contornos de / que muestre las cursas de pruJucciñ 
constante en 8, 6.4 y 2.

Solución El mapa de contornos consiste de las cursas de inicrsecci<'3 
de la superficie

. = til

con los planos z = k, donde k es igual a 8. 6, 4 y 2 Al sustituir c = H en ib 
se«)btienc4 = o, equivalentemente,

tv = If) r > 0 y V > 0 í2i

1^1 curva del plano .rv representada por (2) es una rama de una hipértv'a 
contenida en el primer cuadrante También se obtiene una rama de tica 
hipérbola en el primer cuadrante con cada uno de los números 6.4 s 2. E^Il' 
son las curvas de producción constante y se muestran en la figura 9 i

I 2.2|pof| 2.2tP''r[O.J| 

/U. O —r----- r

I 2.:it*.ir| 2 21p.>r|(» 4] 

/(i.») - I«' I

1-2. 21ix.rl-2.21tHft-|S.ls| 

ill. > I - jtM > ■ »■)

ill- lll%i I il ■ 0 I II l llt\JMlc mxi'l ik-/(I.\) |tv| fui\a\ili- imclik- tu. «I I uu

H( ntV 101) I KIl'KV 111) Htll'KV i:i)
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En los ejemplos y ejemplos ilusiralivos anteriores se emplearon fun­
ciones cuyas gráficas y curs'as de nivel se diliujaron con relativa lacilidad. 
Los programas de gráficos por computadora pueden emplearse para trazar 
superficies más complicadas. Estos programas muestran generalmente trazas 
de la superficie en planos paralelos a los planos ctiordenados y permiten, con 
frecuencia, elegir la ubicación de quien las ve de modo que la superficie 
se puede observar con diferentes perspectivas. Por lo regular, los programas 
requieren que se estipule una caja de inspección. Dicha caja corresponde 
al reclóni’tilo (o vcitltmai de inspeciiiit que se elige al traz.ar curvas bidi- 
mensionalcs en una grallcadora. La caja de inspección, denotada como 
1 ’^mín- 'íTijJ P‘>'’ I.Vmin- .'másl P‘T l'imn- vonjunto de puntos de /?'
para los cuales .Vn,in < X < -V^ax. .'inín s y < '’núx-y "nmi — ” — ^iiux-

Las gráficas por computadora de este texto fueron generadas por el 
software Mailu’iiHiiit ti. I.as figuras que representan estas gráficas muestran 
la superficie en la caja de inspección indicada debajo de la figura La mayo­
ría de las gráficas ubican a quien las mira en el primer ociante de un sis­
tema coordenado dereclu». Se lian considerado diferentes tonalidades para 
resallar la apariencia tridimensional de las figuras. Las partes la( de las fi­
guras 10 a 15 muestran las gráficas trazadas en una computadora de las su­
perficies definidas por algunas funciones de dos \ariahles particulares, las 
parles (h) de las figuras mencionadas muestran las gráficas por computadora 
de algunas de las curvas de nivel correspondientes En los ejercicios 51 a 54 
se muestran otras gráficas realizadas en una compuiadora. y se le pedirá que 
relacione una función con una superficie y un conjunto de curvas de nivel

.s

I 'i. I'l por ]-6. ft) pnf I 2)
'I '. S I ui . \ • xilx V

IKíl'lU 13a

# #

’■'‘"'■‘■'l.'iiiu'l J.->n. ,1

|--t. I| por |n, ft.V) pur |-.’..’I
yu. M I'' sen x

I'IGUKA 14a

ni
1 t : I II I

Ciir'.is Je nm-t Je \i <•' -.en \

0
1

|'2. 2lp.tr 1-2,2|p.ir)-2.2| 
fu.s) - Imt- - \-i 

TKÍLEU I5a

I n I

Ciiisas Jeimcl Je/H " Imi • . t

IH.' lU I31t I l(a U\ 14h nca R\ 15b
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1-1 5. I 51p>-fH V I

Siipcrtli.u; Jcl imcl de 
!,•( 1. ■

FKíURA \(<

Cuna-, de imel de/i t.). :> i ♦ 2v + 4;

La dcnnicíún siguiente extiende lu noción de grúflcu de unu funcKiniU 
de grúílca de una función de rt variables

12.1.6 Definición de la gráfica de una función den 
variables

Si fes una función de n variables, entonces la gráfica de / es d cna- 
junlo de todos los puntos . . . ,x„. u’) de /?'’*’ para los cuales
Íj:|..t2........ .r„) es un punto del dominio de/y = /<J|..r2........ t„).

Las funciones de tres variables tienen supeificies líc /me/, concept: 
análogo al de curvas de nivel para funciones de dos variables Si /es uu 
función cuyo dominio es un conjunto de puntos de entonces si i es u 
número del contradominio de f. la gráfica de la ecuación

/< V. V.:) = A

es una superficie de nhcl de/en k Cada superficie en el espacio tridimo- 
sional puede considerarse como una superficie de nivel de alguna funcicná: 
tres variables.

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Si la función e esu Jefe
da por

«(t. y. O = .r* + y- - z

entonces el paraboloide circular z = x- + y', mostrado en la tlgura4. es 
la superficie de nivel de .i* en 0 La superficie de nivel de g en el mítncn'i 
tiene la ecuación z + k = \- + y*, un paraboloide circular cuvo \cnis>-‘ 
es el punto <0. 0. -k) sobre el eje z. I-a figura 16 muestra la.s superilciev 
nivel para k igual a -4. -2,0. 2 y 4 ^

^ EJEMPLO 7 La función/está definida por 

fix.y.z) = -t + 2v + 4c

Dibuje las superficies de nivel de / p.ira los sicuicntcs valores de k' 16. L 

S.4y2

Solución Una ecuación de )u supeificie de nivel de/en k es 

V + 2y + Az = k

cuya gráfica es un plano. Para los valores dados de k se tienen los 
paralelos siguientes:

A + 2y + 4c = 16 
-t + 2y + 4c = 12 
.t + 2y + 4c = 8 
A + 2y + 4c = 4 
i + 2y + 4c = 2

FIGURA 17 listos planos se nuiestran en la figura 17. i
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^ EJEMPLOS La función/üslá definicld por 

f(x,y.z) = + V- - z‘

Descnba las superficies (Jú nivel de/pjra ía) A = 4. (b)A = -4. y(c)A = 0.

Solución
(a) La superficie de nivel para A = 4 tiene la ecuación

+ ^,2 _ -3 ^ 4

Esta superficie, un hiperboloide de una hoja cujo eje es el eje c. se 
muestraen la figura 18.

(b) La superficie de nivel para A = -4 tiene la ecuación

r* + y~ - = -4 » -r* - y* + " = 4

Esta superficie es un hiperboloide de dos hojas cuvo eje es el eje z. v 
se presenta en la figura 19.

(c) La superficie de nivel para A = 0 tiene la ecuación

.r- + v“ - z- = U

Esta superficie, un tono cuyo eje e.s el eje z, .se muestra en la figura 20 ^

N
;

> I V ' ■ 4

i-k;i'eu 18

r = 4

FIGURA 19

* V- , :• = 11

FIGLTIA 20

^EJERCICIOS 12.1
•• Sea/ 1,1 liinLiun de l.is dns variables i y v el conjunlu de 

p.ires ordenados de la lomia (/'. ,'i i.iles míe

Obtenga (ii) /( ^.4|. (bl M ' ' i (c) /(r + 1. v - 1):
(d)/(-v, V) - /ív. VI

2,' Sea g la funeuín de las Jos variables i > y el conjunto de 
pares orden.tdos de la forma [P, z) tales que

: = t- - V c=í s(r,y) = V- - y

Caleule; (11) gt.'í. 5): (b) g(-4,-9); (c) i,’(t + 2.4\ + 4l,
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3. Slj f- la üo las (res sanables t v > .* el tonjunlo

de pares ordeiudos de la forma (/’. ii) tales i[ue

o ni r. 4 - t* - \ - :*

Di lin iji-nuiiii <» 30 thu niiiiu 11 ihimiiiiii ih f;

\u «

29. /fr. V) = .16 - t- - s*

30. /(r, s j = 6 - Ir + 2\

Ohtenea (u)^-(l.-l.-I).lli)«(-I. ¡r).

(d) U'U >. - U’(T + 2.» + 2.CI1*

4. .Sea/la Uinuort de las tres sanables r. s j : el eonjunio 
de pares iirdeiiados de la furnia ll‘. «I tales ipie

1. — ■ , ,-------
f + s- + - 9

•» /(t.r.Zl= -------- ------ ;-----
s- + í- + - y

Caiaile (n| ft I 2. .1|. (Ii)/l2. -(el/
(di fu + 2. 1. r - 2)

Di Io\ tji-nuiiis ^ u 20 lUuniiiiic «/ tlnimiiiii ilv f \ dilnijitn 
< limo iiiui n niiiii <li W" l'tiliic í rirwra luiiiUiiilii^ purii inilii ar 
t iiiiliiiiu r ¡iiirU lit III Jniiihrti i¡tic no ¡iiruiiiziu ni ili'iiiinio 
V (irnos I oiiiimm\ ¡iiirn iiiiliuir ln\ partís tU la fronhra ipu 
perú lu zi an iil iloniinio

5. /(t. SI 1 fd.sl = 4
S" + s* - 1 4 - s- - s-

7. /(t. s 1 J - - s ■

8. /(r, s I ,,16 - t- -■ 4s-

9. fis.sl - - 1

10. /(s.si = .. s= -4s = + 16

11. 7(1 si = ,S^4S^ ■- 1

12. /(r. SI = ,, T- -4s’ - 16

1
1 -"s^ - s-'

14. fix SI
1

16 - s- -• 4s-

15. 7( s. s 1
- s' X - s

S- - s2 S 4 \

17, frs, SI = eos '(s - s I 18. /(S. s) = ItlU- + si

19. /(s VI liKss - 1) 2(1. /l\ SI - sen '(s + s)

III Im iiiiiiiim 21 a 2S íhiiniiiiii il iloiiiimo ili / s /i/»ri 
Si lili lo 1 OHIO una region ih K'

21. /(s s \ t s ;
/I r. s :i

í \ ' 1 - \

2.3. /(S.S .•) 16 s - 1.

24. /n.s. .'1 9 s ■ - > * ••

25. /(s.s. :i ■,eii ‘ s • 3LIJ * \ + 'cn ':

26. /(s.s .-) In s * In S - III -

27. /i\ i.rl = li)(4 - »■ - s*i + [.* 
2«. /{\, \ z) = i: ios ‘is’ - iI

31. f(t SI = 16 - X- - \-

32. /(r.s) = . IDO - 2.<ir- - 4s-

33. /Ir. >) = r* - W yt t. s) = 144 - - Ift

35. fix, SI = 4r* -t- 9s- 36. /(» sj = .» * s

En lux cjiriiíio\ 37 ti -10 ihlniji un iiuipii ih io/ir«rríJi Jr i 
Ipil rriiicsirt Im tiir,n\ th nmlpara los iuinuro\ iiuluiJui

37. 1.a íunLion del ejereicio 29 para 0. 1.2. 3 v 4

38. La función del ejerciLio 3(1 p.ira 1(1.6.2.0 -2 -6)*K)

39. La funuondel ejeruuo31 para 16. 12.7.0 -9>-20

40. Li luntiim del ejerucio 32 para 0. 2.4 6.8 s 10

41. 1.a tuncion del ejerciua 33 para 16.9.4.0 -4 -9s -16 

42 L.1 funuon del ejerueio 36 para 10.8.6.5 s 0

43. /(s.s) = i(i* + s*l para 8.6.4.2.> 0

44. fu. SI = <T - 3|/(s + 2)p.ira4. 2. I. ^ 0 
-I -2>-4

45. /(». s I = f" para I. 2. <. 4. > i

46. Jix.M = bits paraO. I. 2.4.-I.-2)-4

47. Sean /(i.u = x - s, >.’(rl = í. /its) = s' Caleu'; 
(al (i> o /i(‘i. 11. (b) /(/;(3l. viOll. (el /iijUi /'"'i 
(di el(f) 3 /l(r. s II. (el (S’ o /ni fi %. sil

48. Sean fix s) = v/s*. i,i|s) = s’ lux) - ,s CaL.. 
(al (*0/1(2. h. (h)/(e(2i. *(4)1. (CI;iv( ,x).hir- 
(d) luin o /)(T. sil. (c) (* o e»( fix. sil

En lin ijiniiiin 49 s W uiluilf liíx s 1 sr * = ( e 
hu II ill U nniiie el ilnminio Je li

49. fin = sen"*/. í.’(v. s I = ^1 - s’ - s-

50. un ~ ' la s

Di Im < jeri a i<»s ^1 a 54. riiat laiii la tiii.i ii>ii i on i"-a 3i I-' 
siipirjiiux iaf-(ih s ion lino <* lo\ rmi,"iis Je u'itie"'' 
(rl-(n> l II Im inapax lie i oiUoriiii tl iji \ i\ Iwrizioiuil ( 
•ji s «s 1 eilii al ill olor lu nro upn \iiiia lox \aloit ‘ i* (•"■ 
íion iiiax peiniiñm s tl hlaiui' ripriiinla Im uili’U' •’ 
fililí ton ina\ (.'rurii* s

51. fts.si = -----------7
s* + s *

52. /(s s I = la I s 4 s I 

5.3. /(s.s) = « ' ei's s

54. /(s.s) = sens ♦ eos s
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55. Se djhorj uiu cap rectangular ectrada con tres de 
niateriates de modo ijuc contenga un \olumcn 16 pic^ 
111 m.ilenal para la lapa y el fondo cuesta SO IK por pie 
cuadrado, el niaienal para las parles dcianicru y Irase* 
ra cuesta SO 16 por pie cuadrado, y el maicnal para las 
otras dos caras cuesta SO 12 por pie cuadrado (a) Obtenga 
un modelo matemático que exprese el costo total del ma- 
lenal como una lunción de las dimensiones las panes de- 
lanieru > trasera. Deleirmne el dominio de la función 
Ib) ¿Cuál es el costo del maicnal si las dimensiones de las 
panes delantera y trasera son 2 pie y •! pie, donde 4 pie es 
la altura de la caja *

56. Se elabora una caja rectangular sm tapa con un costo de 
matenal de SIO. HI matcnul para el fondo cuesta SO IS 
por pie cuadrado y el material para los lados cuesta 
soil) por pte cuadrado, (u) Obtenga un modelo mate* 
manco que exprese el solumcn de la caja como una fun* 
cuín de las dimensiones del fondo Determine el dominio 
de la función. <b) ¿Cuál es volumen de lu cuja si el fondo 
es un cuadrado cu) o lado mide 2 pie?

57. Un sólido rectangular del primer ociante, con tres caras en 
los ejes planos coordenados, tiene un vértice en el ongen 
y el vértice opuesto en el punto (x. v.r) en el plano 
r + -i 2r = 6. (al Obtenga un modelo malemálicu 
que exprese el volumen del st'ilidu como una función de 
las dimensiones de la base Octcnninc el dominio de la 
funeiún (b) «.Cuál es el volumen si la base es un cuadra­
do de lado 1.25 unidades'*

59. El potencial eléctrico en un punto tx. vj es l'fr. vi •., 
Wx.y) = 4/- X- - y- Dibuje las curvas «¡u-., 
tcnciaics de V para i 6. 12. K y 4

60. La función de producción / para cierto arti'culn esta ik 
finida por/ír. yj = 4x'^^v*^\ donde x y y son Uvess 
dades de dos insumos Dibuje un mapa de conlrm-s á: 
/ que muestre las cunas de producción eonstanic. pji 
16, I2.«,4y2.

61. Suponga que / es la función de pmducción de cicno;: 
ticulo. donde fix.sí unidades se prixluvcn cuandi se 
emplean x máquinas y v boras-pcrsona están dispnrub'x» 
Si/(.T.y) = 6ry.dibuje un mapa de contornos de/tfi 
muestre las cunas de producción constante para 36.
18. I2y6.

62. TTx.y) grados es la temperatura en un punto (r. v) de caí 
placa metálica plana, donde Tlx. v) = 4x^ + 2v^DiÍT.e 
un mapa de conionius de T que muestre Us isoiona) 
para 12. 18.4, 1 y 0

63. La presión de un gas en el punto <x, v,:) del espaantn 
dimensional es P(x, :l atmósferas, donde

Fír.y.:) = 4c-"-*

Desenba las superficies de nivel, denominadas super- 
Hcies isubúricas, de P para 4.2. 1 y ^

64. El potencial eléctrico en un punto (r. v. ;l del espacioin- 
dimcnsional es l'(r. v.;) volts, donde

58. lu) Obtenga un múdelo matemático que exprnse el área 
total de la superficie del sólido del cjcrcieio S7 como una 
función de las dimensiones de la base Determine el do- 
iiunio de la función (b) (.Cual es el área total de la super- 
Ecie SI la base es un cuadrado de lado 1.25 unidades *

V’(x.>.:) =
________8________
..'l6x- -I- 4y- +

Las sujKrficics de nivel de t’ se llaman superficieseqo- 

poicncialcs. Describa estas superficies para 4.2,1 v ^

12.2 límites y continuidad DE FUNCIONES 
DE MÁS DE UNA VARIABLE

La dcriniciún del límilu de una función de una variable involucra la disuncu 
entre dos puntos de la recta numénca real. El límite de una función de miv 
una vonablo también implica !a distancia entre dos puntos; por lu que se inist;) 
el estudio de estos límites con la definición de distancia entre dos puntos de R' 

En R la distancia entre dos puntos es el valor absoluto de la diferencia 
de dos números reales. Esto es. |.t - «1 es la distancia entre los puniO' 
,t y o de la recta numénca real. En R- la distancia entre los puntos P(t. 
y .'ü) está dada por la expresión ^{x - .tq)- + (y - Vp)- . En /?’ 

distancia entre los puntos P(x.\,z) y Vq. c») está detenninada pe*
>/(.r - .ro)2 + (y - yq)^ + (c - Cq)' • En R" la distancia entre dos pun­

tos se define de manera análoga.

12.2.1 Definición de la distancia entre cíos puntos de*”
Si P(xi..T2........ .t„) y/!(«). ú2........ü„) son dos puntos de R^. entoncesL
distancia entre P y A, denotada por || - A |1. está determinada pof

I!/* - A|! = yjíXi - íi|)- -I- (xv - fli)- -f ... -1- {x„ - «„)*
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h------------------------------------í
- f IJ II t r

llol 1 ibiLtij llui ri tn II

I U;URA I

ni símbolo II P - A II representa un número no ncgaino y se lee como 

“la distancia entre P y A"
En R. R- y /í\ la formula de la definición 12 2 1 se transforma, respec- 

tnamenie. en

II t - a II = 11 - o I

IlíT.-vJ - ír„ \(,)|| = '.Íí - '(()■ + (^ - '(]»■

||íx. V,:) - ítf,.\(,.tj|)|| = (r - a:,,)- + (\ - + (c - :o)'

{------------------------------------------- 1
a r “ II * r 2.2.2 Defínición de bola abierta en . ..

Ilirlj ctrrjdj//111 r) Lfi//

IÍGUIU 2

Si A es un punto de R" y r es un numero posiino. entonces la bola 
abierta D( A, r) es c! conjunto de todos los puntos P de R'‘ tales que 
||/-A||<r

12.2.3 Pefíniclón de bola cerrada en jal

Si /\ es un punto úc R" y r es un número posiino. entonces la bola 
cerrada ¡i\A, r| es el conjunto de todos los puntos P de tales que 
||/-A!|<r

liiil I ubii.nj//((i,, rjen/f’ 

HGLRA.^

Con el fin de ilustrar estas definiciones, se muestra lo que ellas signi­
fican en R. R- y /?' En primer lugar, si a es un punto de R. entonces la bola 
abierta ¡i{ii. r) es el conjunto de lodos los puntos i de R tales que

I r - //1 < r

El conjunto de puntos que satisface esta ecuación es el conjunto de lodos 
los puntos del míen, alo abierto Ui - r. a + r). de modo que la bola abier­
ta R(n. rl en R (refiérase a la figura 1) es simplemente el inienalo abierto 
cuyo punto medio es a y cuyos eslremos son n - r y « -r r La bola ic- 
rrada fi|«. r] en/? (figura 2) esel inler\ak)cerr.ido [i/ - r. a + r]

Si (lo.'i)l i'f' punto de R~. entonces la bola abierta fil(ro.\ol.r) es 
el conjunto de todos los puntos (t, \) de R‘ tales que

.U - 'n)‘ + < r

I k;i ra 4

Bi'lj.ihicrl.i//!(> ricn/f'

iií;iiRA5

Por lo que la bola abierta s,,). r) en R- (figura 3) consta de lodos los 
puntos de la región interior limiiada por la circunferencia que tiene su centro 
en (\(). t(|) y radio r En ocasiones se llama disco iihicno a una bola abierta 
de R- La bola cerrada, o disto terrado. ¿í|(t(|. t(j). r\ de R- (figura 4) es el 
conjunto de lodos los puntos de la bola abierta B((to. \o). r) y la circun­

ferencia con centro en (q,. \(j) y radio r
Si (q,. \o- ^i) punto de /?'. entonces la bola abierta ¿f((qi. t(|. C(|l. /"> 

es el coniunio de todos los puntos (r. t. c) de R^ tales que

',(t “ qi)‘ + (' “ + (c - H))" < ''

Por tamo, la bola abierta «((t„. tn- m))- r) en /?"' (figura 5) consiste de lodos 

los puntos de la region inlenor limitada por la esfera que tiene centro en
(q,.t(i.*o)> radio/ Simiiannenle. la bola cerrada Zí[(qi, t(j, mó. r) de/? (fi­

gura ól consiste de todos los puntos de la bota abierta fi((i(|. t||. ;oL rl Jsi 
como de los puntos de la esfera que tiene centro en (t(,, to. ;:o) y radio r
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iínij lorjilj /l[i i.p en H'

l-KUiRAfi

12.2.4 Definición del límite de unn función de n 
variobles

Scü / unj función de n variables definida en alguna bola ubicna 
fUA:r), excepto posiblemente en el punto A. Entonces, el límite de 
fiPi conforme /’ tiende o A es L, lo cual se denota por

bin/(/>) = L

SI para cualquier e > 0, sin importar que tan pequeña sea. existe 
una ¿ > 0 tal que

SI 0 < ||/’ - A|| < 5 entonces \f(Pí - Z,| < f

.Si en la definición anterior / es una función de una sanable. A s j 
pertenece j R y P = t. entonces la definición establece lo siguiente si/esü 
definida en algún intervalo abierto centrado en a, excepto posiblemente en 
a. entonces

líin/(.t) = 1.

SI para cualquier € > 0. sin importar que tan pequeña sea. existe urj 
<5 > 0 tal que

SI 0 < ¡ i - o ¡ < ó entonces |/(.r) - l.\ < €

Por lo que la definición de límite de una función de una variable < 1.5.11 es un 
caso especial de la definición 12.2 4.

La definición del límite de una función de dos sanables es el caso es­
pecial de la definición 12.2.4 en donde A es el punto iq,. s„) y P es el pun­
to (\. VI.

■ 12.2.5 Defínición del limite de una función de dos 
variables

Sea f la funciiln de do.s sanables definida en algún disco abierto 
/i((t()' vn): r), excepto po.sihlemcme en (V(].y,|). Entonces el límite de 
/(x.yi conforme {x,.v) tiende u (xih Vol ‘■•s L. lo que se denota por

lim
c « 1 I »l lll.ll, I

/(t.y) = L

SI para cualquier € > 0. sin importar que tan pequeña sea, existe una 
tv '„yiv> fitJiquo

sid < - .s,,)- + (y - V(|)* < ó cntonce.s |/(.\.sl - /.| < f

* , En palabras, esta definicióij establece que los salores de función Mt ■
* i . se aproximan al límite L conforme el punto i». vi tiende al punto (»,>.
I I I salor absoluto de la diferencia cutre/l\.y) y L puede hacerse arbiltana-
' ; ' mente pv-iiueña al considerar el pumo (v, v) suficienlemente cercano a Ho- 'v‘

' ^ pero sm llegar a ser (q). yo). En la dcfinieión nada se dice acerva del salor Je
X • *'l la luneión en el pinito (to.yo), es decir, no es nccesaiio que la función c'is'

definida en (»o. Vo) imra que lim fu. v) exista.
'll t ».» )'♦< l«M »0>

En la figura 7 se pa-senta una inleqiretacion geometnca de la ds’*'' 
Ilición 12.2,5 En esta figura se imicsira la jHirción de la superficie que in‘^‘HUERA?
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ccu.iaón = /(x. V) y ijuc se encuenlr;i por arriba del disco >(,y. 5). 
Se observa i|ue/(x.y). en el eje r, esiará entre L - € y L + € siempre que 
el punto (x, y) del plano ry esté en el disco abierto /iUq,, \f,). 5) Otra forma 
de establecer esto consiste en que en el eje r puede for/xirse a que esté 
entre L - € y 1. + € al restringir el punto (t, y) del plano .ty al disco 
abierto >'(,); <5j-

^ EJEMPLO 1 Utilice la definición 12-2.5 para demostrarque 

lim (2.1 + 3v) = 11
M u-M o

Solución El primer requisito de la definición es que Ir + 3y debe 
estar definido en algún di.sco abierto que tenga su centro en el punto 11.3}. 
escepto posiblemente en (1,3) Como 2r + 3y está definida en cada punto 
(.». y), entonces cualquier disco abierto centrado en (1.3) satisfará este requi­
sito. Ahora, debe demostrarse que para cualquier f > 0 existe una ó > 0 
tal que

SI 0 < , (.r - 1)- + (y - 3)- < 5 entonces |(2r + 3\) - 11 | < e (1)

De la desigualdad del triángulo.

I Ix + 3v - 11 I = I Iv - 2 + 3y - y I
< 2|,r - l I + 3|y - 3|

Debido a que

I r - 1 I 5 ^'(.r - I)- -t- (y - 3|- y |y - 3 [ < ,. (x - i)- + (y - 3)- 

se deduce que

SI 0 < ^ (.r - 1)- + (y - 3)“ <6 entonces 2 |.r - 1 | + 3 | x' - 3 | < 25 + 35

Esta proposición muestra que un.i elección adecuada pañi 5 es 55 = €. 
estiles, 5 = If. Con esta 5se tiene el argumento siguiente

(I < ,,’(.r - I)- + (y - 3)- < 5 
=> 1.1 - I I < 5 y IX' - 3 I < 5 
^ 2 I V - 1 I + 3 [y - 3 I < 55

|2(.r - I) + 3(y - 3)| < 5(;f)
=> 12 X + 3y - 11I < e

De este modo, se ha probado que para cualquier € > 0 se elige 5 = 
a fin de que la proposición (ll sea verdadera. Esto demuestra que 

lim (2.V + 3v) = 11 <
I V ll-.ll l|

Los teoremas de límites de la sección 1.5 y sus demostraciones, con 
pequeñas modificaciones, se aplican a funciones de más de una sanable. Por 
ejemplo, en correspondencia con el teorema de límites 1 de la sección l 5 
se llene

lim (mx + ii\ + ti) = HUI + iih + il
11.. I—iii./’i

> la demostración es una generali/ación ile la demi^tración del ejemplo l. 
A partir de aquí se iilili/arán los teoremas de línnles sin solver a establecerlos 
ni demostrarlos.
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U EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 ai .pl.tur l..s U;nrcnu d.

Iimilus accrtJ da sumas y producios se nena

lim + 2r-v - + 2> = (-2)’ + 2(-2)-(l) - (!)• l
I r U-»<-2 Ij

= I i

I : ;|p.rl 2 2|p<.r[ 4 4)

/IV v)|= ----------------
V' » V

HGURA8

► EJEMPLO 2 Calcula lim flx,\) si
II ii->i<) III

Solución

lim

,4 _ ,4

+ t"

lim
(\- - t-)(^2 + ^2,

(r O-ílllO) ,, ,|-'(IMI| \- +

= lim \ - - r-
II w-*(ii 0)

La gráfica da/. mostrada en la figura 8 as al paraboloide hiperbólico

sm considerar al origen La gráfica apoya la respuesta ’

El teorema siguiente trata acerca del limita de una función conipue«tJi 

dos sanables, al cual es análogo al teorema I 9 1 para funciones de una fi­
nable y su demostración es semejante

12.2.6 Teorema
Si je es una función de dos sanables \ lim v) = />. > thfc*

U >l-«l«o ‘ü*

más / es una función de una sanable que es continua en b entonces 

lim (/og)ft.>) =/(*)
I * I j »(j(j i||i / .

lim /(gíí.'))=/( 1»^
I I « I-.U,, Vgl V<-* 'o' '

^ EJEMPLO 3 Utilice el teorema 12 26 a fin de calcub'

lim ln(rs - I)
(V «j-*(-2 I)

Solución Sea g la función tal que g(t, s) = s-s - I y sea Ma fun'-*^'^ 
para la cual /(/) = In r

lim (ts - 1) = i
it \i-.i2 h

y como/es continua en l. del teorema 12 2 6.

Iim ln(s\ - 1) = Iní lim (s-s - 1)1
It .I-.I2 h V" " '

In I 
Ü

4
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A tf»nlinuación se presenUrJ el conccplo de punía tic aaimiilaaon 
el cual se necesita para continuar el estudio de límites de funciones de 
dos variables.

12.2.7 Definición de punto de acumulación
Un punto Pit es un punto de acumulación de un conjunto S de pun­
tos de R" M toda bola abierta r) contiene un numem infinito 
de puntos de S.

^ EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si 5 es el conjunto de todos
los puntos de Rr del lado positivo del eje .r. enionecs el origen es un punto 
de acumulación de S debido a que. sin importar que tan pequeño se tome el 
valor de r. cada disco abierto que tenga su centro en el origen y radio r con­
tendrá un número infinito de puntos de S. Este es un ejemplo de un conjunto 
que tiene un punto de acumulación para el cual el punto de acumulación no 
es un punto del conjunto Cualquier punto de este conjunto S también es un 
punto de acumulación de 5. ^

I Im n -t- I j
I Un - I (I + h I (m + 1, n ♦ 1)

* •
, r< i

! l/n. nj
Im-I.n)»; • /'••(m+l.nj

«

I l»i- 1. N - l) I (m + l.n- Ij 

I (m. n - l)

FICUUA 9

L-'' EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si 5 es el conjumo de todos
los puntos de R- para los que sus cuordenada.s cartesianas son números en­
teros positivos, entonces este conjunto no tiene puntos de acumulación Esto 
se ve al considerar el punto (m,/i), donde m y n son números enteros posi­
tivos. De este modo, un disco abierto que tenga su centro en (m.n) y radio 
menor que I no contendrá ningún punto de S diferente de (m, n); por tanto, 
no se satisface la definición 12.2 7 (consulte la figum 9) ^

Ahora se considerará el límite de una función de dos variables conforme 
un punto (r.yj tiende a un punto (to.Vo). donde (t.y) se resinngc a un con­
junto específico de puntos.

12.2.8 Definición del limite de una función de dos 
_______voriables o través de un conjunto específico
Sea / una función definida en un conjunto de puntos 5 en R', y sea 

i*” punto de acumulación de S. Entonces el límite dc/(x,y) 
conforme (.r,y) tiende a (Xc.yo) en S es L, lo que se denota por

lím /(r. v) = L
l(i.>|enSl

si para cualquier € > 0. sin importar que tan pequeña sea. existe 
una ¿ > 0 tal que

si 0 < II (r.y) - (1,1 - .V(i)|| < 5 entonces |/(.r,y) - Z-| < f

donde (.r. y) pertenece a S.

En algunos casos el límite de la definición anterior se iransfomia en 
el límite de una función de una sola variable. Por ejemplo, considere 

lim f{x.\) Entonces si Si es el conjunto de todos los puntos del

lado positivo del eje t.

lim lim/(t:.0)
I « I « -*11*
III > I en V| I
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Si S2 es d canjunlo de iodos los punios del lado nej:uiisn del eje s, 

lím /ir. >’) = lim /(O.v)
ti W-.111.O) i-ti--^
(ti > j fn Vj )

Si .S'3 es el conjunto de todos los puntos del eje .r. 

lim /(x. V) = lim /(r. 0)
ttu-4(o.(ir ■
Id VI en I

Si 54 es d conjunto de lodos los puntos de la parábola y = r-,

lim At.v) = lím/(r.x‘)
11 M'*h) (I) t—ir
«1 1 >m )

12.2.9 Teorema
Suponga que la función / está definida para lodos los punios de un 
disco abierto centrado en (X(j.Vo). excepto posiblemente en 
y que

lim
( « > Vi ) /(r.y) L

Entonces, si S es cualquier conjunto de puntos de R~ que lienc a 
(X(). yq) como un pumo de acumulación.

lim /(r, V)
I J. .I-.|4„.V|) 

l( I t) en S I

existe y siempre tiene el valor L

Demostración Como lím f(x,v) = L, entonces, por la dcfi-
I I ll-.( 1,1.Vil I

melón 12 2 5. para cualquier € > 0 existe una 5 > i) tal que

SI ü < ||(Y,yJ - (r„,y„)|| < <5 entonces |/(r.y) - L\ < £

La proposición anterior será serüadera si además se restnnge (r.\l 
Indo al requisito de que It. v) pertene/ca a un conjunto S, donde 5 C' cual­

quier conjunto de punios que tenga a (to. V(() como un punto de acumulai.’K'''- 
Por tanto, por la dellnición 12 2.8.

Iim fix. Y) = LI. o-d„
«I uen St

y I. no depende del conjunto S a través del cual (t. y) .se aproxima a tvi-'i’ 
Esto demuestra el teorema. *

El teorema siguiente se obtiene como consecuencia inmediata del ■sx'- 
rema 12.2 9

12.2.10 Teorema
Si la tuiición /'tiene límites dilerentes confomie (.v.y) se aproviiuJ 
a ti,|. \|)l a través de dos conjuntos diterenles de puntos que tienen 3 
(ti,. v„) como un punto de avumolación. entonces Ion Mv.'• 
no existe. 1 '-*1
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Demostración Suponga que S| y Si M»n dos ctmjuntos de pumos de 
difcrcnies que tienen a (X(,. vo) como un punto de acumulación, y sean

= h

Ahora suponga que lím f(x.y) existe. Entonces, por el teorema( 1 ti) I
12.2.9. ¿I debe ser igual a ¿i; pero por hipótesis L\ * ¿i. de modo que se 
tiene una contradicción. Por tanto. Km /(.t, y) no existe. ■>ul

lim f(x.y)
11. M-»l ifi- *u*
(it M en I

¿I y Km
(I I )-•( t||.
(I I. > I en Sj )

► EJEMPLO 4 Sea

/(.t,y)
- y2 

,t2 + y2

Utilice el teorema 12 2 10 para demostrar que lim^ no existe

Solución La función / está definida en todos los puntos de R- excepto 
en (0, ü). Sean .V| el conjunto de lodos los puntos del eje .r y i'i el conjun­
to de lodos los puntos del eje y Entonces

II

Km fix. y)I—IIMM 
VI en I

Km fix, 0)
r -»0

Km
-«-u X‘

,Jz,
III. > I en 5; >

Km /lü,y)

I 2.2|fH.f|-2.2|(H-r|-:,;

Kx.u - -L- - -
t- t V

FKíUIL\ II»

= Km 1
( (I

= 1

= Km(-l)
V -»ll

Como

Km fix, v) 5* Km fix. v)I X, > )-»|ll o» |x.»)-»l(*.0)
III. 11 en S| I lU vjen Sj I

se concluye, por el teorema 122.10.que ^ Km^ /(.r, y) no existe.

La figura 10 muestra la gráfica de /. Observe en la figura que confonne 
í.\. yj se aproxima a (0. Oj a lo largo del eje .r. parece que yit, \) tiende a 1. 
y conforme (.r,y) se aproxima a (0,0) a lo largo del eje y. parece que/(r, v) 
tiende a -1 Estas observaciones apoyan la respuesta. ^

► EJEMPLO 5 Demuestre que no existe el límite siguiente'

I. -!-OM0.v2 + y3

Solución L:i expresión .r/í.tr + y-) está definida para todos los puntos 
de R- excepto (0. 0). Sea S el conjunto de puntos del eje x posihxo. Entonces

Km —j - Km -íp
u U-«(II,II| x~ + X‘
iij >)cn SI ■ I

= Km -
t-tll* X 

= +00

por tamo, el límite no existe.
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La figura 11 muestra la gráfica de la función cuyos valores sos 
.x/ix- + >•'). Observ e 4UC conforme íx. y) se aproxima al origen a lo largo del 
eje X positivo, parece que tos valores de función crecen sin límite, lo ctul 
apoya lu respuesta. i

k EJEMPLO 6 Dada

XV

1-2. 2|p.ir| -2,2|pi.f|-: 2,2 21

/U.M =. , * .
a' t )

FIGURA II

calcule

x2 + y2 

lím fix. V) SI existe.

Solución La función está definida pora todos los puntos de R- excep­
to (0. 0). Sean 5| el conjunto de todos los puntos del ejex, y el conjunto d¿ 
todos los puntos de la recta y = x. Entonces

lím fix. V) (J.M-.III.Ü)
II >. 11 en 6| I

lim fix, 0>i -»0

lím

lím fix, V)
Hx. y)en Sj)

lím/(X. T)

'-^1* .t- + Ü

límO
C-.I)

lím V—?
X* +

I= líiJii

Como

-2

-2

lim fix, V) lim fix, V)(X.»|-«l(),l)| Il.u-»I(),IJ|
llx. V) en .S|) llx. *) en .Vj )

entonces, por el teorema 12.2.10, lim^^^/í.t. yjnocxiste.

-0.5 figura 12 muestra la gráfica de /. la cual apoya el hecho de qw
lím /í.T. V) no existe. ^

n.u-.iii.O)’^

1-2 6. 2 fil pof 1-2 fi. 2 f>] por |-0.5. (IS) 

/u.» = ------ r
X- * «*

FIUUR/\ 12

EJEMPLO 7
2x=v

Dada

/(r.y)
x‘‘ + V“

calcule lim fix, v) si existe.

Solución La función está definida para lodos los puntos de íC- excep­
to (0.0). Sea Si el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que 
por el ongen; esto es. para cualquier punto (x, y) de Si. y = ni.t. Sea 5; «I 

conjunto de lodos los puntos de la parábola y = x-. Entonces

lím fix. t-) 

lim —,-------1

lím fix, V) 
ii.v>-<(o.or
Ilt. en f| I

lím/(.T, mx)

lím
. X-» + »|2.r2

2rru

lím fix, V) 
(x.x)-*to,or
Ux. t)en 5; I

lim
u X- + m*

= lím 1
,-.0

= o
Debido a que

lim fix.v) ^ lím fix, y)
<4.)|-*ll).ll| 
llx. <■) en -St I

I r.H-.I0,0) 
l( I. t)en 5] I

entonces lim /í.r.v) no existe.I t.t ■-•(U.O)
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|-4 4| por (- I í| por (-1 If

/(. ,, - ^
> * 1

I IC.liRA 13

La figura 13. la i.ual mucMra la gráfica do / apo>a el hucho de cjuc 
lini^^ /(t.'i; no exislc ^

► EJEMPLO 8

/u. w + 2x- + 2\-
+ V

Calcule Iim /(rMsiexislc
I M—lllOj

Solución L,i función csla dcrmida en lodo*, los puntos de R- excepto 
en (0 ü) Sea 5| el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que pase 
por el origen, de modo que si es un punto de ,í|. entonces \ = iin
Sea el conjunto de todos los puntos de la parabola \ = r- Entonces

lim f(x. ^)
l-Mll 'II 
U en 'i I

lim

= lim

+ 2\- + 2w-r- +
X' + «rr*-

X ‘(I + ) + 2v'(l + in- )

- lim
i-.li

- 2

lini ííx. \) = liin
) —(IMI) i-.(l
11 en Sj1

= limI—II

lim
I -f O

r-(l + m- )
X‘(l + /«•*) + 2(1 + HÍ'J

x'* +

1 + «J-

2x‘ + 2x-' + x»"
X- + 1-*

x« + 3x-^ + 2i-

X- + X-*

x'’’ + 3x* + 2 

I + t =

Aunque se obtiene el mismo límite 2 si (x. \) se aproxima a (0,0) a lo largo 
de cualquier recta que pose por el ongen asi como por la parabola i = x-, 
no se puede concluir que el límite exista y sea igual a 2. no obstante se puede 
esperar que este sea el caso Cualquier disco abierto centrado en el ongen 
satisface el primer requisito de la definición 12 2 5 Si puede probarse que 
para cualquier f > 0 existe una 5 > O tal que

0 < + \- < 5 entonces 2x- + 2t' < e

si o < S./ X- -
X‘ + \-

entonces se habrá demostrado que lim /(x.\) = 2
(í o-«(i) ni

Como X' < X- + X- •• -.2^,2 .. £ v2 +

x-* + x^

X- + X'

(x2 +
. 1^1

De modo que se tiene una elección adecuada para S al despejarla de 
25' = f.así.5 = ■^€/2 Con csla 5 se tiene el argumento siguiente

0 < _ x“ + X- < 5 
=> 2(x- 4- X-) < 25-
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=>
2{X^ + >2)2 

^2 + >2
< 252

(j2 + >2)2 + (j2 + y2)2 ^ ^ ^
x2 + >2 ^ ^ ■ 2

[-1 l|p.ir|-l,l)p.>r[2.11

+ 2j’ + 2v- + 
'»= --------- -------------------

+ >^
.t2 + >2

< €

Así. si 5 = entonces la proposición (2) se cumple y de este modosj
hü demostrado que

lím f(x,y)
(x.y)-.|0 0r

2.

La figura 14 muestra la gráfica de / y apoya el hecho de que el lúm- 
ic es 2. i

A continuación se definirá la continuidad de una función de n \an3bla 
en un punto de R". Observe que la definición 1.8.1 de la continuidad de icj 
función de una variable en un número a es un caso especial de la siguíes- 
le definición.

FIGURA 14

12.2.11 Definición de continuidad de una función 
de n variables

Suponga que/es una función de n variables y que A es un punto de A* 
Se dice que / es continua en el punto A si y sólo si se satisfacen las 
tres condiciones siguientes:

|¡) /(A) existe;
(il) lím /(P)cxi.ste;

(iii) jlmJiP) =f(A)

Si una o mis de estos tres condiciones no se cumple para el punto á. 
entonces se dice que/es discontinua en A.

Si/es una función de dos variables. A es el punto (ro,>o) > 
punto (.r. >■). entonces la definición 12.2 II se transforma en la defimato 
siguiente.

12.2.12 Definición de continuidad de uno función 
de dos variables

Se dice que la función / de dos variables x y y es continua en el 

punto {.ro,.Vo) y sólo si .se satisfacen la.s ücscondicione.s siguientes.

(I) /(t()..Vü) existe:
(ii) iim /JT. >) existe;
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^ EJEMPLO 9 Deliirniinc SI la íunLión es (.oniinuj en (0, 0) SI

A’fr. \)
+ 2t- + 2>- + 

x^- +
SI ir. \) (0. 0) 

SI (i. \) = (0. 0)

Solución Se verificarán las ires condiciones de la definición 12 2 12 
para el punto (0, 0)

(í) A'(0. 0) = 2 Por tanto, se cumple la condición (i)

(¡i) lim í,’ír. V)
11 (O ri)

lim
( I u —ICI U|

r-* + 2r- + 2\-
r* + V

Este hecho se demostró en el ejemplo 8 
(iií) lim ^'{r. \) = j;(0. Oj

( I 1 »-lO 01

Por tanto, es continua en (0. 0) 4

► EJEMPLO 10 Determine si la función li es continua en (0. 0) si

/i(r, V) = SI (r, V) (Ü. 0) 

st {x. \) = (0. 0)

Solución Al venficar las condiciones de la definición 12 2 12 se tiene

(í> 0) = 0 Por lanío, se cumple la condición (i)
(ii) Cuando (\.v) tx (0.0). It{\,\) = rv/(r- + \-) En el ejemplo 6, se 

moslro que lim rv/(x- + v-) no eMSle, en consecuencia, que
(I > i—ii) (I) '

lim //(v.\) no existe. Por tanto, no se cumple la condición (ii)
I I > l-<MI III

Así, h es discontinua en (0. 0) 4

Si una tuncinii/de dos variables es discontinua en un punto (lo. \(|) pero 
lim í(\,\) existe, entonces se dice que f tiene una discontinuidad

( I . i-(ll ID

removiblc (o eliminable) en (r„. \,)) debido a que si se redefine f en (r„. vri) 
de modo que

/(íi,. v„) = lim /(i,\)
I 1 > l-H 1,1 v„l

entonces la nueva función es continua en ho. \o) Si una discontinuidad no 
es rcmovible, entonces se denomina discontinuidad esencial.

í- ejemplo ilustrativo 4
(u) Si/(r.tl = + Ir- + 2V‘ + \‘’)/(r-+ '"). entonces / es dis­

continua en (0.0) >a que /(O. ü) no esta definido Sin emharjio. en el 

ejemplo 8. se probo que liin^ ^^^/(r. r) = 2 Por tanto la discontinui­

dad es removiblc* al redeflnir f{0. 0) como 2 Refiérase al ejemplo
(b) Consideic /(r.\) = vx/(r- + r-) Entonces / es üisconimu.i en (tUD 

debido a i[iic /(O, (I) no esta definido En el ejemplo 6. se nioslro que 
lim H\.\) no existe Por tanto, la discominniUad es esencial 4

M \ II IH
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Los tcorcmus que tratan acerca üc la continuidad para funciones de uiu 
variable pueden extenderse a funciones de dos vanabics.

12.2.13 Teorema
Si/y í* son dos funciones continuas en el punto (x,). yo), entonces

(i) /+ ^ es continua en 
(li) /- es continua en íx,>. yo);
(¡ií) /;í es continua en (.Tíj. yo);
iiv) //^'es continua en Ito, yo), considerando que fi(To,yo) * 0,

La demostración de este teorema es análoga a la demostración del teo­
rema correspondiente (1 8.2) para funciones de una variable.

12.2.14 Teorema
Una función polinomtal de dos variables es continua en cada punto 
de R-. ^

Demostraciórt Toda función polinomiul es la suma de productor de 
funciones definidas por/ír.y) = .v. g(r.y) = v y h(x.y) = c. donde res 
un número real. Puesto que /, g y h son continuas en cada punto de R-. el 
teorema se deduce mediante aplicaciones repetidas de los incisos (i)) tiiii 
del teorema 12.2.13. •

12.2.15 Teorema
Una función racional de dos sanables es continua en cada punto de 
su dominio.

Demostración Una función racional es el cociente de dos funcior.;* 
polinomiales / y }• que son continuas en cada punto ile R-. según el tconrnu 
12.2.14 Si (i(i. .V(|) es cualquier punto del dominio de //i;. entona’' 
i’(T().\,|) Ti 0; de modo que por el inciso (iv) del teorema 12.2.13./y.CC' 
iinua en ese punto. ■

► EJEMPLO 11
continua si 

/l.v.y) =
^ -I

.\“ + y- 
0

Determine todos los puntos en los que fa

si .s* + y~ S I 
si .v“ + y* > I

Solución La función/est.i dennida en linios lo.s puntos de R’. Por tanto- 
se cumple la condición (i) de ludefínición 12.2.12 p.ira cada punto (q*. yo) 

Considere los puntos (t„. Vil) si.+ y„* ^ I.

.Si qf + y,)“ < l.eiitonees Si.qr -t- io“ > l.entonces

lint yt». V) ~ lím <x- ^ V’) lim ytv.v) = lint
........... I».»i-»< 1,1 i„i I>.«>-.«'

»„* t- v„* = 0
/<'(|..V(il = ./(Hs.vu)

Así. f es continii.i en todos los puntos ti(). vi|) para los que tji* -f \o* * '
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Con el fin de determinar la continuidad de / en los puntos para
los cuales .Tji* + V(|* = I, se considera liin /(x. v) para estos puntos

I 1 '

Sean S| el conjunio de todos los puntos (x.y) tales que .t- + v* £ !. 
y i's el conjunto de lodos los puntos í.r. y) tales que .t- + y- > 1 Entonces

lint
I •.>>-•' «o >ljl 

(4 n en

/í.r. .V) = lint (v* + V*)I 1,1 J -« ( I,, \ I
(í. N lín Sj

= -'o* + yo'
- 1

lim
11,1

(i.wenSi

/(.t, >,( iiin
'1,11-fi i„ 1,

11 1, en S’

0

=í o

Como

lim /(.t. V)
11 11-.I i„ \„i 

M.Mcn S,

lim /í.r, V)
I 1 11-.I1„.V||I
(1.11 en Sj

se eonclu>e que lim /(r,y) no existe En consecuencia./es discon- 

linua en lodos los puntos (.\„.y(,) para los cuales .q,- + _q,* = |
Do esta manera se ha demostrado que /es continua para todos los pun­

tos de Af\*xcepto para aquellos de la circunferencia -1- y* = 1. ^

12.2.16 Definición de continuidad en una bola 
abierta

La función /de ;t sanables es cotilinuu en una bula abierta si es 
continua en cada punto de la bola abierta.

L-'‘ EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 a pamr de los resultados

del ejemplo 11. la función de ese ejemplo es continua en cada disco abierto 
que no contenga ningún punto de la circunferencia x“ + y~ =1. ^

El teorema siguiente, análogo al teorema 1.9.2, afirma que una función 
continua de una función continua es continua.

12.2.17 Teorema
.Suponga que/es una función de una variable y que g es una función de 
dos variables tal que ,i> es continua en í.q). .Vq) y / cs continua en 
j-ívo, \‘(,). Entonces l.i función compuesta /o g es continua en (.ro. .Vul.

La demostración de este teorema cs semejante a la del teorema 1.9.2.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Sea h la función del ejem­
plo .1:

/lü.y) = Iní-vv - 1)

Si «(.v. t) = -\y - I. í; e.s continua en todos los puntos de R'. La fun­

ción logarítmica natural es continua en su dominio completo, el cual es 
d conjunto de lodos los números reales positivos. De modo que si/cs la fun­
ción definida por J{i) = Inr. entonces / es continua para todo i > ü. 
Por tanto, la función h es la función compuesta f o g y. por el teorema 
12 2.17. cs continua en lodos los puntos (.t.y) de R- para los cuales
XV - 1 > 0. ^
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I ICílIRA 15

► EJEMPLO 12

(.ontmu.1 SI
Dcicrmine lodos los punios t.n los que /e>

/(t.v)
1

+ >2 - 25

Solución E! dominio du/es el conjunlo de todos los puntos (t. sj deü- 
para los cuales + ^2 _ 25 > o Estos son los punios de b regai 
exienor limitada por la circunferencia + >2 = 25 como se muesiraenL 
figura 15 La función/es el cociente de las funciones ^ y l¡ para las que

\) = 1 = Jx' + )2 _ 25

Como es una función consiante. es continua en cada punto de R~ Del u.o- 
rcma 12 2 17, /i es continua en lodos los puntos de R- que satisfacen la de 
siguuldad t2 + \2 > 25 Por tanto, por el teorema 12 2 I3(iv|./es conlinu 
en lodos los puntos de su dominio i

EJERCICIOS 12.2
Cn los cjemam ¡ <; (>. cuiluc el liiiiiu iiicJiaiUc los ítfirtviitts 
ill liniiU’s

lim (It- 4- n - 2k-l 
ci XI .1: 1l

liin (“ir* - 2ti + \’)
I I 0-1 Mi

3r - 2\ 
xj'-^'i": -ii t + 4\Imi
j-»i:

hm
X l-lll

lim

4. lini
It 1i-^i4j

I 1 X i-.KI I) i* + (1 - i)-

t' - li^'' - í» - I)-* ^ 

" (1 - li-''’ + n - 1)-^^

I n lin I jt n u n>s 7 o 10 i siiihli zm 11 limtu di Icnmiunulo iiiuj 
S > 0 piirti tutili¡iiiir € > 0 lili <¡iii vf luniphi la dijlni- 
non 12 2 f

7. lull (tr - 4\l = I
I c XI •(! ei

8. Iiin (St + 4i) =: -fi
I > w •( j h

9. Inn (ti - 2\) = -9
II I •( I >1

10 lim (5i - ti) = -2
11 w .(■' 1|

Ln lin ijiniiios II a ¡6 diiiuusirc i¡¡u lim /(i i) 
noi-usu i.xiM.iui

II. /(i. II 

13. /(1.11

1 • - \ ■
+ I* 
. -1.4

12. /U. \) =

(i- + |-',5

14. yu I) = V* 4- ti-i- +^2ii^ 

l 1- + !-)•

15. fii. i) =
Ir'' + !-)•

16. /(i. I) =

Di Io\ ijirnaos 17 u 20 dtiiiiicsirc i¡iic 

I mil’

17. /(t, \) 

19.

.r-i
• + y 

j:v

18. fix. I) = 

20. fix. I) =

X- 4- i- 
X~ 4- 2ll

■fx- 4. \* _ T' + »•

Di los cjeruaox 21 a 2-4 ditennme xnl liiiiiie exiue

x-s*
21. lim

(1 m r- 4- 4-

23. lim
1 1 H-.(U U)

t2 + 4
4.

24.

lini.|-|(l 0) V* 4 I 
i'i'

lim
( • > I —(O III c

En los tjfrcicios 25 a 26 mucslrc la apliciiiioii Jil la’ffJ 
12 2 6para cakular il limili

25.

27.

iim tan"' —

liin

26.

28.

Iim I'
I )-.(ln 1 h 2i

lim 1I?T 4- ;V'i!
)-«l-2 4)(. vi-(4 2| \5x - 4i 

Lii los ejercíaos 29 a 52 dehnnme todos los punios mh'

I
t - 4

32. flx.s) = ln r»'

la fiimioii fT cwiiuiiiii

29. flx.s) = -li- 30. rix.s)
s - \

31. /Ki.\)

33. flx.s)

3^- Í.'(T.\)
16 - r- - 4\-

35. í-(T.v) = ln(25 - i- - %-)

36. f(x. s) = cos''(i + 4)

4t^ 4- 3\- 
2a: - 4 
5xs- + 2\

f» ^ r' 

liin /(4.4)
< 2 t )-»{ll íl)

37. /(X.4)
SI (4.4) 7: (0.0)

0 S|(t.4) = 1(1.0)
5iie«r<;iuíj consulte el ejercicio 19
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3H. Mi, ') -
M li. \) J! («.())

f) = <0,0)

(II al cjcrutio 7

SI (r. \) (0. fj)

41) /I r. M =

41. G(«. ») =

42. rtK,\) =

4."'. /(t. i) =

44. Ar. \ ) =

45. /(V. \) = 

4(í. /u. ») =

4 V

r- 4

(1

4 v^
2

4
0

l 1
1 \ 4 1 V 1

0

r^-

1 1 4 1 1

si(t. \) = (0.0)

SI í«,)) jt (0, 0)

SI (t. V) = (0. 0)

SI (i. \) * (0 0)

si(r. >) = (0,0)

- M (r. \) ^ (0.0)

íi (t = (0. 0)

/Í6^

-4

____________ X________

,4i- + 'J\- - 

V- + i -

/J - «' - \ -

47. Al. \) = scc''(x\)

4S. J(\. \) = |n(\- + >’ - 0) - ln(l - r* - >*) 

4'J. /(r.\) = sen '(> + i) + ln(t\)

50- /(r U - sen '(u)

51. A
sen( t + \)

SI l + \ 5Í 0

SI i \ = 0

í)(l. (a) De una ileíiniuim semejante a la dcrmicion 12 2 5. del 
1/miie de una función de tres variables eonfonne un pun­

to (t.\,c) iiende al punió (ro-.'o-<•>) Proporcione 
una definición, similar a la definición 12 2 8. del límite 
de una función de tres variables conforme un punto 

(r, :) se aproxima del punto (tf,. \,¡. i,) a través de un 
conjunto especíAco S de puntos de

úl. (a) Enuncie un teorema semejante al teorema 12 2.9 para 
una función /de tres variables (b) Esiablcvca un teore­
ma similar al leorema 12 2 10 para una función /de tres 
variables

11 >,:i—(0 n (I)

+ vx-

Di tos ejercicios 62 a 65. use tas dcjlnuioncs \ teoreoius de 
los ejenuim 60 \ 61 pura probar que lím /(r r) 
no t sisie

.i ^ . ,2
62. fix, \,:)

63. /ir, V,:)

64. fix, V. z)

65. /(T.v.z)

4 V- 4

r= 4 v= -

-T- 4 4 z-

r^ + vr’ 4 z^-

r a 4 4 i.

s-z-

i" + V" -i- ;

Ln los ejercicios 66 s 67. iililice la dtfiiiuiiin del ijircicio
6A(ti)/iíjrí; í/tídoimir í/iie lim fix.s tjesisle 

(< 1 .-i-in I) 01 

1

66. /(r, \.z) V + r;-
.2

67. /l r. V. ;)

T- +- V- -1- : 
vv -i- t; -t-

, ‘i= +T='+

68. (a) Dé una definición, semejante a la definición 12 2 12. 
de Lonlinuidad en un punto para una función de tres vana- 
bles (li) Eslable/ca leoremas para las funciones de ta-s 
sanables similares a los icoam.is 12 2 13 ) 122 17

Di los ejerciiios 60 u 72. uiilice la difiiiiíioii \ los uortiiias 
dtl ejeriiLio 6H pura delenniiiar lodos los punios iii los que la 

fioii ion es t (vi/(íii/ii

69. /ir. V,:)
s - V

I
' l - 1 M V = V

^ " los , I, n u los 5 { a 56 la fiiiu lóii es disi onliiiiia mil oru;i ii 
'libido II qiH /(O 0) no esisie DíUniiiiit si la disioiiiiniiidad 

• V ri mind'll o isi lu lal la disumiiniadaJ ct raiunihle, ridt- 
J'inaliU ()),/, oiodoqiii la iiiiesii fiouioii si a loiiliniia miO.U)

r- -i- V* + z* -

70. Ar.v.z) = ln(16 - 4i- - v - Oz' 

3u:

53. /u, ,) = „
1- + vv 4 V

54. A1. V) =

/(i. \)-ii t Dsen-,—'—7

i- ♦ \-

/M. V,

.58. yu „ -

57. /ii.vi = 

59. /iv.vl -

71. flx.s.z)

72. /u.v.zi =

T- 4- V

0

1* -I- V -t- Z"

SI ti. V Z) ~ (0. 0. 0) 

SI (r. V, zl = (0. 0. ()l

SI u. V Z) ^ (0. 0. Oi 

SI (\. 1 zl = (0, 0. Ol

73. La función C esi.i definida por

i" -4 V-

r' - 4u-

6'l V V) r- + 4\' 
3

M l’ 4 4\ ’ í 5 

si 1- + 4v- > .5

üeiiiuestre que (1 es contiinia en todos los punios ir. \) 
de A’\‘vceplo en .uiiiellosde la elipse i" 4 4\- = 5
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74. Lufunci('in/'cstádermiclip<ir

F(x.y)
Íí* ** - 3>* M X- - 3v^ S I
I 2 ii x^ - 3>2 > I

DcmucMrc (juc Fes conlinua un lodos los punios (x, de 
/{’exceplo en ai|uclIos de la hipérbola X* - 3v* = 1.

75. Supon{:a que f y f! son funciones de dos sonables que 
satisfacen las condiciones siguientes'

(h fUx.ly) = i''/(x.yy,!’(t.x.tyi = paraila-
na n y para toda r.

(íil ^'(1. 1) 5É Oy^n.Oj * Ü;

(HI) gil. I) /(t.O) * «(1.0) -/(I. I).

Demuestre que Iim no existe
ix.vi-tn.O) g{x, y)

12.3 DERIVADAS PARCIALES
La diferenciación de funciones de valor real de n variables se reduce al caso 
de una dimensión al considerar una función de n variables como una fuá- 
ción de una variable mientras que las demás se mantienen fijas. Esto condu­
ce al concepto de derivada parcial'. Pnmero se considerarán las detisadat 
parciales de una función de dos variables.

12.3.1 Definición de derivada parcial de una función 
de dos variables

Sea /una función de la.s variables .r y y. La derivada parcial de/ 
con respecto a x es la fundón, denotada por D\f, tal que su valor 
en cualquier punto (.r, y) del dominio de/está dado por

D,f(,.y) = lim /<■» ^ ^->■) - /U. V)

si este límite existe. De manera semejante, la derivada pardal de/ 
con respecto ay es la función, denotada por D^f, tal que su valoren 
cualquier punto í.t. y) del dominio de/está dado por

D,fíx.y)= lln,
• • a»-*o Ay

si existe este límite.

El proceso para calcular una derivada parcial .se denomina dífereo- 
dación parcial.

D\f, que se lee "D sub I de /". denota la función que es la demaiü 
parcial de /con respecto a la pnmera variable. Z)]/(x,y), que se lee "0 
sub I de /de .t y y", denota el valor de la función D\f en el punto (c.'i'

Otras notaciones pora D\f son f\. /^. y
O.X

Ademis, se tienen las nou-

Clones /|(x.y), /j(.r.y) y
df(.x. y)

para D\f{x,y). De manera .semejante.

notaciones para D^f son fs. />, y y para D2/(.t, y) son /2U- .'í*

* NolJi. El DUlor ullll^a la mitociiSn de Cuuch) (vim I» letra üt para la JenvaJj poiL-ial empleando un subíndice numénco II a 2) pora indicar U 
variable (x o j) con respecto a la cual »c denva Tamhiín ve utiliza en otros libros como subíndice mas especifico la propia letra, t o v. Asi «■ 
scz de D¡ o O2 se esciibe O, o D,. y el conlexto indica que se trata de derivadas parciales Para distinguir mejor podría usarse en tal caso*» 
IciraDconsuhíndicesxoy.obien I o2.

** Nota. Esia simbología recibe el nombre de mitaatin dt Jaeobt. La d se Moma ~df" de Jacobi y se utiliza en forma análoga a b "dr" ér 
Leibnitz, aunque rto corresponde oí concepto de diferencial
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Difix.\)

y Si z =f(x,x). cnlnncL-s se puede expresur D¡flx \)

(7-
Unj dcnsada parcul no puede considerarse como fa ra/nn de í9r

y Dx pueslo que ninguno de eslos símbolos nene significado por separado
Anteriormente se dijo que la notación ^ puede considerarse como el cir-

(Lx
cíenle de dos diferenciales cuando \ es una función de la variable r, pero nu

.J-
existe una interpretación similar para ^

dx

^ EJEMPLO 1 Aplique la definición de derivada parcial para 

calcular 0\f(x, \ )y Di/fr. \) si

/(r. V) = 3t“ - 2x\ + V-

Solución

= lim

liin

lim 
i. ,11

lim
Vi .11

fix + Ax, V) - fix. V)
Ar

3(r4-At)- -2(t+At)v + i~ - (3t- - 2n + \-i 
Av

3r- + 6vAr+ 3(A.v)- - 2r\ - 2\Ai+ - 3i- + 2v\ - v-
Ar

6vAr + 3(Ar)- - 2iAr
A\

lim (61 + 3At - 2\) 
v< .»

(n - 2\

fix. \ + Av) - /(T. i)
limVi-tO

lim

= lim

lim

3v- - 2v:(v + A\) f (\ ->■ Av)- - (3\- - 2\v \-|
Av

3i- - 2tv - 2vAv + V- + 2vAv + (Av)- - Ir- + 2rv - v-

-2r Av + 2v Av + (Av )-

lim í-2\ + 2v + Av)

-2i + 2v <

Si (V(), V(|) es un punto particular del duniinio de J. entonces

y(V() + Ar. V()) - /{V(i. V(|) ,,
'id = Av

SI este límite existe, y

'(i) =
l(,„ /(t(>. '(> + vii)

v>»i) Av
(2)

si existe este limite
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OJO. -2)

I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sc aplicará la fónniih'ü7>

fin (Je calcular OJO, -2) para la funciíjn / del ejemplo I.

= lim /(3 + A-C.-2) - /(3, ~2)
ai-.li Aar

,1^ 3(3 + A.r)- - 2(3 + Ax)í-2) + (-2)- - (27 +12+4)
ai-.n A.r

,, 27 + l8A.r + + 12 + 4At + 4 - 43= Iim ----------------------------- :--------------------------------
A.t

= lím (18 + 3Aa: + 4)¿1-.U
= 22 i

Las siguientes son fórmulas alternativas de (I) y (2) para 
yD:/(r(,.yo).

Oi/(.r„.vo)= lim
«-.lu A - .fo

si este límite existe, y

OJ^x^^. vo) = lim ~
‘-<0 V - .V(,

si existe este límite.

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicará la fórmula (3i

con el objeto de calcular D\fO. -2) para la función/del ejemplo 1

D,/(.3.-2) lim^

lim
t *

lim

fix. -2) - /(3.-2) 
r - 3

3t- + 4.r + 4 - 43 
-r - 3

3.t~ + 4.V - 39 
.r - 3

lim
.-.1

(3.t -f 13j(.r - 3) 
.r - 3

lini(3r + 13) 

22 i

[-^ EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Enelejeníplo l seprohotiuc

0¡f(x.y) = 6v - 2y 

Por tanto.

OJO. -2) =18+4 
= 22

Este resultado concuerda con los resultados de los ejemplos ilusiratiM’^ 
I y2. ^
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Al tniiip.ir.ir la dcfiniunn de derivada parcial (12 11) um la dcfiniunn 
de ikmadi enmun (2 I 1) se observa ijue es la derivada ordina
na dey si se supone ijiie / es una (unción solo de la vanahie \ (esto es. v se 
loma como una constante), v /J;/ír. v) es la derivada ordinaria de / si/ 
se piensa como un.i lunuoii solo de la variable \ Inuentras tjue \ se consi­
dera constante) De inndo tjue los resultados del ejemplo I pueden obtenerse 
mas laeilmenle al aplicar los teoremas de dilcrenciaeión ordinaria si \ se 
loma como constante cuando se calcula /.)|/(r, v). ) si v se considera cons- 
tanle cuando se obtiene /(i \) hl ejemplo siyuienlc ilustra esto

^ EJEMPLO 2 Calcule/,(V. V) y/,(V. V) SI

= 1i’ - Iv-v + 1\\- + sen \ \-

SoluciÓn Si se considera f como una luncion de v ) sc loma como 
consianle a v entonces se obtiene

/,ti VI = - Kw -c 1v - + \~ eos IV'

Al considerar / como una luncion solo de v y se tiene a i como constan­
te resulta

/ji.v) = -4i- + 6n + 2vvcosiv- ◄

í’o V ll\ 1,11

1 K.l I(\ I

I as interprel.iciones ücomelncas de las derivadas parciales de una 
luncion de dos variables son semejantes a la de una lunuon de una variable 
La urálica de una luncion / de dos variables es una superficie que nene 
ecuación r = /t v. v l Si v se considera como constante (digamos, v = V(d 
entonces ; = /u v,|) es una ecuación de la ira/a de esta supcrllcie en el 
plano V = \,| 1 I curva puede representarse mediante tas dos ecuaciones

V = \,t \ : = /(V, \) (5)

debido .1 qiic la curv.i es la intersección de estas dos superllcies
l-iilonces. V()) es la pendiente de la reda lanuenle a la eurva

representada por las ecuaciones (5l en el punto /'n(Vii Vu- /• 'u- 'n^l ^vl plano 
V = \„ De manera analoea /)s/(v,,. v„i representa la pendiente de la recta 
lanjiente a la curva i|ue tiene ecuaciones

1 = v„ \ - /U. VI

en el punto f\, del (llano i = i,. Las lleuras 1 v 2 muestran una po-cton dé­

la curva V de la reda laneenie

^ EJEMPLO 3 Calcule la pciidietile de la reda tanitente a la 
curva de intersección de la superficie

, = ; ,24 - V- - 2v-

I K.l lU 2 con el plano v 2 en el punto 12. 2. 1l
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V 2 Solución La figura 3 muestra lu curva de intersección de la superficie ) 
del plano, así como la recta tangente La pendiente requerida es el soIonJe
^ en el punto (2. 2, -,'3). Así.

dz _ ______ ________
” 2^24 - .r- - 2y- 

De mixJo que en (2, 2. .3t.

I ,2J - I- - 2»-

fk;i'k\3

^ -2 
dx 2*. 12 

-1 
2v3

4

Cuando se calcula una derivada parcial en un punto particular, en ocasu'- 
nes es necesario aplicar las fórmulas (I) a (4) como se muestra en el ejem­
plo siguiente.

► BJEMPLO 4 Sea

- V-)
/(r..v) ,r2 -f v2

SI (r. (0.0)

SI (,v. y) = (0.0)

Demuestre que/i(0,0) = 0jque/s(0. 0) = 0

Solución Se calculará y|(0. 0) a partir de (3) con V(j = 0. y/2(0.Hia 
partir de (4) con .ri) = 0.

/|(0.0) = lim
I—<1

lim
c -•(»

/(■r. 0) - /(O.O)
•t - 0

0-0
X

- limO
t -«ri

= 0

/:((). O) lim
«-.u

/(O. y) - J(0.<lj
V -'o

lim
. 'll!

0-0
\

lim 0 
>-•11

0 <

luí figura 4. que muestra la superficie dellnida por la función del eieni* 
pío 4. apoya el hecho de que /|(0.0) y /slO. 0) son iguales a cero. La iout- 
sección del plano v = 0 y la superficie es el eje r. y /i(0, 0) es la pendienie 
del eje x en el plano .re. la cual, por supuesto, es cero. De manera similar. 
/síO. Ol es la pendiente del eje y en el plano vr. la cual también es cem

^ EJEMPLO 5 Para la función del ejemplo 4. demuesta* qu>-'- 

(a)/i(0, y) = -y para toda (b)/2(.t. 0) = r para toda r.

[ 2 5.2S|p,ir[-2.S.2S|p,,r|-l, I.]

>>(»•■ » • ) M («.!) * (tl.O)
t- + >-

I) M (r. t) lO, ü)

FKIIIKA 4

/tt.i) -

Solución
(a) Si y 0.de(3),

/(.r. V) - /(O. V)
yi(O.y) lim

.r - 0

r2 -

- Iim -
('•it

. o
-t* + V-

(b) Si.r * 0. de(4).

/s(.\. 0) = lim
Al. V) -

y - 0

ty(.t- - vi) _ I)

lim 
> -«o

X- + V 2“
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hm ,------
■'•II T \~

lim
t( r- - I

r-

(a> Comí) f|((). \) = SI V * O \. dd cjcmpti) 4. /[(0. (Jj = 0. se etm- 
du>ci[iic/,((). \) = -\p.iraloda\

(h) Pul-sIo c|uc /4v,0i = \ SI I O j. dd cicmplo 4. /i(0 0) = (1 se in­
fiere t|ue/jíx. O) = \ para indj 4

Dehidii a que toda densada es una medida de una tasa de sanación. 
una derivada parual se puede intcrprelar de la misma manen Si / es una 
lunciún de las dos variables t v v, la derivada paretal deJ con respeelo a t en 
el punto /’n<\(|.v,,) proporeiona la lasa de variaeiún insiamánea. en de 

por unidad de vanaeioii de \ (i varía v \ se mantiene fi|a en 
De manera semejante, la derivada paieial de / con respecto a v en /'i pro­
porciona la lasa de variación instanlanea. en P„. de /<\. \) por unidad de va- 
nacion de \

r EJEMPLO 6 De acuerdo con la U\ ihl Cft' para un eas 
confinado si /’ atmósleras es l,i presión l litros es el volumen v T erados es 
la lemperalura absoluta en la escala Kelvui. se tiene la toriimla

rv = kr t6»

donde A es una conslunte de proporv-ionalidad Suponga que el volumen de 
un itas lie cieilo recipiente es de 12 litros v que la lempeiaiura es de 2‘*0 K. 
con A - 0(i la) CaLule la tasa de varia..ión insiaiitanea de /’ ¡vr unidad 
de variación de / si 1'perinaiieee li|o en 12 ili) Ciilice el resultado del inciso
(a) para apiovimar la variación de la presión si la temperatura se in».remenla 
a 2*)5 K (c) Calcule la tasa de variación inst.mianea de V por unidad de 
variación de /’ si /■permanece Iqa en 2‘M K id> Suponua que la lemjvraiu- 
ra se tiuiilieiie constante l'tilicc el lesullado del iiutso icl para calcular la 
vaiiacion apiovmiada del volumen iicvcsano pai.i producir la misma vana- 
cion cii la picsiuii que se obtuvo eii el mci'o ibl

Solución .\l sustituir V pi'i l.\ / poi 2‘Ht v A poi lU’. se obtiene 
/* 14 5
tu) Si se lesucive tío pata /’ cuando A O.t* le'iiUa 

¡. fit*/

I a lasa de vaii.ieioii instantánea de ¡' umd.id de vanacion de /. si 

1' se inaiilienc constante, es s*s

,>r 0i>
• >l r

Cuando/ .’'H) V 1 lHis lo diales Luespe.'la u\li'eiut.i

(h) Pel lesullado del iiuiso uU. cuaii.ii» í se mcicmenl.i en '* unidades idc 
”iii .1 ’'|^| \ \ peiuiuiiie Iqo. un iiidememo .qnovmado de i' C' 

>|00M I» '•>
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ConcliisHÍn; Si la lempcraiura se mcremenla de 290'K a 295'K. «itce 
ces el intrcinento de la presión es aproximadamente 0 25 aim

(c) Al resolver (6) para V'cuando A = 0 ó, se obtiene

La lasa de variación instantánea de V por unidad de vanacinn de l' ^i7 
permanece fijo, es ^ de modo que

f¿V _ 0 6r
(JP ~ P-

Cuando P = 290 y P = 14 5.

Üy. - 6<290)
flP ~ (14 5)-

- -0 83

la cual es la (asa de vanaeion instantánea de por unidad de vanivoo 
de/'cuando / = 290 y/' = 14 5 si rpennanece fija en 290

(d) Si P se incrementa en 0 25 > /" permanece fija, entonces del resultii' 
del inciso (ej la variación de V'debe ser aproximadamente

(O25)(-0 83) = -0 21

(\»ncliisíim; ti volumen debe disminuirse aproximadamente en 021 li­
tros para que la presión aumente de 14 5 atm a 14 75 aim ^

A continuación se extenderá el concepto de derivada parcial a funcin'C' 
de n variables

12t3.2 Definición de derivada parcial de una función 
de n variables

Sea P(ii. Vi. un punto de R". y sca/una función de las/i vana-
bles t|, tj, .. i„. Entonces la derivada parcial de/con respecto a i. 
es la función, denotada por ü^/. tal que su valor de función en cnial 
quier punto P del dominio de/está dado por

njU\ vj, ,x„)

= lini ....Xl+Axi, . T„) - /(V,. t; , l„l

Vi, —(1

SI este límite extste

En particular, si/es una función de l.us tres variables t. v \ c. entonce* 
las denvadas parciales de/están determinadas por

v.c)
l,„, /(y + At, V. :) - /(t. V. :)
vi-.ii A\

DzJix. V, c) lim 
a > -• [i

fix, V -f Av. :) - f{\, \. :) 
Av

lini V* : + A:) - f(x, v. ;) 
V -.11 Ar

SI estos limites existen



12.3 DERIVADAS PARCIAIF*; 949

^ EJEMPLO 7 + \z' + r’. \cnfl[jiii, qiii;

Solución Si sc iiunlicncn \ : comunlcs roMiltj 

/|(r. \. :) = 2\\

Al L()nMd(.r.ir t ) r uinsi.inics sc nhiicnc 

\ -) = »• + --

Cu.iml(> i > \ sc consnli_r.in constanlcs sc licnc 

/di. i.:) = 2i: +

l’or lanío,

t/i(i. i. .*> + i^di i.-| + rAí» ' :» = i(2\i) + \(x- + :’) + :i2\: + d:-i
= 2i^ + i^ + i:- + 2i:- + l:' 
= l|í*i + \c- +
= Vd.i.;) ◄

•Si / es mu tuiiLmii de dos \.iriables. enloiii.es. en uencr.d. I),l \ 
/ii/ l,miliién son limeioncs de dos sanables. > si Lis demadas p.iieiales 
Je estas limuoncs cMsicn. se dsiionnnan si'uundus derivadas iiarda* 
les de / l.n coiisiraslc ¡)] I y P¡l rctdvn el nombre de primeriLs derivadas 
piiniules de / Isxisicn cuatro secundas dcnv.id.is parciales Jo una lunsion 
de dos v.iriabics Si f es una tuiicion de las dos v.inables 1 > v. las notautines

P'Jl>\n />,;/ /i:

cxprcs.iii la sepunda derivada parcial de / que se oblicué ,il deriv.ir p.irual- 
inenie / con respedo a v v después derivar parci.ilnienle el resullado con res 
pedo a V l.sia sc^uiul.i derivada p.ireial esta dcrinida por

A di. ' I
/|( V. V + Av» /|( V. V)

\ •" A\
(71

SI este limite evisie I .is nol.idoiies 

/>|(/>i/l />ii/ /ii
i)\-

ispreseiil.in l,i sepumia duivada paici.il de / tpie se v*btiene al demai p.ii 
ci.ilnit ule dos veces con uspedo a v v se detme como

/||H. w
í|( V I -\v. V ) - /|( l. U ISI

SI exisie esle limite I as olías seeuiulas tieuvad.is p.iuiales esl.in deliiiid i'

lie inaiier.i analoea.

/.|li, d
, /.ti'
Imi^ 1 .11

1 \v, l ) /M l. V I l'>l
\»

A.ai. 0 lim ' t \l 1 /<t V. 1» tltlt1 MI 1MI Ni

.11 stos liiiiitv .esisteii
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l^s dcfiniaones de las derivadas parciales de orden superior soa v- 
iiiilares I:\isten diferentes nniacioncs para una denvada parcial específica. 
Por ejemplo.

I^\\2f fu2 fiw
()\ (■7.VÍ’? t f) y fJx‘

representan la tercera derivada parcial de / que se obtiene al denvar par­
cialmente dos veces con respecto u .v y después una ve/ con respecto a v En 
la notación de subíndice, el orden de la derivación parcial es de i/quierJaa

dercclij. en cambio, en la notación 
recita a i/quierda.

f)ydxf).x
. el orden se considera de de-

► EJEMPLO 8 .Sea

fix. V) = «•' sen V -I- In \.v 

Calcule; (a) Ü^fix. v): (b) /Jp/ít, v); (c)
dxa\~

Solución

ffl
f>Y

l)iH.\,\) = e'sent + —(v) 
ry

= f' sen V -I- -
X

(u) /í|iyi'-'> = f'sciiy - (b) Dp/í.r.y) = e'cosy

(el A lln de calcular
H \ Dv-

a V > después una ve/ con respecto a í. Así, se tiene

, I«•'cost + - 
V

c)'l , I
V T = -«•' sen t - —
(1\- X-

se deriva parcialmente dos veces c«in respecln 

se tie

r7-V

«7tr)y-
= -i-' sen V

Las derivadas parciales de orden superior de una función de ii variuHit' 
se definen de manera attáfoua a las dellmciones de las denvadas parcialc'd'; 
«irdeii superior para una función de dos variables. Si /es una función de 
variables, eiitoiices pueden tenerse ir segundas derivadas parciales de / en 
im pumo particular Esto es. para una función de tres variables, si todas U> 
sej’iindas derivadas parciales evisien. entonces se tienen nueve de estas ds' 
rivadas; /11. 7 p. 711- .f:i- ^ii. .fii- .0:- y

► EJEMPLO 9 CaIcule/J|,s/tt. t.Dsi

/(\. t. .-| senttv ■» 2:1

Solución

/íim.v.:)
/^It/tl. t. .-1

t. .-t

t cost \ V + 2.')
2vscintv + 2.*t
2seii(\v + 2:1 - 2ttu>s(\v i- 2:1 i
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► EJEMPLO 10 Sea

A r. \- \ cosh r\

Calcule (a)/,A\ \). (b)/^ ,lr. vi

Solución

(u) /,(». \ ) = 3t-v - V- sentí n

A U. V) = 3 r- - 2 \ senil x\ - v v * uish \ \

(bl /,(1. \) = V^ * cnsh r\ - IV senh iv
/»,('•') - ■ » senil vv - V sentí vv - w’eoslin

= 11 - - 2 V senil V V - i v * cush »v ^

Observe en el ejemplo 10 que las ilenvadas parciales ‘niiMas' /,,u. v l 
y /,,(' O ijiualcs De modo i|ue para esta luiicion parliailar cuando 
se calcula la seyunda derivada parcial con respecto a i \ despacs eoii res­
pecto a V. el orden de derivación no importa Esta condición se cumple pata 
iiuiclus otras luneioiics Sin embargo el ejemplo siguiente nuiestia que esto 
no siempre es verdad

► EJEMPLO 1 1 Cakule/i:IO Oiv 0,ilU)isi

. I I M ) ' , ' , SI (». vi lO. Ill

mu ^.

ill SI (1. V1 ^ lO. (0

Solución 1 n el c jiiiijilo s. se demostró que paia C'Ia luiKioii

/|(0, V) \ paiatodai

V

/s(v til \ paiatoda v 

IVt?l

„ ... . to
O'tO.UI iim' .11 \i

V »le 11 11 1 jtO, \i 1 \l V /,l0 10 0 de modo que

/|-(0,0l hm
.\V

\v
11

luu t
\. Mi

1

II

\\ ('O

1 .|l0 10 luu 
\ *

Mt> 1t \i t'l
\i

'•til iM

tin

ii:»
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Sin cmb.irgo. de 112)./>(A r. 0) = Ary/iíO.O) = 0.1’or Unilo. 

y.,(0.0) = lim ”
Jil .0 Al

= Uní I
\i -.11

= 1 A

l'jr.i la liinuon del ejeinpln II las dcmadüs parciales im\ias 
/,;(I. VI \ /i|(r. i) mi son iguales en (0.0). Un conjunto de condiciones para 
i]ue / |i( i(j. i(,) > /2|l '{|. 'll) ■''•■Jn Iguales se da en el teorema 12 .1.1 el cujI 
se presenta a coiilinuaurin La tuncion del ejemplo 1 I no satisface las hi­
pótesis de este teorema >a que y,; > Ji\ '**’)’ discontinuas en (0. ü). Se deja 
como ejercicio demostrar esto (rellérase al ejercicio f>4)

12.3.3 Teorema
Suponga que/es una tunción de las sanables x y y. que osla definida 
en el disco abierto /i(( q,. i(,). r) y queA\ y A i ‘■•stán definidas 
en 1} Además, suponga que/,, y A i ''')n continuas en B Entonces

/ul*'!)- 'l)l — J\\^ '!)• 'll)

La demostración de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
sección

Como un resultado del teorema 12 3.3 se tiene que si la lunción / Je 
dos variables nene derivadas p.irciales continuas en algún disco abierto, en­
tonces el orden de derivación parcial puede cambiarse sin alectar el re­
sultado; esto es.

^-*11’/ = /^i;i / = ^211 /
= /^l2i:/= /^I22l/ = ^2112/= O2121/’ =

etcetera. En particular, suponiendo que todas las derivadas parciales son 
continuas en algún disco abierto, se puede demostrar que l)z]\f - 
al aplicar el teorema 12 3 3 de manera repetida. Al hacer esto se obtiene

/;>,,/■= /J,(/.)j,yi = ¡hiOrJi = /Al»2<»i/)1 = /Al/->ii/^ii i)
= I):i¡)uji = l>\rJ

EJERCICIOS 12.3
/.« Im ijiiiiu<i\ I II (> íipliijiw III ili'fiiui iiiii 12 I I (I lili ill- 
I oh iiliir lo ílt-rn tillo i>on iiil

1. II i. w - (>i + .t\ - 7. /), Mi. V)

2. /II »I 4 «• - t»» />! fti. V)

3. /I». V) = 311 4 (u - 1-./Jj/u. \j

4. /I».») = u’ - s» + fi.\)

5. /n.«I = i- f V*; /.IV. i)

l f ^ 1
h. /ii, \j = —r— - I

i • ' i
Til lox i-ji-niiio\ 7 o 10. iipliiiiu lo ihfíiiiiioii 12.^2 poní 
iLh ■iiiii.orl.i .líiiMiihi pon uil

7. fu.»..-) = r'i - .tv V* 4- 2\/■(i. \ . ,-i 

H. /(». V.:) = t- 4- 4\ - 4- 9z*. /)| ft 1.1.:)
It\.\.:.r.il = ivr 4- \zt 4- \rl + zri. f,{\ i..' r.l‘

11). /(r. i./. H. V. u) = ?r'\i *■ \i'\ - 2íMi* - fm ♦ 
3ini *. f^ir. I. II. I, n )

11. Sea /(i.il = i- - 'ó* Cilcule /)|fl2. li .il aplisar 
tal la lomiula (I). (Ii) la lonnula |3|; (c> la delmieu'ii 
12 t I % después NUstiiuir v > i por 2 v I. ro'pestiia- 
mente

12. l’ara l.i tiinciini del e]crciLio II caluilc D-Ul l> 
ilianle la .iplicaeión de ta) la lonmila (2). tbi la lonnula 
i4i. (el la delmieion I2..3.I > después leeiiiplazanJo i > ' 
|sir 2 V I. fcspcctiv.míeme
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In los (/i'ft M IOS l.i ii 2-I. uiU lile la ilcnuula ¡uin lal (iitisiilv- 
iiiiulo ii'litis las siiniihlí», i \t i¡iia una i anuí i anslanií's \ apli 
niiiil" los haifinas paia la lll•llull iiiii anliiiana

IJ. /u U 4v' + _ \ - 4- ;«!/■(r.»)

14. /u.»l= —

15. Itll.i?) = 'cn1«Lns2<)./o(í/, P)

16. Hr.il> = r-s.i¡sl) - Zri.in (I. f^ir. ü>

,7. : = ,‘N|niÍ
\ lis

18. r = <• "los (0 + Ot.
tJO

l'A II ii- + »- + n ^

... I2(1. II = i.iii ' (uroI. —

21. Jis.x.n = 4i\z + Inl2n:)./,(v.r)

22. iii.s .*) = í-‘' stnli 2r - i’‘‘ cush 2:. JAi. s.:>

23. Mi. V. :> = «•" + i.in i. .*)

24. fir. 0. p) = 4r' se» 0 * 3c' tos O sen <« - 2 ctis <r.
/:<r. 0. O

25. ,Si /(r Mi = /■ Un (I - r- sen II. c.iluilc (ni /|( .2. ’ /ri.
(bl/_. (4. ;ri ^

26. .Si /h. V, r) + Inl» * .■!. cakulc (a) /||3.0. 17).
lili /sd.O. 2).(cl /,(() (I. I).

I^n las rjiTi ií IOS 27 \ 2S, uih ule I ,ix. \> \ /,(í.\)

27. /(«.i) /; In sen i ill 28. yn.«l [

l.ii los ryiTi i< iiM 2'l (i .Ifi lunia lo siiiiiwiiiv lal laluilr 
'I. ll'l ahíini;a D^sfix v), (rl iina he ipu /7|s/li. 'I 

' ^7'| /I 1) MUI iL'iiii/i''

2!>. /H - -V
' »-

M 1.1) 2 1' - .4 i'i + u'

•^1. /(». \ I I •' sen \

•'2. Iis.u ■ ,■ ■/' 4 In-
t

M>. u - (i‘ + 1-H.in ' -I
/(1. u sen '

f

Mi. M 41 senil 1 ♦ 4»ens|ti

/( \, 1 ) = 1 Llls V - W'‘

•'2. í( 1. u = ' eos i + l.m ' t • In »

yu.\t = 4» costil' sen '«•' 

h'i /os „ „js H) a ■III. uih ule las ilt mailas pan laU s ai- 
•huillas

M\.»> 2»'\ 4 5»’i' 4»\(a)/i.|( 1.1):
(l>l /'.|,(«.,«)

40. Cu..w = .liV r 5i-i’ + 2i. (a) w'
(b) d,..(i..'l

41. /(r.». n = u ‘ + t ■; Ui) /, (i, i.:Ub) / ,.M. v. .-i

42. í;(t..'.r> = sen(i.i:i. (a) C’id. V ,-i (biei’d ' :i

4.4. yiu.r) = it- eos !•'. (ai/‘,2,(«.:). (b)ysi:(“.'i

44. /(i/.ii= In Loslii - i), (a)/„„,i«, 11 (bj/■. ,,(n. 11

45. pir. \. /I = Inlr* + 4s- - .4/-). (ai eji;(r. i. /)
(bi «. M

46. fi\.\.:> a un '(.4t4D (a)y,n(r. 4, :). (h)/■,,,H. >. n

47. .Sean = sen- - In - Vcriluiue que/+ r— = 0I r ' ' rj¡ ,lr

48. .Sean = i*i + »*r + r*i Veriliqueque

<7k i7ii dii 1+ = (» + 4 -t-.T
fl S fl\ ÜZ

hn los ejereiiii’s A') a 32 ileniiiesire tpie n(t, »i saiisfiue la

iiiimion ^-T = 0 /«i uiíi/M’I í»iio( e (iwiii ecuación
f) X- Mi­

de l.aplaee < ii fí'

40. iiH, 1) = Inu’ + 1')

511. k(i.i) = i.in ‘ ,
.1* - \-

51. «(I. V) a l.m ' - + , ^—T
1 \* + 1*

52. iili.M = f'seiii l•“eL»sT

5.4. La CLUaeión de Laplace en R' es

M'ii ^ M~n ^ M*ii _ II
M»- Mi* Mr*

Pruebe que la función n(i.\.:l = 1i' + i* 

salisf.ice esu ecuación

54. Cakiite la peiuiiemc de la recta únceme a la curva de 
intersección de la superficie

.4fit- - ‘)i- - 4:- + .4(1 = 11

con el plano .1 = I enelpunioll, .12.-.4) Inlerpieie 
csu pendiente como una derivada p.iaial.



954 CAPÍTULO 12 CÁLCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE

55. C'.iIluIo Iu piMuliuiti* de Ij rccU (anéenle a la «.una de 
intL'fsei<.ii)ii dt la supcrfiuc r = r’ + »* ton el planci 
\ = I en d punió (2. I. 5| Dihuje la tuna e interprete 
V'la p;.i)üiuite uniui una derivada pirual

5fi. Determine ceuauones de la reeta láncenle a la eurva de 
iniervcceion de la euperfiue t* + v' + r* = eon el 
plano i = 2 en cl punió (I. 2 2|

57. la lemperalura en LUalqiiier punto tt v) de una plaea 
delyad.i es T prados, donde I = S4 - j»' " *lv" Si la 
dislanvia se mide en Lcniinieirns. lakule la lasa de vana 
uun de la leinperaiura eon respeelo a la dislancia reeo 
mda a lo l.irpo de la placa en las direcciones positivas de 
tosejes «) i respectivamente, en el pumo (1, I)

58 Linplee 11 lev dd pas ideal para una pas confinado (con 
sulle cl ejemplo r<i ,i tin de demostrar que

fM' fir _ .
r/T flp oV

59. Si \ dolares es el v.ilor actual de una anualid.id ordinana 
de p.ipos ipiialcs de SIDO por afio para l años a una lasa de 
ínteres de lOOy poruento anual entonces

lili Calcule la t.isa de variación insiani.me.i de I'por uní 
d.id de variación de i si / permanece fija en h llil Utilice 
el result.ido dd inciso laj par.i calcular la Van.ieion apro­
ximada dd valor .ictual si la lasa de ínteres vana de a 7 
poicieiilo) el tiempo peniiancce fijo en 8 años (c> Deter­
mine la tasa de variación instantánea de C por unidad de 
v.iriacion de / si i permanece fija en OOfi Kll Utilice el 
resultado del inciso (ci para c.dciilar la vanacion .iproxi- 
iiiada del v.ilor actual si el tiempo se disminuve de 8 a 7 
.utos > la tasa de ínteres |Hrrrnanece fija en (»porciento

60. .Suponpa que 10 (XKlt dolares es el inventario de un al- 
nucen que tiene v cinpteados l‘ dolares es la utilidad 
senian.d del almacén, v

r = «KM) + 2-lOv -f 2()m - 2vl tOu - I2i-

donde 15 £ t <: 25 v 5 S \ C 12 Actualmente el 
inveniano es de SI80 (KK) j lu> 8 empleados (aiCJaile 
l.i tasa de vanación instantánea de /' por unidad de v ju 
cuín de x si \ permanece lija en 8 (1)1 Utilice cl resulL.ii 
ücl inciso (a) para obtener la variación .iprovimada de la 
utilidad semanal si cl mventano vana de SIMllitiOa 
S2ÍK) (KK)) cl numero de empleados permanece fijo e.i ^ 
tej Determine la lasa de vanacion instantánea de Z’ pf 
unidad de vanauón de v si r permanece fija en IS Idllii 
licc cl resultado del muso Icl para calcular la vana^i i 
.iprovimada de la utilidad semanal si el numero de er. 
picados se mcremeni.i de 8 a 10 > el invenlami penra 
nccc fijocn SIXtXKM)

61. Scj/(i. V)
^ \ SI (r. \) (0.0)

r' + V*

Ü SI (r, v) = (0.0)

Calcule (u)/'|{(), 0), (b)/^lO Ol

62. Sea/lt.vl = ! ^

i ü SI (r. \ ) = (0. Ol

Calcule Iu)/|t0, V) sn * 0. (b)/,((), llj

6.1. Para la lunuon dd ejerciem 62 calcule (a) /,'» Ol •' 
t * 0. (b)/;l(l.(l)

64. Para la función del ejemplo 11 demuestre que /i; cs 
discontinua en (0.0) > cu consecuencia que la hipoiM' 
del teorema 12 ^ ^ no se satisface si (r,f. v„) = tO.Ol

/Til lin tjiriicwx 6^ ti 67 uiliiilf f|2l0 0) v f^itO 0'
existen

. SI (t. V) (0.0)
V + \*

0 si (i. V) = (0.0)

y'' ^ SI (\.\) (O.Ol
i"* + \*

0 SI (i. \ ) = (0. (M

,, , i-tan"'- - \-tan-'- si »v 0
67. fi». VI = I \

10 SI n = 0
68. Demuestre que si J es una luneion de dos van.ibles v lixla* 

l.is denvadas parciales de f, incluso las de cuano unicii 
son continuas en al^un disco abieno. entonces

»ii::/'=

69. Si S nieirns cuadrados es cl arca de la superficie del cu-f' 
po de una persona, entonces uiu fomiula que pn'p*'n-i''i‘-‘ 
el v.ihir aproximado de¿ es

5 = 2»"^//"'

donde U' kilogramos es cl pc^so de una pcrsima x H mfin*'

es la altura de la persona Calcule ^ v ~ cuanJ>'
fZll ■ íUl

\\ = 7(1 v// = 1 S. c lulerprele los resultados
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12.4 DIFERENCIABILIDAD Y DIFERENCIAL TOTAL
Sc definirá Ij difinmiuhilukiti dc funciones de injs de una sanable por 
medio de una ecuauon que insolucra el intrcmenio de una lunuun A fin de 
moiisar esla definición primero se obliene una represeniauón del incrcmen- 
lo de una luncion de una sanable que es semejante al presentado en la defi­
nición (12 4 2| de difcrenciahiiidad

Recuerde de la sección 2 1 que si / es una función difcrenciable de s 
>1 ~ f(r) enlonces

Jíxi lim —
ai—o At

donde A t s Av son los incrementos de t y s, y

As = /(I + At) - /(t)

Cuando | At | es pequeño y At ^ 0. As/At difiere de/'(t) por un numero 

pequeño que depende de A i, el cual se denota por € Así,

€ ~ - 7'(l) SI At ^ 0

donde es una luncion de As De esta ecuación se obtiene

\\ = /t t) At + fAi

donde € es una luncion de A t y € —» 0 conforme As 0
Dc lo anterior se deduce que si la función /es difcrenciable en t^ en­

tonces el incremenlo de/en t(|. denotado por A/( qj). esla deicmiinado por

A/it(,l = f(t||»At -I- CAt donde lim f = 0
Al --II

tn el caso de las lunciones de dos o mas sanables, se utiliza una ecuación 
semejante a la anienor a fin de definir la diferenciabilidad de una función, s 
de la definición se establecen cnlcnos con el proposito de delemimar la di-
lerenciabilidad de una función en un punto A continuación se presentan los

til i) detalles para un.i luncion de dos sanables y se inicia con la definición de
<t 'v„)ii„v,ii irt( n OK/iM dc una función de este Upo

ii, * \i », ♦ \i /ii •
\x \ * \»H

V'*l
(1,1 * \i i • Si Oi

Definición de incremento de una Unción 
de dos variables

Si f es una luncion de las sanables tj t. entonces el Incremento de/ 
en el punto (t|,. tu), denotado por A/( qj, ty). está dado por

'fíMi 'ill =/l'(i+ -i'.'o + A') -/('(i-'ol

La figura I ilustra esta definición para una función continua en un disco 
abierto que contiene los puntos (t(),S(|) y (t» + At.so + As) También 
la lieiira muestra una porción de la superficie z = At.') Se obsersa que 
AAt().'()) = donde (í es el punto (so + As. su + As./Uo. SijD > 
el pimíoque (Kiie coordenadas (S|) + As.sy -i- As.^tty + As.\« t As))I ICUItM
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Paralofuncion/definidapor

/(r \11 - t \-

se cakulara d im.remenlo de/en cualquier punlu í q,.

V(il — /(to + Ai.\o + Av) "/íi() '())
= 1(to + Ar) - li„ + Avj(q) + A^)- - Oto - t(j>o^)

= 1t(, + 1A\ - - \o-Ax - lV()q)A\ - 2q,ArAt - to(A\J- - AtíA\)- - 3to +
= 1A\ - t(fA\ - 2r„qjA\ - 2\oAtA\ - to(Av)" - AtíAv)- 4

12.4.2 Definición de función díferenciable de dos 
variables

Si / es una función de las vanabics t y >, y el incremenlo de / en 
('o qj) puede escribirse como

A/(to \o) = D|/(t(, t(|)At + + e, At + e^Av

donde 6] y €;son funciones de At y A>. tales que —» Ü> e-. -» 0
conforme (At. A\) -> (0.0). entonces/es difercnclablc en (jq. \o)

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se Utili7ará la deriniciim
12 4 2 para demostrar que la función del ejemplo iluslraino 1 es diferencia 
ble en todos los puntos de R- Se debe probar que para lodo punto íto \o) 
de R- se pueden determinar £| y fi-

Aytr„ s„) - 0,/(rn. \|)) At - Di/tt,). \n> Ai = £iAt + e^Ai

V £ I —> 0\ » ü confonne (At, A>) —» (0 0)
Como At I) = It - ti^ entonces

/>i/(i() !(]) = 3 - i,f y DnflxQ lo) = -2to\()

Con estos calores y el lalor de A/(i,) iq) del ejemplo ilusiratii o 1 scobticnc

A7(t() i,|) - i())Ai - Di/íin i(i)Ai = - to(Ai)' - 2i(,AiAi - At(Ai)*

El miembro derecho de la ecuación anterior puede expresarse en las siguiui 
(es formas

(a) l-2i(|Ai - (Ai)-|Ai + (-tüAi)Ai

(b) (-2i„Ai)Ai + (“AtAi - toAilAi

(c) (-(Ai)-)A\ + (--2ioAi - i(|Ai)Ai
<d) 0 • Al + !-2i(|At - AiAi - i()Ai)Ai

Por lo que existen al menos cuatro pares posibles de i alores de £ i > €;

£ 1 = -2i() Al - (Al I" 
£| =• Al 
C, = -(AD- 
£, = 0

> £s = -t(,A\
> €: = -Al Al - V(, Al
> £i = -2i„Ai - t„Ai
> €2 ~ -2i()Ai - AtAi - tgAi



^ 2.4 DIFERENCIABILIDAD Y D(FERENC<AL TOTAL 957

P.iM Liidii p.ir,

Inn e, = 0 > lim e-i
M1 ^ I—111 III *I \l l-.ICI III

Observe quc M)l() ÜS ncuesarid determinar uti p.ir Jl-valores dc 6| v e-i A

1:1 Iciirema si¡:uicnie afirma que para una luneiim de dos variables, la 
diferenciabiiidad implica la continuidad, de lyual manera que para una fun­
ción de una variable

12.4.3 Teorema
Si una función/de dos variables es diferenciabie en un pumo, enton­
ces es continua en ese punto

Demostración Si J es dilerenciable en el punto tío, Vn). entonces de la 
definición 12 4 2. se tiene

ytr.i + -I- Al) - fix,i
= f/ /(t(i. \f)) A i + D; /(i(j. \(||A\ -i-fiAi + €i S\

donde f¡ —v Oy 0 confonne (Av, A\) —» lü.O) Perianto.

Ji\„ + Ar. i|, + A\)
= /(i(i. !()) + D|/( \||. i|,) A i + üs/* 'll- 'ii)-^' +f|At +fiAi

Al lomar el límite en los dos miembros de la eeuaeion amenor conlomie 
(Ar.Ai) —V (0. 0) se obtiene

lim /(\(i -i- A\. >0 -1- A\) = /(t|i. \(|) (1)
(Vi ill —III 0|

Si se considera T(| + At = x y tu-f Ai = v.entonces "(Ai. Ai) —t tO.I))' 
equivale a qiie “(i. \) —r (X(|.X(|)" Asi.de(l).

lim /l\. i) = JiXf,. \,jl
I 1 > 1-0 l|, l|,l

lo cual demuestra que f cs continua en (\(|) ■

Se dijo ([ue para una función / de una variable, la eustencia de la de­
rivada de/en un numero implica la diterenciahilidad y. por tanto, continuidad 
en ese numero Sin emb.irgo. como lo muestran los ejemplos siguientes, para 
una función de dos variables la evistencia de las derivadas parciales en un 
punto no implica la dilerenciabilidad en ese punto

► EJEMPLO 1 Dada

! -s-"—T ''t l'-'l ^ 

fix, i) = V- + V'

Id sí (\,v) = (0.0)
demuestre que /J|/(0.0) v DsMD.O) existen v que. sm embargo. / no es 

diferenciabie en (D. 0)
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Solución

/;|/Í().0)= lim ~ = iim ~ '!■'
' r-.li r - 0 * .-.o \ - 0

lim 0 - 0
lim 0-0

= lim 0
■ -•■I 

= 0

= lim 0
wii 

= 0

1-2 0 :o|p.iM-2 0 2í.|p"r(-ÜS 0S|

/(« >)
SI l( M * (0 (l|

Por Unto /J|/((). 0) y Di/(0 0) existen
En el ejemplo 6 Ue la section 12 2 se demostró que para esta funtuxi 

iim f(\ \ ) no existe, en consetueneia, / no es toniinua en (0 Üi
I > s Oi

Como f no es toniinua en (0.0). entontes por el teorema 12 4 ^ no «s
(!' diferentiableen (0 0)
^*,j5 En la figura 2 se muestra una portion de la grailta de esta funtion Li< 

denvadas partíales en el origen existen aunque la funtion no es tontinua ea 
el origen, esto se debe a que ü|/(0. 0) > D2f{0.0) dependen solo del torn- 
portamiento de a lo largo de los ejes i \ mientras que la tnnli
nuidad de /en (0.0) depende del toinponamiento de/en un disto abicito 
que tenga su centro en el origen i

M <I VI 3 (0 ill

kk;uka2
Aunque la existencia de las denxadas partíales de una función dedos 

sanables en un punto no garantiza la diferenciabilidad en ese punto exMcn 
condiciones adicionales que se le piden a la función que proporcionan uii 
garantía Estas condiciones se enuncian en el teorema siguiente tuja dí 
mostración se presenta en el suplemento de esta sección.

12.4.4 Teorema
Sea J una luncioii de x > i tal que D^f y existen en un disui 
abierto H{Pí¡. r). donde P,ics el punto (i„, \„) Si /3¡/> D^J son con­
tinuas en P». entonces/es diferentiable en

Este teorema es mucho mas tJcil de aplicar que la definiciun 12 4 2 
demostrar la diferenciabilidad de una luncion de dos variables Pet 
ejemplo, debido a que las derivadas parciales de cualquier luncion pv>ln«'- 
mial son también tiincioiies polinomiales. j como estas tunciones son conii 
nuas en cualquier punto de su dominio, el teorema 12 4 4 establece que ia> 
(unciones polmomiales son diferenciables en cualquier punto de su dominio

^ EJEMPL0 2 Utilice el teorema 12 4 4 para demostrar que b 

función detiiuda ¡nir

f(x.\) = ve' - \ In r

es diferentiable en su dominio

Solución l-l dominio de fes el conjunto de iixios los puntos de A’’ 
los cuales i > 0 Al calcular las derivadas parciales se obtiene

l>\J(x. V) = «■' -
\
\

\) = \f‘ - Itl \
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Como DJy son continuas en todos los puntos de R- para los cuales 
r > 0. entonces por el teorema 12 4 4./es diferenciable en tinJos los puntos 
de su dominio 4

Cn el ejemplo 5 al final de esta sección, se muestra como el teorema 
12 4 4 puede aplicarse para probar i|ue una función panicular definida a 
tro/os es diferenciable

Si una función satisface las liipotesis del teorema 124 4 en un punto 
entonces se dice que es continuamente diferenciable cn el punto Aunque la 
üilerenuabilidad continua cn un punto es una condición suficiente para de­
mostrar que una función es diferenciable en un punto no es una condición 
necesana Esto es. es posible que una función sea diferenciable en un punto 
•lunque sus derivadas parciales no sean continuas en ese punto En los ejemplos 
42 a 45 se presentan ejemplos de este upo de funciones

La ecuación de la definición 12 4 2 es

A/lrj|.\(|) = Z)|/(r(). V(j) lit + Oi/tro. V(j) At + £(Ar + Av t2l

La cvpresiun lorniada por los dos primeros tcnninos del miembro derecho 
de esta ecuación se denomina ¡niru' pnini/xil de A/(rti 'ii) o difírtiuuil 
liilal dc/en Ito. \,(>

12.4.5 Definición de la diferencial total de una 
función de dos variables

Si/es una función de las sanables r y v. > si/es difcTcnciable en 
(r. V). entonces la diferencial lulul do /es la función i// que nene va­
lores de función determinados por

f//(tr,\. Ar. Av) = D|/(t.\)Ar +

Observe que <lf es una función de las cuatro variables r. Ac v Av 
Si ; = f(x, t). en ticasiones se emplea Jz en luijar de Jf{x v. Ac. At), v 
se escribe

(/: = /;,/íc.t)Av -1- Ds/(i.\)At (.1)

Si en (3).^(c. t) = t, entonces c = c, Dj/U. t) = 1 > Z);/(c t> = 0. 
de modo que (1) proporciona dz = Ai Puesto que : = c. para esta lun- 
uon d\ = Av De manera semejante, si se considera/(\. t) = \. 
entonces c = \.OJ(x.\) = 0 > Ds/(v. t) = 1. por lo que de (3) se obtiene 
</: = At Como c = t. entonces para esta función </t = At En conse- 
cuenciJ se delinen las diferenciales de las tanabics independíenles como 
d\ = At)</t = At Entonces (3) se puedecvpresarcomo

dz = Dif{\.\)d\ + Ds/lt.vif/t l-íl

> end punto(C(|, t(j),

dz = D|/(»(), til) f/r + DifiXí) ti))</'
En(2).seaAc = Ayt lo. t,)). </t = At.n«/\ = At Entonces 

Ac = D| At(i.'o»‘/^ + 'ci>‘/' + ^2*^'
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Al coinparjr esU ccujuñn > (5). se obsersa que cuanilo </\ (es deeir. Ati) 
il\ (cslo es. Am csián cercanos a cero, y cornil f | y lambién esianíncera 
de cero, enionccs Jz es unu aproximación para Ac.

La ecuación (4) con la nolación rlc/d» y 3c/rM se transforma en

</c = ,ix 4 ih (6,

• III puU
: piilj: ►

(l pulp

r EJEMPLO 3 Un ensase metálico cerrado itene la lomudcci 
lindro Circular recio 6 pule, de allura interior, de 2 pulj: de radio imeniT • 
de 0.1 pule de jirosor. Si el cosUi del metal e.s de 40 centavos por pulcul 
cúbica, aproxime mediante dilerenciales el costo total del metal empleju 
en la elabonición del ens ase

Solución fieiira 1 muestra el ensase Si pulgadas cúbicas es d 
soliimen de un cilindro circular recto t]ue nene un radio de r pulgadas) ur^ 
altura de li pulgadas, entonces

V = Kr'li

!*l uilumeii exacto del metal empleado en el ensase es la diferencia cntr.‘ 
los solümenes de dos cilindros circulares rectos para los cuales r = II 
/i = 6 2 j r = 2 s /i = íi. respcclis amente El incremento AU props'tui'*j 
el solumeii exudo del metal, pero como únicamente se desea un salor apn^ 
ximado. se calcula i/\' De (6).

ilV
iJV rJV ,,

di,r)r

2m li tlr + ni- ilh

Con r = 2. /i = (i. ih = 0 I s lih — 0 2. 
ilV = 2m2i(6i(0 1) + ;r(2>- (0 2>

= 3 2;r

De este modo, A\' = .3 2;:. por lo ipie el metal emple.ido en el ensase O' 
aproxiiiuidamenle .3 2n pulg' Puesto que el costo del mclal es de 4(1 cenia 
sos por pulgada cuhic.i. entonces el numero aproxim.ido de ccnt.isp' J-' 
costo aproxim.ido es l2S;r 402

(’oncUisión; El costo aproximado del metal empleado en el ens.isc es 
U 02 ^

Ahora se extenderán los conceptos de diferenciabilidad s de ditcrensii' 

total para luiiciones de ii s.in.ibles

12.4.6 Definición de incremento de una función de n 
variables

.Si i es uiu Imicion de las n sanables s,. is. . . s„. s P es el punto 
(7|.Ts. . . .T„). entonces el incremento de/en P esta detennina-
do por

.\HP) = AT| A\|..Ts + As.s.. ..T„ + Av„1 - /(/*»
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12i4.7 Definición de función díferenciable de n 
variables

Si/es unj íunLión de las ii sariuhlcsji. tj. . t„. > el meremento de 
J en el pumo puede cstnbirse eomo

^J{T') = + üi/í/’jAtj + . + +

€| AT| +

donde f] —> 0. —» 0 0 eonforme

(Ati.Ari. «Ai,,! -í fO. 0.. .0).

cnumees se dito que/es dircrcncialilc en P

De Igual manera que ton el (eorema 12 4 4, se puede demostrar que las 
sondiuones sufiLienles para que una íuneion de /i sanables sea difcren- 
uable en un punto P son que las derivadas parciales Ü\f. ¡J^j. . fi„f
existan en una bola abierta IHP.r) j que sean continuas en P Como en el 
caso de las lunciones de dos sanables, para las tunciones de n sanables 
la diterenuabilidad implica la continuidad Sin embargo, la existencia de las 
densadas parciales Dff. D^f, . D,j en un pumo no implica la dileren- 
eiabilidad de la función en ese punto

12.4.8 Definición de la diferencial total de una 
función de n variables ..s ^ .

.Si / es una luncion de las /; sanables i|, \i, . s^. > /es dileren-
ciable en P. entonces la díferenciul tolnl de f es la función «//que 
tiene s alores de función delemiiiiados por

«//(/'. Ax]. Axi.
= D,/I/')A»| + Ds/t/JiAts + f DJ[P)Sx„

Si se considera u = f{x^, Si, . r„l. se definen »/S| = Ar[. t/xn =

As-). . í/t„ = As„. > además se usa la notación ^ en lugar de l), tiP).
d\,

se puede expresar la ecuación de la definición 12 4 8 como

./u- = ^xZs, + t7)

llluil

■r

I^lhi

^ EJEMPLO 4 Las dimensiones de una caja son lOuii. I2cms 
15 cm. con un posible error de 002 en cada medición tu) -Nproxime me- 
liiaiile dilercnciales el máximo error si el soluinen de la caja se calcula a 
p.irlir de estas medidas (li) Aproxime también el error relaliso

Solución L.I figura 4 muestra la c.ija

tu) Si r centímetros cúbicos es el xolumen de la caja cujas dimensiones 
son i. \ > c centímetros, entonces su xolumen es

\ =ri(Jl KA 4 uc
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ti valor cxaclo dd error se de áV, sin embargo, se empleara í/V'coto 
una aproKimaui'm de 6V' De (7), para ires variables independíenles

= \ztlx + xzc¡\ + xy dz

De la información dada |Av | £ 0 02. |Av} < 0 02 y jArj £ 001 

Para determinar el máximo error del volumen se consideran los errov 
máximos de las ires mediciones Por lo que lomando dx = Ü02 
d\ = (){)2.</c — 002. X — lO.v = I2yj = l5.scobiienc

dV = (12)n5)(002) + (10H15K002) + (I0K12)(002)

= 9

Así. Al' = 9

roncliisíón: El mayor error posible al calcular el volumen de la caja
a partir de las medidas dadas es aproximadamente 9 cm^

(b) El error rclaiivo se obtiene al dividir el error entre el valor real PortanU' 
el error relativo al calcular el volumen de la caja a partir de las medí 
Clones dadas es Al'/V' = d\'IV Comor/l'/l' = 9/1800. entonces

^ = ÜÜ05

Conclusión: El error aproximado en porcentaje es de 0 5‘’c. ^

► EJEMPLO 5

/(v.M T- + V-

Dada

SI (r. V) (0. 0) 

SI (r. V) = (0.0)

utilice el teorema 12 4 4 para demostrar que/es difcrenciable en (0.0)

Solución Para calcular Dj/. se considerarán dos casos* (t,\) - (Ü-^* 
>(x. \) (0.0) Si(v. \) = (0. 0). entonces

«-II r - o

.-.II \

= 0

Si (v,\) ^ (Ü.O). entonces /(\.\) = x-\~l{x~ + \~) A fin de calculir 

\) se uiiliAi el teorema pura la üenvada ordinaria de un ciKiente j 
considera v como constante

2u’(\- + V-) - 2x(v‘v‘)
(,2 + ,2,3

2x\^___
(V* + i =

D|/(i.v)
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I ’ por I 1 po! |0 I 'I

I - '---------- I It í (I) (I)
I ' ’ '
(I M {t W ■: 1(1 Oj

I K.IJKA 5

Por l.inlt). !.i fun(.ion 0|/esu Jefinitlj por

M (\. \) It ((). 0)

SI fr. \j = iO.Oj

Dc lj mism.i iormj sc obliuic la luntiim /Ji/. definida por

D2Í(\ \) = (X- + \- )-

in

M (r. x) it 10. 0) 

SI li.x) = ((».())

Tanto Í}^J tomo D^f csistcii cn lodo disto ahicrio qiic Itnga su tentro 
cn fl origen Qutda por demostrar que/;,/> ü-.y son tonlimias en (0 0) 

Como 0) = 0, entontes D^f sera toniinua en (0. 0) si

lim 0\ /I r. \) = 0
I 1 1 j-.(0 IM

Por tanto, debe probarse qut para cualquier e > 0 existe una 5 > 0 tal que

l-í l|iK.r|-X qp.ir|-2 2|

-----~ ,— o li u lO (Ij
I (1 < \ I
I (I SI 11 VI - 10 1)1
I K.ÜKAf.

SI 0 < r- + \- < o entontes
(X- + X-)-

< €

2x\

X- + X*)-

2!

'(X- + x-)-¡

2 X- + \-( r- -f X- )■*

(r2 X :

2 X- + X'

De modo cfue tina tleteioii adecuada pani (Jes 2<5 = €, esto es. 5 = 
Con esta ¿se tiene el argumento siguiente

()<_x-+x-<(5> (5 = Je

=t 2 \’ + X- < 2(

(S)

U

I 1 q p.>r I 1 t| |sir 1-2 2|

^i/ll V)
— '------- M (. V) < lO III
11’ 1 r
o SI It. V) (I) 0l

R(;UKA7

2 X- + X-( X- + X- )'
-------------- --------- ----------------< £

(X- + X-)-

( X* + X- )-
< f

j( X' + X-)-
< €

Por tanto, se ha demostrado (]ue se cumple (8) Pn consecuencia. D\f 
es coiiimua en (0.0) [iii la misma torma jiiiede probarse que que D2J s’s 
continua en (0 0) Por lo que se toncluxe, por el teorema 12 4 4. que f 

es dilereiictable cn (U, 0)
I as tlguras ? b ) 7 muestran gráficas generadas en computadora de t. 

DJ ) Ü2 /. las cuales apoyan los resultados de este ejemplo ^
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EJERCICIOS 12;4
1. Si/U. U = Ir’ + 2ií - (•’ c.ikule

(ii) A/t 1.4).d im-íiniicnii) de/tn (l.4j. (b) A/( 1.4) Luan- 
do A» - 01)1 ) Av — -002. (el 4. At. AvI la 
dilcroniial lo(al de /'en (1.4). (d) 1,4.0 01. -0 02)

2. .Si/(t.») = 2i- + 5x\ + Iv-.takule
(a) A/(2, l ]. el inureinenui de / en (2. -1). (b) A/i2. - I) 
tuandii A r -0 01 y A\ = 0 02. (c) <//í2. -1. A t. A\). 
la diferenuJ lolal de/en l2. l ),(<))<//(2. 1. -0 01.0 02)

3. = nr''. ealeulc
(a) A);<2,-4).el niercmeniode V«-'n“4i (h) 1el2.-4) 
cuando At = -0 I j \\ - 0 2. fe) -4. A». A\), 
la diferencial tolal de i; cin2. -4), fd) i/c’l2. -4. -0 1.0 2)

4. Si /ifv, V) = f T t- v)/{T - \) calcule

(a) A/i(1. 0). el incremenlii de li en (1. Oi. fb) A/i(.1. Oi 
cuando At = 0 04 y A\ 001. fo ,//ii.1. 0. A r. A\) 
la dilereiicial total de /i enfl. 0). (d) (//ii 1 0. 0 04. 0 0.1)

23. /i(t. V) = fan‘'lT + \) + —!—
A V

24. el».') = ' In t - -
\

25. fif.xí = - Ae-’’-

26. = e’*sen\ + «•'■‘cose

27. Sea/(T, V) “ | ^ ■•I .T = 1 O \ = 1
SI T 3: l > \ * 1

Demuestre que D,/i I. I) ^ D’/i 1. I) existen y que/no es 
diferenciable en (1. I)

28. Sea /(a. \)
3t^

—------- 7 SI (r.\) ^ <0.0)
A- + \-
0 SI ÍT.») = tO. 0)

5. Si/(i.v.:) = i\ + Inn:) calcule
la) A/(4. 1. .5), el incrciiienlo de f en |4. 1. 5).
lb) A/<4. 1. 5) cuando \t - 0 02 As 0 04 y
A.' 001 (c) <//l4 I. S. Ar. A\. Ac), la diferencial
lolal de/ eiil4. l. 5). Id) <//l4 1.5.002 0IM.-001)

6. Si Du. \. D = c’\ + 2tvr - .-’.calcule
(ul A61-1. 0. 2) el incremento de (/ en 1-1. 0. 2|. 
(b) ADI-1 0, 2) cuando Al - 0 01. Ai = 0 01 y Ar = 

001. (c) í/fJ<-1. 0. 2, -\i, Al. A.-) la diferencial total
def/enl-l 0. 2). (di ./6’<-1.0 2.0 01.01)1.-0 011

Dt Im tji-ri ii loi 7 <i !4. (ah uh la itifi n in iiil loial iln

7. u = 4 i' - ii’ a- 1s - 7

8. s tan - 2 11

9, w = i eos i - s sen i 10. is = u ■' + e

11. lull' a i’ f r') ,, iir
i -r- i a- r

1.1. w = t tan ‘ r - 14. u e' - eos ir

La lin vjt'n II iin l’i o IS, lUimivurr i/tu J i \ tlijtniuuihlc til 
huhn hi\ pimín\ ilf MI ihi/iiiiiiii u‘iili:aiu¡o hi ui^uifiilf 
la) iiiliiilr A/li„, v,|). (I‘l JiUniiiiif \ (, ih iiioJn (/He 
le (H/h/i/h Iu í(H(H(/;/i (2). fi) ilciniiíMirt ijiif Un €| i f. 
ih Wniiiiiaihn en rl iiiinu Ihl iitiulai a tere («n/ornie 
(A,..i,i -> (0.0)

15. yu.v) - i-i - 2n 16. yii.i) = 2i- + 3i- 

17. /ii.i) = 18. /II.ii r- I
I T

l.ii Un í-jtraiiin !•) a 2(i iiiilui el rconnici 12-14 paia th 
iiiinlrar i¡uv la Jiiiu uní ei ilili-n lu lahlf 111 ivilin Un ¡niiiiin tic 
MI ilinuiiiio

19. I’ll, l) = 2.1' - li-i -a I

20. /(T.i) 1i - 4v
r- a «i

21. /(T.\) - .11)1 T\ + 5 sent

22. /IT, i) = sen - a eos -

Demuestre que D|/(0.0) i //i/lO. 0) exiMcn y que D¡l \ 
1)21 no son conimuas en lO. II)

/.II Im i-ji-riiam 29 \ 3U. (/enmei/re «/He /J|/(0.0i i 
Di /|l) 0) iT/Wen \ que f na ex i/i/ereiiíiahle ut lO. 0).

29. /I i. i)
-rJ-L- SI (A.i) 31 (Ü 0) 
t"* a- v"*

0 SI (A. l) = lO.O)

30. /11.1)
SI IT.I) 3t lO.Ol 

SI (i. \) = (0. Oi

/■II /os ejiri tilín fl i 32. i/miiuMire que f ex ilift niiiiübU in 
liulm Un i’iiiilin ile liaatiuUi la sit’incMli Uil loliule 
A/(T|| S||, r(|);//>) (/e/enmm €\. s C, ín/es t/iíc le (W’ir-'u 
la eiH(ii/(H; de la defiiuauii 12 4 7, <i I ilcmieurc qiu lu' t'i 

s € fill íemimailin en «/ muso </») lierulcii a cero < imfei' ¡ 
lAi. Al, Ar) se upriixiiiiii a (0. 0. 0)

31. f( 1.1. r) = ii - ir a- r*

32. /ii.i.r» = 2r-r - -iir’

Hii /os ivereieioi 33 \ 34 ilemiu xtrc que /)!/'*’•"•*’' 
/Ji/(0.0,0) i /),/i0.0.0j ixnicii \ que ( no ei ilififíniiiil'h' 
til (0, n. 0)

33. /u. s. r)
^ SI (T.i.r) tO.aOi 

i-* a- V* a- z*

0 M u. i.r) = lO.OO'

.14. /(i.i.r)
SI iT.s.r) * lO.O.O'

0 SI li.i.ri = tO.0.0)

35. Un conlenedor tiene la loinu de un sólido reetancular) 
tiene una ioniiiiud mierior de S m. un ancho micru'r de 
.5 111. una altiint intenor de 4 ni y un espesor de 4 cni Eni
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floL' Ij Oitcrcn^ul loi.il p.irj jproxiniar la laiiiiilaJ Je 
iiuicnal ncttsani) para ti'nsiruir el ci>nieneilur

I btii

36. l nliLL- la diIercHkial li'ial para caLular apruMiiuJamenic 
il mj)i>r cniT al ilUcntimar el area de un triangulo ree- 
laneuli' J p.imr de las longitudes de los tálelos si ellos 
miden (itiii \ S tm, respet lisamente, um un error posible de 
'I 1 uti para taJa medition rambien obtenga aproiima- 
daiiieiiie el error retails o

Oeierniine apronniadaiiiente. uiili/ando la diierential 
total, el masur error al taltular la longitud de la hipote­
nusa del inaiigulo reel.ingulo del ejerutio .tb a punir de 
las niiditiones dadas También obtenga aprorimud.i- 
rnenie el error relaliso

-'I- .Si la le\ del gas ideal (vea el ejemplo <> de la seecion 12 .1) 
se emplea para ealeular /’ tu.inJo se proportionan T y 1', 
p.ro fMsic un error de O'''- en la riiedition de í > 
un error de 0 S'i en la medteion de W. takiile aprormia- 
d.imente el major error relativo al calcular I'

•5'^ I-i gravedad cspeciíica s de un objeto está deiermmad.i 
por la formula

dnnde /I libras es el peso del objeto en el aire j U' libras es 
lI peso del ohjUo en el agua .Si el peso de un objeto en el 
aire es de 20 Ib con un error posible de 001 Ib y su peso 
en el agua es de 12 Ib, con un error fmsible de 0.02 Ib, 
ealeule- aproumadamenle el m.ivtir error posible al de- 
leriniiiar v a partir de estas medidas lambién ealeule el 
nijvur errtir relativo posible

Se elabora una caja sm tapa de un Iro/o de madera de = 
pule de espesor L.i longitud inienor será de fi pie. el ancho

inienor será de .í pie. la profundidad interior será de -1 pie 
('lilice la ilitereikial total p.ira calcular la cantidad aprioii- 
iii.ida de ni.idera i|iie se enipleara en la caja

41. L na coiiipaiua tiene un eoniralo para la elaboratuín de 
10 000 cajas de madera cerradas tujas dimensiones serán 
de í m. 4 m j 5 iii H costo de la madera ijue se empicará 
es de Sí por mein> cu.idr.iüo Si las matjuinas ijue se em­
picaran para corlar las pie/as de m.idera tienen un emir 
posible de 0 S ciu en cada dimension, calcule aprovima- 
daiiienle, ulili/aiidn la dilerenujl total, el major emir po­
sible en l.i eslim.iuiin del costo de la maJeni

/.II hn iji’tíU ii>\ 42 «i -IS. tU-niiifMrí ijUf la fiimn'ai pualv u-r 
ililiiiiiiiiihU- III im ¡uiiiiii <ii»ii/i«' lili Mil umliiUKiiiunlc ih- 
/rniiiihh III fH'piiiiiii ÍJii <iin\iiiniiiia lat iimiliiiimi x Jil 
ll•llrllllll 12-i 4 son wí/íck iifcv pero mi «<’< n<;ri<n Lifiiiuuin 
(i/i cWi’ f]i 11 ¡I III t'Uii ilfjiiiuhi piir

/(t. U =
M (t. V) * (0.0)

si (t. V) = (0,0|

42. [)e(ermiiie .S/iO, 0)

4.Í. Calcule />|/( t. v I j />_./( t. v)

•14. Demuesire <(110 / es dilerenciahle en (0.0) utib/ando la 
dcTinicion 12 4 2 j el resultado de los ejercicios 42 y 4.Í.

45. Demuestre i|iie /Jj/ j U^f no son eonlinuas en (0,0)

4f). .Sea

/(r. U
' iLlij"-'.!!

l* + »-
o

si (r. v) * (0. ü) 

SI (t.j) = (0.0)

La gráfica de esl.i función se muestra en la figura 4 de la 
sección 12 í. Demuestre t|ue f es diferenciable en (0.0) 
enipleaiuliid teorema 12 4 4

47. ScM

------ SI (r.v.r) * (0.0,0)

0 SI (t,\.:) = (O.o.f

Demuestre que {es diferenciable en (0,0.0).

12.5 REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES 
DE MÁS DE UNA VARIABLE

Rctucrdc que con la nolacti'm tic Lcibni/. la regla de la cadena para una futí-
<^y

cuín de una variable se expresa tomo sigue: Si y es una funeton de « >

cMsle, y SI rr es una Uioeión de \ y

y — existe y está deiermmatla por 
(/»

— exisle, entonces v es una tundón de ( 
ilx
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Ahora se considorara la regla do la cadena para una función de dos sanables 
donde cada una de esus sanables es también una función de dos sanables

12,5»1 Teor«mo lo rtglo de la cadana
Si II es una función diferenciablc de x y definida por ti = fix. s). 

donde x = Fir. s) j \ = Cir, x), y Y ^ c‘Xisten, en­

tonces ti es una función de ry s, > además

^ — '2ií ds + üii'h
Dr r)x dr ds dr

díi —
d\ dx d\ d\ dx

La demostración de este teorema se deja para el final de la sección üc 
modo que primero se serán algunos ejemplos y ejemplos iluslratisos con el 
fin de que se familiance con el enunciado de la regla de la cadena

I a regla de la cadena para funciones de una sanable se recuerda fácil 
mente al considerar una densada ordinaria como el cociente de dos difcrui 
cíales, pero no se tiene una interpretación similar para derisadas parciales 
Sin embargo, un recurso nemotécnico conveniente para recordar la regla de la 
c.idena consiste en un diagrama de árbol con ramas que parlen de una sanable 
a otra, como se muestra en la figura I Puesto que u es una función de x 
y s. coloque u en la cima del árbol y dibuje ramas para r y s Después, como 
i es una función de r > x. dibuje ramas desde x hacia r y s De manera seme- 
jante, dibuje ramas a partir de v hacia r y x Observe que cada sanable 

depende de las sanables que se encuentran debajo de ella A lo largo de estas 
ramas escriba la derivada parcial que corresponde a las vanables espccificAS 

Con el fin de obtener la ecuación para dtifdr. se consideran los camino'. a 
lo largo de las ramas de ii a r Se tienen dos de tales caminos, cada uno con un 
par de ramas Sume los productos de las derivadas parciales asociadas con b' 

ramas de cada camino de modo que

dii = Ü!idu ^
dr dx dr d\ dr

la cual es la primera ecuación del teorema 12 5 1 La segunda ecuación dJ 

teorema puede obtenerse en la misma forma considerando los dos caminos a 
lo largo de las ramas de n a s

► EJEMPLO 1 Sean

H = t- + \ ^ X = re' \ - rC'

Aplique la regla de la c.idena para calcular ^ y ~

Solución

fJu _ du dx ^ da d\ 
di dx dr dv dr 

- Ir(f’) + ‘)

= 2(rc‘)(t'') -i- 

= 2re'' + IrV^'

di! = da di + da di
dx dx dx dx dx 

= 2t(r« ’) +
= 2(r.''H/e') + 1(n''»'<-rs '
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Un problema paniLular de nuiauon surge cuando se considera u como 
un.i función de r y y despucs como función de r y r Si ii = f(x, 
c = Hr. s) y \ = Gir, s) ciilonces u = f(Hr. s). G(r. ?) Obsene que 
II * f(r. T)

U EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 e,. d ejemplo i

II = f(\. X = ¡ir s) 1 = C(r. \)
= T- + \ ^ = re' - rt~'

De modo que

II = JUlr. s), Cir, \)) y /(r, c) = r’ + s'
= + r\-''

Cslo es. II 5É f(r, s) A

El proposito del ejemplo 1 es mostrar la aplicación de la regla de la 
cadena Se pudieron haber obtenido las derivadas parciales de manera mas 
simple al sustituir las expresiones para r y \ en la expresión para ii antes de 
haber diferenciado, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente

U EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del ejemplo 1. como se

mostró en el ejemplo ilustrativo I. ii = rV-' + Ai calcular las de­

rivadas parciales de esta expresión se tiene

= 2r-e^ -

10 cu.il es acorde con los resultados del ejemplo 1 A

Ahora suponga que ii es una fuiiuon diterenciable de las variables t y v, 
y,que también v y \ son tunciones diferenciabics de la variable f Entonces
11 también es una función de la v anable / En consecuencia, la formula de la regla 
de la cadena, con derivadas ordmanas en lugar de denvadas parciales, se trans- 

lorma en

iJjl áii ¿)x ^ dit 
(Ir ~ dx til d\ ill

La denvada ordinaria </h/</í dada por i'sia fórmula se denomina derivada 

tota! de ii con respecto a i

► EJEMPLO 2 Sean

V = 2uc + ;- 11= f' c = cis\

Calcule la derivada total ~ aplicando la regla de la cadena 
ib.
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Solución De ]j rehíla de la cadena, empleando el diagrama de ártnlú; 
la figura 2. se obtiene

ijy _ ^.v dw ^ dy dz 
tlx dw dx é)z dx

- + í2h’ + 2c)(-senj)
= 2(cosjrHe*) + (2e‘ + 2 eos jr)(-.sen jr)
= 2f^cos.r - 2r'sen.T - 2sen.tcos.t i

' En el enunciado del teorema 12.5 1. // es la vanable dependienie, r j j«n
FIíjUKA 2 las sariuhies independientes, y .t y y reciben el nombre de variables Inter-

medias. A continuación se extenderá la regla de la cadena a n vonabb 
inlennedia.s y ni variables independientes

12.5.2 Teorema La regla de la cadena general
Suponga que u es una función difereneiable de la.s n variables T|
X2......... .t„, y que cada una de eslu.s s anables es a su vez una función de
la.s m variables V|. v'2...........y„. Suponga además que cada una de las

denvadas parciales ^(i =1.2.. . . /i; / = 1. 2............ni) existe.

Entonces ti es una función devi. yw......... y„,. y

ia du dx^ du dx2 , du dx„
dx^ <9yi dx2 <?yi dx„ 5y,

du du dx\ ^ d^ , du dx„
d\2 dxi d\2 dx2 d\2 dyi

du .. du d.\\ ^ du dx2 J , du dx„
«?.r, dy„ dx2 d\„ dxn dy„

La demostración de este teorema es una extensión de la demostruin-'í 
del teorema 12.5.1.

Observe que en la regla de la cadena general existen tantos termine' 
en el miembro derecho de cada ecuación como el número de vanable' 
intermedias.

Si II es una función difereneiable de las n vanables .tj, x^. .. >
cada.r, es una función de la variable /, cntonee.s ti es "na función de / v 
nvada total de ii con respecto a / está determin;'' jAir

íilL - ÉiL íílL +
di Atj di dx2 di dx„ til

> EJEMPLO 3 Sean

H = i- -I- ve .t = r.sen; y = rcosr ; - rsen*r 

Calcule*— V ~ aplicando la regla de la cadena.
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[IGUU3

Solución De la regla de la cadena empleando el diagrama de árbol de 
la figura 3 se nene

^ ^ rJu r2z
f/r f)x ¿Ir f)\ rlr <)z c)r

= Irísen O + :(c<is f) + \ísen-/j
= 2(rscn/) + (sen/j + (r sen-fjícos f» + (reos í>(sen-/j 

= 2rsen-í + r sen-feos / + r sen-feos/
= 2rserrf + 2r sen-feos/
= 2r Ncn’/( I + eos t)

dti _
di dx di d\ di dz di

= Zt(reosf) + cí-rseno + \(2r sen / eos/)
= 2lr sen f)(f eos í) + frsen-í)(-rsen fj + (reos f)(2/-sen f eos/) 
= 2r-sen feos / - r-sen’f + 2r-senfeos-f 

= r- sen M2 <rn / + 2 eos * f - sen- M 4

.1
Jti

U

l \

1 k;ura 4

^ EJEMPLO 4 Si / es una función diíereneiable y a \ b son 
consumes, demuestre que ; = fl^hx- - satisface la ecuación dife­
rencial parcial

^ = o
dx d\

Solución Sea u = i/n- - '<i\' Se desea probar que ; = /(u| satis­
face la ecuación dada De la regla de la cadena, utilizando el diagrama de 
árbol de la figura 4. se obtiene

^-ítáií ¿y; _ dz dii
d\ lili d\ d\ lili d\

- f'UDiln) = J (íiK-m-j

Por lanío,

a\~~ + hx'!~ = tis-|/(«)(/>r)| + /n[/(ii)(-a\-)|
d\. d\

= 0

lo cual es lo (|ue se deseaba demostrar 4

En el ejemplo siguiente se emplea la regla de la cadena en una aplicación 
que trata sobre lasas relacionadas

^ EJEMPLO 5 Utilice la le> del gas ideal (sea el ejemplo 6 de 

la sección 12 3) con A = 0 8 para obtener la tasa a la que la temperatura sana 
en el insunle en que el solumen del gas es de 15 litros > el gas esta bajo 
una presión de 12 atm si el solumen se incrementa a la tasa de 0 1 litro mm > 
la presión disminuje a la lasa de 0 2 atm'min

Solución Sean / minutos el tiempo que han transcurrido desde que el 
solumendclgascomen/oamcrcmenlarse Sean /'gradosKelsinlatem[.KTaiiira. 
/’ aimosleras la presión > 1' litros el solumen a los / minutos De la le> del gas 

ideal.
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rv = o HT 
T = I 25PV

F,nd ínstame dado. P = M.V = 15 ^ = -0 2 y = 0 1 Alapluj 
ia rcjila de la cadena se obtiene

cJT

til
dr^ dT_ÜV_ 
OP ,h ¿)V dt

1 25
di di

= 1 25(15l(-02)+ 1 25(I2)Í0 h 

= -2 25

Condiisión: La temperatura disminuye a la lasa de 2 25'K/min en J instara 
indicado i

Ahora se aplicara la regla de la cadena para demostrar un teorema qce 
proporciona una formula para calcular la derivada de una función definida 
implícitamente

12.5.3 Teorema

Si / es una función diferenciable de la sanable x tal que \ = fix) if 
esta definida implícitamente por la ecuación Fix. \) = 0. y si f es 
dilerenciable y Fj(r. s) ^ 0. entonces

íli - -UlIiH
dx F^(i.\)

Demostración Sea

u = F(x.\) donde \ =/(t)

De la regla de la cadena

Debido a que u = Fh.flx)) para toda s del dominio de/> por hipc'ie*'" 
Fli.fíx)) = 0. entonces = 0 Ademas, lír/cíi = I Por tanto, de (1)

0 = f,(v.s)(l) +

Puesto que Ffx. \) ;* 0. al resolser esta ecuación para d\/dx se obtiene

— = -Zlilili
dx fy(x.x) ■

^ EJEMPLO Ó Calcule dx/dx si

\ eos s + s eos V - 1 = ü

Solución Seari\,\) = \ eos s + s eos \ - I Entonces 

f,ix, \) = eos X ~ X sen \ f^tt. \) = sen x + eos \
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Del icorema 12.5 3.

^ _ eos V - \ sen x
dx -X sen V + eos X

V sen r - eos \
--------------------------------- ◄

eos i - r sen \

Compare la solución del ejemplo anterior eon la del ejempio4de la sección
2.y, donde se obtuvo la misma expresión para dy¡dx mediante diferencia­
ción implícita.

Ahora considere una ecuación en las tres variables x. vy z.y suponga que 
la ecuación define iinplíeilameiue a c como una o más funciones diterenciables 
de.t y V Por medio del teorema siguiente, análogo al teorema 12 5 3, se pueden 
calcular y tfc/rJt sin resolver la ecuación parar.

'i; 12.5;4 TeoremágBf;t>, ^
Si fes una función diferenciable de r y y tal que r = > / está
definida implícitamente por la ecuación Fix. rl = 0. y si F es dife- 
renciabíe y F.(i. V. r) ^ 0. entonces

^ _ _ F,(x. y. r) y ^ V-
f)x F.i.x. V. z) ' r?y F.(i. y. r)

Demostración Sea

»v = Fix.v.z) donde r = /('.y)

De la regla de la cadena,

fj- = + f\ix.y,z)'^ + (2)

Debido a que ir = Fix, y.Jix.y)) para lodos los puntos (i, y) del dominio de 
/. y por hipólesi.s Fix. w fix, y)) = 0. entonces dwjdx = 0. Como x es 
constante cuando se calcula la derivada parcial con respecto a .t. entonces 
dyjdx = 0 Además. r7r/r?i = I Por tanto, de (2).

0 = f-Vi.v.ri(!) + Fji.y.rKO) -i- r.(r.y.:)|^

Puesto que F.ix, :) ^ 0. al resolver esta ecuación para dzjdx se obtiene

^ ^ v.c)
rlx F.(x.y.z)

La fónnula para Oz/dy se obtiene en la misma forma al calcular ^r/r?v me­
diante la regla de la cadena ■

^ EJEMPLO 7 Calcule <?r/i y dz\\ si 

4r^ + 3ir- - xyz - Iw- + 7 = 0

Solución Sea Fh.v.r) = 4;’ + .3.\r- - .ly: - 2xy- -r 7 = 0 En­
tonces

F,(\. V. rl = 3r- - vr - 2y-

r.d. V, r) = 12:- + (nz - .w

/•\{\.y,r) = -ir - 4iy
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lim

Dci (corcmj 12 5 4,

dz _ 3:~ - - 2^ V ^ - 4rv
dx 12c- + 6rc - rv d\ I2c- + 6rc - t;

Se conduje esu setuon con la demostración de la regla de laudo 
enunciada en cl teorema 12 5 1

Demostración del teorema 12.5.1 Se probara el teorema 
(•Jii/3r La demostración para fhifds es similar

Si se mantiene ífijaj /-varía por una cantidad ór entonces t vana porca 
cantidad A.r y \ vana por una cantidad Av De este modo.

A-t = F(r + Ar, r) - Fir í) i3i

y
Av = Gir + Ar, v) - C(r, r) l4i

Como/es difercnciable, entonces

A/(t.j) = D|/ír,vjAv + Dt/ít.vIAv + f|At + **'

donde €■) y f; tienden a cero conforme (A.t Av) se aproxima a (0,0) Ai 
más, se requiere que £{ = 0 y €i - 0 euando (Ar. Av) = (0,0) Sepii 
cslerequisitoarindeque £'| y ei,loseualessonfuncioncsdeAr > i\ sea 
continuas en (A r,Av) = (0 0)

Si en (5) se sustituyen A/ír, v) por Ah, D]/(\, v)por ~ \ Di/tr v)p.t 
} r?r

y SI se dividen los dos miembros entre Ar(Ar ^ 0), se obtiene 
d\

All cÍH Ar , ¿H Av , - Av , . Av 
^ ^ Ar a7 ^^A:^

Ai tomar cl limite en ambos miembros de la eeuacion anterior cuando Artieci 
a cero se tiene

^ l.m ^ 
fj\ ar-.(i Ar

f)ti , Av ^ lini -- 
fi\ V .11 Ar

( lim f]) Imi — + ( hm f>) Iim 4"

Puesto que ti es una función de r y v. y tanto reomo v son luneionesder'J- 
entonces u es una función de r y j Como r se mantuv o fija y r v ana pv’r usj 

cantidad Ar, resulta

i,„, fi' = i„„ «I
VÍ-.0 Ar Ví-ii Ar

_
r)r

Así mismo

hmaf->ii Ar
Ü1
rlr

hm
Vf »i

Av
Ar

c2i
tlr

(7'

|8'

Debidoaque ~ y ^ existen,/ y O'son continuas eon rcspcctoafi 
(ir

variable r iNulii la existencia de las derivadas parciales de una función ni’ 
implican la continuidad con respecto a todas las variables simultineaniciu 
como se dijo en la sección anterior, pero con luncioncs de una sola vanaM^'’ 
implica la continuidad con res|Hrcto a cada una de las v anablcs pr»r separaJ*' * 

Fn consecuencia Je(^),
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lim A.\ = lim [/(r + Ar, i) - Tír. \l|«ll íf .ü '

= Hr. V) - Hr. t>

= 0

y de (4).

Iim A\ = lim |C(r + Ar, íj - Oír. t)I

= CAr. s) - G(r, s)

= 0

Por Unió conforme Ar liende j cero, A-t y A^ Umbien tienden j cero, y como 
f I y se jpro’iiman u cero cuando (A.r, A\) tiende a (0. 0). se puede con­
cluir (|ue

lim fi = 0 y lim = 0 (9)

Ahora hien. es posible que para ciertos valores de Ar. A-t = 0 y A\ = ü 
Como en tal caso se pidió que = 0 y fs = 0. los limites de (9) también 
son cero Al sustituir de (7). (S) y (9) en (ó) se obtiene

>9» _ ^ ^ ¿fu d\
f)r ()\ dr f)\ dr

lo cual es lo que se deseaba demostrar ■

I >1 lii\ ijinií ii>\ I u6 idlailL la dt ruada pan mi induadiipar 
imdiadi dosnu Mi/m iahililit i lari¡;ladi liu adata (híñala t 
la\ MiMiiiitiiiiit i para \ i i aiiu i dt di ruar

I. II

2 II

3 II 

i

4. II

5. II

(>. l

i = V - i.i = r 4- 2i.
(Ir (l\

U - ll'. t = 5pi¡.\ = V’’ “ -'/• 4^- 4^
rip (Iq

I +

»\ - 2i-

fJii fill

ti - i. i = 2r - .tv.

(Ir (h

co'lircosí, i senhrsení. — 
dr

(la
Ih

;ri'i. I

2ru.s/ i = 4rseni
(Ir di

= LOS .-sen/.i = ri'. 4r
d: di

In lii\ tji na un 7a 14 la di ruada partial iiuluaila
"liiraiida la rt ¡da dt la tadi na

t ’ 1 da daI. II - + u.x = r‘ i- \ = ^r 2'.

H. u u + te + i:. I =

(r - D*. <)ii (Ja 
dr ' ds

rs. i r- - 1^

9. II

10. II

11. II

12. II

13. II

14. II

sen'htí + i), i = r-f' i = senri. —

sen(u). r = 2cf'. \ - l't ’ ~
di dz

uish -l.t = tr=..i fu.■^ |i

i< '.t = lan‘'(rs/),i - Inltn + 5o) ^

xr + \' 

reos i.

+ r. r = rsen ó eos 0, \ 
dii da da 
dr' dó do

r son 4> sen 0.

ri:.t = = re'.;
s

rt t ^ ^
dr d\

III lin tjí ratlin 15 a Id dthnntne la dt ruada latal na -

dianit dmiikíi'i/i'i (aliinpln larti;ladt Ituadtiui (hUJnliic 
/ill iiiiíi/iirinDfi para x i v ciiiiíoi di Jinuir

15. II = u’* + le', t = cosí, i = son/

16. II = 111 n + \-. t = r*. i = «’'

n. II - t' + i* + :* . V = tan /. 1 = tos i.z = •cnl, 

0 < I < i/r

IS. II = í-LílL, r = 3 sen /, i = In l 
1 - o'
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¡'Jti22.iiilailflatlinmi¡aUiial pnrmcJiu 
di

<lí III rifilii de la ladciia. na exprt \e ii iiinia una fundan de I 
añil V dt ilirnar

19. II = un 'I — j. T = In/. i = !■'

20. II = xs + fz * xz.x = icasi.s = f sen f. c = /

21. // = i—t-í. r = In /, V = In -
\ + / I

22. M = 1n(t- + \-+ f-j.x = /scni. í = cosí

l.n hn ejentiiax 21 n 26, abuntia -r~ niediaiiU el Uanma
dx

12 5 J Canipari la salín ion i an la del ejt ri ic to mdu ada de la 
union 2 y

2.1. t’ + » flu. cjerucio 19
24. lt\\ + .lt\* = 5.cjcauio24

25. i sen \ + \ c(is r = l.cjcruuoll

26. COSÍA + \) = ) sen i, ejercicio .12

Enla\ejerciuax 27iiiü. xupanifaiiuc la ecuación define zxama
<?■ r)'una fian ion diferí ni lable de X s \ Ciilnile-p \ -:p imduinte

din iiulailas (a) Use el Itarniia 12 54, Ibl dime implíiiln- 
nienie

27. Ir + s- + :*- ,lc\ + 4tz - lí = 0

28. r = + \’) sen rt

29. s«r’‘-cüs3tc = 5

30. :«+ lif'- - 4.-‘’ = 1
31. Si f es un.i función ditereneuble de la sanable n. umsidere 

H = b\ - «s j demueslreque; = f{hx - d\) satisface la

o, donde a \ h son cons-

tjiiles

32. Si/es una riincion diferenuahie de las sanables n j ». 
considere n = a - \ > » = s - deniULsirc que c =
Hx - V - »i satisface la ecuación 4=- + ~ í)

dx d\

.13. Suponj-’a que f es una función dilercnciable de s s s, 
> que II =y(t. sj Tiitonces si t = cosh i eos u j s = 
senlu seno.exprese ^ cnuniunosde ^

.14. Sean ii = o' eos t, t = 2í. s - /* Cileule -—'! en dos
dt‘

lumias (uj primero exprese ii en leniiiiios de r. (h) utilice la 
rejtfa de la cadena

.15. .Sean ii = lis - 4\-. c = 2\e\ \ = re ' Calcule 4^
dr~

en dos formas (n) primero exprese i» en lemunos de r > v. 
(bl emplee la re^Ia de la cadena

36. Paniii. t} s dadascomoenelejeructo.l.S.calcule '■ " en
dx dr

dos lomi.is lu) primero exprese ii en temimos de r y x\ 
(ii) utilice la repb de la cadena

37. .Sean ii - 9x’ + 4v*. r = r eos 0. \ = r sen 0 C.2c.¿
jkT
—^ en dos formas (a) pnmcfncxpreseucniínniiwsí.. 
dr-

y ft (b) emplee la repla de la cadena

38. Para ii, x y \ dadas como en el ejercicio 17. calcule
ci­

en dos formas (aj pnmtm exprese ii en términos ikr,i
(b) use la rcpla de la c.idena

39. Pora a. x y y dadas como en el ejercicio 37. calcule
errf

en dos forma.s (a) primero exprese ii en temiinosdcrs f 
(b) utilice la repla de la cadena

40. Suponga que/es una función diferenciablc de x.\y 
que H fix, \, z) Entonces si r = r sen <i cm 0 =

sen ft y z = r eos <5, exprese —. ^ y Í¿ e
iíí ^ V iií Oi ad
dx' d\’ dz

términos de

41. Siw =/Ir,)) y i = gÍT. O, enionccs las ecuaciones

^ - il. \ c?i _ dti 
dx ¿V dx d\

■ic denominanccuaciiinc-sde Cauiliy-kicmaiin O.m.. 
que las ecuaciones de ('auchx'Kicnuiin son sali'íc.ti-

u = ilnfiT + r) V V = tan"' —
- X

42. Suponga que f y n son funciones diferenciables de i j'' 
que H = fix.M y v = j,’(x x) Demuestre que si« K3- 
plen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (\cjcjcrcino41‘ 
y SI r = r eos 0 y y = r sen ft entonces

^ = V _ 1 dii

dr r do dr r dO

43. En un instante dado, la longitud de un cateto de un tnoap.^ 
rectángulo es de 10 cm y crece a la tasa de I cm min ) b 
longitud del otro cateto es de 12cmy decrece a unatisi>fc 
2 cm/rnin Calcule la lasa de xanacion de la medida dá 
ángulo agudo opuesto al cateto de 12 cm en ese insuntt

44. Se introduce agua en un tanque que tiene fomia de alinda 

circular recto a una Usa de irrm’^min El tanque seensoa 
cha de modo que. aun cuando conscrxa su fomia cilindn<-- 
su radio se incrementa j una Usa de 0 2 cm^min ;QuíU’ 
rápido suIk- la supcrtlcie del agua cuando el radio es de 21’ 
y el X olumen del agua en el tanque es de 20;: m’'

45. Lj altura de un cilindro circular recto disminuye a b ta^d: 
10 eiiWmm y el radio se incrementa a la usa de 4 cm ®-
übtcngalal.isa dexanaciondeholumencnelinstaniccní-ff
la altura es de 50 cm y el radio de 16 cm

46. Lj altura de un cono circular recto se incrementa a la lo-sid: 
40 ciii/min y el radio disminuye a la tasa de 11 cíf'”''®
CalculeljtasadexanaciundelxolumencnelinsUnlccnqt^
la altura es de 2<X) cm y el radio cs de 60 cm

47. Una cjniid.'id de gas obedece la lex dcIgjsidealíxcaclcK*^ 
pío 6 de 1.1 sección 12 31 con k = ! .2. y el gas csu cnccf’ 
docnunrecipicntcquesccalicnlaaunalasade3 K mía 1*
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4K.

49

ui lI iti't.inic oti i]ue l.i icmpcMliir.i es de ÍIM) K. L pre­
sión LS de 6 .Jim y decrete j l.i las.i de 0 I .ilm/iinn. ealtule 
l.i l.is.i de van.iuoi) del volumen en ese insume

l'n.1 p.ifed de rcleneion íoniu un aniiulo de -• rad eon el 

suelo Una csealera de 20 pie de loiigilud esl.i reeafj¡adauin- 
ira la pared) su parle superior se desli/j haeia ahajo sobre la 
pared a una Usa de 1 pie/s ,,Que lan rápido v ana el arca del 
tnanjiulu rumiado por la escalera, la pared ) el piso cuando 
la escalera forma un ángulo de i n rad eon el suelo ’

ft

Un 1 ilomol de un gns real oliedete la eeuaeion de \iui ,hi 
Wiuils si/'.V'y/son rcspeelivamenle las medidas de la 
presión el volumen ) la leinperaluraahMilul.i enloiiees

(/' + - /.) = «/

Demuesire t[ue yi = - ~

50. De la eeuaeion de Van der Waals) /}) vdadascomoenel 
ejereieio 49. demuestre que

¡i_ /(Vuv-h) r-ii’-M-
KT\’' - 2<;(l' - !>)■ ^ Hn' - 2alV - /.|-

Para un gas ideal, (i = 0 ) l> = ti , Cuales son las expre 
sumes de ft y vpara un gas ideal ’

5J. Si/es una luncion difereneiable de T ) \.y ii 
X = r eos 0 y v = r sen 0. dcniuesirc que

'2íL
t)x
xlu
Tt

o f?» sen 0
()0 r

Dii
Tr sen Ü +

r

ftx.w

donde R es la eonslanle universal de los gases,) <iy /> son 
eonsiantes que dependen del gaspanieular Si/Jeselcoefl- 
Líenle de la expansion del volumen ) \*cs el eoelleienle 
de uiinpresihiltd.iJ enlonees

52. Suponga que u = /Ir. v> y »• = p(t. v). v que /. e v 
sus pnmeras y segund.is denvajas pareialcs son conii 
nuas Demuc'ire que si » > » satisfacen las ecuaciones de 
Cauehv -Rieinann Ivea el ejercieio 41i, entonces también 
sjiisfaeen la ecuación de Laplace (refiérase a los ejercicios 
49 a .52 de la sección 12 3)

12.6 DERIVADAS DIRECCIONALES Y GRADIENTES

II

I K1|IU\ I

Se lia visto cómo las derivadas parciales de una función caracterizan la lasa 
de V anaciún de la luncion a lo largo üc rectas paralelas a los ejes coordenados 
Esto es. si/es una tunción de las variables \ y v. la derivada parcial/,(r. \) 
describe la lasa de variación de f en la dirección del eje i. ) /^(t. \) describe 
la tasa de variación de} en la dirección del eje \ A continuación se genera- 
I izara la ddlnición de derivada parcial paraobtenerlatasadev anaciónde una 
Itmción con respecto a cualquier dirección Esto conduce a la noción de tkn- 
1 lilla ilirt 11 loiuil

Para indicar una dirección, se ulili/a el concepto de vector iimlano V que 
lornu un .ingulo de medida 0 radianes con la parte positiv a del eje x. de modo 
que

l! = eos Í3i + sen fíj

La ligur.i 1 imiesir.i la repicseiilacion de U cuyo pumo inicial es P(x, v) en el 
plano IV Si / es mu tuiicióu de \ v i. entonces la tasa de variación de los va­
lores de luncion /(1.1) con respecto a la dirección del vector unilano U esta 
dclermiiud.i por I.i livuuuhi ilin < < loiial

Se.i I una limcioii de las dos variables i v \ Si U es el vector unitario 
cos fíi + sen <^j, entonces la derivada direcclonul de J en l.i direc­
ción de r. denotada por f. está delerininad.i por

, /(V + /i cos IK \ + h sen di - l(\. v>----------------------------- -------------------------------

si este liimic existe
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• / ( r. H

i„ + ll uts (I. i,, » li •H.-n W 0(

La mtcrprclaciún gcomútrica de la demuda direccional se íluslraenli 
fljiura 2. Una ecuación de la superficie S de la figura es ; = /<^ v>- Elpur.;n 

V((. Mj) se encuentra sobre la superficie y los puntos /?í.r(,.)|^tji j ^ 
Qlfit + /ícos0. _\„ + /í sen 0, 0) están en el plano r_v. El plano que pj-.3f.í i 
R y Q. paralelo al eje r. forma un ángulo de 0 radianes con la dirección po'i- i 
tiva del eje .t. Este plano intersccta la superficie 5 en la curva C La dcnsLdj I 
direccinnal Pi'f. evaluada en el punto l\,. es la pendiente de la recta tanper/e 
a la curva Cen Pi¡ en el plano que pasa por K. Q y Pf,.

Si U = i. entonces eos = 1 y sen 0 = 0. y de la definición 12fi I.

r, i-, . f fix + ll. - fix. wD,--------------------------------

FIGURA 2 la cual es la derivada parcial de/con respecto a r.
Si U = j. entonces eos 0 - i) y sen 8 = i, y

¿)j/(».yi
, /( l. V + //) - J(x. V)
lim ---------------- ;------------- =—(l—I) ll

la cual es la derivada parcial de /’con respecto a y i
De este modo,/, y /, son casos especiales de la derivada direccionalej i 

las direccn'ne-> ile los vectores unitarios i y j. respectivamente. '

fk;uua 3

^ EJEMPLO 1 Apliqueladefinición 12.6.1 paracaIcular/)(/a.o 

si/(r.v) = 12 - V- - 4v-y U es el vector unitario en la dirección -- ff

Solución Como U = eos ^/ri + sen,';rj. f = 4 •. 3í + 4j.entofivf' 

f(\ + i ,?/!,}■+ \h] - fti.yl
DylU.V) lim

liin -
»t ai

12 - (V -f -t ..Vil- - 4(v + i /í)- - (12 - V- -4v-l

= limfi -II
12 - V- - . .Vu 4v* - 4/0 - Ir - 12 + i' t-»'" .

lim/i-.ii
- . Vu ~ Ir - 4/n

linii- .^x - ' ll - 4v)
o .11 4h 4t|

= - \ .1 \ - 4 \

L EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 !■ ara la funcióii/y el vc.^<

unitario U del ejemplo I.

Di’fil. I) = -2^3 - 4 

- -7 4(>4

1.a figura .1 muestra la interpretación geométrica de esta derivada diivcci'^ 

nal 1.a curva (' es la intersección de la superficie

- 12 - i- - 4v-
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a)nclpldnoquL-pjsapor/f(2. I.OhOa + 4 .3/i.l + i/i. í))y/'„í2. 1.4> 
E! valor -7.464 de la derivada direcuonal es la pendicnie de la recia tangente 
a la curva C en P^^ en el plano definido por R. Q y ◄

Ahora se obtendrá una fórmula que permite calcular una derivada direc- 
cional de manera más breve que empleando la definición. Sea ^ la función de 
la variable i. con x. y y tí fijos, de modo que

j-t/) - f(x + icos 0. i + í sen 0) (1)

yseaU = COS0Í + sen 0j, Entonces, ptirladefinicióndedenvadaordinana, 
se tiene

.••(O) = !im + (0 -f /i) eos tí. V + (0 + /i) sen 0> - fix + 0 cos 9, v + 0 sen 0)
h->ii li

’’(ül = lim ~
h

Como el miembro derecho de la ecuación anterior es Diiflx, y), entonces

A'YO) = Dif(x.yi (2)

Ahora se obtendrá aplicando la regla de la cadena al miembro derecho
de (I), obteniéndose

=/|(t + fcosO.v + /sen 0) +/,(.v + rcos0.v+ / sen 0|
rJl ' ’ di

= f\(x + / eos 0. V + /senO)cos0 + /itv + rcos0.y + rsen0)sen0

Por tanto,

j,'Y0) = tí + /;(t.y)sen 0

De osla ecuación y de (2) se tiene el teorema siguiente

12.6.2 Teorema
Si / es una función diferenciahle de .t y y. y U = eos 0¡ + sen 0j. 
entonces

íh'f( \.y) = /,(.r. .vicos 0 + /^(t. visen 0

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicará el teorema 12 62 
para calcular para la función y el vector unitario del ejemplo 1

/(t.y) = 12 - - 4.V- U = eos + sen

Entonces

v| = /.(.v.yjcos i;r + /.(.v.ylsen j-ir 

= - 8.\(J-I

= - . 3.x - 4v

lo cual es acorde con el resultado del ejemplo 1. ^

La derivada dircccional puede expresarse como el producto punto de dos 

vectores. Como

/,(.r.y)cos 0 + /,t.r. visen ü = (eos tí¡ + sen 0jl • (/,(.t. v)¡ + /í(t..vlj)
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cninnccs, por el icorema 12.6.2

FIGURA A

Duf(x,y) = (eos 0í + sen 0j) • [f,(x,y)i + y;(.í.>'lj] (J|

La función vectorial dd miembro derecho de (3) es una funciiinini. 
portante, y .se denomina ¡’radíente de la función/de las dos variables n , 
El símbolo para el gradiente de /es V/ donde V es la letra griega ddu 
mayúscula invertida y se lee "der'. En ocasiones se emplea la abre\ia:ií'; 
aradf.

12.6.3 Defínición deí gradiente dé una función 
de dos variables

Si/cs una función de lasdos variables r y y,y y existen,entonces 
el gradiente de/. denotado por V/(léa.se "del/"), está definido por

V/(t, V) =/,(.t,y)¡ +/(.r.y)j

A fin de representar el vector gradiente V/(.r(,. yo) en el plano .ty, se lera 
el punto inicial en (.r„. V(j). Refiérase la figura 4.

De la definición 12.6.3, la ecuación (3) puede escnbirse como

= U* V/(.r,y)

Por tanto, cualquier densada direccional de una función diferenciable puci 
obtenerse mediante el producto punto del gradiente y un vector uniianodíb 
dirección deseada. Esta fórmula es la que más conviene emplear al calcularca 
derivada direccional.

► EJEMPLO 2 Si

/it.y) = + V

(u) Determine el gradiente de / en /?(4, 3). (b) Utilice el gradiente 
calcularladenvadadireccionalde/en/fen ladirccciónde/?a(?(5.6) (c) Dibue 
las representaciones de los sectores V/(4, 3) y \(RQ) que tienen su pu!".:>' 

inicial en li.

y

5

W-t.ti

V(KCn = i + 3J V/(4.3)= ^1+ ;j 

FIGUR/\ 5

Solución

(a) Como/,(.r.y) = .r/S y /,(.r.y) = 2y/9, entonces 

V/(uyl = V/(4.3t = li +

(h) El vector en la dirección de Ri-A. 3) a Q(5. 6) es

\(RQ) = 15 - 4)¡ + (6 - 3)j 

= i + 3j

El vector unitario ü en la dirección de V es \{RQ)¡ ]| \{RQ^ 1| •

Se calculará /9i>/(4. 3) mediante el producto punto de U por V/(4.31-
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16 +

La figura también muestra el punto /?(4. 3) del plano-n-. el pumo P(4.3,2)d:l 
paraboloide y el vector gradiente V/(4. 3) en el plano xy. La máxima tasaj* 
crecimiento de ; en el punto P ocurre en la dirección de V/Í4, 3) De mar*3 
similar, la tasa mínima de crecimiento o, equivalentemente, la tasa máximad¡ 
decrecimiento, de z en P ocurre en la dirección de -V/(4, 3) <

V

Cur\;L> i]c nivel dc/u. \) = ~ ^
Ih 9

FIGURA')

1> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En la figura 9 se mucstnci

mapa de contornos que presenta las curvas de nivel de la función del ejemplo! 
y del ejemplo ilusiratiso3 pora 1,2 y 3. Estas curvas de nivel son elipses. Lafi 
gura también muestra la representación de V/(4, 3) cuyo punto inicial es Í4.3i 
y apunta en la dirección de máxima inclinación. i

> EJEMPLO 3

f(x.y) = 2.r- - y~ + 3.\ - y

calcule el valor má.ximo de D(/en el punto donde x: =s 1 y y = -2. 

Solución Como/,(r.y) = 4.r + 3 y /v(r.y) = -2y - l.cntonce^ 

V/ít.v) = (4r + 3)1 + (-2.V - l)j y V/(l.-2) = 7i + 3j

Por lo que el valor mlximo de Di\f en (1. -2) es

|1V/(1.-2)|| = .49’+'y 

= .5»

Este resultado indica que la gráfica de/está muy inclinada en el punu>lL'2.'< 
de la superficie ^

^ EJEMPLO 4 La temperatura en cualquier punto )t. v) d« 

placa rectangular situada en el plano ry está determinada por

Pit.y) = \- + y-

(ii) Calcule la tasa de vanación de la temperatura en el punto (3. 4)cnb 
dirección que forma un ángulo de ^;r rad con la parte positiva del 
(l>) Determine el ángulo de la dirección en la que la lasa de vanación del: 
temperatura en el punto (-3. 1) es un máximo.

Solución

(u) Se desea calcular DtiPl.t. y). donde

U = cosiffl + sen i;rj y Vr(\,y)= \)¡ + yvlT.'']

= |¡ + |s'3j = 2.VÍ + 2vj

Por tanto,

Dy,T(x,y) = U‘ Vru. V)

= (|i + \ s3j)-(lxi + 2vj)

= A + vly
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Así.

Üi7(3.4) = 3+4 3 

- 9 93

( jniciiisíim; En cl punto (3. 4) l.i icmpcrjlura crece aproximadamente 
.1 la tasa Je 9 93 unidades por unidad de \anacion en la distancia medida 
en la dirección de U

(l>) Di 7(-3. 11 es un máximo cuandi» L' esta en la diavcion de Vn-3. 11 
Cnnu) V/(-3. 11 = -f)i + 2j.entonces la medidaen radianesdelaneulo 
que indica la dirctcion de Vri-.'. I) es 0. donde tan 8 = - De C'ia 
manera, fí = - tan ' ‘ ~ 2 S2

roncUisirm; l a lasa de vanacum de la tempemuira en el panto i-'. 1 > 
es un max litio en la dirección que torma aproximadamente un aneulodc 
2.S2 rad con la paite positiva del eje v M

1.1 dellmeion siijuienie extiende el coiux'plo de deti\.ida diavciona! para 
I unciones lie tres \an.ibles. de tiuvloque piopisrcione la lasa de xanacionde ii>s 

limes de luiicion /i i. ;l con rc'ivcto a la distancia mcxiidaen ladiavcionde 
uincclorunitaiiol' cosul ♦ cos/lj + soskvlelesp..cioindmvnsio'u’i

12.Ó.S Dtfínición d« derivada dtmcíoiwri 
d» una función d» tros variobks

Sii|X'niMqiieí cs una tuncionde l.is livs\.uMMes i. \ \ r Sil esel'xvti'c 
iiml.ino sos (ri > sos/lj i s«>s j k, entousvs la derivada dirrxxtoo»! 
de f en la diiwcion do 1‘. dcnoi.Kla ix*r % esta sl.ida jvr

/>i Mi. 1..-1
. /ti ' ílCOsil.l » ít eos /?, : . ’i vX" ' 1 '’tl.X.C'
l".V, h

si este luuile existe

l 1 leoicma siemcnle. el i nal piv'js'u u*;u iva Mieuxlo yvi.A ca\a'ai e.r.a 
deinada dm\eioii,il de una tuiuien de ties saiuMes se piveba sie v.v.xvxa 
seiiiei.mle ,i 11 demosiiasiou del leoivuia l' o 2 el cual es e* uwe va vsv.vs 
poiiilieiile pata liuu iones de d.»s x.ui.iHcs

ISió.6 Ttortmo
Si / es una tutu n'n dili leiu table »k' \ v . v

r « Os ill I « os /l.l l Vl's ‘ k 

kiiU'iues

P, M, i, I d' ' '' ' ''s''" ‘

► USMPL0 5 i'id.

lili l V» ■ I I \ •« i

. ,il> id. lal o-ide san U ii'udi »i ' ‘ DenUsl .sss sXux \sN..s

•I 'I »•



Solución El vccior unitario en la dirección de 2í - 2j - kcs 

u = - ;j - ik

Del teorema 12.6 6.

Di'/lx.y.z) = =(6\ + V) - ;(.r - 4v -:) - i(-v + 2c)

Por tamo, la tasa de variación de/(r. v. c) en (1.-2. -1) en la dirección d:L 
está determinada por

Du/ll.-2.-l) = ?(4) - =110) - í(0)

= -4 i
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12.6.7 Definición del gradiente de una función 
de tres variables

Si/cs una función de las tres sariables.t, yy c. y Ixs primeni.sdensaila'; 
parciales y /. existen, entonces el gradiente de /. denotado fxr 
V/. está detlnidn por

V/(i.>.c) =/,(.v.y.c)i + /v<.\.y.c)j + /.(r.y.clk

Al litiial que para las luncionesdedos variables, si U es un sector uniian' 
entonces de la dellnición anterior y del teorema 12.6.6 .se tiene

l\ f[x.v.z) = U- V/ts.y.c)

1:1 teorema I2.6.4(i) puede extenderse para funciones de tres \anab!i’'.»k 
modo que la domada direccional es un má\tmo cuando U est.ien la direc-..'- 
delpradienie.y es igual al módulo del grailienic -Se tiene un comentario'imili' 
para el inciso (li) del leoiema 12 6 4

I:n lísica se puede aplicar el gradiente en algunos problemas relaciorui" 
con 1.1 coiuliiccii'm de calor y electricidad. Suponga, porciemplo. que la tuncu" 
I está dellmila por la ecuación le = /'ts. s.c) I.a sii|K’rlicic de niscl ' 
para la constante k está delerminad.i por la ecuación

líx.y.:) k

Si legrados es l.i lempeialuiaenel punto (\. v. :). enlonees todos tos piinio's': 
esta cursa de msel tienen l.i mism.i temperatura sle k grados, ¡vi lo qiieC'ti 
supeillcie se ilenommii Miiierllcle isulerma. Si w soils es el potencial ck's 
iiicu en un punto v. .•). entonces todos los puntos ile la su|vtticie e'iaiw' 
niisiim poli'iicial. poi lo que la supeiticie ivcibe el nombie de siqKrns'k 

equIjHitendul. Pn el easo de una Miperlieie isoterma, el giadíente pio|vis’i>'*’W
l.i dilección de la maxim.i las.i de saltación de la lenqvraluia, s paiau» 
siipeilicieeqiiipoleneial.el giailienie imliea la diieceion ilo la maxima t.i'-»'^'

s.iiiaeion «leí poleiieial.

^ EJEMPLO ó SiiiHiiiLMqne 1 is. s. .•lsotlsesel|H'tencutlek'\i' 

eiuualqinei |iunlo n. i.del espaeio tiidimciisional s \|ue
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ísi) CjIcuIc Iu lasa tic variación de V'cn el punió (2, 2. - I)cn la dirección del 
vector 2í - 3j + 6k (b) Dclerminc Iu dirección de Iu máxima tasa de va­
riación de V'cn (2. 2. -1).

Solución
(u) Un vector unitario en la dirección de 2i - 3j + 6kes 

u = ii- ’;k

Se desea calcular ¿)nV''(2, 2, -1).

VV'lt.y.;) = K.íi.v,;)! + V,(.t.v.c)j + l',h.v.;)k

= ------------ ZA------------------------------------------------i + —■■■ ----------— k
(.V- + (x-+ y- + ;-)'/* (x-+

Entonces

0(^2. 2,-1) = U- W'(2. 2.-1)

= (;¡- ;j+ Ski-(-ji- ik)

= JLIS'I
= (1042

ronchisión; En (2. 2,-1). el potencial crece aproximadanienle a la la.sa 
de 0 042 volt por unidad de variación en la distancia medida en la direc­
ción de U

(b) Vl'(2,2.-I) = (-;^i - + ^kí.Unveclorunilarioenladirección
de Vl'l2, 2. -11 es

W(2.2_-j) ^ i - /■ j -t- k

liVr(2.2.-l)|| :7

= --¡-

Ixis cosenos directores de este vector son y los cuales
proporcionan la dirección de la máxima tasa de variación de V en 
(2.2.-I) <

LElERCICidS :!i2.6
11¡ los i]iTii'iii\ / ii fi, iiiltiilc III lUriuiihi diTiíiKiiuil lie III 

,71 Iu ilint Ill'll ilíl leiiiir iiiiiiunii U tiiii’ltiiiulo Iu 
‘l<fililí i„ii 12 fi I í> Iu íhi'wii mil 12 (i 5, i l^l•\|llll•^ \ eníiqiif el 
'• 'iiltiiiluuiilii mullí el hui lililí 12 6 2 uel h ureiiiti 12 (> <>. u’i'iiii 
“'rie\¡iiiiulii

/ii.M - 2«- ♦ 5v‘,^l' uis Jffi t- sen 

-• i.'U. V) = í»’ + 4i*. = u's ',xi ‘ sen '|.tJ

i'lt. 1. /I - 3«’ I■ ~ 4:*.
U eos '.tI f eos jXj i SO'. ',xk

4. /(X. \, / ) = 6v* - 2vi + 1U = -;i *■ 'jk

5. e(t. >) = ^ : U - - I', i + ,',J

fi. ;u. s) = - —, : U = ^1 -
♦ V

lili li>\ cjeriiimi 7 ti 14. uiUiile el \;iiiilieiiie <le lufiini lún. 

7. yu.i) = 4x- - 3vv + V- 

K. \ » = i- t i-
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% = In . t* ♦
10. /(t. VI = «•' tan 2»

11. /(f. = -------
V + c

12. /(V, K=• 3c ln<« -I- \)
13. í>(T, - »r'*‘ sccc

14. í’lt.v.c) = «'^•(scn.t - cosv)

hn !n\ acmani 15 a 22iiiltiite el uilunle lni¡fn\aJa dircc- 
I loiuil cii el punió P„ pañi la fian ion en la ilirt 11 wn ile U

20. /U.vj = í'tan''v.m. Ij, OO 5)

30. /íi.v» = i'cij'-.v + í‘scnx;/» = (1.0).2í-3.3j

31. flx,\.z) = X - 2v + z'.P =(3.1.-2». exiO. 7.4)

32. f(x.yz) = X- + y - 4xz.P = (3. l.-2).C^(-6 3.4/

33. Determine b dirccciún a partir del punto (1.3j panbetsid 

\ alor de /no cambia si f(x, y) = c~' tan*' ^

34. La densidad en cualquier punto de una placa rcciaerZa 
situada en el plano xv es p(r. y» kilogramos por inen 
cuadrado, donde

15. fix.\) — x' - 2i\’:U = cusffí + senffj./',, = (1.-2I

16. glT. vj = 3r\ + 4v* - n. U = eos ^;r¡ + sen ^itj;
P„ = 10. 3)

17. /.'It.tJ = v*lan*x;U = -Í.-31 + yj./'o =

18. flx.M = u-’MJ = Y* : .-’j./'i =* l2.0)

19. hix,\.z) - costvvl + sen(tr);U = --,1 + 4*^-

/‘„ = i2.l).-3>

20. /it.v..-) = Init- + V- + r).U = ^¡ - -Lj - J-k:
. 1 ••S 3

/’„ = íl.3.2)

21. flK, y) = I' ’’ eos 3\. U = cos(-p.ffil + sen(-pffij; 

/'„ = (-ir. 0)

22. glr. V. rí = eos 2t eos 3» senh 4c; L' = —1 - -í-j +

= ( jVff.O.O)

p(r.y) ____!___
t* + y* + 3

(a) Calcule la tasa de soñación de la densidad en el p.a- 
to (3.2) en la dirección del sector unitano cos^tí* 
sen 5/rj. (b) Determine la dirección > la intensidad lo 
módulo) de la máxima tosa de variación de pen (32)

35. La lemperaluro en cualquier punto de una placa asrunfulx 
situada en el plano xy es Tit.y), donde Tír.sl = 3r ■ 
2cv La distancia se mide en metros, (a) Calcule la mitca 
lasa de soñación de la temperatura en el pumn(3.-6)deli 
placa. (i>) Delemnne la dirección para la cual iKurrcestaiau 
de sanación máxima en (3. -6).

36. En cualquierpuniode un sólidodel espacio indimensiiidli 
temperatura es 7(v. y. ;> grados, donde

rix. V. :> 60
X- + «-+:'+ 3

En hn ejenit un J (a 'ó. uileiile Ui) el urathenie de j en P, v 
ihl la hiMi itexanaiuín ilcl ialorile la funeión en In direcLion 
de U en P

23. /(t.i) = «- - 4i,/’ = (-2.2).U = cos'¡;rl + sen^^j

24. /U.M - = (2. h;U = ^1 -

25. = y- + - 4.s:. P = 1-2. I..3);
ij - -I - ';í + 'k

26. ftx.v.zt = 2r' + tv’ + xr.P = (1.1.Ii;
V ' 2lj - ’ 7k

27. Dibuje un mapa de contornos que muestre las lurs as de nisel 
de 1.1 fiinuun del ejersieio 23. para 8. 4,0. -4 y -8. Tam­
bién niuesiie la rcprcseni.ición de V/(-2, 2) cuyo punto 
iniLi.il es (-2. 2).

28. Dibuje un mapade contornos que muestre las eurs.is de nivel
de la luncion del ejercicio 24. p.ira 1. e"* s e'''
l.iM'bien muestre la represent.ieum de V/i2. 11 que tiene su 
pimío inicial en l2. I).

En hn ejen u un 29 a 52 tidtide l>tJen el punió Ppani eleiial 
U e\ un i I I lar iinilario en l.i dirn i lón de P^h rainhii n en P. 
eah ule DfJ, w U rs un xcilor iiniiaiio para el mal PiJ es un 
iiiiímiiui

La distancia se mide en pulgadas, (a) Calcule lausadesj- 
nacióndelatempcraturuenelpuntü(3.-2.2)enladiKCCKfl 
del sector -21 + .3j - 6k. (b) Determine la dirccaio) 
la intensidad (o imnlulo) de lamlximatasadesanacionécl  ̂
en <3. -2,2).

37. En cualquier punto del plano ty el potencial eIcctnco« 
VVt.y) sülLs, y V'tt.y) = eos 2y La distancia se t»' 
de en pies (a) Calcule la tasa de sanaeión del
en el punto (U, iiT) en la dirección del sector imitati-' 

cosiffl + sen¿;rj. (b) Determineladireccións biuss 
sidad (o nnklulo) de la máxima tasa de sariaetón de'

(0. iff).

38. Una ecuación de la superficie de una montaña es

c = 1200 - 3t* - 2y-

donde la distancia se mide en metros. c1 eje v apunu 
el este y el eje y liaeia el nune Una alpinista se cnctK®^ 
en el puntoque corresponde a (-10.5.850), (a).Cujlc'^ 

direceiun deniáximainelinaciun'tbl.Si la alpinista se 
pla/a en la dirección este, ¿ella asciende o desciende. ? * 
que lasa’(el Si la alpinista se desplana en ladlrccs^»'n4tf‘ 
ueste. ,.ella asciende n desciende, s a qué tasa(di. En q* 
dirección recorre la .ilpinisia una cursa de nivel’
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12.7 PLANOS TANGENTES Y RECTAS NORMALES 
A SUPERFICIES

Ahora se moslrura como el \cUor gradienie se emplea para estudiar planos 
lanjjenles y rectas normales a superficies en el espacio tridimensional Consi­
dere la ecuación

f (t. = 0 (I)

donde/es diferenuahie > T,.y / no son simultáneamente cero Unico 
rema de Calculo avan/adu. conocido como el /iwe/mi <h Ui funtian implu iia. 
garanii/a que una de las tres variables t. \ o ; es tunuun de las otras dos Por 
lanío, puede considerarse la gráfica de la ecuación (I) como una superficie S 

.Suponga que Ttjes un punto (qi. co) de 5, de modo que Tí q,. vq :(,) = 
0 Además suponga que Ces una curva en S que pasa por P„\ que un conjunto 
de ecuaciones paramelricas de C es

r = fU) V - i-(í) : - hU) (2)

donde el valor del parámetro / en vs q, Una ecuación veclonal de Ces

R(/) = /mi + (•(Oj + /»(f)k

Como la curva Cesta sobre la superficie S. se tiene al sustiluir de (2) en (1).

¡íjin.t’in.liiní = o (3)
Sea G’in = Ti/(I). cío./j(0) Si F es diterenciable > T,, T, y T. no 

son todas cero en/^i) > ''■/existen, enlonees la derivada total 
de r con respecto a / en /’o está dada por

= /;lqi '(I ójl/’Uol + f\l''o fl|))

L1 miembro derecho de esta ecuación se puede escribir como

(/,(q,. + r,tq).qH'(i'j + T-t q>. v,). :,pk} • |/lí()'¡ + «tro'j + /iUo>M

Así.

(''I/||) = V/lq, \„. •/J,Rlí(()

Puesto que O’(/) = 0 p.ira toda / (debido a (.3)). Gíf,)) = 0. por tanto, se 
deduce que

V/(q). v,|. r„> ■= 0

De la secc ton 11 } se sabeque /J,R(/(,l tiene la mism idireceionque un v ce- 
tortangeniealacurvaCen/’i, Por Unto, de (4) se puede concluirque el vector 
gradiente de /'en l\t w ortogonal a un vector tangente de cadacurv a Cde5que
paseporcipunto/',. Asi.seItademostradoelteoremasiguicnteenelquesccni- 
plc.iel termino 1.1 lornonnal el cual se delinira antes de enunciar el teorema

12*7.1 Definición d* vector normol
L’n vector ortogonal aun vector tangente de todacurvaí que pase por mi 
punto /'ii de una sii|x,*rllcie V se deitoimna vector normiil a i en Pu
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UGUKA I

12.7.2 Teorema

Si una ecuación de una superficie S es Fix, y, z) = 0. y si f es diferen- 
ciable y f,. F, y F. no son lodas cero en el pumo FoÍJ{j. yij.de s. 
entonces VFí t(,. yo. Co) es^uji^a^tir normal a 5 en Pf¡.

El concepto de vector normal se emplea para definir el plíiiw runi’i’/i.va 
una .superficie en un punto.

12.7.3 Definición de plano tangente

Si una ecuación de una superficie S es F(x, v. c) = 0. y F satisface b 
hipótesis del teorema 12.7.2. entonces el plano tangente de 5 en el pumo 

'll- .Vü- M)) '5'* «^1 plano que pasa por P(¡ y nene a VFí.ro. y,). c«) como un 
vector normal.

Una ecuación del plano tangente de la ecuación anterior es

/•■.lr»-.V(i.C(iK-' - -'•(>) + F,^X(,.yn.:^i\^y - y„) + F.(.T,,.yo.:«)(: - = U |5)

Refiérase a la figura i. la cual muestra el plano tangente a la superficies 
en F(| y la representación del vector gradiente que tiene su punto inicial enP^- 

Una ecuación vectorial del plano tangente dudo en (5) es

VF(t„. y„. :„) • |<v - '(i)i + l.v - .Vo'j + C - Mjik| = 0 l6t

■1

Ir’ ( r' 111.- o

r EJEMPLO 1 Obtenga una ecuación del plano tangente al pan- 
boloide elíptico

4ir + - Ib; = 0

en el punto (2.4. 2).

Solución SeaFt.v. y.;) = 4\- + y* - Ib; Entonces

VFo.v.;) = 8\l -I- 2yj - Ibk y VFt2.4.2» = Ibi Sj - Ibk

De (6) se mtierc que una ecuación del plano tangente es

Ib(\ - 2) + S(v - 4) - lb(; - 2) = 0 

It -I- V - 2: - 4 = ti

La figura 2 muestra el paraboloide elíptico junto con el plano t.ingenie)
la representación del vector normal en t2. 4, 2).

La definición siguiente de rci tu nonml a una superficie en un puntoC'U 
inoiivadaporclrcquisitodciiuel.i reprcscnt.icion del vectornonii.il cnuii punta 
debe estar sobic l.i iccta noim.il

12.7.4 Definición de recta normal a una superficie

La redil iiorimil a una superficie .Ven unpunto/\)de.Ve^l.l^v^•taquc|uvl 
jMir /’oy tiene como un cmnuniode nümcros diavtorcs a l.is componentes 
de cualquier vector iunm.il a .V en /\t-
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De esta delmición. SI una ccudcion de unj superficie i es r(\, \ ;) = 0 
entonces las ecuaciones simétricas de la recta normal de 5 en (r,, r(,) son

y - yf. ^ \ - ^^) ^ c - MI
^ '^0’ '()' f •>’()• lo - MI ) I ( Xfl* '()• M) J

debido a que los denominadores son las componentes de VAto C(,) el 
cual es un sector normal a 5 en (V(, s,, C(,)

^ EJEMPLO 2 Obtenga las ecuaciones simélncas de la recta nor­
mal a Id superficie del ejemplo 1 en el punto (2.4. 2)

Solución Como Vr(2.4. 2) = 16i + Sj - I6k, las ecuaciones simé­
tricas de la recta normal son

X - 2 _ Uii _ .
2 1-2

^'^^7.5 l^l^hicíón de récí^n tangente

La recta tangente a una cursa C en el punto Pq es la recta que pasa por 
P(jy tiene como números directores las componentes del sector tangente 
unitario a Cen P,)

riGURA 3

De esta definición > la definición 12 7 3. todas las rectas tangentes en el 
punto P(j a las cursas contenidas en una superficie dada están en el plano 
tangente a la superficie en P^) Refiérase a la figura 3. la cual muestra dibujos 
de algunas cursas que p.isan por y sus rectas tangentes

Considere ahora la cursa C de intersección de dos superficies que tienen 
ecuaciones

rix.\.z) = o ) C(s.\.:) = Ü

respeclisamente Se mostrara como se obtienen las ecuaciones de la recta tan­
gente a Cen un punto Po^'x». 'o- mO Puesto que esta recta tangente esta conte­
nida en cada uno de los planos tangentes a las superficies dadas en Pq dicha 
recta es la recta de intersección de los dos planos tangentes Sea N| un sector 
normal en Pf) a la superficie que tiene la ecuación A'.= 0. > sea N; un 
sector normal en P,) a la superficie que tiene la ecuación G(\,\.z) = 0 
Entonces

N, = Vr(r,),\(i Cu) > ^2 = VCUu-'ii-'o)

Los sectores N[ j N-. son ortogonales al sector tangente unitario a Cen Pu De 
modo que SI N| > N: no son paralelos, entonces del teorema 10 *> 10. el sector 
tangenteumtariotienelamismadireccion.olaopuesia queelscclorN] X N; 
Por tamo, las componentes de Nj X Ns sirs en como los números directores de 
la recta langenie A partir de este conjunto de números directores \ de las 
coordenadas' de Po pui-‘dcn obtener las ecuaciones simétricas de la reda 
tangente requeridas, como se ilustra en el ejemplo siguiente

^ EJEMPLO 3 Obtenga las ecuaciones simelncas de la recta tan­
gente a la cursa de intersección de las superficies

3i- + 2s- + C" = 49 y -i- \- - 2;- = 10

en el punto (3.-3. 2)
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Solución Sean
F(x,y,z) = 3x- + 2>2 + - 49 y C(x.y.z) = x- + y- - 2:-- lo

cnlonccs

VF(x.y.z) - 6.t¡ + 4>j + 2ck y VC(r.v.r) = 2n + 2\’¡ -41 
Por lanío.

N, = VR3.-3,2; N2 = VCí3.-3.2j
= 18i - I2j + 4k = 6Í - 6j - 8k
= 2(9í - 6j + 2k) = 2(3¡ - 3j + 4k)

N, X N>= 4(9i - 6j + 2k) X (31 - 3j + 4k)
= 4í30¡ + 42j - 9k)
= !2(10¡ + i4j - 3k)

4 En consecuencia, un conjunto de números directores de la recta langentín
I lU. 14. -3] Así, las ecuaciones simétricas de la recta lanjtente son

t - 3 ^ V + 3 ^ c - 2 
10 14 -3

fi(;lka5

La figura 4 muesim dibujos de las dos superficies, la curs'a de interscccun 
y la recta tangente en (3, -3. 2). ^

Si dos superficies tienen un plano tangente común en un punto, seéce 
que las dos superficies son tangentes en ese punto Vea la figura 5. Deb 
definición 12.7.3, dos superficies cuyas ecuaciones son F(t. \.:l = 0v 
C( i. y. z) = 0. son tangentes en el punto (r(,. y,), c») si para alguna consmteí

VFí tf,. V(,.:«) = AVGíro.y».Cü)

r EJEMPLO 4 Demuestre que las esferas 

X- + >“ T " = 4 y ít - l)- + y- + ;- = 1 

son tangentes en el punto (2.0, 0)

/ f«. í = o 4

f;a.».;i = (i I
\

\

(2.0 1)1

FIGURA 5

Solución Sean

F{ X. V. c) = 4 y C(t, y.:) = (\ - 11- + ^- + r ' 1

Entonces

VFtv.y.c) = l\i + 2yj + 2:k VGh.y.c) = 2(x - DI + 2\J +
Ni = Vr(2.0,0) Nn = VG(2.0.0(

= 41 =21

ComoN| = 2Ni o.equivalentemente. VF(2,0.0) = 2 VG(2.Ü.0). 
leras son tangentes en (2,0.0). Consulte la figura 6 ^

El teorema siguiente para funciones de dos \ anables es análogo al tcorciw

12,7 2 y su demostración es semejante

12.7.6 Teorema
Si una ecuación de una curs'a Ces F( t, v) = 0 y si Fes dilerenciable ) Fi 

y no son cero simultáneamente en el punto Ff)( V(j) de C. entonce» 
VF( % vn) es un vcvtor normal a C en Fq.
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Análogas a las ecuaciones (5) y (6) ele un plano Ungeme, se llenen las si­
guientes ecuaciones para una recta tangente en el punto .Sol Je la eursa
contenida en el plano jv si Flr, y) = 0

^.<-^o..voKr - <^o) + /^ví-to.;oK\ - \o) = 0

o, etjuivalcnlemenle.

4 2 o'. 2l *4* *■ *
[tr - + (\ - \,|)k] = íl

: \ ^ EJEMPLO 5 Utilice el gradiente para deiemiinar una ecuación

de la recta tangente a la cursa .r^ + = 9 en el punto (1.2).

1 ' • 1 . 9 Solución Sea Fit,\) = t'' 4- v’ - y El gradiente de Fes

I'IGURA 7 VFít, V) = 3t-i 4 3t=j

En el punto {1.2) de la cursa, un vector normal es

VF(I,2) = 31 + 12j

Por lanío, una ecuación de la recta tangente en 11. 2i es

V/Ml.2) • |(t - 1)1 4- (\ - 2ij| = 0

(31 4- 12j) • [(r - 1)1 4- (V - 2)jl =ü

,3(t -1)4- I2(v -2) =0

t 4- 4t - 9 = 0

La figura 7 muestra dihujos de la curva, del sector nonnal \ de la a-cta 
tangente en(1,2i ^

Compare la solución del ejemplo 5 con l.i solución tiel eiemplo 3 de la 
sección 2.9 p.ira el mismo problema

? EJERCICIOS í 2.7

I" l"\I ¡I h ii i('\ I (I n i'hiiiii:iiuiiíiti iiiii Kiiiilrhi rt-iUnwniuit 11. i“* -t \''' ^ It
«/<( Uiyi, ;/(((, , II 11 l’lllllii lllílh lUlii p jl'.' , -l'.' p_«, 2 '))

L r 1 i' t 17.(2. 2. 1l

'■ h' 1 < 2-- 20.(1 2. t|

•L > • i’ t- 2.( ?, 4.(11

•f >' t U . II, (t, 1, 2|

V ( ‘ lOs •, ( 1. 1'. (I|

<>• ■ ■ ‘‘sen ó,(tt, ,'.T ll

i' l’i «1, t. ti

1 1 (1 1. .'1
'*• i''’ i v''' t -''■ U'i. I, n

1 u' IH.lll, ó

/ fi /c'\ rjr/íi- ii‘\ /’<! '(> o .'.iM.'io Oi/'i i \c i'iai m i «'i
HIM 1 iinii, (/< /i’immi i’i ica n'iiev i/e /ii o't M Mn.s’* ’i.Va /.i. i.o.i
di IIIIiTO (1 llíll I'll 1 / tll.lli ll,,'.'. o /lO lí '< Ci/Vf'ii tfl 'i'T
MiiS'i'iilio en 1 /[iMiio

1.1. »' 4 \ ’ : íl. t 2.i2, 2.1"

14. \’ • U 2.- < 1 0. \' • 1 ó.\ó. 1. 1*

15. i > . 1 lo -’.l4. It'.l"

Ki. 1 2 1 sos.T».-,» 1 • seii.Tic.t'. 1 2'

17. \ .'seii2i.- I 2.. «' Ims • 1’ '-o', ' 1'

IK, Ui 1 \- : 2t' ♦ t ’ L < t' ll ^ U’
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l‘>. -t 4v = 0. r- + - 6: 7 = 0.
(0 -1.2)

2(1. i- f \- + :• = 8 v; = 4.(0 2.2)

fn !o\ tjertuwi 2! n 24 iililiíf < / f;riulunti’p(ir(i obiincr una 
lUituion íh la rula lani’uilf a la íur\a Jada m il punta 

indu ada

21. 9x' - \' = l.(l,2)

22. lf)i^ + \-* = ■'2.(i,2j

23. Ix' + 2\' -9x\ = 0.11.2)

24 t-* + lu - = 4. (2.-2)

25. Pruebe que las esferas r* + >* + c* = n* y ^ .
y- + son langentes en el punmlo.lM

26. Dcmucsirc que las superficies 4x’ + i* 9r = Kj. 
x}z = 36 son tangentes en el punto (3.6 2)

27. Se dice-quedos superficies son pcrpendiculamenuDp.ei
de inlerseeción si !us sectores normales a las supCTfi.a- 
en/’(, son ortogonales Demuestre que en el punto |1 -1; 
la superficie - 2sc + = 4 es peqxdiculjraol*
miembro de la familia de superficies

X- + (4c - 2)\* - ct* + 1 = 0

28. Demuestre que toda recta normal a la esfera t* ♦ ' • 
r = a‘ pasa por el centro de la esfera

12.8 EXTREMOS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

En el capitulo 3 se dijo que una aplicación importante de la deri\ adadeunafe* 
ción de una sola variable está relacionada con los valores extremos de un: 
funuon, lo cual condujo a una gran variedad de aplicaciones En ese capiit''' 
se* demostraron teoremas que involucran la primera y segunda denudi- i 
partir de los cuales se determinaron los valores máximos > mínimos rehiiw' 
de la función Después se incluyeron los valores extremos reíamos cotí 
posibles extremos absolutos Al extender la tcona a funciones dedos \a^ab'^ 
se vera que el procedimiento es similar al caso de una variable, sin embargo ‘í 
presentan ciertas complicaciones

Este estudio se inicia con la definición dccxiremox rclati\os\ abso'.W ' 
de lunciones de dos variables

12.8.1 Dafínicíón de extremos absolutos de funciones 
de dos variables

(i) Se dice que la función/de dos sanables tiene un valor míxlnio 
absoluto en su dominio D del plano n m existe algún punto (rp. 'o' 
en D tal que/(ro, vq) S f{x,y) para ti>dos los puntos {t. s) de D 
En tal caso./ttq. sq) es el valor máximo absoluto de/en D

(ii) Se dice que la función /de dos sanables tiene un valor mínimo 
absoluto en su dominio/) del plano .ryst existe algún punto (lo'o* 
en D tal que/(vq. vq) < /(r. v) para todos los puntos (t,\) de D 
En tal caso. sq) esd valor mínimo absoluto de/en D

12.8.2 Definición de extremos relativos de funciones 
de dos variables

(¡) Se dice que una función/de dos sanables tiene un valor rnáui"'’ 
relativo en el punto (.rq- un disco abierto fi((iq. vol-'"*^

que/(tq. vq) 2 f(x, v) para todos los puntos (T,y)de B 
(Ii) Se dice que una función f de dos sanables tiene un valor mínitn® 

relativo en el pumo (rq. vq) si existe un disco abierto B(IA|>'o'-'’’ 

tal que Avq. Vq) S /(r. v) p.ira todos los punios (ar. v) de F
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l líítUA 1

t)

5

/" 'I ,

i i(;niA 2

o

Mili 1 • I

1 K.l'IU <

Rcficrjsi; a la figura 1. la cual muestra la grallca ele una funciDn/cu\o 
donnnines el plano x\ La función tiene cuatro extremos reíamos, uno de los 
cuales es un máximo absoluto y otro es un mínimo absoluto Si el dominio de 
una luneiónesun disco abierto o el plano \ \ completo, como en la figura l.un 
extremo absoluto debe ser un extremo relativo

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 I anfura2mu.~,tralagn.nc.
de la función definida por

= ,2‘- - X- - \-

Sea li cuak)iiier disco abierto {(() 0). r) para el cual r < 5 De la definición 
12 8 2li). I tiene un valor máximo relativo de 5 en el punto donde l = f) 
> V = 0 De la üelinicion 12 8 l(i), 5 es l.imbien el valor máximo absoluto 
de; 4

1 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura'muéstrala gráfica
de l.i luneion definida por

V) = i- + V*

LI dominio de ges el piano u completo Sea/i cuali|uier disco abierto ((0 0). n 
De l.i definición 12 8 2{iil. g tiene un valor niiniiiio relativo de 0 en el origen De 
la definición 128 l(ii). (I es también el valor iiimimo absoluto de g ^

F:lteorema3 1 lestablcce Si í(v)e\iste par.i todos los valorcsde i del in­
tervalo abierto (o,/>), y si / tiene un exiicmo relamo en t. d(»nde o *..1 V. /l. 

' y Tfi ) v'xisie. entonces/■’(() - 0 [-1 leoiema siguiente para liniLiones de dos 

variables es análogo

Si /n. V) existe en todos tos pnnti's de algún disso abieito /iii v,, ri 
V SI I nene un extiemo rel.itivo en (V|i. \|P. entonces si f,"n- ' d > 
/, (»n. i||l c-xisien.

/i< 'll- 'id fi > '(I- '(d

Antes de prob.ii este leoiema. se pieseiil.ua un aieumenli' eeomeluso 
mioiinal Se.i I mu lumioii que salislace la hipótesis del tci'ieina \ suponga 
que I tiene un valor niaxiino lelalivo en u,i. 'id Coiisidue la viuva de in 
leisección del pl.mo \ v''ii|viticie , 'u. v'. coniose nmesiiaen
1.1 liguia -I l’sla iiiiva esi.i lepresenl.ida pin las ei.ii letones

\ \() > .

l’orno Miene mi v.itoi iiuximo lelamo en el punto iloiule V v,. \ v ',t
la iiiiva nene una leci.i l.iiieentc lioii.ontal en el pl.mo v \,i en el ptm 
loi'd Vii.M'a 'id' I .1 pendiente de Osla lect.i l.uu'ente es'.d, de iiuhIo 
i|iie /,i »(i, i,d n De m.iiieu seineianle. puede considei.use la cUiva ile ui 
letseccion del |‘l,imi \ v„ coii la supetliete , /tx.v) v ol'teiieise 
l^i i(|. \,,) 1)1 .iinbu n pui de d.iise uu.i disuision sinnl.u si / tiene im va
loi iiiiiiiimi lel.ilivo en i\n ',d .\ conlimiaeion se pies.m.i l.i demosti.uion 
lonu.il en l.i lUal se einple.i el iioicuta * 1 '
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Demostración del teorema 12.8.3 Considere la<; dos funcioK); 
y li de una sola sanable definidas por

A-(r) =/í.r.y,)) y /líyj =/(t,,..') :

Emonces.

.‘«’’ÍT») =vo) y li'(yn) =Aí-to..V(i)

Como/.(Af). V(j) y /,(T(,.yo) cxislen. > /|■(yo) existen. Puesteq-x’
liene un extremo relativo en (ro- .Vn)- f! tiene un extremo relatis o cnio> Rte 
un extremo relativo en S|). En consecuencia, por el teorema 3.1

«'(t,,) = 0 y /i’(yol = 0

Por tanto.

y V(() = t) I

Observe que la condición de que tanto/Jvo. Vy) \ .'o*
equivale a la condición de que el vector gradiente V/f.r().yyl ese) \cciar.tr: 
Además, esta condición implica que la gráfica dey tiene un plano ^angclr¿^^ 
n/ontal en (i,). \ o./( vy. v„ l). Se le pedirá que demuestre esto en el ejerciaof' 

Del teorema 12.8.3. una condición nccesana para que una funciómiiis 
variables tenga un extremo relamo en un punto es que sus pnmeri' Jenu 
das parciales sean eem en el punto, o bien, que a! menos una de las dem jíí< 
parciales no exista en el punto. A tal punto se le denomina pumo cmiroiká 
Uinción.

12.8.4 Dafiníeión de punto crifico

.Si/(I. y) existe en todos los pontos de algún diseo abierto J?i(t<vyo': 
el punto (ty. >\)) es un punto crítico de /si una de l.is siguientes co»- 
dieíones se cumple'

(i) /lí'ü-.'o) = <1 > ./■>'-%.>•()' =

(ID /t(Ai), Vi>) o /;(.vo. v,>) no existen

M ). Ih

! \

<(> U-ilii 'ti i’ ’»

Cuando se estudian los extremos reLitivos de una función, pnracív”» 
loeali?an los puntos críticos, si existen. Devpucs se debe aplicar otn-'cmcr.' 
par.i deienmnar si se liene un extremo relativ o en un punto critico patuvuli

^ EJEMPL0 1 IX’lennine tos extremos relamo> de la Iuíx*- 

delinida por

/Ir. v) = - 4v - v* - 2v-

Solución Se comien/..i por deteimmar los punii". crttieos de /. 
tenci.ii parcialmcmo so v»btienc

/,lv. V) - (» 2.1 X í,u. V) - -4 - 4\

1 as dos di’tiviuias paicialos existen para cualquuT pumo Si v.'
/,i\. \) y fit \. vi iyiinlos .i con» y se ivsuolvon las vvu.wiones |vira' > ‘
Milla I ' > ' 1 P“i lamo, el muco punto cntico os
(('.-II II IMia «lotonmn.u si so tiono un cxtivmo ivl.Uixo on t'- 

so vomploian los uiadi,idos on la explosion |*aia /\\. \)

ti ‘ (M ‘ I 2\ t h ♦ ♦ 2

n .’t\ 4 n- ♦ nii(a'K\.<
/n, V»
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As». SI ^ (3,-1) fix \) < 1! En consecuencia, ele la definición 
1282(1)./(3 -I) = 11 esunvalormoximorelalivo Porladefinicion 12 8 Ki). 
este \ alor umbicn es un valor máximo ab oluto

Vea la figura 5 que muestra la gráfica de f la cual es un paraboloide que 
abre hacia abajo con su vciUce en (3.-1. 11) La gráfica apoya la respuesta

W EJEMPLO 2 Determine los extremos relativos de la función 

definida por

g(t.\) = 4 - t- + 1-

Soiución Al calcular las derivadas parciales de g se nene 

).>.(r.\) =-------y =-------
, t- + \- _ V- t- 1-

El dominio de g es el conjunto de todos los puntos de y gj y existen en 
(odosios punlosdifcrentcsdetO. ()) Ademas. g,(x.\) = Osolocuandor = 0. 
pert)gj(r. \) 3= 0. > g,(\. M = 0 solo cuando) = 0. perog^fj. \) 0 Por
lamo.elunicopuntocniicodegestO 0) ComogíO.Ü) = 4ysiír.\) ^ (0.0). 
entonces

gír. V) = 4- + <4

de modo que g tiene un valor máximo relativo de 4 en (0,0) el cual también es 
un valor máximo absoluto La figura 6 muestra la gráfica de g.cuyo punto mas 
alto se encuentra en (0.0 f). lo cual apoya la respuesta Á

Un punto critico de una función no necesariamente proprorciona un ex- 
* V tremorelativodelaftincion coinosemuestraenelsiguienteejemploilusirativo

I J » I ’

nca'UAíi

' ' 1 •' t '

I 7

' EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea y la función definida por

ji\. V) = V- - V- 

cntonces

/,(T. \) = -1\

ramo/,(() 0) como 0) son iguales a cero La gráfica iley que se muestra 
en la figura 7 liciie la forma de una silla de montar en los puntos cercanos a! 
origen i:n los puntos del plano donde v = 0 ) i l) los valores de la 
función son negativos, j en los puntos del plano V c. donde t = il ) \ * (J.lus
valores de la liincion son positivos Por tanto la función / no satisface la 
dcfimciÓM 12 8 i cuando (V||. vo) (0. ^

Un pimío critico de una función / donde no se tiene un extremo relativo 
tal como el pumo (0.0 01 del cienipln lUisir iliv o 3, sedenomma punto silla de 

la función /
ricnteno básico parade tcnninareMremosrclali vos para íunuones de dos 

variables es el siguiente tnfi rn> Je ¡a vt gir/iJd iltnuula. el ciiil propoaiona 
condiciones que gjraim/.ui el hcciio de que una lunuóti tiene un exiicmo 
relativo en un pumo donde las primeras derivadas parciales son cero
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12.8.5 Teorema Criterio de ld‘‘*segunda derivado

Sea/una función de dos variables iai que/y sus denvadas parciales de 
primer y segundo orden son continuas en un disco abierto B{ía,fc); r), 
Suptmga además quc/j(o,/>) = 0 y = 0. Sea

DUt. b} =&)/v^(ti. fe) - |/n(íi. b)l-

(i) / tiene un valor mínimo relativo en (a. b) si

D(a.h) > 0 y /„(«. b) > 0 (o/„(u.6) > 0)

(ií) /tiene un valor máximo relaino en (u. hi si

DUi.b)>0 y /,,(a. ft)<0 (o < 0)

(iii) fia.h) no es un extremo relativo, pero / tiene un punto silla en 
(«. b.fia. h)) si

D(a, b) < 0

(iv) No se tiene ninguna conclusión acerca de los extremos relatisos si

D{a, b) = 0

La demostración del inciso(i> del entono de la segunda dcrivadaserealiu 
en el suplemento de cMii sección, mientras que las pruebas de los incisos(ii* 
y (lii) se dejan como ejercicios, consulte tos ejercicios suplementarios I v IB 
inciso (iv) se incluye de modo que se revisen todos los casos posibles.

Si/,v<(i. b) = /,,(«. b), entonces la expresión para D{a, b) del enunciiX’ 
del criterio de la segunda derivada es el valor del determinante

/,,(«, hi ft^ui. bi 

Axin.b) /,,(»./»)

Rsie dctcnmnunte, denominado husluno (o tlLscrlmlnunte) de la functoo/. 

proporciona un método conveniente para recordar la fónnulu de D{a. b)

► EJEMPLOS Dada

fíi. vi = It’* + y- - - 2y

determine los extremos relativos de/ si es que existen.

Solución A fin de aplicar el criterio de la segunda derivada. \c calcu^ 
las primeras y segundas derivadas parciales de/.

/,tv. V) = Si’’ - Ir t\{\, V) =2v - 2

/,f(i.v) t= 2‘lt' - 2 != 2

Al considerar t =» \ s 0 o x ' ’•
consideia í,l i. VI - (Keoblienev 1 l’ortatUo, (jV í, sonllenl*'spv>®^* 
(- !. li.tO. Ii V (}. 11, de imhio que son los puntos cmieos Je lo'iv^ 

lados obtenidos ,il apta arel cntetio de la segnnd.t derivada en eslo' put«‘*' 

lesimieii en la tabla 1
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FIGURA «

Tabla ¡

l’iinhi rríiico
(a.h) 1') Dili, h) t (<r7( liiui'm

1) 4 2 1) 8 /licni: un sntor mtmnmrcUiis»

m. ii 2 0 -4 / no (icnc otremo relativo

(fu 4 2 (I K /licnc un valnr mínimo relaiivo

Porci inciso (i) del crilcrio de la su(junda derivada./licnc en los punios críti' 
cos(-T. l)y ( 3. I) un valor mínimo relaiiso. Del inciso (lii) del crilerio./no 
llene exiremo relativo en el punto cn'lico lO. 11

Como fi-\. I) = - ' y/íx. 1) = - se conclu>e que/tiene un valor 

mínimo relativo de - en los dos pumos críticos (• 1. 1) y (1)
La figura S, la cual muestra la gráfica de / con los puntos mínimos en 

(- ?. It “i;) y ( j. I. -) y el punto silla en (0. I. -1). apoja los resultados. ^

r BJBMPLO 4 Deleniime las dimensiones relativas de una caja 

rectangular, sin tapa que nene un volumen específico, si se desea emplear la 
mínima cantidad de material en su elaboración

Solución La figura 9 muestra la caja, donde la longitud de la base es i uni­
dades, el ancho de la ba.se es v unidades y su profundidad es de ; unidades Sean 
S unidades cuadradas el área de la superficie de la caja. St V unidades es el 
volumen de la caja. V' es una costante puesto que la caja tiene un volumen 
específico.

Cada una de las variables t. y y ; está en el intervalo (0. +oej De las 
fórmulas para el área de la superficie y el volumen.

S = ly + 2i: + 2yz y 1' = nr

Al resolver la segunda ecuación para ; en términos de.v. v y de la constante V. 

se tiene c = . y al sustituir esto en la primera ecuación resulta

•)!/
V — rv + — +

2V
y r

Al diferenciar parcialmente se obtiene

Í)S 2V 2V~ . - ' V-

fV-S 4F d-s ,
»' dyrJx

rWSi se considera =
t/X

0 y ^ = 0 se nene

.\'v - 21' = 0

w- - 21' = 0

Al resolver estas dos ecuaciones simultáneamente.
V = '21' Para estos valores de .r y y.

_ 4V (V-S i)'S f .

fix' ('.21')' r?v- ■ d? ^ t)y ()x 1

z\

= 2 > o

4\' . _4»
i':i r i'2\ r 

} > o
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PorcI inciso(i)del cmeriode la segunda derivada. S tiene un valormínimorelj- 
tivo cuando j: 5= ^2V'y>-= V2V. Recuerde que jryycsián en el immaio
(0. + <M), y observe en la ecuación (1) que Ses muy grande cuandoxyy enía 
cerca de cero o cuando son muy grandes. Por tanto, se concluye que el valor 
mínimo relativo de S es un valor mínimo absoluto de S.

Como z = V¡lxy), entonces cuando x = \~2V y y = VÍV.

Uv'2

12V

Conclusión; La caja debe tener una base cuadrada y una profundidad de U3 
medio de la longitud de uno de los lados de la base. i

Punii)
fremera fnmiera

fmntcra

FIGURA II

fionicrj

FIGUR/\ 12

fninicfj

/

FIGUR/\ 13

Recuerde el teorema del valor extremo pora funciones de una variable; Si 
la función /es continua en un intervalo cerrado, entonces / tiene un valer 
máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en ese intervalo cerrado. Se dijo 
que un valor extremo de una función continua en un intervalo cerrado debesa 
un extremo relativo o un valor de la función en uno de los extremos dd 
intervalo. Se tiene una situación análoga para funciones de dos variablesenb 
que se involucra el teorema del valor extremo.

En el enunciado del teorema del valor extremo para funciones dedos 
variables.se emplead lúrmlno región acolada y cerrada. Una región R se di« 
acotada si es una subregión de un disco cerrado. La frontera de una regidnil 
es el conjunto de lodos los puntos P para los cuales lodo disco abierto que tiene 
su centro en P contiene al menos un punto de y al menos un punto que no 
pertenece a R. Una región cerrada es aquella que contiene a su frontera.

La figura 10 muestra una región acotada y cerrada R, la frontera de /I) un 
punto P de la frontera El ejemplo ilustrativo siguiente presenta alguius 
regiones acotadas y cerradas, en las que se identifica la frontera de cada región

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4

(a) Un disco cerrado es una región acotada y cerrada La frontera de eso 
reglón es la circunferencia del disco. Consulte la figura 11.

(b) Los lados de un triángulo junto con la región limitada por ól es una región 
acotada y cerrada. La frontera de esta región consta de los lados del 

triángulo. Observe la figura 12.
(c) Los lados de un rectángulo junto con la región acotada por el rectángulo

es una región acotada y cerrada. La frontera de esta región consiste de 1<« 
lados del rectángulo. Refiérase a la figura 13 ^

12.8.6 Teorema del valor extremo para funciones 
de dos variables

Sea R una región acotada y cerrada del plano xy. y sea / una función 
continua en R Entonces / tiene un valor máximo absoluto y un valor 
mínimo absoluto en R.

La demostración de e.sic teorema e.st j más allá del alcance de este libro.po( 
lo que se omite.

Si/es función de dos variables que satisface el teorema del valor extre­
mo. entonces un extremo absoluto de / es un extremo relativo o un valor de I*
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t

o í

lUn^KL 14

funui'm en un pumo de !d frontera de la region R El \alor extremo en tal 
situación puede determinarse medíanle el procedimiento siguiente

1. Calcule loss alores de la tuneión en los puntos ertiii-os de/del interior 
de la reglón R

2. Determine los valores extremos posibles de } de la frontera de la 
reglón R

3. El ma>or de los valores determinados en los pasos 1 y 2 es el valor 
máximo absoluto, y el menor de los valores es el valor niimmo 
absoluto

^ EJEfAPLO S Cakule los extremos absolutos de la función dell- 

mda por

= i- + - 4r - 2v -t- 7

si el dominio de/es la region Iriaiigulai ccrraila uivos lados est in sobre el 
eje X. el eje \ \ la reda i + v = 5

Solución 1 a ligura 14 muestra la region triangular cerrada R indicada
l.a tiineum polinomtal < es continua en R. de modo que se puede aplicar el 
teorema del valor extremo A tm de delerminai los pumos uiticos de t sc 
calculan las primeras derivadas parciales

\) 2\ 4 V vi 2\ 2

I sias derivadas parciales evistcn en cualqiiiei |Himo de R' U cuisuleiar 
/,(i. \ I V ktx, VI Iguales a (I se obtiene i - 2 v v l l'or lanti' el umeo 
punto critico de í es t2. 1)

Ahora se c onsuleiaian los v aloics de / en los puntos de la tiontei a de .K' .''O 
evaimiuia caita ladoviel liiaiii’ulo poi scpaiado

Sobic el eie i cuando v 0 v 0 v • se tiene H\ t'l v'

4\ I 7 una liiiicion cuadrática de uní sola Vailable Sea «í(vt fo.i". 

entonce.

i/ni V h I 7 ti ' V - s

I a Unu ion u tendía valoies evlu nios di indo 0 v> en los evtiemos
ikl inleiv.ilo |0 *il Nldileieiuiai i» se tidu

ir(t) 4

Si si-ioiisideia ir tu tise ohlu ne v de modoqiiecneleie v se delva 
lomm eiumm I los valoKs de la linuion nM.’.t’h vi\ th V t'

Soliie il ep V uiaiido v n \ t' v ■ s luu. st' vt v 
.'v I l Sen/It u /iti. \).de modovpie

/hu v’ '\ t ? 0 • V ^

/itv) ’v ’

Muin.idiiai /M»' t' si-ohiuiu v I Tv'i Unto sc»bio el .i. \ ddvn 
li iiei I 1111 neiil 1 los V.limes di 11 (uuu>'n » n tt' l\tMM v vO "

Solm 1 Mida V ' V ' > ^
modo qui

MI S \) »' 1 t** u 1» 'v' ''

s I'C d V '
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Tabla 2

li. 0 Jlí.'-)
(2. 1) 2
i2 0)
(0. II 1,
|1.2) A
<U 111 7
<5.0| 12
10.51 22

I ik- Kll> I
Ik >1 I I >‘ *1 '

III.HI \ tn

Stíj ylx) = /(x, 5 - x). por lo que
yít) = 2x^ - !2x + 22 0 £ t £ 5

y\x) = 4t - 12

Al considerar y'(t) ss 0. se obúene x = 3. De este modo, sobre la r«i 
X + y = 5, sedeben (omorencucnla los valorcsde la funciónen(3.2>,i5.C< 
y (0.5).

En resumen, los pumos posibles (x.\) para un extremo absoluto son (2. b 
(2.0). (0,1), (3.2), (0.0), (5.0) y (0.5) Los valores de la función en es» 
puntos se muestran en la tabla 2. El valor máximo absoluto es/{0.5j = 21 
y el valor mínimo absoluto cs/(2.1) = 2.

La figura 15 muestra la gráfica de/. la porciún de un paraboloide solved 
región triangular del plano xy dada La gráfica apoya los resultados

La figura 16 presenta la región triangular R y tres cursas de nisei Je' 
circunferencias del plano tv con sus centros en (2. 1). Observe que lospcr.'« 
frontera de la tabla 2 son los semccs del triángulo, el centro de las cl^^aIf^ 
rencias y los puntos sobre los lados del tnángulo donde el ladnestanger.'xia 
curva de nivel. i

A lo largo de este libro se ha \ Isto cómo los modelos matemáticos e=- 
pleanen mucha.s aplicaciones. Con frecuencia, estos misdclos fueron ecuaa.ee' 
que contenían a las s anablcs de la situación Se emplearon s anos mJuvics jí: 
de obtener dichos imxlclos, uno de los cuales trató acerca de la recia Jf wt 
m»i que proporciona la reciti de mejor ü/H.src para un conjunto de puntas E 
priKcdiniiento para dctermin.ir una recta sle regresión requiere la Kvaliratcr 
de un valor mínimo absoluto de una lunción de uvis sanables

vSupimga, por CK'mplo. que se desea obtener un m^sdelo matcm-itice pn 
algunos d.itos daslos mediante el coniunto de puntos ttj.yil, 
tv,. V,). Vnpaiiicular. v,puedeleprcseniarel mimen'dediMaresdclaunliJit 
som.uial de un l.ibncants'ciundo \,esel numen'de unidades vendidas en U'C-
m.ui.i. o \| pixlna ivprcsent.u el U'tal de las ventas anuales de una compás. 
»u.uulo V, .irtos lian iiaiisciinido desde que inició la compañía El m.nv*'‘A' 
\ as«'s mu'v Os ds' cicita cnfeniicila»! |X\liia tvpn'scnlarsc pi'r v, cuanA' v 
ndincm ilo »has desde el biotc de una epidemia de la cntemxvLKl H nvxVi> 
dese.tdoe'iin.vivLuiónqueinv.'lucua V V s.v quepncsieemplearsep»xb»'"!' 
pivdivv iones l'ish.i ivLunvii esta dada iSM" una iwt,v que "atusta” K's^f*”'

i*.'11 el )'iv'}s'snode obtenei nna .k-tmuuVv «.kviiavla vie la iwta.V meo 
.tiusie d.' l.'s dai'". lUiiiK'iv se mdu a que tan bien se aiusta una nvta ps’fts’’'’* 

.1 un somuntode pumos .il uksIu lasdiiamus vcnualessk'sA' los orm»''''' 
usía IVi etciuplo. U ligma 1 * mue'tia 5» pumos V la iwta V n\ 
pmiion ' tesvl».ósmH'pimt.'v le'^sm's^sstsleelisumov». sxv * 
i'M.t l 'desviaslómocits'f'emiveli esmmpumov la\vwae'5a»V.
. dOU'k’

.. - ' IM ♦ >'

l a 'uma vi.' 1.". ua\iM»los .le Lo vk'svtas mvs e\

íid. ‘ - ^1», {»*\ * bH'

. . I

|.i V u d mu'. .u" negativa V esvviv' solo'icasla.í. essvvv\s'«esiiVs*'\'^'*‘'* ^ 
puniosestAUsobiolaisMa Sev'*nMvk'UUvsmh*lat\\iavk'us.''KvA'**'*'**'*’

Uipuatuvui V \«x m\ mmimo absolui.' l sia vwu s»'vWikx"»** "■*

deuHivskindc V ss.bis' \ V elpoxs'sv'isuavWts'imuuulaseUama 
nuidnios iiitulimlos
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i mi » h

A conlmujCKin se presentara d método de mínimosLuadradosparadeler- 
minar la recta de regresión ) = itic + /; de un conjunto de n puntos Comoj:,

y j, son constantes, y/II y h son sanables, entonces ^ //,-cs una función de m 

y/> Denote esta función por/, de modo que ' '

f(nt h) = ¿ (s, - »nr, - />)'

Con c! fin de obtener los salores de m y h que hacen de f(m, b) un mínimo 
absoluto, primero se calculan las derivadas parciales b) y//)

fjm.b) = ¿ ¿fí'/ - '"'f. -

= ¿2(s, - mt, - />)f-r,)

f )

= 2 ^ (-t,s, + //ir,- + bx,)
< 1

"Z * "'S •'»“ +
<1 <1 ■ I

fi,ím,b) = ¿ - "ti, - b>-\

= ¿2(s, - itLX, - //)(-!)

I 1 

= 2
, 1

= 2Í-¿V, + //I¿T, + /!//)

'll <1

Al considerar/„(/n. fr) = 0 y h) = 0 se obtienen dos ecuaciones 

simultaneas en ni y b

(Ív4-'*(ts)"= i'.'. 12)

y

= Z'i

Si se resuelvo la segunda ecuación para b, se tiene

/.= i(is-lilis) >2'

/\l sustituir este valor de h en (2) se ohlieiic
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En d ejercicio S2 ■ic ic pedirá que proporcione los detalles de la oblenciúndE 
la ecuación (4) a partir de (2) y (3), y en el ejercicio 53 se le pedirá que ui:!u 
el criterio de la segunda derivada para demostrar que/ tiene un valor míniiy 
relativo para los valores de m y h determinados por (3) y (4). En este ejerciaij 
verá que existe sólo un un extremo relativo para/. que rn y b están en el c- 
tervalo <-eo. +eo) y que f(m, b) es grande cuando el valor absoluto de no 
el valor absoluto de b es grande. De este modo, se concluye que el valor tnñ- 
mo relativo de/es un valor mínimo absoluto

Observe que en las fórmulas (3) y (4) aparecen cuatro sumas diícrcctes 
Estas fórmulas pueden evaluarse en una computadora o en muchas calcuhd:- 
ras. En el ejemplo siguiente, se muestra una manc*a conveniente paracalcubr 
las sumas cuando se tiene una cantidad pequeña de datos

Tabla 3

r u 1 2 3
V 1200 1800 2S00 3100

Tabla 4

}. -t.v,
U I200 0 fl
1 IROO I UOO
2 2 500 4 5000
3 3100 9 0300

8600 14 16 too

Tabla 5

X I 2 3 4 S
> 20 24 30 3S~ 42

Tabla 6

____ y¡____^
1 20 I 20
2 24 4 48
3 30 0 90
4 35 16 140
5 42 25 210

Its 151 55 508

r EJEMPLO ó En 1975 se compró un objeto antiguo > raro per 
SI 200 Su valor en 1980 fue de SI 800, en 1985 su precio fue de $2 500} c 
1990 su valor fue de S3 100. Si el valor del objeto fuese determinado pondas 
2000 de acuerdo con el mismo patrón, utilice el método de mínimos cuadndes 
para estimar el valor del objeto para este año

Solución A fin de obtener la recta de regresión y = nx + b. scoid 
número de lustros (o penodos de 5 años) desde 1975 y sea y dólares el vakr 
del objeto 5 x años a partir de 1975. Así, se tienen los puntos de datos mo^liailúí 
en la tabla 3.

La tabla 4 muestra el cálculo para las cuatro sumxs que aparecen eab 
ecuaciones (3) y (4). De esta tabla.

I 1 I 1 I 1 i«i

Con estos valores y n = 4 se obtiene, de (4) y (3).

_ 4tl6100) - 6(8600) 
4(14) - 6(6)

= r>4ü

b = \ (8600 - 640(6)1 

= I19Ü

Por tanto, una ecuación de la recta de regresión es 

y = 640t + 1190

De donde, para el año 2000, t = 5: y para e.sie valor de .r

y = 640(5)+ 1190 

= 4390

Conclusión: Se estima que el valor del objeto para el año 2000 sera ^ 
>4390. *

^ EJEMPLO 7 En la tabla 5, x días han transcurrido desde el

de una enfermedad particular, y y es el número de casos nuevos de U enf'*' 

medud en el día número j. (a) Determine la recta de regresión para los puntes 
datos (V,. y,). (b) Utilice la recta de regresión para estimar el número de nue"’^ 

casos de lu enlcrmedad en el se.xio día.
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Solución

ía) La reda pedida tiene la ecuación y = mx + b. Para determinar m y 
b. primero se obtienen las .sumas de las ecuaciones (3) y Í4) a partir de ios 
datos de la tabla 6. De esta tabla,

= 15 ^v/ = 151 = 55 5].r,y, = 508
•I .1 , I ,=i

Con estos valores y /i = 5 se obtiene a partir de (4) y (3),

51508) - (I5)(15lj
5(55) - 115)115)

b = J 1151 -55115)1 

= 13.7

Por tanto, la recta de regresión tiene la ecuación 

y = 5.5r + 13.7

(b) Con.t = 6 en la ecuación de la recta de regresión, 

y = 5.5(6) + 13.7 

= 46.7

roncliisión; En el sexto día de la epidemia, se estima que habrá 47 casos 
nuevos de la enfermedad.

Muchas calculadoras poseen programas que proporcionan un modelo de 
regresión lineal mediante un ajuste de mínimos cuadrados. Si su calculadora 
es capaz de esto, utilícela con el objeto de apoyar los resultados de los ejemplos 
6 y 7. Otros programas pueden determinar modelos de regresión cuadráli- 
eos. cúbicos, logarítmicos y exponenciales. Refiérase al manual del usuario de 
su calculadora para conocer los procedimienio.s a fin de obtener estos modelos.

EÉÍIYrCICIOS 12.8

f-'i Irn fjen taos lab. t'/iriíc/iírf lo'i curemos rclüliws ilc Iti 
función iilncnicmli) primero los puntos críticos y dcspités iipli- 
Ilindo la tlcfinición 12.8.2. Dclcniiíiic si los curemos relativos 
'"II curemos ubsoUuos.

I- fix, V) = .^1|6 - .t- - y-

-■ fix, i) = + y- + y

Z't.y) = + s' ~ -ti - 8y + 16
/(«. V) = 2 + 2\ + 6y - .t* - y*

5- /(r. \) = y - + V- - 2.t + 1

<*• lit. + y- + 1

1 'I /.'j ejen icios 7 a 18, determine los extremos reliilixns Je f 
' bn.ilii I los puntos silla, si los tiene.

Ar.y) = .t' + y* - 6t* + y - I

/Ir, y) = lat- - 32y^ - 36r - 128y - 110

9. fix.y) = > - - i- + Ir - 4\ + 3

tt), /(t.y) = X* - y* + - 8y + 25

n. fix.v) = - ~ s- xy 
.V y

12. /Ir.y) = .r- - 4ry + y' + 4y

13. /tr.y) = 4vy* - Ir-y - x
14. f(.x,y) = y* - 4y’ + Ir' + 8.ry

15. /Ir.y) = .r’ + y’ + 3\- - 3r - 9y + 2

16. /l.r. yi = f' sen v

17. fu. y) = €■'*
18. flx.y) = .r^ + y’ - IS.ry

Di los ejercieiiis 19 a 24, obtenga los curemos absolutos de 
la fum itín cuso dominio e.s la región i«otada v cerrada R del 
plana tv

19. La función del ejercicio 3. /? es la región trianpularqui: nene 
sciutcs en (0.0). l4,0) y (0,8).
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20. furiLion del cjcr(.ii.iii 4. H es lj rcgiOn tnanguiar cu>os 
I.iJds siin el eje «, el eje) y la recia x + j = 5

21. = 3(* -f xn/(es la reglón limiloda por la parabola 
» = r > la retía > = 4

22. /It. v> = t* - 2i\ + 2i. R es la región acolada por la 
parabulay = 4 - t'yelejex

23. /ít. V' = \^ + t' - 3i. R es la región limiiada por la 
cirtunferentia T* + (v - I)* = I

24. /(«. i) = sen t + sen i. es la región acolada por el
cuadrado cuyos sénices son (0 Oj. (rr. 0). (0. n\ y \n. n)

25. Deicrmine los ires números posiiisos tuya suma sea 24 de 
nuKlo que su producto sea el mayor posible

26. Obtenga tres números positivos cuyo producto sea 24 de 
manera que su suma sea lo más pequeña posible

27. EntuenlrecIpuntodelpIano3x + 2» - := Squecstémls 
cerca al pumo (I. -2. 3), y calcule la distancia mínima

28. Deicrminclospuniosdelasupcrficiey* - xr = 4queestén 
más cerca al ungen, y calcule la distancia mínima

29. Obtenga los puntos de la curva de intersección del elipsoide 
X* + 4\*+ 4:* = 4yclplanox - 4v - r = Oqueeslen 
más cerca del ungen, y calcule la distancia mínima

30. En una fábnca. los trabajadores se han clasificado en dos 
maneras A y IJ Lxis trabajadores tipo A ganan S14 por 
jomada, mientras que los del Upo Hganan SI 3 Para alcanzar 
cierra producción en una jomada, se lia determinado aumen­
tar los sálanos de los trabajadores, si se emplean x trabajado­
res del Upo/T y v del Upo/?, enloncesel numero de dolares del 
costo de la jomada es v' + x* - 8ry + 600 (.Cuántos 
trabajadores de cada upo deben emplearse a Tin de que el 
COSIO de la jomada sea un mínimo si se requieren por lo 
menos tres trabajadores de cada tipo para una jomada'*

31. Una inyección de t miligramos de cierto mcdicamcnio.r y y 
miligramos del mcdicamcnlu D produce una respuesta de R 
unidades.yR = jrv^(c - x - yj.dcmdoicsunaconsianle 
positiva (.Qué doviv de cada medicamento ocasionarán la 
respuesta maxima'*

32. Suponga que r hnnis de<pues de la inyección de r miligra­
mos de adrcnjlma la respuesta es de R unidades, y R = 
le '(( - xu. donde c es una constante positiva. (.Qué va­
lores de r y r producirán la respuesta máxima'/

33. Calcule el volumen del mayor paralelepípedo rectanguLir
que pueda inscribirse en ci elipsoide 3(u* + 9\" 4:' s
36 SI las ansi.is deben ser paralelas a los ejes coordenados

34. 5c elabora una caja rectangular sin tapa con un costo de inalc- 
naldeSIO 5id material parad fondodc la caja cuesta $0 15 
por pie cuadrado y d maicnal pora los lados cuesta $0 JO por 
pie cuadrado, determine las dimensiones de la caja de mayor 
\ olumcn que pueda elaborarse

35. Se cunsiniy cuna caja rectangular cerradacon un volumen de 
16 pie'empleando tres tipos de materiales El costo del ma- 
Icnal parad fondo y la tapa es de SO 18 por pie cuadrado, d 
costo del maicnal parad frcnley la pane trasera es de SO 16 
por pie cuadrado, y el costo del matenal para los otros dos 
lados es de SO 12 por pie cuadrado Calcule los dimensiones

de la caja de modo que el costo de los maienalev« • 
mínimo

36. Suponga que 7 grados es la temperatura en cualquxtpc. 
(x.y.í) de la esfera r’ + .v* + z* = 4, y 7 = |f/iri 
Obtenga los puntos de la esfera donde la Icmpcnitun o ^ 
máxima y también los puntos donde es mínima. Adca 
calcule la icmpcraiura en estos puntos

37. Suponga que en la producción de cierto artículo se rapara 
X hura.s-máquina y y horas-persona, y que el costodepv 
ducción está dado por/íx. y). donde

/(x.yj = - 6tv + y- + 500

Determine los números de huras-máquina y de hen 
persona ncccsanus para producir el anículo al ctrsiamr--

38. Una tienda de ropa vcndedostiposdecamisaquesoae: 
lares pero que son etaborada.s por diferentes fabnca.s:;> E 
costo de la tienda para el primer tipo es de S40 y el ets) 
del segundo upo es de SSO Por medio de la expenenaci: 
ha determinado que si el precio de venta del pnmaDp'o 
de X dólares y el precio de venta para el segundo liponée< 
dolaros, entonces el numero de camisas del pnuiertipoipa 
se venden mcnsualmcmecs3200 - 50li * 25v.yéldela 
del segundo tipo es 25x - 25y (.Cual debe ser elpr»:* 
venta de cada Upo de comisa a fin de obtener la miiaa 
utilidad*

39. En 1921. el autor de una pintura abstracta la veiidia[R 
SIGO Debido a su importancia histórica su valorieli 
incrcmcntadoconelpa.sodcltiempo En 1941 suvolorfc:- 
S4 600.cn 1961 scvendiócnSI I ÜOO.ycn ]981suvakffa 
de S20(K)() Suponiendo que el valor de la pintura se es> 
blecera de acuerdo con el mismo patrón hasta el año 2K' 
utilice el método de mínimos cuadrados paraesumarsuiili 
para ese año

40. Un automóvil modelo 1991 se vendió como un carrol^ 
do en 1992 por S6800 Su valor fue de S6200 en 1^-' 
en 1994 su valor fue de S5 700. y en 1996 su precio
$4 800 Utilice el mciodo de mínimos cuadradosparaeia- 
marel valor del cumien 1995.

41. En el C/;ii’/mi í/mi se ha exhibido una película duraiuecux" 
semanas, y la asistencia semanal (con aproximaca^ ^ 
cientos) pora cada semana esta dada en la tabla sigues^.SrmaniiA’o. j 1 2 3 4 5
Aiulenela { SOÜO 4500 4100 IODO
Suponga que la asistencia semanal continuara reducid 
dose de acuerdo con el mismo palnm hasta Ibgara 1^ 

(o) Utilice la recta de regresión para los dalos de la 
de detcmiinar la asistencia esperada para la sexta 
(b) La película se cambiará al CmcmaDax que es mi' 
queñu, cuando la asistencia semanal esté por debajo 2-^ 
(.Cuántas semanas eslora exhihtendose la pchvub 
Cinema Uno *

42. Scunalizu la sav la de cinco arboles a fin de dctermiiuf 1^''^ 
tidad de la hormona vegetal quecaiLsa la caída de b>b^''^' 
En el cavo de los arNiIcs de la tabla sigutenic.
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likrun r mitrDjirjmos <)c l.i htinnonj vegetal fveurre 
1j caída de y hojas

11 Kohit Arce Abedul Pino Aeaela

J '1 28 57 38 75 82

} 1 208 350 300 (.20 719

(a) Obtenga una ecuación de la recia de regresión para los 
dalos de la labia (b) Utilice la recta de regresmn para esti­
mar el numero de liojo-s caídas de otro tipo de árbol cuando 
se liberan lüO de la hormona vcgelal

3. Se examinaron cinto corredores a fin de determinar su absor­
ción maxima de oxígeno, medida que refleja el estado cardio­
vascular de una persona Los resultados se presentan en la 
siguiente labia donde t segundos es el mejor tiempo del corre­
dor al correr una milla y y mililitros por minuto por kilogra­
mo de peso es la absorción maxima de oxigeno del corredor

Corredor A Corredora Corredor C Corredor D Corredor t.

I 350 6 407 3 326 2 5128

y 4185 375 6 350 2 400 2 325 8

(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
dalos de la tabla (b) Emplee la recta de regresión para es- 
limar la absorción maxima de oxigeno de un corredor si su 
mejor tiempo al correr una milla es de 340 4 s 

44 Se utilirj la calificación del examen de admisión de un 
estudíame con el objeto de predecir su promedio al final del 
pnmer año de estudios La siguiente tabla proporciona los 
dalos para seis csludianics. donde r es el resultado del 
examen y v es el promedio de calificaciones

/ studuinlf Fsludiunlr EstuduuUe hsludtante trrurfunlf Esiudiajtle 
Á II C O E F

^ _ ')2_____ Kl 7T______ 98______ T2______ 85

I 34 27 II 38 22 30

la) Obtenga una cuiauun de la recta de regresión para los 
dalos de la tabla (bl Emplee la recta de regresión a fin de 
esliiiur el promedio de ealificaciones de un estudiante al 
final del primer año de estudios si el csiudiantu* obtuvo un 
r<- uliado de H8 en el examen de admisión 

La siguicmle tabla presenta la producción mensual de una 
fabnca y la utilidad para los primeros cinco meses del ano. 
donde x miles de unidades se produjeron y \ miles de dólares 
•■e obtuvieron de utilidad

Enero Febrero Marzo Abnl Mayo

X 65 72 82 90 lOÜ

y 30 35 42 48 60

’’1 la producción para jumo es de 105 000 unidades, utilice la 
fecia regresión para los datos de la labia a fin de estimar 
l'i utilidad de ese mes

46. En la l.ibla siguiente, para cinco niños sanos, u kilogramos 
es su peso y y milímciros de mcrcuno expresa su presión 
arterial media (el promedio de la presión sanguínea de la 
diástule y de la sístole)

Amo /I Ai/lo D Amo C Aino /> A’mo E

w 20 30 35 4(1 50
y 70 85 'Xt 96 100

(a) Una ecuación que "ajusta" los datos de esta tabla es 
y = /n(ln u) + b Paradctcrmmarestaccuaciónconsiderc 
X = Iniv yutilicecliiKlododemínimoscuadradosparalos 
puntos (r,. \,) (b) Use el resultado del inciso (a) a fin de 
estimar la presuin artcnal media de un niño sano cuyo peso 
es de 45 kg

47. Un decorador, quien es un monopolista, hace dos tipos de 
marcos para pmiunts Por medio de la expcncncia, el deco­
rador ha deiemimado que si elabora r marcos del pnmer tipo 
y 1 marcos del segundotipoy los pone ala venta en una sala 
de exhibición, pueden venderse por (100 - 2x) dólares y 
(120 - 3v)dólarcscadauno.respcclivamcnle Elcosiototal 
de fabncación de estos marcos es (12o: + 12v + 4iv) dó­
lares ¿.Cuantos marcos de cada Upo debe producir para 
obtener la mlxima utilidad, y cual es esa utilidad'’

48. Demueslrc que la caja rectangular de mayor volumen que 
puede coliKarsc dentro de una esfera tiene la forma de un 
cubo

41). Se elabora una caja sin tapa con una cantidad de matcnal 
dada Determine las dimensiones relativas de la caja que 
contenga el mayorvolumen posible

50. Un monopolista produce engrapadoras y grapas cuyas ecua­
ciones de demanda son r = II - 2p - 2q y \ = 19- 
2/> - 3</. donde la demanda de engrapadoras es lOOOr si 
el precio unilano es p dólares, y la demanda de grapas es de 
lOOOv cajos SI d precio unitano por caja es q dólares El 
costo de producción de cada engrapadora es de S2, y el de 
cada caja de grapas es de SI Demuestre que para obtener la 
maxima utilidad total, las engrapadoras deben ser gratuitas y 
las grapas deben ser costosas

51. Si/esunaíunciondifercnciableparalacual V/íto. ig) = 0. 
demuestre que la gráfica de / nene un plano tangente hon- 
rontal en el punto (tg. Vq./(xo.

52. Obtenga I.i ecuación (4) al sustituir de (3) en (2)

53. Si/(;n.b) = ¿(i, - nu, - íi)% uülicc el cnleno de la

segunda denvada para demostrar que tos valores de m y b 
en (3) y (4) proporcionan un valor mínimo relativo de 
/ SHijcrt’/iciü primero demuestre queb) > 0

ParaprobarqucD(m.b) > O.debedcmostrarque >

^ ¿ V|j‘ Para demostrar esto, sea t = ^ ¿x, y apli­

que las propiedades de la notación sigma a la desigualdad
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12.9 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
En la solución dcl ejemplo 4 de la sección 12 8 se minimizó la función cujos 
valores de función son x\ + 2xz + 2>’c, sujeia a la condición de que j 
y c saiisfaciescn la ecuación r%z = V' Compare esto con el ejemplo 3 déla 
sección i 2 8. en el que se dctcnninó el extremo relativo de / para el cual 
/(x. V) = - X” - 2\ Estos son esencialmente dos tipos difcrcmci
de problemas debido a que en el ejemplo 4 se tiene una condición adicional 
denominada restricción fo condición lateral) Estos problemas se denommin 
problemas con extremos restringidos, mientras que el problema del ejemplo 
3 se denomina problema con extremos libres.

EMremiiminngiduUi: 23

,25 - y a*>=2

FIGURiV 1

\y EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Enelcjemploilusiratisoldc
la sección 12 8. se demostró que la función definida por

/(r,v) = V25 - - yi (i,

nene un valor máximo relativo de 5 cuando t = 0 y y = 0 El número 5 es 
un máximo libre de /

Suponga que. además de satisfacer la ecuación (I), se impone la condición 
de que x y v deben satisfacer la ecuación

X + V = 2 I2i

Ahora se trata de obtener un máximo rcstnngido El punto que corresponde ai 
máximo restringido estará en la semiesfcra definida por la ecuación (1)> en 
el plano definido por la ecuación (2): esto es, estará sobre la curva de 
intersección de la scmicsfcra y el plano Refiérase a la figura I Se puede 
determinar que el valor máximo restringido es \ 23 cuando x = I v v = l 
esto por medio de los técnicas estudiadas en el capítulo 2: sustilu>a e! valor de 
ven términos de r de (2) en (I). y obtenga el valor máximo relativode la función 
de una variable que resulte ^

Debido a que no siempre es posible resolver la resinccuín para una de U’- 
variables en temimos de las otras, como se bosquejólen el ejemplo ilustrativo
I. se puede seguir otro enfoque para determinar los puntos críticos a fm de 
resolver un problema de extremos restringidos El procedimiento empleado 
para tal fin se denomina método de multiplicadores de Lagrange, en honor 
a su descubridor Joseph L Lagrange, el matemático francés que se ha mcni.io 
nado V anas veces en este libro El método esta basado en el teorema siguiente

12.9.1 Teorema

Suponga que / y g son funciones de dos \ anables cuj a.s primeras denv a 
das parciales son continuas Si / tiene un extremo relativo en el punto 
(■»(>• >■»./('()• vo» sujeto a la condición g(t, v) = 0. y Vg(xiv>o) ^ 0- 
entonces existe iimi constante A. tal que

V/ít(,. v„) + AVg(Xü. Vü) = 0

Demostración Si V/tio, vq) = o. entonces se cumple (3» si A = b 
Ahora se prob.ira (.3) suponiendo que vo) ^ 0 De las condiciones
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djdas, cl teorema de la función implícita, el cual se demuestra en Calculo 
avanzado, permite representar la curva C, cuya ecuación es gfj. y) = 0, 
mediante la ecuación vectorial

R(i) = a(f)¡ + p(¡)i

pararen algún intervalo para el cual R'íí) 0 Refiérase a la figura2 Sea/,, 
el valor de / correspondiente al punto (ro y,)}) donde/uene un extre­
mo relativo Conforme / vana a lo largo de C. se obtienen diferentes valores de 
la función/, de los cuales los puntos correspondientes (x.y,f(x.y)) se hallan 
sobre la superficie definida por/ y están sujetos a la rcstnccion g(x, y) = 0

Sea <¿ la función de la variable / definida por

4>U) =/(a(0./J(/))

Como / tiene un extremo relativo en (v,,. Vo./íxo.),,)). entonces 4> tiene 
un extremo relativo en /„ Por tanto, (^'(/y) = 0 Ahora se calculará 4>(n 
mediante la regla de la cadena

<¿(0 =/,(t,v)a(í) +/v(r.v)j3(/J

'd)Cf(ío) +/ít().'o)/3ííü)

Debido a que d> (r„) = 0. se tiene de la ecuación anlenor

Alto 'ii)a(h)» +/v(’^ti-'ol/J('o) = ü 

<=> V/(i,|. i„) • R{r„) = 0

Puesto que V/iv,]. \„) y R (/„) son distintos del vector cero, se puede concluir 
a partir de esta ecuación que V/i,, v,,) es ortogonal a R (/„) Sin embargo, del 
teorema 12 7 6. Vi,'(v„. t,,) tambicnes ortogonal a R'(/y) La figura 2 ilustra es­
tos resultados Como V/tq,, v,,) y Vg(r„, v,,) son ortogonales al mismo vector, 
entonces ellos son p.iralelos, de modo que se cumple la ecuación (3) ■

Ahora se mostrara como se aplica el teorema 12 9 1 para determinar los 
extremos relativos de una función/de Les variables x y v sujeta a la restnc- 
cion g(v. \) = 0

Se introduce una nuevas ariable.denominada muUipltcüdordcLagrange, 
y se forma la función auxiliar F de las tres v anables t, v y A para la cual

fÍT. \. A) = f{\. \) + Ai-ív. v)

De este modo, el problema se transforma en un problema en cJ que se deben 
dc’ienmnar los puntos críticos de Fen los que las tres pnnicras denvadas par 

cíales de F son cero

r,(v.t.A) = () /\(v.v.A) = 0 F;,(x.x,X) = 0 (4i

Observe que las dos primeras ecuaciones de (4) equivalen a 

/,(v. V) + Ag,(i. V) = 0 y A(r.\)-t- At-,(i.v) = 0 

y estas dos ecuaciones son equivalentes a la ecuación vectonal

V/(\, V) + AVvO. \) = 0

ijuees laecu.icioii (3) del leorenia 12 9 1 Ademas, la tercera ecuación de t4) 

esjjlt.v) = 0. la cual es la restricción
r I siguiente proeedimicnlo resume la discusión anterior
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A fin eje aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para
determinar los extremos relativos de una función/de las dos vanabks 

y >• sujeta a la restricción jgfjT.y) = 0:

1. Defina la función auxiliar Fdc las tres variables i.yy Aparalaciul

F(x,y\X) = f{x,y) + Agír.y)

2. Considere el sistema de ecuaciones que se forma al igualara cmlu 
tres primeras derivadas parciales de F.

F^íx.y. A) = 0

FvLr.y. A) = 0 
3'. A) = ü

3. Resuelva el sistema de ecuaciones del paso 2 para determinarlos 
puntos críticos deF.

4. Entre las primeras dos coordenadas de los puntos críticos de F ob­
tenidos en el paso 3, se encuentran los valores de.ty y que proporcio­
nan los extremos relativos deseados.

Observe que los extremos relativos de/ sujeta a la restricción pue>i^ 
ocumr en un punto donde g,(.r,y) y j»,(r,yJ sean cero Estos punios tal >í2K 
puedan obtenerse mediante el método de multiplicadores de Lagrange, pr 
lo que deben examinarse por separado.

^ EJEMPL0 1 Utilice el método de multiplicadores de LaprJ 
a fin de determinar los extremos de la función/para la cual

fix. s) = 3r -I- 4v - 3

SI el punto (t, y) está sobre la circunferencia (r - 1)- -f y* = 25.

Solución Se escribe la ecuación de la circunferencia en la forma 

.1- + y- - Ir - 24 = 0

Con el propósito de obtener los extremos relativos de/sujeta a esta rc'tn.- 
cuín, se define la función Feomo sigue:

Fix, A) = 3t 4y - 3 4- Au~ + y- - 2.r - 24)

Al calcular las derivadas parciales F^ F, y Fy, e igualar a cero los valf^ 
resultantes se tiene

F,: 3 + 2A(.r - 1) = 0
F, 4 + 2Av = 0
F;.; .\' + y- - It - 24 = 0

Observe en las ecuaciones (5) y (6) que .r 1 y v * 0 Al resolverí'ü’ 
ecuaciones para A se obtiene

:tr - 1)
X = --

y

Si se Igualan estos dos valores de A resulta

l8)

3v = 4(t - I) 

V = I)
il'
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ii ■ u :k

I. I >

ll<>( lU (

Lsie \alnr de \ se sus[itu>e cn la ecuación (7) y se resuelsc para t

c- + + 1) - 2r - 24 = 0

+ 16i- - 12r + Ift - I8r - 216= 0 

25t- - 50r - 200 = 0 

r- - Ir - 8 = 0 

(r + 2|(r - 4) = 0

r = -2 T = 4

De las LLuauones y (8) cuando r = -2. \ = -4 y A = 4. \ cuando

' Por lamo, los punios (-2.-4. 1) y (4.4.-4) son 
los punios críticos de / Así. {-2, -4) y (4. 4) son los únicos punios posibles 
para los cuales^ tiene un esiremo relaliso Como

/(-2.-4( = l(-2) + 4(-4) y /|4, 4) = ('ÍH4) + 4(4) - 1 

= -2^ = 2S

el salor mínimo relamo de Tes -25 y su salor masiino relaiiso es 25 ◄

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La tunuon f del ejemplo I
es continua cn el ilisco cerrado definido por 

(i - 1|- + \' á 25

Por l.into. porel teorema liel valor extremo I tiene un valor máximo absoluto 
\ un v.ilor mínimo absoluto en el disco Como

') = d

y estos valores nunca son cero, entoncesj no tiene extremos relativos dentro 
de la eircunlorciiei.i De modo que los extremos relativos deben ocumr sobre 
[a circtiiilereiieia l n consecueneia. del resultado del ejemplo 1, se puede con­
cluir ipie 25 es un v.ilor máximo absoluto y que -25 es un valor mínimo abso­
luto cu el disco cerrado

Reiterase a l.i tipuia ^ Las rectas

U + 4\ - 1 - 25 <=> + 4v - 28 = t)

1\ + 4\ ' í -25 í-í. + 4\ + 22 = 0

son cunas de nivel de I láncenles u la circmilereneiii de restricción cn los 
puntos (4. 4) y 1 2, 4) respectiviimeiitc ^

11 método de multiplicadores de l ii^ranjtc puede cxiemlerse a luneiones 
de lies van ibles I I icoKina siemenie es siimlar al teorema 12^ l

12*9.2 Taorcma
Siiponpa que / v x 'on luneioiies de tres sanables cuvas pnmeias dc- 
iivad is p.uu iks sou coniimias bi / tiene im extremo ivlaiivo donde 
X v„, V 'll V . .0. sujeto a la testiiccidn et'. '
V"h,i .111 n.inioniesevtsteiinaeonsianieAialque

Vmv 'h .1» AVen,i.',1 id d
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En la demostración de este teorema, .semejante a la del teorema 12.9.1, n 
necesario probar que cuando V/(Xfl. yo. Co) y >o- Zo) disumos del
vector cero, los dos son ortogonales a la superficie g(x. y, z) = 0, lo cual 
implica que V/íxq. yo. 2o) X )o. 'on paralelos. De este hecho resulta
la ecuación (10).

Al igual que del teorema 12.9.1 se obtuvo el procedimiento con el linde 
aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para funciones de dos vana- 
bles, el teorema 12.9.2 proporcionad siguiente procedimiento para funciones 
de tres variables.

A fin de aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para de­
terminar los extremos relativos de una función/de las tres vanabics z, 
y y 2 sujeta a la restricción g(x, y, z) = 0:

1. Defina la función auxiliar F de la.s cuatro variables x, y, z y A pan la 
cual

F(x. y, z. A) = fix, y, z) + Ag(x. y, z)

2. Considere el sistema de ecuaciones que se forma al igualar a cero las 
cuatro primeras derivadas parciales de F.

F,ix,y.z,X) = 0 
f^íx.y.A) = 0 

F.(x, y. z. A) = 0 

Fxix.y,z,X) = 0

3. Resuelva el sistema de ecuaciones del paso 2 para determinar los 
puntos críticos de F.

4. Entre las primeras tres coordenadas de los puntos críticos de F. ob­
tenidos en el paso 3. se encuentran los valores de x. y y z que 
proporcionan los extremos relativos deseados.

^ BJEMPL0 2 Resuelva el ejemplo 4 de la sección 12 8 medíanle 
el método de multiplicadores de Lagrange.

Solución Se definen las-variables .r, y y y la constante V como en la 
solución del ejemplo 12.8. Sea

S = fix, y, z) y g(x. y. z) = .tyz - V

= x> + Itz + 2yz

Se desea minimizar la función/sujeta a la restricción

fi(A.y.z) = 0

Ahora se considera la función F para la cual

f(z.y.z.A) =/(x.y.:) + Ag(.c.y. z)

- ty + Itz + 2yz + A(vvz - D

Con el propósito de obtener los puntos críticos de F se calculan las cuatro pn- 
meras dcri\ adas parciales F,, F^. F- y F;^ y se igualan a cero los resultados
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¡^1- \ + 2z + X\z - 0

t + 2r + Ar.- = f) 

r 2-x * 2\ + At\ = 0 

r, - V' = 0

ni)

(12)

(13)

(14)

Si sc restan los niicmbros de (12) de los turrespondienies de (11) resulta 

\ - X + Áz(\ - t)= 0 

(\ - t)(l + A;i = 0

de donde se iibliene

y tomo: 0

Al sustituir A = -1/cen (12) resulta t + 2: - t = 0. io que da c = 0. lo 

tual es imposible debido a que c sc eiituenira en el intersalo lO. +«) Si se 
sustituye de 115) en (13) resulta

1\ + Iv + Ar- = (I 

1(4 + Arl =: 0

A = debido a que r 0

Si en (12) se sustituye A por -4 r. se obtiene 

r + 2: - -tvc)= 0

Alfeempla/arde(l5)y(Ifi)en(l4)scobtienc |t' - V = 0. de donde resulta 

X = ^21’ Con este valor en (15) y tl6), v = ^2V y c = i '.2V Por 

lanto.elpun(o( ' 21'. ’21'. t ' 21’, A)csunpuntoerHitoder y.tomosemos- 

tró en la seeeión 12 8./‘tiene un valor mínimo donde » = %2V’.v = ’.21’.

El ejemplo que sigue trata una situación .sobre economía en la que se 
emplea la función tililidiid, la tual mide la salislatciún a partir de las 
cantidades de ciertos artículos Se llama índice de ulilidud a cualquier v alor Je 
una luntion utilidad, el tual destnbe numéncamenie una preferentia indivi­
dual por los artículos

^ EJEMPLO 3 Supongaquet/esunatunuónutilidadparalacual 

Uix, V. z) = rvr

donde t. v y z representan el numero de unidades de ios artículos \,//y C res­
pectivamente. los cuales son consumidos seiiunalmenle por una persona 
particular Ademas suponga i|ue los precios unitarios de A. li y C son S2. S3, y 
S4. respeeliv ámente, y que el gasto total semanal para estos artículos se ha 
presupuestado en S90 .Cuantas unidades de cada artículo deben comprarse 
seinan.ilmeiile para ma\imi/ar el índice de utilidad de la persona ’
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Solución Se desea determinar el valor de .(.y y z, cada uno en el mienalo 
(0. +00). que maximice C/(x, y. z) sujeta a la restricción de presupuesto 
2x + 3y + 4; = 90. Sean

g(.r. y, z) = Zr + 3v + 4: - 90

y
F(x.y. r. A) - xyz + A(2r + 3y + 4; - 90)

Al calcular las primeras derivadas parciales e igualar a cero los resultados, se 
obtiene

r.- yz + 2A = 0 (17)

xz + 3A = 0 (18)

Pz- .ry + 4A = 0 (191

F}-- It + 3y + 4z - 90 = 0 120)

De (17) y (18). y después de (17) y (19)

y = fx y z = ix (21)

Si se sustituye de estas ecuaciones en (20) se obtiene

It + 3(2jr) + 4(ft) - 90 0

-r = 15

C(inestevalordejenlaccuaciun(21).y = lüyz = 7.5. Portanio.secalcula

U = (15. 10.7.5) = (15)(10)(7.5)

= 1125

Como X, yyz están en el intervalo [0. + oo), es claro que este s alor no puede ser 
un mínimo porque existen muchos valores de U sujeta a la restricción dada que 
son menores que 1125. Por tanto, este valor maximiza a U sujeta a la rc>tnc- 
ción dada.

Conclusión; Para maximizar el índice de utilidad del consumidor, dslc debe 
comprar 15. 10 y 7.5 unidades de los artículos A. y C, respectivamente, pit 
semana. ^

^ EJEMPLO 4 Utilice el método de multiplicadores de Lagrance 
para calcular la distancia mis corta del origen al plano Ax + By + Cz ~ O

Solución Sean vr unidades la distancia del origen al punto (.t, y. :• del 
plano. Entonces

w - + y- + z'

Debido a que u- será un mínimo cuando ii- sea un mínimo, se define la funcii'n 
/ para la cual

fix, y, z) = + y- + r

Se desea determinar el valor mínimo de/sujeta a la restricción 

Aj + iíy + Cz - D = 0
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Con la '.uposiuón de que exisle tal valor mínimo, éste OLUrnra en un punto 
erítiLo de la (uneión Ttal que

F(x.\.z.^) = x- + \' + z--i- Aí/Lr 4- /3\ + C: - D)

A fin de obtener los puntos críticos de F se calculan las primeras denvadas 
parciales de T y se igualan a cero

r, 2r + AA = 0

r, 2\ + A/3 = 0

r. 2z + Ac = 0

Ax + B\ + Cz - ü = {) (22)

A partir de los primeras tres ecuaciones se obtiene

r = - |AA V = -Ufí c = -p.C (23)

Si se sustituyen estos valores de r, \ y c en (22) resulta

-U(A- + B- + C-) = /5

-'3 = P
A'- + B'-+C-

En las ecuaciones (2^) se sustituye -■! A por su valor y se obtiene 

f .. —_____ ________ - — _____ OH_____  (74)
+ C- + fl* + C- - A' + B- +C- '

El punto que tiene estas coordenadas es el único punto critico de F Por tan­
to. la distancia mínima del ongen al plano es la distancia del origen al punto 
(V(j, V,). C()) donde i[), \(j y Zu son los valores de r. v y ; de la ecuación (24) 
En consecuencia, la distancia mínima es

’ A-D- . D-D- . C‘D'
X + 'o + MI - ^ ^ + c;,2 + + a: + c'-)'- (A^ + B- A C-)-

A- + B- +

El método de multiplicadores de Lagrange puede extenderse en el caso en 
que se impongan \ anas restricciones En particular, si se desea determinar los 
puntos críticos de la función que tiene \alores/(v. v. c) sujeta a la.s dos res­
tricciones j>(v. v,;) = Oy/Jíx.y.z) = 0. se determinan los puntos críticos de 
la función F de las cinco \ unables x. y. z. A, v /i para la cual

F(i.x.z.Á,fJ) =/<x.\.z) + Ag(r,v.:) + p/i(v.v.:)

El ejemplo siguiente ilustra el método

^ FJBMPLO 3 Obtenga los extremos relativos de la lunción/"si 

/(i.v.:) -= r: + \;

y SI el punto (t. V, c) esta en la intersección de las superlleies + c- - 2y 

ve - 2
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Solución Su (lufinc Ij funciún F para la cual

r(t.A,/i) = xz + \z + A(«r + z‘ - 2) + til\z - 2)

Al calcular las cinco primeras derivadas parciales de F e igualando los re 
sullados a cero se tiene

fe z + 2ÁX = 0 l25i

z + liz = 0 (26)

r. t -1- V 2Az -1- pv = 0 (27i

a -I- - 2 = 0 (28i

vz - 2 = 0 (29)

De (26) se obtiene /i = -I y z = 0 Se recha/a z = 0 debido a que 
esto contradice (29) De (25) se obtiene, si x ^ 0.

Al sustituir este salor de Ay;/ = -I en (27) resulta 

.r + V - - \ = 0
X

X- - z- (30)

Si de (30) se reemplaza en l28) se obtiene 2.t- - 2 = 0. ot“ = 1 Estopa»- 
porciona dos valores para x. a saber. 1 y -1. > para cada uno de estos \alore' 
de A se obtiene, de (30). los dos valores I y -l para z Al obtener los valo­
res correspondientes para v. a partir de (29). se tienen cuatro conjuntos di 
soluciones para las cinco ecuaciones (25)-(29) Estas soluciones son

II Z = 1 A = -| II 1

< II 1II11 II /r = -1

ti ta II A = i •fc 11 1

II ,'a z = -1 )II

''C 1IIa.

Los conjuntos de soluciones primero y cuarto proporcionan/it. v.z) = '
> los conjunios de soluctones segundo y tercero dan f{\. v..") = 1 Fn con 
secuencia, y tiene un valor máximo reiiitivo de 3 y un valor mínimo relativo 
de 1 "i

EJERCICIOS 12.9

I n los i/i n iiidi I u 4, iniliu' ti mrlDihi lU iiiiilliiiluaí¡oii‘\ «/< 
liif¡nini¡i i>artii{tu nimiur/ov/xoiti/unViu/w/i lufuiu ton uijeui
II lu n itrii I ion

1. /(»,»! = - 1“ “ V'u»n laícviricciitn
- 4v =» 0

2. /(«,vl = 4a* + 2v* f 5 con la icslnccidn 
i* + y - 2> = (»

3. yti. V.;) = A^ + + :\on la restricción
3i - 2» -I- z - 4 = 0

4, y(t.v.r) ^ c* V* + :\-onlarcstiiccion

ln los ejen kios 5 afl iiiilu e el métihlo de nuiliipluitJorf^ Jt 
Lni;rimae pura ilclenninar los rvírr/nm ahsolutos de f \U]tui a 
/ii restrictlón rorrjliitfx/cnnmnrlosi/ueosumn 
ios esircmoi

S. /(v.v) a i* ♦ V con la resincciiVn i* + v* = 9 

(u /(r, V) a A*v con lafevtnc-cion A* *■ 8v* =s 24
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7. /(t.:l = uc con í.i rcstntuún t- -t- 2\- + 4:* = 4 

f{ fii,\ :) '' + ir'uinl.irusinu.iiJiií' + v' + :’ = I

in Iiis iji nu K'\ '> o 12 I tiU ule lin i ¡iliires iiiiitwin i luínimn 
jncliirotJff ill ¡ii riniii/i iiulii mili Ulilm Im rupia Um di hi\ 
t¡m II wi ^ ti d puní Ills exirniuis vu tu Jrimii ni

9, Li ftiíU-um di.1 cjLrticio t* + »- ¿

10 1j fiiíKicindd cjcaicti)ft, t’ 8\’ s 24

11. 1.1 funuiin dd LjLíULiii 7. i’ + 2\’ 4;- 4

12. 1-i funuiin dd cjcruLioh r* + v’ + £ 1

f'i liu iji ri it Ills n \ 14 í ule ule 11 Miliir iiiliiimii iihuiliilu de f 
uptau hi reuní nuil

13 /(I i.r) = t' + V* + .'\(m lj astritciun = 1

14 Hx. s.zi = t»; ton 11 rcsirittinn ^ = I

f'i /fit <’;i n i( íin 15 \ 16. ulili in;ii il udiir wuviiiu iilisuliiUi di 
i uijehi II la n Uriiuun

Cii los ijeriitiiis 27 o }6 uidin iiuiliipluudnri s de ¡M.;raiií;e 
puní resfihcril cjenuiii indimdude lu uítiiui 12 d

27. Ejtrtiuo25 28. rji:rciuo2ft 2*>. tjt-rtiuoIT

3Í). Ljcrttcio 28 31. Fjtaitio2ft 32. Fjcrtiuo 34

33. Ejtaiuo 35 34. Eji;rciui(> 3ft 35. rjcrticiod'/

36. Ejcrticio4S

37. Rf'UjKj ti fjtmplo 3 M v.n = »'''

38. Rtsudvj d ejemplo 3 M//(t. \ c» = i’i'r

39. Si /'ll. í) grados es la lemperaiura en tualquier punió (t. 11 

del disco urculaf limilado por la cireunferenua t* + 
\ - = l >

r(x,\} = 2t- + \

dtltrmine los punios mas talitnies y los mas fríos del disto 
\ la temperatura en esos punios

40. Ln el tjeaicio 30 suponga (¡ue la region es la milad superior 
dd disto tirtular por lo i[ue la region está definida por 
V + \* S I y ; ü U Determine 1(H punios mas calien­
tes y los mas fríos de la región si

1?./(» t r) = t + s + : con la re-.inttion 
«• + t* + :* = 9

16. IIi s.:) = i\r. r i 0. \ £ D > c £; 0 ton la 
a'.irituon2»s + 3»c - 72
Ohienga un saior mínimo rd.iiiso de la fiintion/para la 
cual/u. \ r) = t* + 4\* + Ift:'ton la resintuon fu) 
n- = I (h)u = I.(c)i = I
l'iilite miiliip|ii..id(ires de I agraiige pira duerminar la 
dislantia Illas tona dd punto 11.3. (1) a! pl.ino 4r 4 2i - 
: - S
LmpLe niulliplit.idores de Lagrange a Im de ohieiicr la 
disiancij Illas torta dd punto (I -I.-I la! plano r 4 4v 4
3- = 2

-'*• (altule las disi.mcias mtnor y mayor desde d ongen a un 

piimodt 11 tlipse4 4s- = Ift 
^ 'Liilc las disi.inci.is menor y m.iyor desde el origen a un 

punioild dipsoide yt* 4 4s' 4 c’ = 3ft 

'"fii 1,-) _ 2,- + utilicemulliplicadoa-sde
^ 1,Tange para dutriiim.ir d punto del plano r 4 t 4 

^ cu d cual /u i, -) es mínimo 
I nipke iiiiiliip|ii.4dores de I agrange para taltiilar el valor 

"'"'Hilo absoluto de fsi/■(t, I :i - »- 4 t’ 4 c* ton l.is 

■ tcsintiioii^., I + 2t 4 3- fty i - t - c = -1dii> I
34.

35.

36. I

niuliipiii..ii!MK . de Lagrange p ira taltul.ir el saior nií- 
‘"nui.ibMiluiodc r si/u. I :) r- 4 i* 4 c^^onl.isdos 

'fictioncs i 4 s -r 2- - I y 3i - 2s 4 : = -4 
' 'díte mu!iipln,adorfs de Lagr.tnge pira t.iltularel valor 

'"'vmio relativo de / si/(» i..*)= u; ton l.is dos msint- 
ClOI'tS, 4,+; 4j;-,-: = 3

"'pite Miiiliipln..ii|(ires de I agrange para t.ikul.ir d valor 
'"fi'iiiio.ibsoli,lo lice's,y(,. s.:) = r' 4 t'' 4 :'tonl.is 

fesifimoncs i4\+.*=lyv + v- '-I)

Tlx.s) = It- - 3n 4 3s- 

y la temperatura tn esos puntos

41. Ln d ejemplo 3. suponga i)ue la función utilidad involucra 
tinto ariitiilos A H, C O \ I Ademas, suponga t)ue r 
unid.idcs de .3. \ unidades de // ; unidades de C. s unida­
des de /) V I unidades de L se consumen scmanalmenie. y 
que los precios de L II C P \ L son. respcciivamenle. S2. 
S3.S4 $1 y S5 Si

Víx. \.z. V. /t = sszu

y d g.isio semanal p.ira los art iculns es de S15f),,cuanUs uní- 
d ides de cada aditulo deben comprarse por semana para 
mavimi/ar el indite de utilidad del consumidor ’

42. Una compañía tiene tres fabncasy todas elaboran el mismo 
producto SilafahncaApnxluce «unidades.lalabntaflprvi- 
dute V unidades y la fabrica C produce : unidades, entonces 
sus respctlivos costos de producción son 1.3r 4 200» div 
lares. (V- 4 4(K)) dolaros y (2:‘ 4 300) dolares Si se va 
a surtir un pedido Je 11(H) unidades emplee multiplicado­
res de Lagrange para deiermin.ir como debe disinbuirse la 
producción entre Us iresfabncasafin denunimirarelcosio 
total de produccton

43. (al Demuestre que SI/■(v.v.:) = l^”^enloncesel valor 
mavitno de/ sujeto a la restnccion

r* 4 V- 4 í- = R-

t*s( 'ft')’ (b) Ulihcetlresulladodelincisotalparadenios- 

imrc|ue

p.iraltHlos los valores de V, V > :
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REVISION DEL CAPITULO 12

► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 12

1. Dcfinj/iz/ií ii/iiíli ílinuinuhU \ l* irHiujd tn ^u definiciónd 
sijznificddo de ilotiimio > < oniniili'riunio

2. niuclue lj sujiea'iiu i I pjr.i Jiiiuioii ¡U tn \ \iiri(ihU 5

3. Defina la fiiiu ion i aiiipiu Mu f y. donde/es una tuncion 
de una ‘>ola variable v e es una íunuon de dos sanables 
hstdhie/ta como esla relauonado ü dominio de / • « son 
los dominios de / ) 1;

4. rX'lma la j,’r<i/7<u de uní Iunuon de dos variables

5. , Quscs unai iirun/í iiiu/de una Iunuon de dos v.inables' 
Invenle un sjemplo

6. (Quecsiina \iiptrfuu í/cniu/de una íunuon de tres sa­
nables ’ Inssnle un ejemplo

7. Lssnba una formula para delermmar la ilnluiiiuniilri Jo\ 
puntos de K. de ¡i'} de /í'

8. Defina Inn ftx.s) = I

y. l mmueunicorunaiiuepuedasmplearseparademoslrartjue 
lim /(r. \) no esiste Invenle un ejemplo ijue iluslre la 

aplisaeion dsl tuirsma

10. Lnuneie la dellmuon deinnrimiíí/dí/de una función de dos 
van iblss

11. Invenleunejeinplodeunalunuondsdos vanablesquL lenga 
una í/nt iiiUiiiiiuI¡ul n iiunihlt en el origen

12. Invenle un ejemplo de uoa 1 unuon dedos v anables que lenga 
una iliM iintiiiiiuliiil iM III lul ut d nngen

1.1. Si/es una fimeion de las dos variables r y defina

(a) la tliTiuiilii puii lili de f mu rt \pi i mu x v (b) la ¡Im 
\iitlii punliliih f mu n\pi lio u \

14. Del.iinierprelaeiongeomelncade las derivadas partíales de 
la sugerenua 1'

15. InlLípiele las denvad.is parsiales de 11 sugerenua 11 sumo 
1as.is de vaii.iuon

Ifi. , Como se salcul.iii las derivadas paruales de la sugeamua |1 
sillsinple.ir ladeliniuon'

17. Invenle un ejemplo de una funuon polinomial de dos Sana­
bles y sale ule las dos derivadas parsiales

18. bleUiie la sugerensia 17 para una una tunsion i)ue no sea 
polmomial

|y. Cálenle I is eu.ilio i/i ntuilus pun lult i ih st fámulo ortUu 
pan la fuiieion de (al la sugerenua 17. v (b)lasugerensia 18

2(1. I.iiune le el teorema i|ue garanli/a que las dos denv .idas par- 
siales mixtas de una Iunuon de dos variables son iguales

21. Ifellna fiiiu mn ilijcnm luhlf de dos variables

2L rnuncieunieetremai|uegaraniieeladilerenuabilid.iddeuna 
tunsion de dos variables

23. Defina la ilifiriiuuil lulul de una íunuon de dos vanabicv 
Invente un ejemplo

24. ,Como se aplica la diferencial total paraaproximar un valor 
de funuon' Invente un ejemplo

25. Enunsíe la n¡-la de lu uuU na proporciona las formulav 
de la derivada parcial de u con respecto a r y la denvada 
parcial de u con respecto a s si 1/ = /l r. v) donde t = Tir. 
v)y V = Clr. V)

26. Invenle un ejemplo en el que se apliquen las formulas de la 
sugerenua 25 donde/. Ty C sean funciones polinomialc.

27. Invenle un ejemplo en si que se apliquen las formulas de la 
sugerencia 2.5 donde/sea una Iunuon polmomial Fsea una 
función ingonomsinca y G sea una funuon exponencial

28. Fsi.ihle/ca una formula que proporcione la denvadadeuna 
funuon de una sola v .inable definida unpUi ilunuiile Inv ente 
un ejemplo

29. Esiable/ca l.is formulas que proporcionan las denvadas 
p.irualesdeuna Iunuon de dos variables definida iniphula 
Míenle Invenle un ejemplo

30. Defina \¿dinuidu diriti loiuil¿c una tunuondedos vana 
bles en la dirección de un vector umiano dado Establezca 
una formula pañi calcular la denvada direcuonal de ma 
ñera rapida en la que se emplee la definición Invenle un 
ejemplo

31. Efectúe la sugerenua 10 para una Iunuon de Irc' vanabls*'

32. Defina el í•rudlluu de una Iunuon de dos variables , Cómo 
se .iplica el grudienie para calcular una denvada directional’ 
Invente un ejemplo

33. Electue la sugerenua 32 para una Iunuon de tres sanables

34. , Como se aplica el gradiente para determinar ladireeuon del 
v.ilormaxiiiiodela denvadadirecuon.ilenunpunlo'lnven 
le un ejemplo

35. , Como se .iplica el gnidiente p.ini obtener el xeituriuimal 
y el /»/«/ii»í<i/I(;í«/i a una superficie en un punto particular' 
Invente un ejemplo

36. Invenle un ejemplo que muesirecomo se aplica el gnidienie 
para ohieiier una ecuación de la niiu ums;tntc en un pun 
topanicuLirdeunacurvadelplano rv definida pí'runacs.ua 
eion de la fomia f-i 1. V) = 0

37. jQue es un piium i niim de una Iunuon de dos sanables’ 
Inventeunejemplode una funuon que tenga un puntocnlico 
donde (n) ambasdenvadas parciales sean ccrx). y (b) donde 
al menos una de las denv.ids parcutes no exista

38. (Como se utilizan los puntos críticos para detenninar los 
t vfrt7/n*v re/<irm»v de una funuon de dos variables’ Invente 
un ejemplo
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y). ln\ct)li.Miiu.ji;nipli>dtf iinj1iinuijiuiiu.-lL-ni;junpuiii(K,ririu) 
di)ndc l.i luni-Hin ni> licnc cxircnio rd.iiivn

40. [ nuiicic lI i nil nil ih' In ifniiiulii lll■null^a p irj dckmiin.ir 
los cMrcmus roldii\(is df un.i fuiKiiin de dos v.iruhlcs

41. lti\cnic un ejemplo que muestre 1j .ipliLJLion del cnienu de 
l.i se(:und.i derisjd.i

42. hmineie el U mt nw ilvl uilnn xin mu p ir.i limi. iones de dos 
\jriabtes

43. Ueserib.! e! proecditmcnio empleado para determinar 
los I Vninin iilnnliiln^ de una (uneión de dos sanables

(|ue satisface el teorema del salnr extremo Insenle un 
ejemplo

44. (Como se emplea el iiuIihIh de mnumm i tiadradm para 
obtener utr modelo inateiiiatico que mejor aproxime a un 
conjunto de dalos ’ Insentc un ejemplo

45. ,_Cum}lili linlii de iniilli¡>luiidiire\ de ¡jinranf;r 
para obtener los extremos relativos de una función de 
dos sanables sujeta a una reslncuun dada' Invente un 
ejemplo

46. efectúe la sujjerencia 45 para una tunuon de tres sanables

► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 12

lit III'. ijmiiKis I II -I, ilelinniiu il dnmiiiin di f \ ddnije il 
I iinjiiiilii ill ¡iiiiilm di I dimwiiii i iiniii uiiii n'^imi di H'

1. /(».») = _ i- * 4\- - 16

2. /It. 1) = -----------
V. - t- - V-

5. /(t. vj IiKv - t'(

4 /(s u = sen '(.5 - i’ - \’l

I n lo\ eji II it un .í v 6, di leniiiiu 11 ihmimin di f \ ¡leu nlni la 
ric’io/i til ll' line ni)re\inla al ihimmin

5- /U v.D
1-1:1

/it. v.r) = ln(\' + V- + - 4)

I» lin ijeniiiin 7 t H, ilelenwin el doiiimii’ di I v ildiii/i ui 
S’ro/ir n

7. /(». VI = X6 -- 4 V • - 61 ■

Mi. V) Ifit’ -
I a tuiiuoi) de prudiiccion de cierto .irli'uilo es /. donde 
/(i VI - 4i'^-\. > t > \ indican las canlid.ides de dos 
iiisiiiiios Dibuje un mapa decontontos de A|ue muestre las 
cursas de producción constante para 16, S 4 > 2 

***• I a teiiiper.ilura ui un punto (i. v l de tilia placa metálica es 
Mi. V) itrados. s Mi. s) = r + 2v Dibuje las isoleriiias 
cuando rtoiii.i los s.dures 0 2.4.6 j K

l-'i hn ijin II on II a 24. uhlini’n Un lUnuuliis piiriitih s indi- 
•iidiii

’*• /ti. V) 2s-v - 3sv* + 4i 2v
(ti) D|/u. v),tbl/J./lx.\).(clD||/u.i). ld)D-Ax.v).

(e)/;|,/n.s).(r)D;i/(s. W

J2. Ms.v) = (4t- - 2\)’,

<uW|(t. vi. (hl/sU. vi.{U/,|(i. V). (dj/j.ii, V): 

lc)y|s(t. vi.U l/'s|(i. V)

13. yix.v) -
Is­

la) f,(i. V). (Ii)/,li. V). (elSI. (d)/(,lt, V)

14. /(r. s) = n-"
(al l),Jir. s). (b) DJir. s). (el l>„fir. s). (d) I>„JU, i)

15. «(v.M = sen(sr-) le'.

(a) D.eís. II Ib) D,c’iM. (el D,,i.í'. M. (d) i)

16. /ill. V) = (an‘‘ ~.
V •

(avD,6(t..u. (b) D;/i(t. s).(c) /)||/i(r. s). (di Ds^/iU. i)

17. /(I. V) = i-''' + In-i.

(a)/'.ii. s). (bl/.lt, s). (el/,,(!. V) (d)/;,(t. si

18. fu. V) ln . X* -* lu
(nl/|U. v).(b)f,|(t. 1) (cl/|sU, sl.(ill/,s,(i. si

19. flx.\.:l = ^------ r.
I- * V- *

(al D|/t t. V.:). (bl /). Mi. v.:i. Id /M fu.».:)

20. 1(1. V. rl = , (• 1- 3s: - c- . 
(a)/.it.v.rt.(blA(x.'.:>-(cl/u.s.:l

21. ftii.v.SI) = liKi/- + 4i- - 5ii-|.
(nl/Lu.<»-*-u).(bl_/;„ (ii.v.iil

22. f(r.s./| = íV^'”.(al/,(r.s.íl.(b)/„(r.j.r).(cl/;,.(r.T.íl

23. Mr.s.M=
r

(a) s.íl.(b)/),,fir. s.M.(c) D|i|f(r. v.n

24. 1(11. V. ii 1 = " cus 2i + 3v sen a - 2m tan u.
(al D. Mu. v. u 1: (b) l)¡ fui. i. n). (c) I), o tui. »•. »I

25. Stii' = x-v - su + V-: - ru + :’t - iv.pniebcque

+ í?“ f ^ = (I
f/i d\ ih

26. Sil/ (»■ + V- + ;ü''^demueslreque

4 iZl" + iii'' = U
th' /7v ih'
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hn h)i ejert u h>\ 27 v 2H. t iifi ule 
Ititlin

— \ ~ iiieiluuilc </t»t mé-
r)l t/í

27. II ~ V Inir + t = 2» + }i.\ = - It

28. II = e~"' cos(2í -1/.* = 2«* - r. \ + 2r

29. Siu ~ 2x'\ + lr\ - 3»: - 2:^ r = r’”. \ = r\-. y

z = In 4r.«. ilculc incJunic dos mcludm (u| UnIii-l' 
rír

|j rc}!la de la cadena: (l>) ereciüe la susiiiuuón de t. \ y ; 
antes de diferenciar.

.30. .Si M 5= f' - — + .3;. r = sen 0. \ = eos 0 y z =

tan 0. ohienpj la deris.ida total ihi¡il0 mediante dos méto­
dos. (u> no exprese ii en lémnnos de Cantes de diferenciar; 
(l>) exprese ii en términos de Cantes de diferenciar.

En lo\ ejercicios 41 a 44, determine .u el liiniie exiUe.

41. hmrt •) -»ig O)
tJy’

X- -t- y-
42. limfl. t) -*) ( (

x^ - V'^ 
x-* -t-

43. Un\ x'/v
<x'‘ + )*)=

44. lim 2x' -f 4r:\ 
X* + y-

Etilos ejen ICIOS 45II 4H.delenniiie lodos los puntos en los que' 
es loitliniiii

45. /(1..U I- f
X- - 4v^

40. /(.r.O = —7T------!------r-,—
eos* j Itx * eos* \ ITS

31. Si II = .rv + .t*. r = 4 eos / y v = 3 sen t. calcule el 
valor de la derivada total dii/i/t en ( = ^;r medíanle dos 
métodos' tu) no exprese ii en términos de t antes de denvar. 
til) exprese ii en términos de t antes de denvar.

32. Siyit, i) = x~ + ve*, calcule' (a) A/(ü, 2). el incremen­
to de / en lO 2t: (b) A/((). 2t cuando Ar = -0 1 y 
Ay = 0.2. (c| i//l0.2. Ar. Ay). la diferencial total de/en 
(0. 2l.<d)i//l0.2. -0 1.0 2).

.33. Si/(i. V.:) = 3rv* - .Svz* - 2\\;. calcule.

tul A/(-l.3.2l, el incremento de / en (-1.3.2). 
(b) A/(-l. 3. 2) cuando A.t = 0.02. Av = -001 y A: = 
-002; (c) i//(-l.3.2.A.t. y.Ac). la diferencial total de/ 
en (-1.3. 2). (d) d/i-t. 3.2.0.02. -0.01.-0 02).

47. /(x.s)
x’y-

X* V*

0
si(r.y) # (0.0) 

SI (r, V) = (0.0)

Siif;erenc¡(i. Consulte el ejercicio 41.

48. j(r.s)
t-' - 1^

SI (x.y) * (0. Ol 

S! Ix.y) = (0. Ol

.Vwijfre/it tu; Consulte el ejercicio 42

En los ejeri icios 4'J a 53. ohlenini el siilor de la densadii di- 

rccaoiwl en el punto P„ para la función en la dir< 11 ion Je l

34. Se.iii/(v) = t* -t- 1. ctx. \) = y Ills) = ^.calcule' 

tul III );i(-3.4l. (b) a’,/(.3). IiI ■». (c) x-t/tr). /My»; 

(di fill ' x*»(r. W.

49. fix.s) = 3t= - 2ry + I.U = - U-Pu = (í^. H''

51). ){(í.y) = tan-'í;L’ = -^¡ - -^j:^ = <-».-4i
* \Ij

l-.n loujcri ii IOS.15II37. oaliic el limite ciiiplcimilo los leorenuis 
de limites

35. lini

, .IV- + e‘iiiii --------------
• •"■•«.ii eos .V + sen V

51. /i(r. \) = c' ♦ y'cosx; U = Is - j-.2 j; P„ = i0..3'

52. fix.s) = x‘ - 2x*v + Inr.U = cosffi + sen^j.
/'„ = (l.-2)

53. /(t.y, r) = .ry^c - 3xyc + 2x;*:

U = - = i -I- -sj - \k;P„ = (2, I. I)

37. liin sen(I .1 .11 i>
En los ejercicios 54 a 57. calcule la) el ftradienie de f en P„: 
la lusa de sanución de la función en P„ en la dirección de L'

En los ejcríiiiiis JH a 40. senfiqtie el limite obteniendo una 
S > 0 ¡Hira c iialipiu r € > 0 tal que la definición 122 5 .se 
(iimida

54. fix,}) = 3jt - 2.ty';U = eos + sen ¿nj:
P» = (-3.1)

55. /(t.y) = ^ln(x^ -f ,r );U = U '► ls3j:P„ = <1.1)

38.

39.

40.

liin (4i - 5v) - 21•i< 1

lini (3t- - 4v*| = -4•(í '

lim («' - V* + 2r - 4v)> .d l> 10

56. y(t.\.:) = ye - y* - .tc;U = + ~k.
P„ = (1.2.3)

57. /(I. y.:) = X-’ + y’ * Ityc;

(2.-1.0)
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liih'Mjt n n IOS 5H v S'J.tlcii riwiir h>\ cMremii^ rclainouief. si

l,i\ III Ih

«S. /(Ill 2r - '?u f 2\- + lUi - 111

/(i II = + \’ + Tu

fit /iM (fi ri II un (lit 1 (il ilauiu Uri- (/itc/fi iliftrriii iiilile en li>- 
i/m lin /iiiiilin ilc Mi ili>iiuiiii‘ imibuiuhi i/iif fu lU fiiui ion 12-í 2
II (i/i/t/i/»

MI. /(. 1) = Tu- - A\- * V- 61. Ji\ u = '
1 •

62. (|uc fíes l.i mcditl.i en niOiancN de un aneulo.icudo
di. un lri.m(!ulorccijn^ulii) que -icn uesij delcnninadupor 
i>/i. donde II tcniíiiieirii'i cs la lon^iiud del c.iteio opuesto al 
.mjitio « > í eenlimeiros es l.i loneiUnl de l.i liipuienusj 
Si ,il iiii.dir n --e oblusn .T 52 > al medir < resulto 7 14. > se 
s.ibe tjue bal un posible error de (lOI en tada medieion 
determine el error posible en el ealeulo de sen a de esus 
mediemnes

6T. I n pintor eobra S4 por nieiro cuadrado al pini.ir las euairo 
p iiedes } el lecho de una habitación .Si las dimensiones del 
techo son de 4 ) 5 m. > la alluni de la habilaciim es de T m 
> SI estas medid.is son corréelas con un niartien de error de 
d S till calcule aprosiiiiadamenle,empleando ladilerencial 
total, el iii.iuir error posible al cstiiiiarel costo Jel Irab.ijo a 
panir de estas medidas

{.n un msl.inte dado, la loiieiliid de un lado de un reclaneiilo 
es de h em j se incrementa a la lasa de I cm/s. j l.i longitud 
d.l iiirol.idodcl rect.inguloesde lOcni) disiiiiiiujeala tasa 
de 2 cni/s Calcule la las.i de i ariacnm ilel area det rcct.incu- 
lo III el insi.inie dado

I I radio de iincilindrociruilarrcclodismimije a la lasa de 
5 ciii/iiiiii > su altura se increnienla a la l.isade 12 ein/inin 
f ale ule la lasa de variación del volumen en el instante en que 
el radio es de 20 eIII > la .illura de 4l)eni

Ciltiilt- l.i pendiente de la recta láncenle a la curva de 
mitrseccioii de la supertTeie 2.5r- - I6i’ + ‘J.-- - 4 = II 
••Olí el plano I = 4 enet punto t4 ') lOl

I 'iiliec la Ie> *lel pas ideal (c»*nsullc el ejemplo 6 de la sec­
ción 12 Tieonf I 4 p.ira calcular la tasa de variaciónde 
la presión m el iiisl.nilc en «|ue la temperatura Kelvm es 
ds 75 j el volumen del pases de 20 litros si la tempera tura 
enicruiieiii.ialalasade()5 K/min> el voliiiiicii crece a la 

las.i de 0 T liiros/min

I' V 'jtiiiiun fi'i II 7l> i>hliiu;ii win tiiiiunw •/«/ pfww
I III, \ ,, Uiu nuil V ill- III n I hi iwiiiuti Ii 1,1 Mipi Ijit tf rii W 

l’lllll lul.l

• V- . lrv.ll.T.7)

*•' 4 2i + .- = K.(2, l.2l

+ 2u - V- - I.5.(2..T.4J

71. Obtenga las ecuaciones simcincas de la recta láncente
a la curva de intersección de las superficies t’ - Tn + 
V -: = 0 y li- + _v - + 27 = 0 en el pumo
M.-2 II)

72. Obienca una ecuación de la recta tangente a lacurv a de in­
tersección de la superficie : = .Tv* + V- + I con ei piano 
r = 2 en el puniot2. -1.14»

73. Cnaecujcióndelasuperficiedeunamoniañacs.- s >M) - 
.Ttv, donde la distancia se mide en metros, el eje t apun­
ta lucia el oeste y el eje i apunta lucia el sur Un .ilpinisia 
se encuentra en el punto que corresponde a (5(1.4.3C)Oi 
(a I, Cual es la dirección de la mayor pendiente en ese punto ’ 
(bj, Asuenücodesuendeel alpinist jcuando se mueve en la 
dirección norte ’ (c» En que direcciun recorrerj el alpinista 
una curva de nivel'

74. .Si /(t.vl unidades son producidas por t trabajadores y v
maquinas entonces fJ,/it, i) se denomina productivi­
dad marginal de la manii de obra y i) se llama
pniductiv idud marginal de la maquinari.i. Suponga que

fix. = X- + 6rv + .Ti-

donde 5 c t S -T(t y 4 s i 5 12 (a) Calculo el nume­
ro de unidades pnx]ucida.s en un día cuando la mano de 
obra, para ese día. consiste de 15 trabajadores y se emplean 
K nuquinas (bl Utilice la pniductividad marginal de la 
mano de obra para dctemiin.ir el numero aprorimadn de 
unidades adicionales que pueden prixlucirse en un un día vi 
11 mano de obra se mere menta de 15 a l(> trabajadores y el 
nuiiic’ío de maquinas pennanecc lijo en S (c) Emplee la 
productividad marginal de la m.iquin.ina para Jetemnnar 
jproMiiiadamenle el numero de unidades adicionales que se 
pueden producir en un día si el numero de maquinas se in­
crementa de K a *7 y el número de irabajadorespemunecc fijo 
en 15

/.II l,n I /iTi II no 75 a 7,'i. iiiilii i iiiiilliplit m/rTci ,l,- Lnjranec
piifii iihiiiurlin puiuin t niiiin itf hifwii um ^iijtui ti l,i nníru-
mili wilu,iilii. ¡)ih nniiu- \i lii Jwiciiiii iiciií- iin uilnr iiuiunw o
iiiiiiinui rc /íim«<« hn punios iriiicos

75. /"iv. i) = .5 t" - V'con la restricción V - 2v =5

76. = r' *■ V- + ;* conlarcstnccion r - v* = I

77. = V + va - 2v' - v* - c’ con la restncción 
.* = T5 - V - V.

78. yii.v.:) = re* + V'conlarestnccioni- + v' 4- :* = 1

V). EmpIcemulliplicadoresdeLigrangcparacalcularladi'ian- 
iia mínima del punto ( 4. I, 2) al plano \ - v 4- 2í = U

«II. Utilice mulliplicadorcs de Lagiaiigc pata dclcmimar el 
punto de la superficie a = v - v + 2 que este mas 
cerca del ongen

81. nctciiniuc tres números cuya vuiiia sea 100 de mixloque la 
suma de sus cuadrados sea ntinima
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K2. l'n fahru-Jiiic produLC ljiIj din ( uniiJailLs di:l jHíluIii A y 
t umdailcN del ariÍLulii íl Si f‘(x, t) diilaa's es Ij utilidad 
di inap<irla\eiiIadelosunítul(»s. yV) = + (\'<\ +
n - r - 1í". (Cuanias unidades de tada onfculii debe 
pniducirel tahncanlecadadía de mi>dni)ueoblenpa la iiuki- 
Illa utilidad’

81 Cakule las dimensiones del paralelepípedo reeiangular de 
mayor volumen que puede msenhirse en el elipsoide r -f 
•>v ■ + :* = y Suponga que las ansias del paralelepípe­
do debe II ser paralelas a los ejes coordenados

84. Rn cualquier punto (t. V) de la curva 4t* -i- I2v* = I la 
temperatura es r grados y

r = 4v* + 24v* - 2i

Deieniiiiie los puntos de la curva donde la Icinperalura es 
iiiaximay donde es miniiiia También calcule la temperatura 
en esos punios

85. Ln cualquier punto Ir. vj de una placa circular caliente la 
Icinperalura es es T prados, y

donde la distancia se nndeencenu metros a partir del ongeii 
ubicado en el centro de la placa (al Calcule la lasa de va- 
nauun de la temperatura en el punto 11.21 en la dirección del 
vector c«)s ffl +- sen i.Tj ib) Delcmiine la dirección 
y 11 iniensidad ImodiiliiMle la mayor tasa de variación de T 
en el punto |1, 2)

8f». l na caja rectangular sm tapa debe tener un arca superllcial 
de 21b pie* , Cu des son las dimensiones de la c.ija de 
volumen masimo ’

87. {’ara la caja del ejercicio 8(). suponga que en lugar de que el 
.ire.i Mipcrl letal es de 21b pie la suma de las longitudes dé­
las arisi.is es de 21 (i pie , C u.dc'ssoncnuinces lasdiniilisio 
nes de la caj i de volumen mavimo ’

88. l'nlro/odea<. nibrcde/.unidadesde longitud secorla en tres 
partes l'iia parte se dobla cii lormadeurcunferenua.oirase 
dobla en lonii.i de cuadrado y la tercera parle en forma de 
triangulo equilátero , Como dclv cortarse el alambre para 
que(a>cl arca combinada de lastres figunis sea la miiiiiiu po 
sible y (iDelarcacombmad.ide las tres figuras sea la maxi- 
iiu posible ’

8‘>. [K termine las dimu> .iones relativas de una caja rcclangiilar 
sin lapa que nene un arca su|verficial especifica de modo que 
el volumen que debe contener sea el máximo posible

yt). Calcule l.is distancias mayor y menor desde el origen a la 
curvadeiniersccciondelassuperflcicsx* +■ 3v* *■ 2:~ = 
1» y X- = 1\:

y i. Li l.ibla siguiente proporuonn datos de cinco pacientes que 
se someiieron a una opcMcion en uerto linspital donde v 
anos es la edad del pacicnic y v días es el iienipo de con­
valecencia en el hospnal después de la operación

l'acirnle Paeienlr Paritnte Paeienlr Poeieut
\ II C l> h

X SA 46 40 36 10

y 11 i: '! 10 H

(u) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para lov 
d.itos de la tabla (b) Utilice la recta de regresión para ev- 
timar el tiempo de convalecencia para una persona que lu 
sido operada en ese bospilal y cuya edad es de 42 años

92. En la tabla siguiente se dan la presión sanguínea sislolicade 
un paciente y el rumo cardiaco cora-spiindiente donde x 
milimcinis de mercunu es la presión sanguínea sisiolica y 
V pulsaciones por imnulu es el nimn cardiaco

Pacirnie Paeienlr Paciente Paciente Paciente Poeunu
A II C l> L F

X no 117 111 140 111 127

} 70 74 hO «1 «1 77

tu) Obtenga una ecuación de la recta de regresión pora Im 
dalos de la tabla (h) Utilice la recude regresión para esunur 
el rilmu cardiaco de un paciente cuya presión sanguínea 
sistolica es de 85 mm de mercuno

9.1. Ln el desieno. el agua es un factor que limita considerable 
mente la actividad vegetal I'n la tabla siguiente rreprcscnia 
el numero de milímetros de precipitación anual pora sciv 
regiones dilerenles, y v denou el numero de kilogmmus per 
hc-ciarea en 11 producción neta de fotnsíntcsis

Kegiun
A

He¡¡ion
II

Heitiiiit
C

Regiun
l)

Region
h

Rrtton
1

a-t
IIXI 2IKI 400 KHI

r IIMXI l'íoO 121X1 441X1 18Ü0 6400

(u) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para lus 
víalos de la l.ibla Ib) Llilicciarectade rcgrcsiondei inciso 
la)paraesimurla fotnsiniesis neta producida en unaa-gion 
que nene una precipitación anual de 3(N) mm

94. Se reali/o un.i prueba de venta de un cereal en cuaim 
ciudades del nusmouiiuñoaditercniespa'cios. losa-sulla 
dos se muestran en la tabla adjunta, donde x cenuv os apre 
sema el precio porcajay v denota los milc-sde cujas vendidas 
semanalniente

^ (iiidad .-1 Ciudad n Ciudad C CmdadD
j ' no 140 no IM)
r IIXI KS 71 6.1

ln) Obicnga una ecuación de la aata de a-gresion para los 
dalos de la t.ibla l'lilicc la acia de agasion del incisv> ia>
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toiiiM l,i Lurv.i de daii,ind.i p.ir.icMmur l.is \ciii.is '•etainalc'. 
•.iclpra.i<ipori..ijac, (h( SI 20. > le) SI 7(1

1)5. rakiile(al/2(i.())si t ^ 0 > (li|/'aO.O). m

l(y. M
]2i-% - ■)»'

••I (r. \) í (0.0)
f •* 1

'* M (1. W = (í), Oj

<)(>. VenlK|Uf i|uo ii(v. i = (saili \K>.cti u saiisfate la ceu.i- 
eiuii de l.jplaec Cíl /í‘

rl^JI
iJX'

r)-¡i
rh-

- o

77. Si/cs una fiiiiLMin dircfcnuahie de », (.uMMdcrc tí = i* *
> ) demuestre ijue r = i\ +/ít- + satisface la eciu- 
uim

';a

7K. La Leu.iuun de Ljpl.ite en coordenadas pol.ires es

' i/'ii rln li'ii ,, 
r — 4- c —^ = t)

r>r- nO-

Verifiijiic i¡ue iiír. 0} - r''senn(). donde ii es una eons 
lanle. satisface esta ecuación

77. Verillijue i)ue ni i,c) = c’‘‘sen 5: salislace la ecua­
ción de Laplacecn

. íZi"
ih' fj\- ():-

lO.S. Sea J la función definida por

/(t.v.c) -

,k:.:
sltT,\..-J 3= lO.tj.Dl

IT- 4- V- t )•

" si)k.\,:) = lO.ti o,

Demuestre i|ue/es dilereneiablo en (0.1). 0) 

1(14. Sea fia luneum dellnid.i por

/(>. U
SI T » 0 

SI t = 0

Denuiesire i¡ue/es continua en el uncen

1(15, Para la (unción del ejercicio 104, demuestre que- Oi 
y Di/iO 0) ecisien

lOf». .Si/cs un.i función diferenciable de r > i.\n =/it.t(, 
t = rcosO) V = r sen 0, demuestre ijue

,101
4 f/ll )

,h I

107. I-i ecuación diferenci.il p.iaual unidimensional de la con­
ducción de calor se presento en ei ejercicio 101 Demuestre 
que si / es una Itmcion de i que satisface la ecuación

—{ 4 ;.V(u = 0
i/i‘

\ c es una Iunción de/iiue satisface la ecuación 

4 f’A’ctO - 0.
Ill

l((l). Verifique que i/( c. n - ,l co-. Urrí) sen (Li). donde Ij í 

soiiconsi.miesarliitrarias. satislacel.iecuacnm dilcreitiial 
paici.il para una cuerda cibrante

'Il[L = L^í'!
,lr <l\-

101. \cnlu|ue ipie

II.Tl ( n'-'t-V/óíiiw, n ~ sen I '

saiislace la ecuación dilerenci.il parcial uindimciisional de 
11 cimduccion de calor.

il'ii
,lr

) SI» = dtrlcUlv f V A son constantes, entonces II satisía- 
ce la ecuación dilerencial parcial de l.iconJiiccion de calor

108. La ec nación dilereiic lal pare lal para una cuerda \ ibrante 'C 
dio en el ejercicio KM) Deimiestre que 'i / es una fun­

ción de i que s.iiist.icc* la ecuación 4 = O.
</>-

) que i; es una función que satislace la ecuación —^ *

o'Á'iilt) = o. \ M íí = /(^)(.’(/)> tí > A Mía conjuntes,
entonces ii satisface dicha ecuación diferenci.il parcial de 
la cuerda sihranle

107. Demucstrequesi/j sondosrunciones.irburanasdeuna 
sanable real cu>as seitundas densadas son continuas s

II = /(r 4 irr) 4 c(r •<«)

Sea /11 luncióin definida por

Mi s)
stii.i) lO.O) 

sur. i( = ID OJ

Demuestre que /7|/(0. 0) J D;/(0. 0) esisten > que. sin 
embarpo, / noesdilerciiciableeiKO. Di .Virvi’»«'/ur<) ('on- 
'■ulie el ejemplo 7 de la sección 12 2) el eiercicio VS de 

cs.i misma sección

entonces ii satisface la ecu.icion difeameial parcial de la 
cuerd.i sibrante dada cnel ejercicio 1(X) .Siierr<mm- consi­
dere »• = 1 4 <íf > u - i - iií, entonces n cs una fun 
Clon de »' > II. > I y u son funciones de t s r

11(1. Dita ecuación de onda eleclnun.ienctica no bomoeenea
p,ira un potencial escalar l’tr.ílque.isuiueMmcrrmti/crn.i

,lf r unidades ,i partir del ungen es

I - 0
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donde/i es la pcniieabilidad (.nnslanlc en el espacio libre y 
( es la conManic permilida de espacio libre (a) Suponga 
qucVir. r) = <¿(r. n/r donde las segundas denvadas par 
uales de <t> ton respetlo a r y / exislcn Demuestre que la 
etuatiun de onda no homogénea puede cscnbirse tomo

111. La ccuacicín hidimcnsional pora Us ondas cicanas tra»- 
vcrsalcs es

Sht d'h + K'h 0

dr- ^ i)r 0

la cual eslaetuatmn de onda homogénea unidimensional
(b) Sea / una funudn de una sanable cuya segunda den­
tada existe Dcmucsire mediante susliiutión directa que 
(f} a fu - les una solución de la ctuatidn de onda 
homogénea unidimensional

.2,1
donde + | y A', m.«. o > bsuncou-

lames Demuestre que una solución de esta ccuanuaa

" =

donde H es una constante



Integración múltiple

pítu lo A

13
^ A
r
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13.1 Coordenadas cilindricos 
y esféricas

13.2 Integrales dobles
13.3 Aplicaciones de las integrales 

dobles
13.4 Integrales dobles en 

coordenados polares
13.5 Integrales triples
13.6 Integrales triples en 

coordenadas cilindricas y 
esféricas

Oí coordenadas cilindricas y esféricas son 
generalizaciones do los coordenadas polares 
poro el espocio tridimensional Estos tipos de 

coordenodos se esludion en lo primera sección, debido o 
que se emplearán en oplicociones posteriores

El propósito principol de este capitulo cansiste en 
extender el concepto do integrol definido de uno función 
de uno variable o funciones de vorias variables Lo sec­
ción 13 2 se inicio con lo definición de integral doble de 
uno función de dos vonobles definido en una región rec- 
tongulor cerrado de R' Después so amplio esto definición 

ol considerar la integral doble de uno función definido en 
uno región do inlegroción piona más genera!. Tombién se 
muestra en esta sección cómo se utilizon los integrales ite­
rados paro evaluar integrales dobles. En lo sección 13.2 
se aplican los integrales dobles ol calcular volúmenes de 
sólidos y en la sección de 13 3 se emplean poro deter­
minar mosos, centros do mosos, momentos de inercío y 

áreas de superficies. Posteriormente, en lo sección 
13.4, se muestra cómo pueden utilizarse los coor­
denados polares para evaluar ciertas integrales 
dobles

Los integrales triples se estudion en lo sección 
1 3 5 Primero so definen poro un poralelepi- 
podo rectangulor y después en uno región de 
integra-ción más genero! de R En lo sección 
de 13 6 se demuestro que cuondo lo región do 
integración tiene un eje de simetría, se utili- 
zon los coordenados cilindricos o fin de 

evaluar una inicgrol triple, y que cuondo lo re­
gión es simétrico con respecto o un punto, se emplean las 

coordenadas esféricas
Los conceptos do este capítulo se trotan de manera 

más intuitiva y monos formal debido o que la moyono de 
las dcmoslrocionos do los teoremos pertenecen a un 
curso do Cálculo ovanzodo
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13.1 COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS

(r. O.z)

Anees de iniciar el esiudio de integrales múltiples y de sus aplicaciones, ie 
introducirán dos nuevos sistemas de coordenadas para el espacio tndimen- 
sional: ennrJenadas ciUiuInui-i y coordenadas esféricas. Estos sislemii 
coordenados simplificarán el trabajo en varios casos del presente capítulo 

El sistema de coordcnada.s cilindricas es una extensión de las coordenada, 
polares para tres dimensiones. La representación en coordenadas cilindricas 
de un punto P es (r. 0, c). donde r y 0 .son las coordenadas polares de b 
proyección de Pen el plano polar y z es la distancia dirigida desde el plano po­
lar hasta P. Consulte la Figura 1

W BJBMPLO 1 Dibuje la gráfica de cada una de la.s siguientes 
ecuaciones, expresada en coordenadas cilindricas, donde c es una constante
(a) r = c: (b) 0 = c; (c) c = c.

Solución

(a) Para un punto P(r, 0. c) de la gráfica de r = c, 0 y c pueden asumir 
cualquier valor, mientras que r es constante. L.a gráfica es un cilindro 
circular recto cuyo radio e.s ]cj unidades y.sucjces el eje c. La gnificase 

muestra en la figura 2.
(b) Para todo.s los puntos P(r. 0, z) de la gráfica de 0 = c. r y : pueden lo­

mar cualquier valor, en tanto que 0pcrmanecc constante. La gráficacsun 

plano que pasa por el eje z- Refiérase a la figura 3 donde O < c <
(c) La gráfica de z = c es un plano paralelo al plano polar ubicado a uiu

distancia dirigida de c unidades a partir del plano polar. La figura 4 
muestra la gráfica para c > 0. ^

El nombre "coordenadas cilindricas" proviene del hecho de que la gri- 
rica de r = c es un cilindro circular recto como el del ejemplo 1(a) La» 
coordenadas cilindricas se emplean con frecuencia en problemas físicos ea 
los que se tiene un eje de simetría.

Suponga que un sistema de coordenadas cartesianas y otro de coonlenadi> 

cilindricas .se colocan de modo que el plano xy es el plano polar del sistema 
coordenadas cilindricas, y que la parle positiva del ejex es el eje polar.obseof 
la figura 5. Entonces, el punto P tiene a (.t. y, z) y (r. 0, z) como dos conjunto^ 

de coordenadas que están relacionados por las ecuaciones siguientes:

FIGURA 3 FIGURA 4 FIGURA 5
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I

s

n ~ .

I K.URA r,

o •

f ui\2(l

IK.IIKV7

IICIIRA K

r = reos 0 v = rscii 0 (I)

r- = t' + , - un 0=1 sM s 0
r (2)

^ EJEMPLO 2 01ili;nj,M iin.i ccuaLinti en coordenadas canesia-
nas para cada una de las sijiuientes superllcies cuyas ecuaciones se han e\pre-
sadi) en coordenadas cilindricas, e idenlilK|ue l.i superficie (a) r = 6 sen 0
(I)) rC^ eos 0 + 2 sen 0) + 6: = 0

Solución

(u) Al mulliplicar los dos miembros de la ecuación por r se obtiene r- = 
6rsen 0 Comof- = i- + \- \ rseiiO = entonces r- + \- = 6\
Esta ecuación puede eserihirse en la turma+ (\ - 1)- = y.loeua! 
muestra (|ue su gráfica es un cilindro circular recto cus a sección tnin-.\ er- 
sdl en el plano i\ es la circunlerencia con centro en (0. 3) \ radio 3

(h) Si se sustituye r eos 0 por r y r sen 0 por \ se obtiene la ecuación 3i -t 
2\ + 6; = 0 En consecuencia, la grallca es un plano que pasa por el 
origen y tiene al sector (3 2 6) corno un sector normal ^

^ EJEMPLO 3 Obtenga una ecuación en coordenadas cilindri­
cas para cada una de l.is siguientes supertlcies cusas ecuaciones se han dado 
en coordenadas cartesianas e identifiiiue la superficie (a) r- + \- =
(b) T- - 1 - = :

* \

Solución

(.1) La ecuación es similar a la ecuación y de la sección lü(i por lo que la 
gráfica es un paraboloide elíptico Esteparaholoidesemuestraenlafigura 
6 Sir- + 1 - se sustituye por r-, entonces la ecuación se transiorma en 
r- = r

(h) La ecuación es semejante a la ecuación 10 de la sección 10 6 con r y s 
inteTcainbudas Por tanto la gráfica es un paraboloide hiperbólico que 
tiene al eje : como su eje Cuando se sustituye \ por r eos 9 s ^ por 
r sen 0. se obtiene la ecuación r- eos- 0 - i - sen- 0 = z, debido a que 
eos’ 0 - sen- ü = cos20 entonces se puede escribir la ecuación como 
- = /-eos 20 La figura 7 muestra el paraboloide hiperbólico ^

Fn un sistema de coordenadas eslencas se tiene un plano polar y un eje : 
perpendicular al plano polar, con el origen del eje comoel polodel plano polar 
Por medio de tres números se localiza un punto, y la representación en coorde­
nados esféricas de un punto /’es {p, 0, <¿). dondep = | OP |. 0es la medida 
en radianes del ángulo polar de la proyección de /’en el plano polar, > es la 
incdid.i en radianes no negalisa del ángulo menor medido desde l,i parle 
posilisa del eje c a la recta OI\ consulte l,i figura 8 El origen nene la repre- 

' seiitacion (ü 0, <¿) cii coonlenadas esféricas, donde 0 y pueden asumir 
cualquier \alor ,Si el punto P[p. 9. <¿) no es el origen, entonces p > 0 y 
0 < C ;r. donde = 0 si P esta en la p.irte posilisa del eje : y 4> - rt 

SI /’se encuentra en la parle iiegalisa del eje c.
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p-f «•>»

FIGURA 9

0- > i

X

FIGUR.\ 10

*

^ EJEMPLO A Dibuje la gráfica de cada una de la.s ecuaciones 

sigmcnlcs. expresadas en ccxirdcnadas csí¿ricxs. donde c es una constame; 
(a) p = c y r > 0; (b) 0 = c; (c) ^ = c y 0 < e < ;r.

Solución
ía) Todos los pumos Pí p. 0. de la gráfica de p = c-Ucnen el mismo valor 

para p. 0 puede ser cualquier número y 0 £ 0 ¿ ;r. De esto se deduve 
que la gráfica es una esfera de radio c cuyo centro es el polo. La figunS 
muestra la esfera.

(h) Para cualquier punto P(p, 0. <i>) de la gráfica de 0 = c p puede set 
cualquier número no negativo, puede sercualquicr número del intervalo 
cerrado [0. ;i] y 0 es constante. Por tanto, la gráfica es un .semiplano qu¿ 
contiene al eje z. y se obtiene al rotar la mitad del plano .tz, para el cual 
.X ¿ 0. alredednrdel eje z mediante un ángulodce radianes. La figura lü 
muestra los semiplanos para 0 = j/r, 0 = j;r, 0 = ^;r y 0 = -;.t 

(c) La gráfica de = cconticnc todos los puntos P(p. 0. (¿) para loscuale> 
pes cualquier número no negativo. 0es cualquier número y <¿ es la cons­
tante c. La gráfica es la mitad de un cuno cuyo vértice es el origen y cuvu 
eje es el eje z. La.s figuras 11(a) y (b) muestran cada una el semiconopaia 
0 < c < -;r y i;r < c < ;r, respectivamente. ^

Debido a que la gráfica de p = c es una esfera, como se vio en el ejemplo 
4(a). se tiene el nombre “coordenadas esféricas". Las coordenadas esféricas se 
uiili/an frecuentemente cuando en un problema físico se tiene un punto conío 
centro de simetría.

Si se colocan juntos un sistema de coordenadas esféricas y uno de coor­
denadas cartesianas, como se ilustra en la figura 12. se pueden deducir la- 
siguientes relaciones entre las coordenadas esféricas y cartesianas de un punto P

.r = |ÜQ|cos0 y= [o5|sen0 z= |^|

Como j OQI = p sen ^ y ¡ QP \ = p eos <i>. las ecuaciones antenores se 

transforman en

.r = psen<¿cos0 y = pseni^senO z = pcos(¿ l3)

CXr< ',.7 ‘,ff<C<,7

la) (bl

FIGURA i I

FIGUR/V 12

Al elevar al cuadrado cada una de las ecuaciones de (3) y sumando Io< 
miembros correspondientes se tiene

.r- + y- -I- z" = p“ sen" eos-0 + p-sen“0scn-0 p-cos-^

,x~ + y- -I- z" = p“sen-<íi(cos-0 + sen-0) + p-cos-<¿»

X- + y- + z“ = p-(sen-<í -i- cos-^)

+ y- -t- z“ = p-

^ EJEMPLO 5 Obtenga una ecuación en coordenadas cartesianas 
de las superficies siguientes, cuyas ecuaciones se han expresado en coorde­
nadas esféricas, c identifique la superficie: (u)pcos(^ = 4;(b)pscnó =

Solución
(a) Conioz = peos lí. la ecuación se transforma en z = 4. En consecuen­

cia. la gráfica es un plano paralelo al plano xy ubicado a 4 unidades por 
arriba de éste.
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(h) PaMcoordciutlascsÍLTicasp > 0 > sen ó > ()(>dqucO ¿
pur Unln. al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuación dada se 
obtiene la ecuación equivalente p-sen-(¿ = 16 la cual equivale a

p-n - cos-iíj = 16 

p- - p-cos-<¿ = 16

Si se sustituye p- por v- + i y pens (¿ por c se tiene

V- + \- + = 16

i- + V- = 16

Por tanto la gráfica es el cilindro circular recto que tiene al eje : como 
su eje y radio 4 •<

^ EJEMPLO 6 Obtenga una ecuación en coordenadas esféricas 

para (a) el paraboloide díptico del ejemplo 1(a). (b) el plano del ejemplo 2(hj

Solución
(al Una ecuación cartesiana del paraboloide elíptico del ejemplo 1(a) es 

r- + t - = : A! sustituir \ por p sen ó eos 0. \ por p sen ó sen 0 y : 
por p eos 4> se obtiene

p- sen* ó eos* 0 + p- sen* (f) sen- 0 = peos ó 

p^ sen-í¿ (eos-0 + sen-0j = pcos¿> 

la cual ei|ui\ale a las dos ecuaciones 

p = 0 y pseii-Ó = eos ¿

El origen es el único punto cuyas coordenadas satisfacen p = 0 Como 
el ongen <0. 0. ^n’) esta en p sen- 4> = eos ó, se puede descartar la 

ecuación p = 0 Ademas, sen ó *■ i) debido a que no eviste valor de 
é> para el cual sen <¿ y eos i sean 0 Por tanto, la ecuación p sen- ó = 
eos (fi puede escribirse como p = ese- ó i-os ó. o. equivalentemente 
p = ese <í col

(b) Una ecuación cartesiana pañi el plano del ejemplo 2(b) es 1t + 2v
6: = 0 M ulili/ar las ecuaciones de (1). estaecuacion se traiisloima en 

1psen<¿cos0 + 2pscnósen0 + 6pcos<¿ = 0 ^

* Ol'luiga 1.1, (.(H'rdciiadas carie'un.is dJ punto que tiene 
11 tuntdeii.id is cilindncas dadas 

'•'I i1 '..T S|. (Ii) i7 > -4|. U-l (i. 1. I)

■■ I '‘•tuniiiK un conjunto de courden.idas cilindricas del punto, 
‘l“c llene las coordenadas cartcsiaius indic.idas 

11 I 2) (hl (-■' ' 16) (c) (l I 11 
' ^'l.iciicM l.is uHiiden iJ is carlC'ian.i' de I punto que nene las 

‘^"ludtn.idjs csicricas d ul i>

'•» <! .’.T ib) i4 tu t t. '.-T

4. Uelermine un cnnjuntn de coordenadas esfericas del punió 
qiic tiene las uHirden.idas cartesianas indic.ut.is
tu) (l.-l.-s:). (b) (-1. V2i. (C) l2.:.2'

5. Obtenga un conjunto de coordenadas ulindncjs dd punto 
que tiene las cinirdenadas eslen..as d.idas
(ai(4 \i:. ,>). Ib) (.2. icit2 '-i

6. Deierninic un con|iint.>dc cixirucii-iuj* .'1 'mc-is d..! pi.iiu 
que tiene las c »orden.idas tiliiidiic.is iiu'i. idas
(al (1. ^-T. 1). Ibi (1 (ci i2 ‘,--4)
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En li>\ tjeri ian\ 7 a 12. l•htall;<l wiu u iiiuiiín iit i ininliiuitla\ ii
4 iliiulni ii\ lie l<i Mi/ii-rfit w. < ult iili/i<iuf lii ui/u rfu le

7. »- + i- + 4:- = \(, H. «--»- = ■>

9. »• + \- = 3r 10. y»‘ * 4\* = 3fi

11. t- - = I;- 12. r = r

l.n loMjvri iiiin ¡ <n !7. nhunfiiiiiiuiniuniiiii t n i riiirdiiiiitla'.
4 «/i ritiii t!f Iti Mipt'ifitic c ti¡ínup<iiit lo Miperfu li­

li. I- + »- 4 :• - y.- - o 14. X- + \- = r

15. I- 4 »- = y líi. t- + \- = 2:

17. t* + »* 4 - Ht = (I

III
í.ii lii\íjin it un IHu22. iihunt;a iiiuii-i lint iiiinniiuirift-iiiiJín 
I iirlt-.itniiii puní lii \iipcffu ic iiiuiii titit uiii !«• ilii i ii i nnnUiui- 
ihiu iliiiílniin ¡.nluM-ji rmiin JS v l'J, iih-iiiifitpu-Iti \upfr]'iiif

18. f = ly. ÍJII r = 4;(l» 0 =
20. r 1 4 2uts0 21. r*a.s2» = r‘

22. r-vcii'W = /•'

En lin i-je/i ivun 2.f ii 2ti. i‘hU-m;u tiiui 11 iitu iihi i ii i nnrilciitulm 
tiiniMiiiunpíiríilii \iipi-rfii ii-iumu-uiíii ii'ni u ihi i-ntnnrih iui' 
thn fi/4T/4 <M tn los fjen ii un 2.fii 25, itli-nlifupii- lii supe rfuu

> = y. (1)1 0 \n. (el

y sci* 25. p = li ese Ó

.3 eiis (¡} 11. p ^ 2 t.in »

(1 sen ^ sen 0 + 3 cus <í> i\

Enlinfjiiiuun29(i 12. n-liit »i»h«’/(íi'<í«I4|(Í»i 4/411/(1 ivi 14»4r(/c- 

iiiuliis (sfcriiiis o (ilíniiruui, 1 mi iiiiii tli- las \tipcrlu it-s mmlnt- 
iliis i-ii las li\¡iinn liHU-

19. (ill / 4, (III p = 4,(c) r = 2 sen H

.30. lili II ',-r.(hj é = (c) r = 2u>sü

.31. lili psen d> = 2 (lil r- - 4z 

.32. (ill /uiis^ - 2.U1) 4 f- = 4

4
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l'ti.i uir\.i ("ai /(’ iiciii; !js Mi!uicnii:s ccudcumc^ parjim;- 

(ric.is en toiirJcn.iil.i'- Lilindneas' r = F|(/). 0 =
: = [ i(n l'iilii-o l.i fúnniila del leoicma II 2.11 > las 

liirniiila> {I) de csia seccuin para dL'mo\lrar que si /. uni- 
d.idcs C' la liinuiiiid de arut de C a partir del punto donde 
I = II lia'-la el punto donde í = />. enionees

Mil

3-1. I n.i uirsa (' en li‘ tiene las sijiuienles ecuaciones paramé- 
incas en coordenadas esféricas p = C[Ui. ü = Cdrl, 
ó = (líUi l'liliee la iVinnula del teorema 11.2 II > las 
lormulas de esta sección para deniisirar que si ¡, um. 
dades es la lon"ilud de arco de C a ¡lariir del punto donde 
/ = u li.isla el punto donde í = F, entonces

I

/. +- p- sen

35. la) Demuestre que las ecuaetones parainetncas para la 
lielicc Circular del eiemplo 7 de la sección II 2 son r = 2.
0 r, z = I (1>) I Iiliee la loniiula Jel ejercicio para 
calcular l.i loneitiid de aao de la lielicc circular del inciso 
tal de / = 0 a r - 4,t (.’ompare el resuiiado con el del 
ejemplo 7 de la sección 11 2

3f>. l 'na hélice uíiiic.i se enrolla en un cuno Je manera scine- 
lante a como se emolía una lielice cireul.ir en un cilindro
1 nine l.i lormula del ejercicio para i.aliular la loneilud 
de at^.o de r - dar -■ 2/rde la lielice com.a i|ue tiene 
cMi.I.iones paramelncas p -t.O ~ i.<}>
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13.2 INTEGRALES DOBLES

I IGl KA 1

E,n d estudio de inU‘}{rales iniilliples, en el cual se tratan funciones de vanas 
sanables se liara referencia a una integral de una función de una sola vana 
ble como integral simple. Recuerde que al estudiar la integral simple se re 
quino que la lunuon estuviese definida en un intervalo cerrado del conjunto 
de números reales Para la ¡niigral doble de una función de dos vanables. 
pedirá que la función esté definida en una region cernida de R- En este capiiu 
lo cuando se haga referencia a una región se supondrá que esta es cerrada

El tipo mas simple de region cerrada en R~ es la rcf’ion rct laiif-ular 
terrado la cual se definirá a continuación Dos puntos diferentes Altq oij) 
¡hb\ /ji) tales que«| < hxyo^^ /jn. determinan un rcctangulocujosiados 
son paralelos a los ejes coordenados Refiérase a la figura I Los dos puntos 
junio con los puntos {h¡, «2) y (0|. se denominan vértices del rectángulo 
Los segmentos de recta que unen vértices consecutivos se llaman lados dü 
rectángulo El conjunto de todos los puntos interiores del rectángulo recibe el 
nombre de región rectangular abierta, y el conjunto de todos los puntos de un 
rectángulo abierto junto con los puntos de sus lados se denomina region 
rectangular cerrada.

Considere la regain rectangular cerrada de la figura 1 la cual se denotara 
por R. y sea f una función definida sobre R La region R se considerara como 
una regiiin de integración. El primer paso en el estudio de la integral doble es 
definir una particiim A de R Al dibujar rectas paralelas a los ejes coordenados 
se obtiene una red de subregiones reciangulares que cubren a La norma de 
esta partición, denotada por || A |[. esta determinada por la longitud de la 

diagonal mas grande de las subregiones rectangulares de la partición Se elige 
la longitud de la diagonal debido a que representa la distancia mas grande en 
tre dos puntos cualesquiera de una subregión rectangular Numere las subre* 
guiñes de manera arbitraria y considere que se tienen en total n Denote el ancho 
de la í esima subregion por A,t unidades y su longitud por A,\ unidades 
Aiinra bien, si A,/V unidades cuadradas es el área de la /-esima subregion rec 
langular entonces

A,A = A,r A,\

Sead/, 1,) un punto arburario de la/-esima subregion y seafdi,. i,)el valor de 
laíiincioncnesepunto Considereclproducto/fH,. v,)A,A AsiKiadoconcada 
una de I is n subreguines se tiene uno de estos productos, y su suma es

^/■(H,, t,)A,A [W
I I

llamada suniii de Riemunn de una función de dos variables Existen mucha' 
sumas de Riemann asociadas con una función particular debido aque la norma 
do la partición puede ser eualiimer numero posimoy cadapumotH,. i,)puedc 
ser c uaiquier punto de la i-ésima subregion Si todas estas sumas de Riemami 
se pueden aceaar arbitrariamente u un numero L lomando pariieumcs con 
normas siillcientemenie pequeñas, entonces se define L como el limtieóc esta' 

sunuscontoi me l.i nonnade la partición de R se aproMinaacero Esta discii'ioa 
conduce .1 la siguiente definición
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13.2,1 DeRnícloh del Hmrfe de.^o suma de Rlemann 
de una función de dós»^ría¿Ies

Sca/una funciún definidj en una región rectangutar eerracla K El nú­

mero ¿es el límilcdelassumasdela forma ^/(h,. m ¿satisface 

la propiedad deque para cualquier f > (JeMsieunaÓ> Ola! que para 

cualquier pamcion^ para la lujI ||A|¡ < ó'.vparaUHlaelcLciónposible 
del punto di,. r,)enel/-ésimoreeláneulo.» = 1.2. . .«.entonces

1^ ){u,. t.lA.A - ¿I < e

I- > 1

Si td! número ¿ existe, se escribe

lini y/di,. I-,) A,.1 = ¿
U...II —

Puede deinosirurse que el numero ¿ que salisfaga esta definición ser i 
único La deinosiraeión os similar u la demostración del teorema 1 5 16 rel.i- 
liso a la ii/iiciiWdel hmile de una liineión de una \ariable.

Í^.2T2 Definición de lq^n^5¡03

Sea/ una función de dos sanables definida en una región rectangular

cerrada li La integral doble de / en R. denotada por 

está deliiiida por

/(c. V) (¿L

iJfd. = lím r,) A,A

H

SI este límite existe.

Si la integral doble de J en R existe, entonees se dice que f es integrable 
en R. El teorema siguiente, enunciado sin demostración, pmporcnma un i 
condición suficiente para que una lunción de dos sanables sea integrable

U 13.2.3 TMróma

Si una función de dos variables es continua en una región rectangular 
cerrada R. entonees/es inlegrable en R

^ EJEMPLO 1 Obtenga un \ alor aproximado de la integral doble

JJ(3t -

I!

donde/fes la region rectangular que tiene sérlices ent-l. I) y l2.3l Con­
sidere una partición de R generada por las rectas t = 0, .x = 1 y v = _. y 

lome el centro de la f-ésinia siibregión como (»,. i,l.
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1-1.3)

í-i. I)

(2. M

(-0 5.2J)
•

105.2.5)
•

(13.35>

•
(D-X.IA)

•
(1 5.IJ)

12.1)

Solución Rcilúrasc u lu figura 2. la cual muestra la región ffdhididac 
seis subregiünes que sun cuadrados cuyos lados miden 1 unidad. Así. parí 
cada /. A, A = I. En cada subregión el pumo («,. v,> es el centro del cuadrada
Con/(r. y) =: .ly - 2t-. una aproximación de la integral doble indicada C'U
dada por

|j'(3y - 2v=)íM « /(-O.5. 1.5) • l /(O.5. 1 5í • 1 /(I.5. I 5j • I -t-

« /(1.5.2.5)-! -f/tO.5. 2.5) • 1 +/t-l).5. 2.5) • 1

= 4-1 + 4 - \ -i-O-l -I-3-7 + 7- I -i-71 

= 25 i

FIGURA 2

I k;ura 3

ITGUIUVq

El valor exacto de la integral doble del ejemplo I es 24. como se serác 
el ejemplo 3

Ahora se considerará la integral doble de una función sobre una región m. 
general Recuerde que una curx'J lisa es la gráfica de una función lisa, es des-* 
aquélla cuya derivada es continua. Sea R una región cerrada cusa fninicn 
consiste de un número finito de arcos de curvas lisas que se unen para forme 
una curva cerrada simple. Como se hÍ7o con una región rectangular, se dibuje 
rectas paralelas a los ejes coordenados, lo cual proporciona una partición 
lungulur de R Si se descartan las subregionos que contienen puntos que r 
perteiicen a R, se tendrán sólo aquéllas contenidas completamente en R. Sea* 
el número de estas subregionos, sombreadas en la figura 3. Al pnxiederdeira- 
neraanuloga a ladescrila para una región rectangular, se pueden aplic.irlasdc:’ 
niciones 13.2.1 y 13.2.2 para esta región/í más general. Conforme la norma Jt
1,1 partición se aproxima u cero, ti crece sin límiie, y el úrea de las recioiss 
omitidas (es decir, los rectángulos descartados) tiende j cero. Si una funci 
es integrable en una región R. .se puede dcmosirarquc el límite de las .sumas Je 
Ricmann es el mismo sin importar como se subdivida/^. siempre > cuandiw 
tenga una Uirnia mediante la cual .se pueda asignar un área a cada siibregioi

Así como se interpreta gcoinétrieumenie la integral de una luncion de u» 
sariablc en términos del área de una region plana, la integral doble pueJe 
inlerpreUrse geoméineamcnte en términos del volumen de un sóli.*-' 
tridimensional. Suponga que la función/os continua en una región cerrudJÍ 
de/í*. Además, para simplificar ladiscusión. suponga que/{i. viesnonegat:'- 
en R. La gráfica de la ecuación ; = /(.r. y) es una superficie que se encur 
/ra por .irriha del plano ty.eomo se muestra en la figura 4 Esta figura presera 

una subregión particular de R. cuyits dimensiones son A,r y A,v. I..1 ticui 
también muestra un sólido rectangular que tiene esta subregion como ba>>e i 
/(II,. i',) como meilida de su altura, donde (11,. \,) es un punto de la i-C'iru 
subregión. El volumen del sólido rcctanguKir está detenmnado por

A,U =/(H;, V',)A,A 

= /(«,,»’,) A,rA,y

El número A, U es la medida del volumen del .sólido reetanguUu- delgado q-»* 
se muestra en la figura 4; de nunlo que la suma dada en (ll es la sunu«¡í 
las medidas do los volúmenes de los n sólidos como éste Esta suma apn'vi 
mu la medida di'l volumen del sólido iridimcnsiouul que aparece an la figura'^ 
El sólido esta limitado en la parte superior por la gráfica de/> en la parte W' 
fenor por 1a a'gióu R del plano.vy. La sumado (1) tatubién aproximad núnw^’ 
proporcionado por la integral doble

jJ/(A. V) .M

H
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y el \nluiiicn lid Milidu iriiliniL-risian il dj la Iiyur.i4 esd '.alurdccsta intciiral 
Lsic hedió ve eviahleee en el ML-uieiilt teorema, omitiéndose su demostrauon 
lormal

Sea f una fiinLinn de dos sanahles y Lonliniia en una rejiion cerrada H 
dei plano i \ tal que a (I para lodo (i. \»de R Si V unidades eu-
hicasescd uiltinien dd solido S que tiene la region/í como su base \ cuya 
altura es \ unidades cii d punto (i. \ l de R entonces

\ - lini y fui, »,) .i, A 
1 •

ltx.\) (¡A

in >1 t
1

1
1'.

I K.t l(\.s

^ EJBMPL0 2 Lsprese el uilunien del solido limitado por la 
siiperl'icie

;(i.d - 4 - ',c’ ‘

los planos \ = .1. \ = 2 > los ires planos coordenados como una integral 
doble A Un de obtener un calor aprosiiuado de la integral doble considere la 
partición de 1.1 reglón dd plano n generada al dibujarlas rectas c = l.v = 2 
\i = 1 \ lome el centro de la i-esima subregion tomo (n,.

Solución Lii la figura 5 se muestra el solido La region rectangular R 
es el rectángulo del plano u limitado por los ejes coordenados \ las rectas 
V = 1 \ \ = 2 Del teorema n 2 4. si A'unid.ides cubicases el\olumen del 
solido entonces

I = jj(4 - ',1' - c-).M

A

L.i llgur.i ,‘s lainbicn imiesir.i l.i reglón R di\ idida en seis subregioncs que son 
cuadrados cuyos lados miden I unidad Por t.nnto. p.ira cada ». A,.l = 1 El 
jiunlo líf,. 1,1 de cacl.i subregion es d centro del cuadrado Entonces una 
aprosimacioii de V está d.id.i por una .iproMiuacion de la integral doble Por 

tanto

r 1 + /ti.“i.05) 1 +/12 5.05) 1 +

/(D.5, 15) I + /(I \>\ 1 /I- ^ 1 5' >

Si se eniplcM una calciiLidora para determinar los calores de la tunuon. se 

obtiene

\ 4 457 + 4 744 f .4 2‘H) + 4S42 + Uill9 + 3 165

- 21 .59

(jiiu'hisjÚÜl I I \ olumen es .iproMinadamciite 21 5‘> unidades cubicas 4
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El volumen exactodel ejemplo anlenores 21 5 unidades eúbieas.cuma^ 
mosirará en el ejemplo 4

Vanas propiedades de la integral doble son análogas a las propiedadesilc 
la integral definida de una función de una variable. Las más imponantes sedan 
en los cinco teoremas siguientes.

13.2.5 Teorema
Si res una constante y la función/es integrable en una región cerrada R. 
entonces cf es integrable en li y

r/(.i.y) JA f(x, y) JA

La demostración de este teorema y de! siguiente, se deducen mmeduia- 
mente de la definición de integral doble.

13.2.6 Teorema

Si las funciones/y g son integrables en una región cerrada R. entonces 
la función/ + g es iniegnible en /? y

jj" l/í-v.y) + g(A,yJJí//l 

R

jj* /(.t, yj JA + 

H

jj RÍx.\)JA

R

El resultado de este teorema puede extenderse a cualquier niimeru finito 
de funciones integrables.

13.2.7 Teorema

Si las (unciones/y g son integrables en una región cerrada R y ade­
más f{.\, _v) S g(.r, y) para todo (.t, y) de R, entoaces

jj fi\.y)JA £ jj g(.v.y)íM

K R

Este teorema es análogo al teorema 4.6.1. y el siguiente es análogo al 

teorema 4.6.2. Las demostraciones .son similares a las demostraciones corres­
pondientes de la sección 4 6.

13.2.8 Teorema

Sea f una función integrable en una región cerrada R, y suponga que in 
y A/son dos números tales que Hi S /(-v.y) S A/paratodoír. y)dc/?- 
Si A es la medida del áa*a de la región R. entonces

/H/l S f{\,y)JA á A/A
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/"

K

iK.uno

Suponga que la funuon / es coniinua en la region cerraja R > que la re­
gion R se compone Je dos suhregiones R^ y R-, que no tienen puntoi en 
común excepto algunos punios en parte de sus frontera.s Entonces

f(x.\i<l\ + /(r.\)íM

I a demostración de este teorema depende de la definición de integral 
doble \ de los teoremas de limites

Para lunciones de una x.iriable el segundo teorema tundamerlal del 
Calculo proporciona un método para evaluar la integral delltuda mediante una 
anliderivada.ointegral indefinida, del integrando Un método correspondiente 
para evaluar una integral doble implica reali/ar integraciones indefinidas 
simples en torma sucesiva Un desarrollo riguroso de este procedimiento 
corresponde a un curso de Calculo avanzado En este libro el análisis es solo 
intuitivo y se utiliza la interpretación geométrica de la integral doble como la 
medida de un volumen Primero se desarrollara el método para la integral 
doble en una region rectangular

Sea j una I unción integrable en una region rcelangularcerrada/ídel plano 
n limitada por las rectas r = n\, i = />, i = oi y i = h-- Suponga que 
/(r \) > 0 para lodo (v \) de Rellcrase a la figura 6. la cual muestra la 
grallca de la ecuación : = f¡\.\) donde (\. v) pertenece a W El ininiern que 
representa el valor de la integral doble

h

jj^tv \líl\

u

es la medida del volumen del solido entre la superficie y la region R Este 
numero puede determinarse mediante el método de rebanado como se muestra 
a continuación

Sea V un numero del intervalo |</y./';| Considere el plano paralelo al 
plano rr que pasa por el punto (0 v.O) Sean \( v) unidades cuadradas el arca 
de la region plana de intersección de este plano con el solido La medida del 
volumen del solido se expresa por

r"’I
JII

Como el volumen del sólido t.imbicn esta deiermmado por la integral doble, 

entonces

jj

H

r (2)

Asi. puede calcularse el v.ilor de la integral doble de la función Ten R al e\a- 
lu.iruna integral simple de Alt) Ahora debe oblenerse.U v i cuando \ está dada 
Como \{ \) unidades cuadrad.is es el area de la region plana este numero puede 
obtenerse medi.inic mtegracion Observe en la llgura fique l.i trontera supenor 
de la region plana es la gráfica de la ecuación c = /(v. v) cu indo v pertenece

a|(t|./ql Porianlü.,\(\) = Al sustituir de esta ecuación en
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JJ y(v. y) íM

H

h,\ /^h^

Clí, fix.yulx (ly 13)

I.a expresión del miembro dereeho de (3) se denomina inli'Kral iu-rada. 
Debido u que los eurchetcs se omiten regularmente cuando se esenhe ur.j 
integral iterada, entonces (3) puede expresarse cuino

JJ (.V.

H

fix, y) <lx í/v (4)

Ai e\ aluar la "integral interior'’ de (4). recuerde que.r es la \ ariable de inicgr¿- 
ción > se considera a y como una constante Esto es análogo u lomar s como 
una constante cuando se obtiene la derisada parcial de fix. y) con res|>ccloji 

Si se consideran secciones planas paralelas al plano yz se obtiene uiu 
integral iterada en la que se intercambia el orden de integración, esto es.

|J/(t.y)iM

H

fix,y)ilydx (5

Una condición sullcienie para que (4) y (5) sean válidas es que la función sea 
continua en la región rectangular R

► EJEMPLO 3 Es alúe la integral doble

íí (3v - l\~)ílA

SI li es la región del plano xy que consiste de lodos los puntos (.t, s; para li" 
cuales -1 s .r s 2 y 1 S y £ 3.

Solución Coiwi| = -l./q = 2.fi> = I >= 3. de (4) se tiene 

(3y - Is'líM = J" J* (3y - Z\~)d\dy

t •'-I
r 1*2

(3y -
I L4-1

dy

(9y - Ct)dy

; v= - (.y],'

24

En el ejemplo I se obtuvo un valor aproximado de 23 para la integral ds'Hf 
del ejemplo anterior.



13.2 INTEGRALES DOBLES 1035

(i< VI 4

1
(i

I I
^ V

M(;UtA7

^ EJEMPLO 4 CalcuL- el Wilumeii del solido limiiudn por l.i su­

perficie

Jix.M = I - ^

.isíeomo por los planos \ = í > ; = 2. > los ires planos coordenados

Solución La fiyura 7 muestra la uraíica de la ecuación : = J(x. \ )) c\ 

solidodadoenelprimeroctanle Si riimdadesciihic.iseseUolumcn del solido 
entonces por el teorema H 2 4

V = lim ^ J(ii,. t, )A,/\
' , I

í’oiu’lnsíiín; El volumen es 21 ^ unidades cubicas ^

[ K.l H \ K

U
i

I K.nu 9

I'n el ejemplo 2 se obtuvo un valuraprovimado de 21 59 para el volumen 
del solido del ejemplo anterior

Supoijuaahoraiiue/íesljreuiondelplanov\limiladaporlasreclas v = <i 

\ \ = h. donde ti < h \ por las curvas \ = \ v = donde

\ i¿s son luncioncs eonlinuas en el intervalo |u./»| Ademas, suponga 
(|Ue<¿|(v) ¿ (¿2<t) siemprei|ueo < \ ■£ /'(consultela figura St SeaAuna 
p.irticion del intervalo |«;./»| definida por A a = i,, < V| < < = />.
Considere la region K de la figura S divida en franjas verticales de ancho 
A, I unidades I-ii esta figura se muestra tina tranja particular La intersección 
de la superficie c = el plant'v = n,. donde t, i < ii, < i,. es una
curva Una porción de esi.i curva se encuentra sobre la i-esiina franja vertical 
La reglón debajo de este segmento de curva v sobre el plano n se muestra en 
la figura 9 v la medida del .irea de esta region esta dada por

f í.tu,»
/(I/,. \)í/v

i a medula del volumen del solido limitado superu'rmente por la superficie 
: = /(t. t/e tnleriorinenie por la i-esuna Irania vertical es aprovirnadaniente 

Igual a
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íu. u

O

ITGl lU 1(1

Si se Inmu d límile. confnmic la norma de Á (¡ende u cero, de la suma de Ij'. 
medidas de los volúmenes para las ii franjas verticales de ¡{ desde .r = a hasta 
T = /;.scobtieneÍamedidadel volumen del sólido limiiadoenlapuriesupen<4^ 
por la superficie z = /Ir. y) y en la parte inferior por la región fí del plano ty, 
(Refiérase a la figura lOj. Este límile es la integral doble de/en K. es decir

lim
»■

- r /-«i;'»,*
£ An,, y tí/y A,.t f(.x. y) dy dx

jj" /( t. V) í/v £¿1 16)

H

Las condiciones suficientes para ijue la fórmula (6) sea válida son que/su 
continua en la región cerrada R y que <¿| y «¿2 funciones lisas.

-I
I -,

1-» 4«- = 1

I KiL RV n

W EJEMPLO 5 Exprese comti una integral doble y una integral 
Iterada la medida del volumen del sólido que se encuentra por arriba del plann 
u delimitado por el paraboloide elíptico c = .x- + 4_\* j el cilindro r ▼ 
4v~ = 4. Evalúe la integral iterada para calcular el volumen del sólido.

Solución La figura 11 muestra el sólido. Se obtendrá el volumen de la 
porción del sólido del primer ociante, el cual, por las propiedades de sinietria. 
e.s un cuarto del volumen requerido La región del plano.t ves aquélla limitaiia 
por los eje.s .r y \, así como por la elipse .t“ + 4v- = 4. Esta región se presen­
ta en la figura 12. lacual también muestra la i-ésimu suhregión de una particu>n 
rectangular de R. donde (h,, r,j es cualquier punto de esta subregión. Si Vuni- 
dades cúbicas es el volumen del sólido dado, entonces, por el teorema 1.1 24

*

Fiel RA 13

r = 4 lim V(ü,- + 4v,')A,A
' ■*" t 1

~ 4 I (.X* + 4y4)<//\

A fin de expresar l'como una integral iterada, se divide la región /< en n Iran- 
jas verticales. La figura 1.1 muestra la región R y la í-ésima franja vertical 

cuyo anclio es de A,t unidades y su longitud es ? ^ 4 - ii,' unidades, donde 

x,,| S ¡I, S t,. De (fj).

\' = 4 líin T tíí,- + 4v-)í/v
iL Jo

r2 <• 4
= 4 (X- -f A\~)d\ d.\

Jo Jo

Jo

^ - .1- sl-l - A-)*--

A,t

d.\
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rtGlKA N

(I- + 2) .4 - .r= í/t

= -i \(A - X-)''- + 2x 4 - X- + Ssun-'l.r '
Jo

= Ají

C’oncliisit'in; hl\olumcn es 4ffuniiJaÜL’s cúbicas. ^

Supoiiuu que la región R esta limitada por las cursas t = >.|{\) > r = 
Áit s) y las rectas y = c y y = donde r < tl.\ Á| y Á; son dos funciones 
conlinuas en el intersalo cerrado [c.</| para las cuales >.|(v) < /o(\i 
siemprequec < s < t/Considere uiuipartieuín Adel inler\alo|c. </|s disida 
la reglón R en franjas hori/om.iles de ancho A,s unidades Consulte la figura
14. la cual muestra la i-ésima franja hori/onial. l,a intersección de la superfi­
cie .* =/(r. s) y el plano s = i,. donde v,_| < r, £ c-. una cursa, y una
porción de esta cursa se encuentra sobre la i-ésima franja hon/onial Enton­
ces, de la misma manera en que se obtuso la fórmula (6). la medida del solumen 
del sólido limitado superiormente por la superllcie c = ytr. s> e inferior- 
menle por la i-ésima franja hori/onlal es aproximadamente igual a

Ui,,
I fix.v,)itx

A,v

Al lomar el limite, conlorme || A || tiende a cero, de la suma de las medidas de 

lo*- solumenes para las n franjas Imri/oniales de R desde y = c hasta v = </. 
se obtiene la medida del solumen del sólido limitado superiormente por la 
superficie ; = /(r, s) e inlenormenie por la región R del plano ty. Esta 
medida de solumen es la integral doble de J en R En consecuencia.

lim ¿I /(i.v.)rA
A,s

il f /. a 11n /ti.\»i/r</\

il\

R

17)

l.as condiciones .suficicnies para que la lórmula (7) sea salida son que Aj y Ay 
sean funciones lisas y que/sea continua en R. Al aplicar las fómtulas i6l s 
(7). en ocasiones puede ser necesario disidir la región R en subregioiies cu 
las cuales se cumplan estas condiciones

^ EJEMPLO 6 Exprese el solumen del sólido del ejemplo 5 me­
diante una integral iterada en la que el orden de integración sea contrario al de 

dicho ejemplo Calcule el solumen del sólido.

_—1 TTTT- Solución Otra ve/ se obtendrá el solumen del sólido eoircspondiente al
^ ^ primer octante.y después .se multiplicará el resultado por 4 La figura 15 mues-

" ' ’ : ' tra la región R del plano ss y la i-c.sima franja hori/onial cuyo ancho es A,y

unidades y su longitudes 2- ! - r,‘ unidades. Entonces, por (7).
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I' = 4 lím i[j
••'L Jo

2 I - .,2

(r* + 4v,")í/r A,v

I i* 2 .1 -

4 í Í (t- + M-iíl.xJy
Jo Jo

4 (l - y2)^- + 8v- 1

^ £<2>-2 f 1) J - y2Jv

”T>n - + 8v\T- r + 8sen-‘>|^

= 4ff

Conclusión: El volumen es 4;r unidades cúbicas, lo cual concuerda con la 
respuesja del ejemplo 5 ^

De las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que la integral doble 

(<- + 4\ -) dA puede evaluarse por medio de las integrales iteradas

Jii ■'(1

- i'-h

(.r^ + 4\~)d\iLx "ÍJ
J o Jo

1 r 2 I - V-
(.ir + 4\~)dxdv

Sien(6)o(7), seconsidera/tT.y) = 1 para toda a: y v, entonces la medi­
da A del úrea de la región R se expresa como una integral doble Asi.

J </v dx » .= íí dx dy

^ EJEMPLO 7 Calcule mediante .integración doble el área de la

reglón del plano .rv limitada por Iils curvas v = r- y y = 4.t - x~.

Solución En la llgura 16 se muestra la región. De <8) se tiene

4
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I. OMcn^.i un \alur .ipmxim.ulu <L- l,i imcgral ili)hk‘

(U - 2; -t- 11 í//\
II

dinuli; U os l.i region rci.i.iiitul,ir(iuc lurnií \ tnitcs en (<l. -2i 
_s t >. II) fimsjilere l.i p.iriiciiin de H yeiier.id.i pnr l.l^ rctUs 

1=1 \ = 2 \ \ = -I, > liiiiie el ecnlro de l.i » cmhui

siil'reeiiii) Lumctin, i,i

2. Ol'leiiLM un v.ilur .ipniMiiudu de la inle^ral duhle

II n’ - 40,/.I

H
ditiuJe H es ia repiun rectangular luvus \éniLev son (-1.0j 
) 11. fuiisidere la pailiuun de W generada por las retías 
t = II, \ I \ V = 2. ) lome el eenlru de la i-eMina 
'iihregiiin i.nmu (n,. i ,l

t <i hniji n h un 1 ii f<, nl'lt /ig<( un uiliir tiiiniuiiiiiilii ilf hi mu 
íliiihlohlc. líi'iuh Kc\ ¡II r, i;ii’ii ni Iiim;ii¡iiri/iii lu /íi'nVfíc, ven 
/' V (I, Jv ( V mili ¡iiiriii iim ,/i /í i In,, v,) 11 ,7 ,, nlro ,/< < m/n 
uihri emii

(r/vV'O = (0 75. I 75Un,.v,,l ll 25. I 5).
(n-.v,| = (2 5 2) (n..i.) = (V 1)

1(1. La inlegral dublé, ton f'. (J \ ^ uirin en el ejeruein 4. 
in, 111 = (I) 5. I 5). (II;. i j) - (4. I).
(II; 1,) = (5 5.0 5).(|/J. ij) = (2.2) 

tin )0 - i2.2).(11,,.!,,) = (5.3)

11. l_i inlegral dublé, Lim/’ ü \ Aeinnu en d ejereicio5; 
(/i,.i|l = 1-05.()5|. („,,,_,) = (I. 15);

(n, i'i) = (2 5.2). (II,. ij) = (-1 5.3 5).
(11^. i<) = (I) 3), (11,. 1,,) = (4.4).
I11-.I7) = (-1.4 5i. (II.. i,.) = (1,45),

(11,, i.,l = (3. 4 5)

12. I.a inlegia! dublé, um P Q y S umiu en el ejercicio 5. 
(II, I |l = (-2. 0), (II;. l;l = (II. 0),

(n„ i,) = (2.0). (II,. >4) = (-2. 2).
(11., l<) = (0. 2), (II,. V, I = (2. 2|, (II;, l;) = (-2.4), 

(ii,,.i>,) = (0.4) (11.,,v,,) = (2.4)

(V- + Mil.\ l'iDAlí.Ot-i 2) A V, - 0.

V; = l, l, = 2. V , = 3, V I = I) V; = I

(2 - V - \U¡\.PiU 0) dif),4i,.i \i = 0,

'' = 2 \, = 4, V, = 0. V; = 2

JJ IM r 3v-),/.\./'( 2 (I) C'l-l Ol.A V| =- -2.

II
- 0 i, = 2. \ | = 0. \ ; = 2. V, -4

II (IV + 3i’i,/\./'(0 -2) tíl0.4)..i i| =0.

2 4.V, = -2.V; = O.v, = 2

(V V 2vv ’jiy \ /’i-V -2) yi I. b),

i, V. -1. - 2. Vi - 0 '> = 2. V, - 4

(v'v 2iv-)i/\,/'(-^ 2).(.bl.b),

3 -l. V. = -2. V, - I >1 (I, V, = ~2.
'■ I. V, (I V, I. 2. v„ - 3, V, = 4.
V S

I"' > li ll ll Iin ‘I II 1: u/i/iVK'íi im Miliir ^l|||l•\wullll' ilr Ui 

"‘''-•|.ll•l,.hh ¡{ishii, em;ii.<rrniei7iirr/n.'(i,in'v<f(ni V
<J Al V wuiimiiuimuIrP v iii,, i,)i' imi'uiiloiiil'iinino 

"í,/,i \uhrrt;iini

• a iiKegr.il doble, ton /’. (J \ A euimi en el eieitieio 3.

Oi,. 1 |I - (0 25 (1 5| 1,1 - 11 75, 0).

I iJ = (2 5 0 25. (II, ij) = (4 11

13. Exprese eoimi una iniegral doble el xolumen del sólido 
ubit.iilo en el primer uelanle j limilado por la esfera 
»• + \- + .'- = (i4 los planos x = 3. \ = 3 > los (res 
planos uiofdenados Afin de obiener un valor aproximado 
de la inlegral considere la parucum de la region del plano 
u generada por las reeias T = l. r = 2 v = l y v = 2. 
\ lome el eeniro de l.i i-esin).i subregion .orno In,. v |)

14. I-xprese como una integral doble el xolumen del sólido 
Imni.ido por los planos ; = lc+v+4. v = 3> ios (res 
pl.imis coordenados fin de obiener un xalor aproximado 
de la inlegral. uuisidere una partieuin de la región del plano 
u generada por las recias X = l.v = I y x = 2. x lome 
el cenlro de la i-esima subregion como (11,, v,)

15. Exprese como una integral doble el xolumen de! sólido limi­
tado por l.i superficie c = 10 - 7»' ~ ñ'‘-
I = 2. V = 2 y li's líes planos coordenados A fin de obie­
ner un xalor aproxim.ulo de la miegral. considere la p.inieion 
de la reglón del plano u generada por las rectas 
, - I s V = 1 y lome el cenlro de la i-ésima subre­
gion eonio (II,. V',)

Ifi. Exprese como una inlegral doble el xolumen del solido 
limiiado por la superficie 100: = 300 - 25f - 4x*. los 
pl.mosx -1.x = .3.V = -3.x = 5yeipljm)iv Afin
de obiener iin xalor aproximado de 1.1 inlegral. considere una
pameion de la region del plano xv generada por las rcUas 

, = lsv = 3. y lome el centro de la 
i-c'sinia subregion como (11, v,i

Di hn i-ji-n u un 17 a 20. up/n/iie x7 íi oi.-ni.J /-^ 2 .S ¡wn u/'frner 
un iiih'n ¡lili t fmiilii ijnr ti'iitiiii;iu¡ Mili"' </c/o mtfiinil ili’hlc

17. JJ (2\ + 5iliM.donde/íeslaregionrectaiigularc-uxos 

H
Xemees son lO. Ol. (i. 0). (1.2) y tO. 2)
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Id. JJ (A" + (*) (M. tltmdi:/( es la rcginn ruUanguljr cuyo^ 

K
vsniLCN son (0. Oj. (I 0). li. I) > (0. I)

19. JJ c" ilA ili)mIe/íesl.iregiimrcUjngiilarLü>()ssenites

son(0.0).(l.0Ml I)

20. I (stn t + sin M«/1. donde/í es la rogiisn retungular

ilA. H es la rcgit>n litmlada pnr las recias \ - x

y i = 2. y la hipérbola T\ = 1 

39. Obtenga el solumen del solido ubicado debajo del plor« 
;; = 4i: y (|ue se eneuenlra por arriba de la circuntcancu 
r* + i* = 16 del plano r\

c = 4t

cuyos senices son (0.0) (ff 0) (0 m y (n. t:) Siifjcrfii 
mi uiilice el resultado del ejercicio 24 de la sección 12 K

En li>\ tji ri II ii'\ 21 n <0 luiliit lii iiiti i¡iiil ilfrniln
^ -I

' ,l\ ,l\

rid

¡1
22. </»«/!

Jo Jo

..ff

24.

2.S. J J -,A(/v

•fí\!
. J J 11 \\ i!\ il\

■ÍÍJ 

ü: -;

"'A2-^ *•'-;-4=

40. Determine el solumen del solido delimitado por los pL 
nos X ~ \ + 2: + 1, T = ü. s = 0. ; = 0 y ^s- 
: - 3 = 0

A» ♦.*-1 = 0

c/l l/t

s-í' ihil\

41. Calcule el solumen del solido del primer ociante acotado 
ptsrlosdosc'ilindnis i- + s’ = 4yr + :* = 4

f*s- = 4

sent4t - \id\ J\ /
' I r+:*s4

ihih

¡IIlintji finiiix Hit.lH uiUiik eluilon xiitUnli tumiufriililnhU

31. Li integral doble del ejercicio 1
32. LI integral doble del ejercicio 2 
.3.3. La integral doble del ejercicio .3
34. 1..I integral doble del ejercicio 6

35. Jl^ sciitíM /f es la region acolada por las redas s = 2i, 

s = i» y s =
36. Jl^ cosh A s) iM. fí es la region acotada psir l.is recias 

K
s = ryT = jryclejeA

■* <M /(es la reglón acotada por laciicunre

- I 2 -»»

42. Obtenga el solumen del solido del pnmer iKlaric limiu 
do por el paraboloide ; = y - r* - 3s*

37. JJ

K

6 ' 

4 •

1 .
3.' 1 2

y- t -3»-

rcncia f + s* = 9
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4? IHkímiiik- <-1 uiliiriiLti cLI M.lidn ,L| pritiiLf !imi-
I iilii piir l.is supL-rliues I 4 = I i = v j , - , ’

5(1. L iilicc imLyratioti tloblt p m nhknvr el jrej ú<. L reeiiTi 
(Jd primer uu idfjnie liiiiii.id.i pnr Ij pjr.ibnlj v - h 
la ureunlcieneia t- f v’ = 5 v el eje r medunie d... 
métodos (.1) integre primero eon re peuo ,i i (I» mieerc 
primero eon resp.eio a i fompire los dos iiKiodo de 
M'lllelon

44 ( denle iiiedi.mie iiiiejir.ieion dotde e'l volumen de l.i por- 
eioii del solido del primer oelanle liniii.ido por 11 csler.i
1 1 1 ’ t -■ := líl

51. C denle medíame dos melodo, el vi leimen del Milido uhi- 
eadodeíiajodelplmulv s- X, + 6; = :4\porjmh.de 
la reeion del pnmer euadranie del plano u linm.ida por 
la pirahol 1 \- = 2i la recia li 1v = ID j el eje i 

(di inieere priiiiefo um respee(o a i. lli) inicute primero 
eon respeelci a e C ompate ios dos m.liidos de siduemn

52. Considere la iniejiral ilerada j j - t- ih d\

(a) Dibuje el solido cuja medid i de volumen esta repre- 
senlada por la inleoral (li) evalúe l.i inieiral ilerada 

(el Lsenha la inlejrral ileradi nue proporuiina la medida 
del volumen del iiii'iiio solido eon el orden de inieeraeion 
inverMi

53. Considere la inieeral ilerada

I n lo\,/,Ti ii m\ l^ii IS ¡iiiliit mu i;riili \ ilohlt ^ parii toU ¡iliir 
11iiu a ih hi f, liwilíiilii¡iiir In', t línm <h I/'/u/io ii Dihiiu 
/•V ri í_i,iii

h V 4vV ; = i- 4fi.

47. s - , - _ ^ ^

4H. , 4 j ^

I vprese Lomo un i tnieeral iler.ida l.i niidid.i del vidiimen

'I-I olido liinilado por el elipsoide 

/>■

(1> + \Ul\ il\

\ eleelue las mslrueeiones del ejereiciu 52

54. l iiliee dotile inleeraLion para caleiilarel volumen del ss.liJo 
eoinun a los dos cilindros circulares recios de radio r um- 
daclc's. divos e|es se inler'eUan formando aneulos recios 
(Consulle el eje re lelo fiO de la secLion 4 d| 

l II li>\ t lift II iin st V 56 /iM/ifi ero/i/í riií/ij mi pin (/< tiil/ii<ir»( 

i'un Uiiiii iih III u miiiiin i/t /mu uirin cUiiu nuiU \ nu iluiiih 11 
iTihiuli í/i/(’er(U(ii'i/ir«/)(ic 4/(1 liiiurhiili'rihiult iiiU i^nii inr 
\ ri ¡lili (• I / I lili lili)

55. sen il\ il\

ih ih

13.3 APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES

I;ii la seecinii I i 2 se csliiilm unno .ipliear las mleurales dobles a lln de caleu- 
i.ir vnlumenes Je solidos l-n csla sección se iralaraii oinis aplicaciones de las 
inieiir.iles dobles. Mies como deienninar ceñiros de masa, momenlos de mereia 

V el area de un.i superlleie
Cu.imio se .iplicaron l.is inleerales simples p.ira delerjimurel ceniro de 

iiwsa de mu lamina, se consideraron unieanienle láminas homogéneas, eveep- 
10 en casos C'peeules Sin embargo, con las mlegrales dobles se puede dcler- 
imiiarel cenlro de m.isa de una lamina homogénea oMio liomogene.i

Siipoima ijue se nene mu lamina ciiva forma es la de mu region cerrada 
l\ del plano \\ Sea i. \ 1 l.i medida de la densidad supcrticul de la lamina
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en cualquier punto (t. y) de R donde p es continua en R Para calcular la 
masa total de la lámina se procede como sigue Sea A una partición de R en 
II rectángulos Si (//,, v-,) es cualquier punto del i-ésimo rectángulo que tiene 
área A,A unidades cuadradas, entonces una aproximación de la medida de la 
masa total del i-ésimo rectángulo es v,) A,A, y la medida de la masa
total de la lámmu está aproximada por

Xp(M,- v,)A,/\
/ I

Al lomar el límite de la suma anterior, conforme lu norma de A tiende a cero, 
la medida M de la masa de la lámina puede expresarse como

M = liin ^piti,,v,)A,A
M-lt I I

= jj pít.ylífA 11)

H

La medida del momento de musa del i-ésimo rectángulo con respecto al eje .x 
está aproximada por c,p(ii,. v,) A,A. Entonces la suma de las medidas de los 
momentos de masa con respecto al eje x de los n rectángulos será aproximada 
por la suma de n términos de éstos La medida A/( del momento de masa con 
respecto al eje t de la lámina completa está dada por

= lim ^r,p(H,, V,) A,A
•i .11. I

yptr. \)íM

De manera unaloga, lu medida de su momento de masa con respecto al eje 
y está determinada por

A/^ = Um ‘’íl V'

.vptv. V) </A

El centro de masa de la lámina se denota por el punto (x. y) donde

X = ■IL
A/ y V -

A/

^ EJEMPLO 1 Una lámina cusa fonna es la de un triángulo rec­
tángulo isósceles, tiene una densidad supcrPicial que varía de acuerdo al cua­
drado de la distancia a partir del vértice del ángulo recto. Si la mxsu se mide en 
kilogramos y la distancia en metros, calcule la masa y el centro de masa de la 
lámina
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A Solución fihjd los ejes timrden.i(Jos de modo que el \crliee del .ineulo 
reelo esté en e! orijien > los catetos de longitud a queden solire los ejes coor­
denados (consulte la lluiira I) Sea pír, \) kilogramos por metro cuadrado
1.1 densid.^d superticial de la laiinna en el punto (r Lnlonces pu \j = 
kiK- + donde/, es una constante Por tanto, si A/kilogramos es la masa 
de la lamina, se tiene, de (I j.

lini
.1* , j

^ ífli- + \-U¡A

(\- \ -)i¡\ d\

'0 .'ll= ^ I ["’ + W]' 'dx

= /. (- (iM + 2iit- - ^ r’)í/t

•'o
= U‘,o'‘ - -d' -r 

= Md-*

A lln de delerininar el centro de masa, observe que. debido a la simetría, 
este debe estar sobre la recta t = r Por tanto, si se obtiene i. también se 
obtendrá \ De (2).

A/j = liin + v,-)A|A
V —a I I

= l(l- -t- \’) í/.\

A’
• ii fti <

= ¿ I I (l’ + i¡\

l'v + \/l

= L t{d\ - d-1- + 2at’ - \x'^)dx
Al

^ u; d' - -i d' + ! d' - ¡^ d')

=

CoinoA/r = A/>. entonces A/T = ~Ad\> debidoaqucM/ = '/‘Ase 

obtiene i = -d

('onclusión: Fl centro de masa se encuentra en el punto {;d. ^dt

1:1 momento de masa de una Iamina con respe..lo a un eje se ilenomina, en 
ocasiones, primer momcnlo de l.i lamina con respecto al eje Otro momento 
de una lámina con respecto a un eje es el momento de men ui, también llam.ido
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M'Ktt'uIo nuinii-nir/ de lu Klniini]. lEI momento de inereiu es unu medición de [j 
resistencia ¡il cainhio en el movimiento de rotación Para licitara la dctinición 
de momeriln de inercia de una lámina, primero considere una partícula de ma^J 
III kilogramos cuva distancia perpendicular desde un eje es r metros El 
momento de inercia de la partícula con respecto al eje se define como lur- 
kilogranios-metro cuadrado. Entonces el momento de inercia de un sistema de 
II partículas respecto al eje ys la suma de los momentos de inercia de todas las 
partículas Esto es. si la /-ésima partícula tiene una masa de ni, kilogramos y se 
encuentra a una distancia de r, metros del eje. entonces / kilogramos-metro 
cuadrado es el momento de inercia del sistema respecto al eje. donde

I = S "'-'i'
. I

Al extender este concepto a una distribución continua de masa en un plano, tal 
como una lámina, mediante procesos semejantes a los anteriores, se tiene la 
dennicióii siguiente

13.3.1 Definición de momento de inercia respecto 
a un eje

Suponga (|ue se tiene una lámina que ocupa una región /? en el plano n ial 
que la densidad superficial en el punto (x. y) tiene medida pí.r. \). donde 
p es continua en R Entonces, la medida del momento de inercia de la 
lámina con respecto al eje r. denotado por /,. está determinada por

A “ lim
i¡.S I •(! , I

= jj" V'PÍV. vl(M 

R
De manera similar, la medida del momento de inercia de la lámina con 
respecto al eje v. denotado por está dada por

/, = lim y í/,-p(íi,. v,|
V , I= jJ '^-pi\,y)fÍA

R

^ EJEMPLO 2 Un alambre recto homogéneo tiene una densidad 

lineal constante de k kilogramos por metro. Calcule el momento de inercia del 
.ilamhre con respecto a un eje perpendicular al alambre que pa.sa por uno de sus 
extremos

Solución Suponga que la longitud del alambre es de a metros, y que seex- 
liende a lo largodel eje \ a partirdel origen. Se determinaráel mumentode iiieaia 
del alambre con respecto al ejey. Divida el alambre en ii segmentos de modo que 
la longitud del t-ésimo segmento es A,r metros. Entonces, la ma.sa del t-ésimo 
segmento es A A,\ kilogramos. Suponga que la masa del í-ésimo segmento se 
eoiiLcntra en un punto ii,, donde .t,,| S ii, á .r,. La medida del momen- 
lo de inercia del i-ésimo segmento con respecto al eje y se encuentra entru
k.x, i-A,v y y está aproximado por ¿H,-A,\ Si el imimcnto de iner­
cia del alambre con rcs|K'c(o al eje v es /, kilogramos-metro cuadrado, entonces
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Iitn
^ -ii. I

rioiuyliisiim; Bl numicniiuJc uiltcij es 'Aí/Hg-m* ◄

Lj sumd de los momonlos de increu /, e de una lamina del plañí» rv se 
denonima luonuiiiiipuldrdc incriia,) representa el miimento de inercia de la 
lamina con respecto al origen o al eje c

Suponga que se tiene una lámina que ocupa una región R del plano tv 
tal que la densidad supcrricial en el punto (r. \) tiene medida pit, 
donde p es continua en R hnlonces la medida del momenlii polar de 
inercia, denotado por 4). esta detlnido por

Al = Imi X‘"-' »■,!
» ........

jj (i‘ + 1 -|p(v. \ t JA

H

III, I )
^ EJEMPLO 3 Una lamina rectangular homogénea tiene una den­
sidad superllcial constante de k slugs por pie cuadrado Calcule el momento de 
inercia de la lámina con respecto a una esquina

Solución Suponga ipie la lamina esta linutada por las rectas i = a, 
\ = /) \ los ejes V \ t ReHérase a la figura 2 Si A» slug-pie cuadrado es el 
momento de inercia con respecto al origen, entonces

A, = lim ‘'*1•n , I

k{\- + \')JA

■ h fii
A 1 u* 4 \-ií/\ i/\

•'ll

í\y
Jo

k I l'íl' +
Jo

Sí \ktihUr + Ir)

í-nm-lusítin; El momenio de inercia es \kolHa- + />-) slug-pie*
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IKJllU-l

lii radioílí'ffiroáa una lámina con rcspccloa uncjc /.es la distanuadc'dc 
L a un punto de la lámina en el que puede ser concentrada su masa sin afectar 
su momento de inercia con respecto a L Esto es. si la masa M kilogramos 
de la lámina se concentra en un punto ubicado a r metros de /,, el momento de 
inerciu de la lámina con respecto a L es la misma que la de una partícula 
de masa A/ kilogramos a una distancia de r metros de L\ este momeniude iner­
cia es Mr- kilogramos-metro cuadrado Así, se tiene la definición siguiente

13.3.3 Definición del radio de giro
Si / es la medida del momento de inercia con respecto a un eje L de una 
lámina y A/ es la medida de la masa total de la lámina, entonces el radio 
de giro de la lámina con respecto a L tiene medida r, donde

^ EJEMPLO 4 Suponga que una lámina tiene la forma de un 
semicírculo y que la medida de la densidad superficial de la lámina en cual­
quier punto es proporcional a la medida de la distancia del punto a partir ücl 
diámetro Si la masa se mide en kilogramos y la distancia en metros, calcule 
el radio de giro de la lámina con respecto ul eje t

Solución Elija los ejes x y v de modo que el semicírculo sea la parte su­
perior del círculo limitado por la circunferencia x- + v* = a-. Consulte la 
figura 3. Entonces la densidad superfieia) de la lámina en el punto (.r. y) es k\ 
kilogramos-metro cuadrado Así. si A/ kilogramos es la masa de la lámina, 
entonces

Si /, kilogramos-melni cuadrado es el momento de inercia de la lámina con 
respecto al eje entonces

I, = Iim ikii) l,f\
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= \k{2a^ - 

= ,Uí/'

Por l.inio, '.I r inclros es el radio de uiro enloriLes

De modo que /■ = i . 10(;

Conclusión; El radio de ¿jirti es [ lllomelros ^

i>i" ' /((/, I II

/II w

‘II 1^1

II(U'R\4

La iniei¡ral doble puede emplearse para delerininar el area de la portion 
de la supertlfie .* = /u. \ i que se entutiilra sobre la re;:ion cerrada/í del pla­
no u A fin de mostrar esto, primero se delliura lo que sic^nifita la medida de 
esta area j después se obtendrá una tornuila para calcularla Suponya que J 
> suspnmerasderivadas parciales son tonimuasen A’. \ que /(». \) > (1 en A 
Sea A una pariiuon de A de// subreyioncs retlanuulares El /-esimo rectángulo 
llene dimensiones A,t unidades \ unidades s un area de A,/l unidades 
cuadradas Sea (//,. i, I cualquier punió del /-csinio rectángulo, j considere el 
plano tan-gente a l.i superlicie en el punto (Jlii,. i,._/(//,, i,)) Projecle serli- 
calmenle hacia arriba el j-csimo rectángulo sobre el plano langenic > sea A,iT 
unidades cuadr.i-das el arca de esia prosecciim La llguru 4 muestra la region 
A. la portion de la superllcie sobre A la / csima subregion reciangular de A 
\ la pro>eccioii del /-esimo rectángulo sobre el pl.ino tángeme a la superficie 
en Q El numero A,a es una aprosimacioii de la medida del area de la por­
tion de la superficie que se encuentra sobre el /-esimorectángulo Comoevisten 
// de csias porciones, la suma

es una aprovimacion de la medula <7 del area de la portion de la superficie 
ubic.ida sobre A Esto conduce a definir iTcomo sigue

<J = lini Z -^1^
\ • I

A continuación se obtendrá una lonnula para cakul.ircste limite Para esto, se 
deducirá una lonnula a fin de c.ilcular \|tTconio l.i medida del arca de un 
paralelogr.imo Con el tin de smiplitlcar los cálculos se tom.i el punto I//,. i,) del 
/-esimo rect.iiigulo como el serlice (i, |.\, |i Sean \ \ H los sectores que 
tienen como representaciones los segmentosile reda dirigidos cuso punto im 
cl.il es ()) que lorniaii dos lados ad\.ícenles del p.iralelogramocusaareaes A,(t 
uind.ides euadrad.is Refiérase a la figura fi Asi,A,cr - ||A X R|| Como

\ A,ii . = -\'j + /,(»,.t,}A,ik
H(U R\5
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cnionccs

A X H =

Por tanto.

i j k
A,.r 0 /.(»,. u,) A,.t

0 A,y fJii,.v,)A,y 

-A,xA,yf,Ui,.v,)i - A,.vA,y/jH,. v,)j + A,.TA,yk

A,(7 = IIA X B

= + 1 A,.rA,y

Al sustituir esta expresión por A^CTen (3) se tiene

^ = , ‘i"' Z '•.) + />-(«,. i’.) + I A,y
lyi-o '

Este límite es una doble integral que existe sobre R debido a la continuidad de 
A y fs De este modo se tiene el teorema siguiente.

13.3.4 Teorema.

Suponga que/y sus primeras derivadas parciales son continuxs en la 
región cerrada R del plano .ry. Si a unidades cuadrada.s es el área de 
la superficie ; = /(.r. y) que se encuentra sobre/í, entonces

CT = jj \Srix. y) + y) + 1 tíx ily

K

Fi(;i KA 6

^ EJEMPLO 5 Calcule el área de la superficie en el primer ociante 
conada en el cilindro ,r- + z~ - 16 por los planos .r = 0. .r = 2. v = 0 v
V = .1.

Solución La superficie dada se muestra en la figura 6. La región R 
es el rectángulo en el primer cuadrante del plano .ty limitado por las rectas 
.r = 2. y = 3. La superficie tiene la ecuación .ir + :- = 16. Si se despeja 
: en la ecuación anterior se obtiene : = , 16 - .v-. Por tanto./(r, y) = 

,^16 - .V* De modo que SI (7 unidades cuadradas es el área de la superficie, 
entonces, por el teorema 13.3.4.

y) + y) + 1 dx Jy

Jo Jo 16 - .
dx dy

indy

CNmcItisión: El área de la superficie es 2n'unidades cuadradas. 4
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V /a»

ik;uu7

Considt-Tc ahora la curva \ = r(\) con <i C x C h fír) > 0 para 
todaidü[<í />] y r'cotUinuacn |<i h\ Si ceta curva se-jiira alrededor del cjc 
X. se nhlietie un i superficie de revolución De la sección 10 fi una ecuación 
de esta superficie es

'• + '• = l^'U|- (4)

La figura 7 muestra la superficie de revolución Fn esia figura el plano t\ 
se encuentra en el plann de esta hoja sin embargo, se tiene un sistema 
coordenado derecho Se desea obtener una lormula para calcular el area de 
esta superficie de revolución empleando el teorema 1114 De las propieda­
des de simetría, el arca de la superficie ubicada por arriba del plano xz > frente 
al plano tv es un cuarto del area de la superficie completa Al resolver (4) 
para r y no lomando en cuenta la raí/ cuadrada negativa puesto que * > 0. 
seliene/(\ v) = (Hv)]- - v’ La regiondel plano rv cs la region li­

mitada por el eje v. la curva \ = /(r) y las rectas r = u y x = l> Si se 
calculan las deriv adas parciales de/ se obtiene

/.tv. V)
/(r)r(r)

\Fix)\- - \-
/,{r. V) -V______

mu]- - V-

Se observa ijue/,(t. v) y /,(v. v) no existen en parte de la Ironierade R (cuan 
dov = -Axjy cuando \ = f(r)) La integral dobleque se obtiene apanirdel 
teorema i 1 1 4 es

f [FlU]-[/'(x)l- , V- 
inui- - \- \f{x)]- - V-

+ I íh ilx

I I{x) |/■(U1• + 1 
---------:-------------------- (J\ dx

mui- - V-

Esla doble integral es impropia debido a que el integrando tiene una dis­
continuidad infinita en cada punto de la Irontera de R donde \ = -f(x) y en 
donde V = Rx) Cn consecuencia, se evalúa la doble integral como una in­
tegral Iterada para la cual el integrando interiores impropio Si <Tunidades 
cuadradases el area de la superficie de revolución, entonces

cr = 4

r

í ’ í I+\\ ------- ;
J„ [ Jo .[no]--v-J

r''hm í -----------------------

Jo iF(v)]- -[nx)]' - X-

= liin
I- •Mu

= lim
I .Mu

= ín

nr)J„

/(t)

Porl.mtu de (‘i).

J

i{\)Anx)]- +1 «¿V

hste resultado se establece como un teorema, donde F se sustituye porj
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13.3.5 Teorema
Supongj que Ij luncinn / es positiva en |í/./^1 y que /' es umiinua 
en [<J. h\ Si a unidades cuadradas es el área de la superficie de rev nlu- 
uón que se nlniene al ¡jirar alrededor del eje \ la curva v = /(t) con 
<i £ r £ A entonces

(T = 2i: { fix) !/■( c))' + Idx 

o

V 2/.' i' ’

MGUUH

^ EJEMPLO ó Calculeeláreadelparaholoidederevolueuingene- 
rado al girar la mitad superior de la parabola \* = Ap\, con U £ \ < h 
alrededor del eje i

Solución Rn la tlgura 8 se muestra el paraboloide de revolución Si ^ 
despeja V en la ecuación de la parabola, con V S 0. se obtiene v = 2;»'• 

De modo que si o unidades cuadradas es el área de la superficie, entonce' 
por el teorema I.T 5. con/(V) = 2/»'*c'^

a = 2k{ 2p' - v' * ^' + 1 £¿i 

-'ll “ ''

= ■ /» + i </r
Jo

= Inp' '({f +

= *;;ri /»(/» + /i)' - />-)

Cmicliisiiin; Fláreadelparaboloidederevoluciones';r( ¡>[p + lif - p'i
unidades cuadradas ^

EJERCICIOS 13.3

/ iili>\t)ui ii iii\ III12, i lili lili himiiui \ ilmiiiuili iiiiniiiU tu 
hiiiiiiiii w u-toinitli ni liuliiiMiliul MipirfiiiiiliowoM iiuhui ¡ji 
iiuint i( iiiitli t II kiloi;riiiiiin \ lii íIiUíiiu ui i ii iiu inn

1. Uiui l.mmi ilicnel I foriiu de una region ru.Miigiil.irlimii.ula 
jnir l.is ledas t 1 > v = 2 > los c)es Loordeiiados 1 a 
densidad supernu.il ui cualquier punto es u kilogramos 
por iiiclrocu.idrado

2. l'ii 1 l.iinniJ tiene la turma de un > region tectaiiciilar .ico 
lada por las rectas X = 4jx = S j lus ejes coonlenaxius
1.1 duisiil id superficial cii cuilquicr punto es ti' 4- o 
ki]i>cr.iinos por metro ui.idrado

.1. Una Liiiiiia nene la loniu de tina region triangular cujos 
l.idos son los segmentos de los ejes uHirduiados j la recta 
X 4 2\ = 6 [ a densid.id supeiiicial en cualquier punto es 
X kilogramos jxir metro cu.idrado

4 l'na laniina tiene la fomiade la region del pnmer cuadran. 
Iiimiad.i por la parabola x = \*. la reda x = I v el c|c x 
I-a densidad superficial en cualquier pumo es ix •* \i ki 
loáramos por tneiro cuadrado

5. l'n 1 lamina tiene la lomia de la region del pniner cuadrante 
acol.ida por la parabola - Kx.laredax = 2 v el eje '
LadensiiLid superficiahariJcomoladisiandadcsJelarccta
X = -I

f>. Una l.imina tiene l.i tonnade la region liniiiad.i |H>r I uuna 
X = ('.laredax = I v los ejes coordenados ladui'iJad 
superficijl vana como la distancia desde el e|e x

7. Una lamina tiene la lorina de la region del pnmer ciciJrante 
acolada |H>r l.i circunterencia x- 4- x* = »i* \ los cjc' 
c(H>idc‘iiailos 1.a densidad supeillcial vana coiitotine a lJ 
suma de las dislailcias a los dos lados ledos
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H. Ufij I jnunj (itrit' la forma de la región limitada por el Inin 
guio cu>cis ladoj son los segmentos de los ejes coordenadas 
y |j recta 3i + 2\ = 18 La densidad superficial varía 
como el producto de las distancias a los ejes coordenados

9. Una lúmina tiene la foniia de la región acolada por la curv a 
y = sen a: y el eje x desde i = 0 hasta r = La densidad 
superficial varía confonne a la distancia desde el eje r

10 Una lamina tiene la forma de la region limitada por la curv a 
V = ^fx y \d meta v = x La densidad superficial vana 
como la distancia desde el eje v

11 Una lamina tiene la forma de la región del pnmer cuadrante 
acolada por la circunferencia x* + v^ = 4 y la recia 
t + > = 2 La densidad superficial en cualtjuicr pumo es 
XV kilogramos por metro cuadrado

12. Una lámina tiene la forma de la región limitada por la
circunferencia t* -i- = 1 y las rectas x = I y v = I
La densidad superficial en cualquier punto es xv kilogra­
mos por metro cuadrado

Ln /í/t ejercíaos ¡3 a 18 uilcule el luoiiicniii tie inenia tie hi 
himinu /iimioj,'tíif£í con respecto al eje niJicütlo si la tlensiilüil 
superficial es k kilogramos por metro Liuiürailo v la tlnlanciü se 
mide en mcí/05

13. Una lámina nene la forma de la region limiiada por 
4v = 3i. I = 4 y el eje «. con respccio al eje t

14 La lámina del ejercicio 13. con respecto a la recta c = 4

15 Una lamina tu ne la forma de la región acolada por la cir­
cunferencia de radio a metros ton respecto a su centro

i<> Una lamina tiene la forma de la region limitada por la para­
bola t- = 4 - 4v y d eje t. con respecto a! eje «

•7 La Ijiiiiiu dd ejercicio 16. con respecto al ongen 

IH- Una lamina tiene la fomia de la region acolada por un 
inanguli) cuyos lados miden n metros. l> metros y c me- 
'nji. con respecto ol lado que mide n metros

l'ihnejtii (uiM 10 o 22 ileiermmc para uiila lamina lo riguíí/i- 
^altlmimunioil,'nuil latoniespctloiileji t Ibltlmominio 

it/ (Olí lespuioaleje \ lucílailioitcjinon’ii iapii to 
I III) 11 moiiieiito polar lie mema

I-a Ijitiina del cjeruuo I 

La lamina del ejercicio 4 
^1' Lj lámina dd ejercicio 9 

1 a larniiij del ejercicio 10

L't'al unma iicnc la forma de l.i region acotada por la pira- 
holjv = 2r ~ r-yüejei Calculed momciilode inercia 

la 1 imilla con respecto a la reda v = 4 si la densi-
'l‘'d upeliualvarfatomoladislanuadesdelareciav =4
1-' masa se mide en kilogramui y la distancia en metros 

^ Una lamina homogénea ilc k slugs por pie cuadrado de 

^l-nsidad superficial tiene la fomia de la region limitada por 

curva i = deje ry la reda i = a Jondeo > (' 
l^alcule d momento de mcfciade la lamina con respeeio a la 
'cela r = „

25. Dcierminc el área de la superficie conada en d plano 
2x y + ; = 4 por los planos c = l)r=l.v=0y 
V = I

26. Calcule el area de la superficie cunada en el plano 
- 2« - \ =5 por los planos a = O. t = 2. v = 0 y 

V = 4

■ : - - > = 5

27. Ohteiigad aieade laporuon de supertlcie del p!ano36t -v 
l(n -r 9r = 144 tonada por los planos coordenados

28. Deicrmme d area de la superficie conada en el plano 
: = ni 1- /n por los planos i = Ik i = o. \ = 0 y 
\ = h donde a > I) \ l> > 0

29. Calcule el arcade la superficie del pnmer Osiame conadaen 
dcilmdrin- + v* = 9porelp!aiio\ = :
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.111. Ohli'npa el .¡a'.i de l.i superl'iLie etin.iJ.i en el eilitulro «* 
V' Z*! pur Ills planos i = (i, i = I.: = I \ - .1

i -

J ' 

O

.11. Scj R 1.1 region inán^ular del plano x\ eon \eriaes en 
(0,0.0), (0,4.0) ) (2.4,0l. Üelernune el area de la su- 
pcrlkie de la parle de la iirafiea de : - .Ir - s* = 2 ijue 
se entuenlra sobre fí

32. Cakuleel área de lasuiKTlaiedel primer nelaniecon.idaen 
eUonor’ + pur el plano i + \ = 4

3.1. Oblenla el area de laporeiónde superítele del cilindro i* + 
• 4 que esiá deiiiro del cilindro r + i* = 4

.14. Deienninecl .¡rea de la poruoiide superfieie del cono »* r 
= z’qiieseenLUenlrademrodekilindro i* + |- = 2i

35. Calcule el area de la pnreiori de siiperíleie del cono \ ' + 
v‘ = .*• ubicada enire el cilindro \- = » j el plano » -
V = 2.

36. Oblenla el alea de la porción del pl.iiio i = ; que esia 
entre los pl.mos \ = 0 y » = 6 > deiilro del hiperboloide 
Oi- - A\- + 16.-- = 144

.17. .Se ^ini el sejtinenlo de reda del orii!eii .il punto 0;, l¡i Jr: 
dedorileleje i Delerinine el área de la superlkie dk.1 v - 
{.’enerado

3H. Dedu/c.iuna formula para calcular el área de lasuperb^tciL 
una esfera al girar una seiniurcunlerenua ala-dedor iL 
diámeiro

30. Calcule el área de la superikie de resolución generJj. 
girar el aren de la catenaria s = <r eoslit i'ti) desde i = r> 
basta t = u alrededor del eje i

4U. Delentune el área de la superikie de a'uiluciun que scik 
nene al girar alrededor del eje i la Laleiian.i del ejerciun <<

41. El la/o de la cursa IK\- = a(6 - i)'se gira aJredeJi r4.’ 
eje c Oblengael área de la superficie derevolución geiKTaá.

42. Calcule el área de la superficie de avolueion generaJj d 
girar el arcodc lacursa V = Inrdesde.r = lliastar = l 
alrededor del eje \

43. Una lámina linmogcnea de k slugs por pie cuadrado de dcr.-- 
dad superficial tiene la tomia de la región limitada pur' 
triangulo isósceles cuya base mide//pies de longitud) su.' 
tura Ii pies de longitud Deicnnme el radio de giro de 
'ánima con respecto a su recta de simetría.

44. Suponga i|ue/) sus pnmeras derivadas parciales soncu: 
tinuas en una región cerrada /? del plano r\ Ücmuesircqx 
SI (T unidades cuadradas es el área de la poceuín de la 
perfieie : = /ii. \)que se encuentra soba-//.entonces

a = JJ II Vgu, i..-p|| í/\ ,l\

K

donde i;l v. v. ;l = ; - /H. v |

13.4 INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES

A fin de definirla i iilegr.il dublé de una funeiiin en una región cerrada del pUi"' 
enurdeiudo polar, primero se considera el Upo más simple de región, Sea/fb 
región limilada por los ravos // = « \ 9 = /3y las circunferencias r = u) 
r = h Sea A la ¡uinini'm de esia región que se obliene ul dibujar rajos qu- 
p.isen por el pohr j cireunfcreneias con ccnlro en el polo. Refiérase a la figufJ 
I. la cual muestra una red de subregiones denominadas rectángulos cur* 
\:hI«is. i.a norma || A || de la partición es la longitud de la mayor diagonales' 

los rectángulos cur\ ados. Sea n el número de subregiones y sea A,.I uniJaJ'' 
cuadradas el área del i-ésimo rectángulo cursado. Como el área de la /-é'inu 
subregion es l.i diterencia de las áreas de dos sectores circulares, entonces

o, i> - - 0._,j

= 'U'. * r, ,)(r, + r, |)(9, - 0, j)

Sean r, - !t», + /, , i. A,;- = i, ~ r,.\. y A,9 =0,-0, |.Knlonccs 

A,.\ /,A,r.\,9
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FKiUkA t

I KU'IU 2

^ X.^'l 0 íí, (,

<• «1

I IM'M\ 1

Tome el puni«> (r,. 0,) en la »-esimj subre^iión. donde 0,.^ < 0,. j
forme la suma *

¿/(r,.0,)A,A = '£/{r,.0,ir,Xr\0

• I <1

Se puede demostrar que si f es eoniinua en la region fí. entontes el límite de 
esta suma, tonfornie ||a|| tiende a cero, existe > se eonsiderará tomo la 
integral dohie de/ en R De este modo se puede escribir

¿/('■.•O,= jj/(r.0)d.l

H
^ = jj fir. Oír,lr,10

K

Observe que en toordenadas polares. </.l = rJr,¡0
También puede demostrarse que la integral doble es igual a una integral 

Iterada que nene una de las dos fomias posibles

jJ/ir. Oi,l\
tir. fí)ri/ri/0

Mr. Oinlthlr

i s posible delmir la integial doble de una función tontimia / de dos va- 
riablesen regiones tenadas del plano coordenado ]H<Iar de maneiadiletvnte a 
la anterior i’or c|cmpl«*. tonsuicie la teeion R limitada |v>r las curvas 
r V * (í>;101. donde/>i\son hmciones lisas. V jvr las rvvias
0 (í y 0 fi (’oiisulle la tiguia ' In la Iigura. pura
toda íídel inteivalo terrado [«t. /I| l'iiloiKisse pueble dcmosH.tr que la doble 
miegial de f en R evisie \ que es igual a una miej'tal iterada obteniéndose

ítr. lh./\
/I ríMi'ifí•'i • ••

Mí.
,tOi

íMi ,/' JO

Si la loeioit A'esl.nmutad.i poi las \.mvas t’ fd'bsb'.ulc Xj \
y, son luiitioncs lisas \ j»oi las uuiiiitiieiKias » 4i \ < b. somo sv' 
imii'siia vn la liguia l. iloiidc • | ,U ‘ l'-ua toda > ilcl mtu talo» en .ido 
|.i /'t.entoiKCs

^ ,• I ,0*
M’. IM i.'l fi». {•*» uO,!¡

t,oi

1 aiiiiciMaldoblctlemuluncioiienunaivgioiivCM.'vUdJpl.movsS'vvWnKW»
pol.u puede soiisideiai'C lonu» l.i iiKdtda>lel solumende vm solub'empican 
dotooiden.ulastilmdiu.is 1 aligma I mucslia un s.'lido que tiene tsmtoKtse 
a 1,1 lOf'ion /í del plano i ooului.nlo |stl,u \ Imm.ido siqvnoimente |\ti 1.»m> 
peitKte /t» |M, donde f es «oimmu tn .S V M' <*' ' t'en.V v'o.'sideiv 
mu iMilKion de W, la ui.tl piointuum i una itd de « uM.tngulos smv.Kl«ts 
l onsliiiva los II solidi's paia I«'s s tules el i s*smu’ solido tiene s»tmo Ims»' al 
i vstmo uiun.enlountado \ .ma aluna es fu,. r>' mud.»des. dmnle t , *»' 

iKtc lili Csinu subiepii'n l a ligma *4 nuiesita el i esmto s»v,id»v I a 

iiu dula del tohinn u tU I » esimo solid»»»s



1054 CAPÍTULO 13 INnORACIÓN MÚLTIPLE

La suma de las medidas de los ;i sólidos es

¿/(r„ íí,)r, A,rA,0 
. r

Si V unidades cúbicas es el \ olumen del sólido dudo, entonces

i/iii-o n

= jj fir.efrdrtie Ib

¡i

^ EJEMPLO 1 Calcule el volumen del sólido del primer ociana 

limitado por el cono c = r y el cilindro r = 3 sen 0.

Solución El sólido y el /-ésimo elemento de volumen se muestraneoU 
figura 5. Al ulili/.ar (I) con/(r. 0) = r, y si 1' unidades cúbicas es el solumíti 
del sólido dado, entonces

^ = J',"' Z''! r,A,r\e 
luiuii rr!

drdO

•'ll
scn-^0í/0

-9 eos 0 + 3 eos’ 0j .7/:

(-Oncltision; La medida del volumen es 6 unidades cúbicos.

trV tf,)

FIGLRA5
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1
r = (ilonO

----------\

^ WfMPLO 2 CjIcuIc Ij masj Jc la lámina que nene la forma de

larcguinlimiladaporlasemicircunferencias = ocosfl.O s 0s i/r.ycu>a 
densidad superficial en cualquier pumo es proporcional a la medida de su dis­
tancia desde el polo. La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros.

Solución La figura 6 muestra un dibujo de la lámina y del i-ésimo 
rectángulo cur\ ado La densidad superficial en el pumo (r. 0) es kr kilogramos 
por metro cuadrado, donde k es una constante Si M kilogramos es la masa 
de la lamina, entonces

/ ^ \ («.».

V" -' '------- ►<)=«
M = lim V <ir,)r, A,r

H(;uiuri = kr- i¡r tid

fü/l ra UIS 0
= n I r~úrí¡0

h\ •'o

= 1 cos^dtlQ

Jo

= ^íi'[sen a - 

= píi’

rnnrliislón: La medida de la masa es Ika'' kilocramos ^

^ BJEMPLO 3 Obtenga el centro de masa de la lámina del ejemplo 2

Solución Sean .r y y las coordenadas cartesianas del centro de masa 
de la lámina, donde, como es costumbre, el eje t oMá ubicado sobre el eje polar 
y el eje y se encuentra sobre el eje 3^. Sea (í|. Vj) representación en 

coordenadas cartesianas del punto (r,. 0,1. Si A/, kilogramos-mctro es el mo­

mento de masa de la lámina con respecto al eje t. entonces

A/, = lím Yy,(AT,)r, A,ri4,0
■" Ti

Al sustituir V, por r, sen 0, se obtiene

A/, = lim TAr.Sen 0,A,rA,0 
la'-11 ,.i

= jj

K
fg'Z ^ a ci« ü- M I r' sen 6ürd$

Jo Jo 

f
ss jAo'* 1 cos'* 0scn 0</0

J|)

= -¿Aonw 0]^
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Si kilogramos-metro es el momento de masa de la lámina con respecto al eje 
y. entonces

llill-O “

Al reemplazar .r, por r, eos 6, resulta

= Ifm ^kr¡^ coi, 0, A,r A,0
Ih'l-'i

kr^ eos QJrJQIÎ
n‘2 cu^ 0

k\ r\o^9cIrde

h) Jf*

{Aíi'* eos^ 0í/O
•'ll

;j Aíi‘‘|sen 0 - 1 sen-^0 + \ sen-'^sj .t/2

Por tanto.

ka^

kü^

M,
>' = Jf 

_ 211 
:,ko^ 

<1
= 4ñ«

Conclusión; El centro de masa se encuentra en el punto I ^ti).

El ejemplo siguiente muestra cómo puede calcularse el área de una región 
del plano polar mediante la integración doble.

^ EJEMPLO 4 Calcule por medio de integración doble el úrea de 

la región limitada por una hoj'a de la rosa r = sen 30.

Solución La región y el i-ésimo rectángulo curs'ado .se muestran en la 
hguru 7. Si A unidades cuadradas es el área de la región, entonces

A = lim y A,A

iUII-o

r (Ir ¡19

r sen

rdni9
'{) •'()

J•'ll sen-30í/0
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= \0 - .'j SL-n (^u]

Oilldiiiiiíül 1:1 arca es ;r uniJailcs cuaJradas 4

Tn nLasimics rc-.ullj inas fji.il evaluar una integral dublé empleando 
tmirdenadas polares eii lugar de eoordeiiadas eartesianas toma se muestra en 
los ejemplos siguientes

^ EJEMPLOS llvalue la integral doble

K

donde la region R se eneuenira en el primer cuadrante > esta limitada por la 
Lireiinlerencia t' + -= »j-\ los ejes eoordenados

Solución Comof t- v - /*. wM = rdnio entonces

• 'ni i -'‘i <

^ EJEMPLO ó ('alcule el area de la siiperllue del paraboloide 
»- V - ipie se eiKiieiitia debajo del plano; = 4

Solución I a ligiiia S muestra la supertieietiada Delaccuaeioadelpara- 
boloule se ve ipie/(V, 11 = v- + \* La region cerrada del plaiui vv liiuitada 
poi la ciiLiinlercilLia V- » v* = 4 es la regmn A' Si crunidadcs cuadradas es 

el area de la siiperriue reipierida, enlonees, por el teorema i 1.1 4.

H

4( V- -4 V •’) + 1 >/i </'

K
(’omoeliiilej'iamlocoiilieiieellerimMo t v). la evaluación de la integral 
se simplilica al iilili/ar coordenadas polares Asi, i* + v- = r- l’iicsto 
i|UC(/vJv ,/l. entonces.'Ii/v - r ./i </fK\demas. los imutes p.ira rson de

O a 2 V los liiiiiles paia (I son de (• a 2,7 l’oi lanío.ii(aiK\n
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ti - i

A

HGLRAy

a II Ar' + l r dr dd

4r- + I r dr dO

(4r- +

= K[\l 17 - 1)

r»nclusínn; El arca de la portion de! paraboloide que se encuentra debajo 
del plano dado es 17 - I) unidades cuadradas 4

^ EJBMPLO 7 Calcule el arca de la mitad superior de la esfera

T* + t * + C" = <í“

Solución La semiesfera se muestra en la figura 9 Al despejar: en ia 
ecuación de la esfera y considerando esto igual a/h. ^) se obtiene

{ix.\) = , rt- - t‘ - \- 

Como

= —;—

, rt- - V* -

J\ > f% no '-“'tJn definidas en la circunferencia \* + \- = a~. la cual es la 
Ironlera de la region ¡i del plano t\ Ademas, la integral doble que se obtiene 
al aplicar el teorema 13 14 es

II dx d\

la cual es impropia debido a que el integrundo tiene una discontinuidad infinita 
enc.ida punto de la ironterade R Esta situación puede evitarse al considerarla 
region/<■ como aquella limitada por la circunferencia t- + \- = ¿-.donde 
h < <i.> tomar el límite cuando/» a~ Ademas, el calculo se simplifica m 
la integral doble se evalúa mediante una integral iterada en la que se utiluati 
ctuirdenadas polares De este modo, si g unidades tuadr.idas es el arca de b 
semieslera. entonces

= Imt iim í-xM* - r-1 
V J„

= 2;ríi^Inn - h- + oj
- 27tir

Cimcliisión: El arca de la scmicsfera es 2;th* unidades cuadradas 4
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>), |J Lun.uln cr. la csfcr.* r' = lf> ix.rd cil.ndru

1. La rct-'K’'! ubicada dcnifu de la cardiuidi; r 2(1* >.cn 0>

2. l'na Imjj de la rusa r = nuis2W

.1. I.j rcpiuii iibicadadenlriide lacardinider = «(I - uis »j 
) lucra de la urtunlcrciiua r = u

•I. La rcpiun ubicadadcnlíiide iaurcunlerciiLiar = I \ lucra 
de la Icinni'.tala r* •= cus 20

?. [ a rcgiim ciue ve cncucnlra dcnlro del la/(i in.K grande del 
tarauil

r 2 - -1 sen 0 

> lucra del la/it pci|ucñn

(i. 1 a rci’iim ubicada dentro del caraLiil r - 'V - cus 0_\ lucra 
de la circunferencia r = 5 eos 0

t -i ¡.o • 0

III h'\ t]i rt it iin 7II 12. nhu ííi,’rr i /1 nliwh ii <li I uiliihi 

7. N •olido linulado por el elipsoide .*• + Or- = ')

• -4

-• - r- l()

• í ,-• •• Or' 'I 11». I;| siilidosobreel plano polar liimiadopor el cono; = 2r>
el cilindro r - 1 - eos II.

1
-!

O * . j
1

-1

11 sólido cortado en la estera + r‘ = 4 por el cilindro 
I I

- • /' I *

I I

'. l

t 1 tus II

■ 4

: 2r

M. hl solido iimilado por el paraboloide: = 4 - r-.cleilin-
dro r = I > el plano polar

12. L1 solido ubicado por amhadel paraboloide: = r v por
debajo del plano r = 2rscn<>

/ n Un cji ti u un ¡3f V mU ule hl iiuna w /< cultoih- m.nu J< 
Ui l.iinuiii SI hl ih iiMihiil Mij-erfi. uil c\ hi i¡iu \c I'uhiii. L¡ iimmi 
\c iiuilc en Lihii;riiiiiin \ hi ilnhiui m«" nu lim

\X Una lamina nene la lorma de la repion siel ejercicio I La
densidad superfieiahariaeonloriiicc-.uubialjdiManuaii-.c-

dida desde el polo
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14. Uiu Ijmin-n licnc la Inmu de b region del cjcrcu.Ki 2 L.i 
(knstdjd supcrhi.ui vana i,omn la üislancia medida desde 
el polo

15. Una lamina liLne la lorma de la region acnuda por el cara- 
uil f = 2 - tos U La densidad supcrfitial varia como la 
dislanti.i medida desde el polo

16. Una lamina nene la fomia de la region acotada por el ta> 
rucnl r = 1 + tos (I. 0 2 (I £ tr, y el eje polar La den 
sidad superfitial tn tualquier punto es k sen 0 kilogramos 
por melro cuadrado

17. La lamina di.1 ejertitio 16 lu densidad superfitial en cual> 
i|uier punto es kr sen ü kilogramos por melro cuadrado

IK. Una lamina tiene la foniia de la region del ejertitio 6 La 
densidad superficial vana tomo la distancia medida dtsde 
el polo

19. Una lan ina tiene la forma de la region acolada por el Wo 
pequeño del caracol del ejercicio 5 La densidad super- 
tlcial varia como la distancia medida desde el polo

Di Io\ ejrn u un 20 a 24. < aU ule el iniimcnlo de inercia di la
laiiiiiia ion reipei lo al eje o punto indicado vi la denudad iu-
píffiíial ei la ipie se mdua ¡m nuna se nude en kilonrainos \
la diMani la til nulnn

2(1. ( na lamina nene la forma de la region limiMda por la 
eiaunlerencu r •= sen ü. con respecto al eje [i: luden- 
sidul supcrilcial en cualquier punto es k kilogramos por 
metro cuadrado

21. lu lamina del ejercicio 20. con respecto al eje polar La 
densid.id soperlici.d en cualquier punto es k kilogramos 
por melro cuadrado

22. l Ina lamina tiene la forma de la region acolada por la car- 
dioide r s ul I - eos 0), con aspecto al polo La den 
sidad supcrtlcial en cualquier punto es k kilogramos por 
melni cuadrado

23. Una lamina tiene la forma de la mgion limitada por la car- 
dioider = u(l +- eosOlylatircunfea'ntiar = 2<;cosd. 
con aspecto al polo 1 a densidad superficial en cualquier 
punto es k kilogramos por metro cuadrado

24. Una lamina lañe la turma de la a'gion acolada por la 
Icmniscala r* = it* eos 20. con a’speclo al eje polar La 
densid.id superficial en cualquier punto es k kilogramos 
por metro cuadrado

25. Una lamina luimogcnea tiene la forma de la region limitada 
por un la/o de la lemniscala r~ = eos 20 Calcule el radio 
de giro de la lamina con respecto a un eje perpendicular al 
plano polar que pase por el polo

26. Una lamina tiene la fomia de la region acolada por la 
circunferencia r = 4 y la densidad superficial varia con­
forme la distancia medida desde el polo Determine el ra­
dio de giro de la lamina con respecto un eje perpendicular 
..I plano polar que pase por el polo

27 Lvalue por medio de cmirdenadas polares la integral

K

donde R es la región limitada por los circunferencias t- . 
V- = I y X' + >* = y

2H. Lvalue por medio de ciMirdcnadas polares la integral

dA

donde R es la region del pnmer cuadrante limitada pt b 
ciaunfcrencia X* + v* ~ I > los ejes coordenados

29. Calcule el area de la porción de la superficie de la eslnj 
r' + V* + :* = 4x corlada por un manto del cono)’ - 

= r'

\

30. Dcicmiine el arca de la porciun de la superficie de la esfen 
X* + )■ + ;■ = 36 que se encuentra dentro del cilirklro
V* -t- \* = y

31. Calcule el area de la poanon de la superficie de i- wsicra 
r- + >- + c* = 4: que se encuentra denim del parabo­
loide x* + V* = 3r

32. Para la esfera y el paraboloide del ejercicio 31. obtenga el 
urea de la porción de la superficie del paraboloide que se 
encuentra dentro de la esfera.

33. Dcicmime el arca de lo porciun de la superficie rv = 
del pnmer octanle que se encuentra dentro del cilindro 
i* + V' = ü-

34. Calcule el area de la superficie cortada en el paraboloide 
hiperbólico V* - t* = 6; por el cilindro x* + v* = 36
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13.5 INTEGRALES TRIPLES

Ui h, «,1

In I >1 I

(ij. 1 )

La cxicnsiiin clc 11 inicyral dohic a la iiilefinit iripU cs analojia a la cxlcnsuin 
dc la integral simple a la integral doble □ tipo de region mas simple en es 
un paralelepípedo rectangular limitado por seis planos r = <i|. t = a-, 
s = /í|. V = />2 c = > ; = c.. ton iif < oi. /»i < > <i < ‘2 Sea
/una funtion de tres sanables y suponga que /es continua en una region 
S de este Upo Una partición de esta region se forma al disidir S en cajas 
rectangulares mediante planos paralelos a los planos coordenados Denote 
tal partición por A y suponga que se tienen // cajas Sean A,l' unidades cu­
bicas el solumen de la i esima caja Se elige un punto arbitrario (ii, u,) 
en i.i i-esima caja > se forma la suma

1 K.L'ÍU I X/(jí, 1, u,)A,r (i)

Refiérase a la figura I. la cual muestra el paralelepípedo rectangular junto con 
lai-esimacaja l^nonim ||a|| delapartieioneslalongituddeladiagonalmas 

grande de las cajas Si las sumas de la fonna (I > se aproximan a un limite con­
forme |[a|| liendeacoroparacualesquieraeleccionesdelospuntoslíi, t,, it,j. 

entonces este limite recibe el nombre de integral triple de / en i y se escribe

lim
A'-" I I

Una condición suficiente para que exista la integral triple de/en S es que f 

sea continua en S
Así como una integral doble es igual a una integral iterada doble la inte 

gral triple es igual a una integral iterada triple Cuando S es el paralelepípedo 
reclan-gular desento anteriomiente. > /es continua en S. se tiene entonces

• a-, ri’

f[\ flX,\.Z)(lzd\ tlx

II, •'/«, *'t|

^ EJEMPLO 1 Esalue la integral triple

u sen trt/l'

si 5 es el paralelepípedo rectangular limitado por los planos t- n.\ -

z = ;r> los planos coordenados

Solución La figura 2 muestra el paralelepípedo rectangular S

T ^1*2
sen s: dz d\ dx

IKÍUR\2
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K fttlnJii Ji<» •'o
n r/r2

f ,'/í
|-ru)s\2[^ í/> í¿t

= j I ríl - tos ',;rv)íy\ üx 
hi ■'o

t/t/2

= ¡ 'íf -
•'(I '

.\-ÍK 3 „H‘\V= <r)J„

A continuation se discutirá cómo definir la integral triple de una fun 
Clon continua de tres canables en una región de diferente de un paralele 
pipedo rectangular Sea 5 la región tridimensional cerrada y limitada par 
los planos V = o > \ = h, los cilindros \ = (¿jfrj y i = > li'
superficies; = /¡(c.M > : = r2lr,>).dondelasfunciones<¿|.(Í2./^i>/ 
son lisas Trace planos paralelos a los planos coordenados de modo que se tor- 
me un conjunto de paralelepípedos rectangulares que cubran toda la regiunS 
Los paralelepípedos que se encuentran completamente dentro de 5 o en la 
frontcTadc^ lorman una parlíciún A de 5 Elija un sistema para numerar de I 
a» estos paralelepípedos La norma ||a|| de esta partición de i cs la longitud 

de la diagonal mas grande de los ij paralelepípedos El volumen di.1 
í-ésimo paralelepípedo es A,V unidades cubicas Sea / una función de tres 
variables continua en i. y sea Ui,. i,. u,) un punto arbitrario del /-csimo 
paralelepípedo Rcllcrase a la figura 3

Fa i. \)

= F|H.»)

FIGURA 3

Eorinc la suma

X/(«,

I I

Si esta suma tiene un limite conforme || A |¡ tiende a cero, y sj el límite es in­
dependiente de la cleecum de Itis planos de la partición y de los puntos atbi’
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> • 1 *

Irarios («, i-,. tvj en tuja paralelepípedo emontes el limite se denomina 
inletíral triple de/tn S. y se estribe

liin^ Z/(ií,. i,. vt,>A,r = JJJ" í-u.^.díA' (2)

\

Se putde deiimslrar. en Cakulo a\ an/ado ijue una tondition suficiente 
para i|ue el limite de (2) exista es ijue /'sea tonlinua en S Ademas, ton la 
condition impuesta a las fu liciones (¿, ¿i. T| s í 2 también
es posible demostrart[ue la inleeral triple puede e\ aluarse mediante la integral 
Iterada

l‘l’ A ¿jUl r Í.U VI

I J 1 yit \.zuhí!\ t¡\

Así tomo la integral doble puede interpretarse tomo la medida del area 
de una region plana cuando/u. t) = leu A’ la integral triple puede inierpre- 
larsetomolaniedidadelsolumendeunaregionlridimensional ,Si/(t. \ z) = 1 
en S. entonces (2) se transforma en

liin ^ A,V' = Jiy íl\
.s

de niodoi|ue la integral triple es la medid.i del ’.iilumcn de la region S

^ EJEMPLO 2 Calcule el \ olumen del solido del ejemplo 5 de la
section 1.1 2 mcd'ante integration triple

Solución 111 solidi> se entuentra sobre el plano n \ esta limitado por 
el paraboloide elíptico: = x- + 4\* \ el cilindro \- t 4\ - = 4 Consúlte­
la tlgiira 4 Si V unidades cubicas es el solumen del solido, entontes

V = imi
” 1 1

-¡S-

s

1
" 1 -.

donde Ves laremon limitada por el sólido Los limites de : son de l) (el valor 
• de : en el plano tsi a s- + 4v- (el valor de ; en el paraboloide elíptico)

Los limites de \ paraiin ciiarlodel volumen son de 0 (el valor de v en plano xc) 

,1 .} - V- (el valor de V en el cilindro) Los liniiles de v para el pniner
• >' \ ociante son de 0 a 2. Al evaluar la integral triple por medio de una integral

ik;i’k\4 Iterada se obtiene
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•1 I*/:

: s K “ j - V

\ 1„

r' + v-.l-S

]t)

X

:1
-2

4 -2
.2 2 

•'4 
5

FIGURA 5

4 5

íí...l
'0.

(Iz dy iLx

4-I-/2
(t2 + A\-)dydx

listd es la mismu iniegral iterada doble que se obtuvo en el ejemplo 5 de la 
sección 13.2. por lo que el resto de la solución es la misma. ^

^ BJBMPLO 3 Calcule el volumen del sólido limitado por el ci­

lindro + v2 = 25. el plano .r -f- y + c = S y el plano .n.

Solución El sólido se muestra en la figura 5 Los límites de : para la in­
tegral Iterada son de 0 a 8 - .t - y (el valor de c en el plano). Los límites de 
\ se obtienen de la frontera de la región en el plano .vy. la cual es la circunfe­
rencia .V' + = 25. Por tanto, los limites para y son de - .25 - .x' a
%25 - . Los límites para x son de -5 a 5. Si V unidades cúbicas es el
volumen requerido, entonces

V lim
' . I

V
f 25-1-

= dzdydr

J-5 J •'o

=
J-5 a - 2s-

r 1 11- ,2
= <8 - .\)\ - íV- d\

J-.s L ■ J- is - .2

t) 25 - x'd\

lí>J" .25 - X- dx + J 25 - V- (-2v)tíi 

IfKlv .25 - V-' -!- sen-' ^ xl + (25 -

= 20()ff

(-onclusíón; El volumen es 20ü/r unidades cubicas

r BJBMPLO 4 Calcule la masa del sólido ubicado por amba del 

plano r\ > liiiiilado por el cono 9^2 + ;~ = y- y el plano y = 9 si la medida 

de la densidad volumínicu en cualquier punto (v, y, :)del sólido e.s proporcional 
a la medida de la distancia del punto ul plano xy. La densidad v olumínica se 
mide en kilogramos pt»r metro cúbico.

Solución La llgura 6 muestra el .sólido. Sean A/ kilogramos la masa 
del sólido. La densidad volumínicu en cualquier punto (.r. v. ;) del sólido es L; 
kilogramos por metro cúbico, donde Á. es una constante. Si (ii,. v,. iv,) es cual­
quier punto del i-ésimo paralelepípedo rectangular de la partición, entonces
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M = Jmi

r ■I ktdV

ufr¡
Jti •'ti Jii

uf í"k:l

) i/r ih

iKíiinf.

4 í■'o •'() ^ Jlí

.iff’,.-.:

J„ Jll

= =4

•'ll
= ':'A

(’oncliisión; L.t iiusj es ^'¿kilogramos

'?ÍJERCÍEÍ&SW3.5 mm
Tu /m ,y, f, ,j „n Ihi iituf;r,il acruda

'■ II I,
*• I I I Xí á/.- d\ </l

■'l

I I (i + \ + .*»</; d\ íLx
•^'1 •'ll •'ll

• n ■ r
íIC-

■ il\ d: d\

II.
\

vcdjwcs

s
jyj n i/r SI

S cs |j region aioljJa por el letraeiiro emos 

verilees son <0 0. ()l 11. 1.0). 11.0. 0i v (1.0. 11 

p III SI .fes |j reglón Jel ejerueio 11

.fes el paralelepípedo retlangular del primer

oct.intc limilado por Io> pl.mos eoordenados v los planos
t = 2. V = .1 > r = 4

111 • (all V di d:d\

l’t Im '7' 'I ti iin U ti IH, ('1 idin hi iiUfvrtd tn[’li

I.| Jll V “* ^ leiraeJrn detimiiado por los planos

i + 2v -r 3; = fi.« = 0. V =()>; = () 

jjy í/r SI fes la reglón Imiilada por las superlleies ; = 

t*' -I- v\v : = 27 - Ix' - 2\’

jyj \'ilV SI .V es la reglón aeoUda por los cilindros 

\
j- + s = 1 \ :* + V = I > el plano v = (I

(xr + .3:i(/l'si .Ves la region limiiada porel cilindroííí
1 dV SI .Ses la región lirniula por el teiraedm lomudo 

Porelplano I2x + 2(h + Lf: = «íj losplanostoorxlenados

"*■ JJJ !>■ + .-'l./r SI f es la teglondelejerULioy

j: ^ „ I) j [,,, planos t + \ = .3. : = d > v = It.

V nhieada amba del plano x v

ÍÍÍ ^ Jcotada por los cilindros

_ 4 ^ + -I - 4
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]9. Caluiilc d MiluttiL'n Jd sólido dd primer oUanic limiijdo 22. Calcule d volumen del volido acolado por el conoclipiicu 
iiilenormcnie por d plano rv. superiomenle por d pía- 4i- + «jy- - = Oyd plano: = 1

no: s y lalenilmeiile pord cilindro v* = ry d plano 
t = I

V t

X I

20. [ycterniineel volumen dd stílidodel pnmerociante acolado 
IHirdulindro r + r = ló.elplanor + v = 2ylosircs 
planos ciHirdenados

23. Delenninc el volumen del sólido ubicado sobre clparab- 
loidc elíptico 3t* +>’“ = : y debajo dd cilindro r -

= 4.

24. Obtenga d volumen del sólido limitado por la edera
* ^ ^ y

l* + >• + Z* -

25. Calcule el volumen del sólido acotado por el elipsoide

26.

27. Determine la masa del sólido homogéneo acotado p>'rel 
cilindro: = 4 - i’.clplanoy = 5ylosplanoscoordcna- 
dos SI la densidad v olumínica en cualquier punto del sólida 
es k kilogramos por metro cúbico.

28. Calcule la masa del sólido limitado por el tetraedro formad^' 
por los planos lOOt + 25v + 16: = 400 y los plan^" 
ciHudenadossi la densidad vnlumínica van'acomo la distan­
cia medida desde el plano La densidad solumínica se 
mide en kilogramos por metni cúbico.

Obtenga el volumen del sólido limitado por los ciliodris 
: = 5r* y : = .1 - x'. el plano v + : = 4 y el plano i:

O
r - , "l ! r s- - »

i

21. Obtenga el solumen del sólido del primer ociante limitado 
por los cilindros -r v* = 4 y i* -f 2: = 4 y los 
tres pl.mos coordeiudos

2'>. Ohieiiga la masa del sólido acolado por los cilindnis i = 
y V = v\ y los planos.! = l.y = Oy: = 0 LadcmiJaJ 
solumínica varía conforme el producto de las di'UiKU' 
medidas desde los tres planos uMvtdcnados, y se mide en 
kilogramos por metro cúbico.

3(1. Determine la masa del solido limitado por la supctli-^i* 
: s= 4 - 4v* - V • y el plano iv. La densidad volunuiusa 
en cualquier piintodcisóiidocs.^:| t| kilogramos por metra 
cubico.

31. Calcule la masa del sólido limitado ptir la supcrlicic: '' 
y los planos i = I, v = 1 y : = 0. la densidad 
inimca en cualquier punto del sólido es v* * v' kik*- 
gramos por mctrvi cúbico.

32. Un volido tiene la fonna de un cilindn* cinrular rcvto cuso 
ladio de lu base mulé r nietnis y cuya altura mide h mein" 
Calcule la masa del siílido si la densidad voluminica vana 
como la distancia auini de l.is bases, l a densidad volunum 
ca se mide en kilogramos por mctrvi cúbico.



^ 3.6 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CIÜNDRICAS Y ESFÉRICAS 1067

13.6 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILINDRICAS 
Y ESFÉRICAS

l'KíUUA I

Si un.ircgmnSdi;/?’ licm; uncjc (Je siinciría. las intejiralcs triples en S son más 

l.iciles de e\aluar si se emplean eoordenadas (.ilindricas Si la rejiion es sime- 
iriea ton respecto a un punto, entonces conviene elegir el punto como origen \ 
emplear coordenadas esféricas bn esta sección se discutirán las integrales tri­
ples en estos sistemas coordenados y se aplicarán a problemas (ísicos

A fin de definir la integral triple en coordenadas cilindricas se consiruse 
una partiCKin de la región S dibujando planos que contengan ai eje c planos 
perpendiculares al eje : y cilindros circulares rectos que tengan al eje r como 
eje La figura 1 muestra una subregion típica Los elementos de la p.inicion 
construida se encuentran completamente en S A esta partición se le denomina 
purlici(>n cilindrica. La medida de la longitud de la "diagonal" más grande de 
todas las subregiones es la norma de la partición Sea ii el numero de suhre- 
gioncs de la particii'm y sean unidades cubicas el volumen de la i-ésima 
subregKin El área de la base de la i-é-sima subregion es r, A,r A,0 unida­
des cuadradas, donde r, = + r,.|) como se inostro en la sección 134
Hn consecuencia, si A,c unidades es la altura de la i-ésima subregión, entonces

A,V = r, A,rA,0A,:

Sea J una función de r. 0 y y suponga que/es continua en 5 Elija un punto 
Ir,. 0,. ;,) en la i-ésima subregión tal que 0,_| £ 0, < 0,. y < c, 2 
Forme la suma

Xy,. V' = f^/(r,.ü„z,)r,A,rS,OÁ,z (II

I • I

Si 1.1 norma de A tiende a cero, se puede demostrar, con ciertas condiciones 
sobre .S. que el limite de esta suma e\iste. Este límite se denomina inlegrnl 
triple en uiordenudas cilíndrícus de la lunemn / en 5. y se escribe

lim ¿ f{r,, 0,. A,F
\ , I

JJJ ar.0.z)ilV

.s

<=> lim ^/(r,.0,.c,)r,A,rA,0A,: =
' —" 1 I JiJ

H

Observe que en coordenadas cilindricas. dV = r dr dd dz De modo que 
puede evalu.irse una integral triple por medio de una integral iterada Por 
eiemplo. suponga viue la region S de está limitada por los planos 
0 = f/ y B = p. con a < ¡i. por los cilindros r = A|(0) y r = A2(0i. 
dondcA,yA.sonhsascnla,/JtyA|(0i < A:(0iparaa < 0 < /J.yporlas 
superticies f\{r. 6) y z = r.fr. B). donde fi y Ts son dos tunciones 
de dos variables v que son lisas en alguna region R del plano polar limitada 
por las curvas r'= A,(01. r = As(0). B= ay 6^ P También suponga 
i]ue /■]('. ^ T;(r. 0) para todo punto (r. 0) de R Entonces la integral
triple puede evaluarse eomo una integral iterada por medio de la fórmula

^11 ^Aatíi W:(r.»i
/(r. 0.c)/./r</0<y: = f{r. B. z)rdzdrd6

jjJ Ja -'A,(Ui J/,(r()i
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4

ü, ÍÍ.Ut

FKIl'IU 2

Existen otras cinco integrales iteradas que pueden emplearse para evaluarla 
integral triple yu que se tienen seis permutaciones posibles de las tres va^abI(^ 
r.Oyz.

Las integrales triples y las coordenadas cilmdricas son útiles especialmcn- 
le cuando se calcula el momento de inercia de un sólido con respecto al eje: 
debido a que la distancia desde el eje c a un punto del sólido está determinada 
por la coordenada r.

^ EJEMPLO I Un sólido homogéneo tiene la forma de un cilindro 

circular recto cuyo radio de la base mide 2 m y cuya altura es de 4 m Calcule el 
momento de inercia del sólido con respecto a su eje.

Solución Elija los planos coordenados de modo que el plano .ry coinci­
da con la base del sólido y el eje z sea el eje del sólido La figura 2 muestra 1j 
porción del sólido en el primer ociante junto con la i-ésima subregión d¿ 
una partición cilindrica. y\l emplear coordenadas cilindricas y tomar el punto 
(r,. tí,, i:,) de la /-ésima subregión con l Kilogramos por metro cúbico como b 
densidad volumínica en cualquier punto, y si /.kilogramos-metro cuadrado es 
el momento de inercia del sólido con respecto al eje entonces

/. = lim Y ^

= JJJ A-r- JV

s
Se tiene seis órdenes posibles de integración. En la Ugura 2 se muestra el orden 
í/z <lr <¡d. Al emplear este orden se obtiene

ÍJÍ kr- rdz ilr dtí

r^dzdrdtí

En la primera integración se suman los bloques desde c = 0 hasta : = •*• 
por lo que los bloques se transforman en una columna mostrada en la figuni. 
En la segunda integración se suman las columnas desde r ^ 0 hasta r = 2: 
de modo que las columnas se translorman en una rebanada del cilindro en 
forma de cuña, también mostrada en la figura. En la tercera integración se 
gira la cuña desde 0 = ühastaO = i ;r, esto hace que la cuña se desplace par 
toda la región tridimensional del primer octanie. Después se multiplica por 
4 pora obtener el solumen completo. Al realizar la integración se obtiene

I. = I6A r\¡r dtí

o •'o

Mk dO
Al

= 22kn

Cmicíusíim; El momento de inercia es .T2A;r kg-m-

^ EJEMPLO 2 KcsiieUa el ejemplo 1 tomando el orden de inte­

gración indicado: <a>(/r d: dO. Il») dtídrdz.
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IKÍURA.l

Solución
íu) Kn la figura 3 se ilustra el orden drtiz (19. En ella se muestran los bloques 

sumados desde r = 0 hasta r = 2 para obtener un sector en forma de 
cuña Después se suman desde; = 0 hasta; = 4. lo que pnxJute una re­
banada en lornia de cuña también mostrada en la figura Luego, se gira la 
LuñadesdeO = Ohastae = i;Tarmdecubnrelpnmeroclanle Entonces

/. = 4A r'Jrdzde
•'(I 4(1 ■’0

= 32kn

La figura 4 muestra el orden dO dr dz En ella se presentan los bloques 
sumados desde 0 = 0 hasta 0= i ;r para obtener un anillo dentro del 
cilindro Después se suman estos anillos desde r = 0 hasta r = 2. lo 
que produce una rebanada horizontal del cilindro Luego se suman las 
rebanadas horizontales desde ; = 0 hasta ; = 4 Por tanto.

• 4 r2

r\lOdrdz

= 32A;r

h(;liu4

(i, q. •)

^ EJEMPLOS Calcule la masa de una semiesfera sólida de radio u 

metros si la densidad \ oliiminica en cualquier punto del sólido es proporcional 
a la distancia del punto al eje c. y .se mide en kilogramos por metro cúbico.

Solución Si se eligen los planos coordenados de mudo que el origen 
sea el centro de la esfera y el eje ; sea el eje del sólido, entonces una 
ecuación de la superficie semiesférica ubicada por arriba del plano n es 
- = fi- - i- - \La figura .'s muestra esta superficie y el sólido junto 
con la i-ésima subregion de una partición cilindrica Una ecuación de la 
semieslera en coordenadu.s cilindricas es ; = a- - r* Si (r,. tí,.;,) es 
un punto de la i-ésima subregion, entonces la densidad xuluminica en este 
punto es kr, kilogramos por metro cúbico, donde k es una constante, y si M 
kilogramos es la masa del sólido, entonces

M s: iim ¿ir,.i,V'

I krdV

■'o -'ll
.fi-i-’-

^A.;';rí ./tí

•'(I

r- dzdrdO

- r' drdO

r-)'''* + 'íiV'. <1- - r- + '-w' sen ' ~

= [kil'^ K'

roncliisión; La masa de la semiesfera solida es ¿ kii^ zr- kilogramos.
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)>, H-n 4>, 

\ 4>

o .

\p\.- </>,. » (H

H(;i RA r>

^ EJEMPLO 4 DclcmiinL'dccntrodcmasadcKólidodclcji.'mpli)?

Solución Scu (a. v, :) una r«.prescmación en coordenadas cancsunii 
del ceniro de iniLsu. Debido u lu simeiría. t = 0 y v = 0. por lo que se nece­
sita calcular : Si kg-m es el momento de masa del sólido con respecto 
al plano entonces

= lím y
' ' , r

Sí kzrilV

• 2.T C<1

= k

■41"■'(I ■'o

zr- dz dr dO

(«• - n)r~drd0

-:.ku^ n

dO

i\ --en ó,

ti '
01

H{;iR\7

ComOíWc = A/„. sc obtiene c

kj-*n-

A/,^ A/:de modo que

Conclusión; El centro de masa se encuentra sobre el eje del sólido a uiu 
distancia do 16(i'15ff metros sobre el plano de la base. ^

Abora se procederá a definir la integral triple en coordenadas esféricas 
Una parliclón esférica de la región tridimensional S se fonna al trazar plam>' 
que contengan al eje z. esferas con centro en el origen, y conos circulares que 
tengan su sérlicc en el origen y el eje c como su eje La figura 6 muestra una 
subregión típica de la particii'in. Si S,V unidades cúbicas es el volumen de la 
í-esima subregión, y (p,, 0,. (f>,) es un punto en ella, puede oblener-e una 
aproMinación de A,V al considerar la región como si fuese un paralelepípe­
do rectangular y tomando el producto de las medidas de las tres dimensiones 
Estas medidas son /), sen A,fí. p, A,á. y A,p. Las figuras 7 y 8 ilustran cótm> 
se obtienen las dos primeras medidas, mientras que la figura 6 muestra la di- 
mensii'm de la medida S,p. En consecuencia,

A,l’ = p,- sen é, S,p \U

La integral triple en coordenadas esféricas de una función/en S está defi- 
nid.i por

Iim^ ¿/ip,, = JJJ Hp.tí.4»dV

s

<=> lím yiip,.0,.(í},)p,-'sü»<f>,\p\6X<Í>
\ ••O , I

= lyj"/'(p. P. <6)p'sen ¿1 í/pi/0(/íí
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I-.1 inict:ral Iriplc puede evaluarse mediante una integral iterada Ohser\c que 
en uiordenadas cslcrieas. üV = p~ sen á> tip dOtló

Las uiordenadas esferieas son especialmente útiles en algunos problemas 
que insolucr.in esferas eomn en el ejemplo siguiente

^ EJEMPLO 5 Calcule la masa de la seniiestera solida del ejemplo 
3 SI la densidad soluminiea en cualquier punto del solido es proporcional a la 
distancia del punto al centro de la base

Solución Si í p,, y, es un punto de la i-esima subregion de una par­
tición csterica. entonces la densidad solummica en este punto es ip, kilogra­
mos por metro cubico donde k es una constante Si M kilogramos es la masa 
del solido, entonces

M - liin ¿i/),A,V
\ —n , I

= IIJ

= lii''A;r

Coneliisíóii; La masa de la semieslera solida es '.<pA;rkilogramos ^

Resulta iiUcrcsanle comparar la solución del ejemplo 5. en la cual se iili 
li/aii coordenadas esféricas, con la que se obtuso cuando se emplearon coor­
denadas cartesianas En el ultimo método se getiero una partición de V cuando 
se di\ idm en cajas rectangulares al trazar planos paralelos a los planos coor­
denados Si (II,. 1,. «,) es cualquier punto de la i-esima subregiort. \ como 

p = _ i- 4- entonces

.1/ = lim ^A II,- + I,' + A,I
V I I

i* + t- + ;- i/t (h il:

11 calculo implicado en la esaluacion de esta iniegrai es obviamente nuidio 

ñus complicado qiic cuando se emplearon coordenadas eslericas
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ti

FKíLRA 9

r BJEMPLG ó Un súIkJo homogéneo c^tá limitado superior- 
mente por la superficie p = o e inferiormente por el cono 4> = «. donde 

ü < a < t/t. Calcule el momento de inercia del sólido con respecto ül eje* 
La densidad solumínica en cualquier punto del sólido es k kilogramos por 
metro cúhieo.

Solución En la figura 9 se muestra el sólido Considere una partición 
esférica y sea (p,. Ó,. 4>,) un punto de la r-ésima subregión La medida de Ig 

distancia del punto (p,. 0,. ó,i al eje z es p, sen ó,. En consecuencia, si 
/. kilogramos-metro cuadrado es el momento de inercia del sólido con respec­
to al eje z. entonces

/. = lím ¿ íp, sen

ÍÍJ kp- sen" <¿ t¡V

a ra-í j
■'ll •'fi

= í í ' sen'
■'(j •'(1

= Ika^rrí

•'o ^
= íAíí';rj^“Ctis <¿ -F ¡cos'<¿j

= f;A<j‘’;ncos'« - 3 eos n + 2)

sen* )p* sen Jp J6 Jó

Ó JOJp 

sen ’ ó JÓ

Conclusión; El momento de inercia del sólido con respecto al eje : es 
|•í.<I‘’;r(cos' í/ - 3 cos u + 2) kg-ni*. ^

EJERCICIOS 13.6

A'ii /(O u líM /1/1¡. i'uiliic 1(1 iiilfi^rdl itcuuhi.

I 17

•'II

^ T 4 - : ut> ti - r^ii 0

J J J "^(1 ■'.’VTlW •'()

rscc' OJz Jr JO

tos OJ: JrJtí

5. sen J0JpJ<i

p' sen' íKeii ó JpJ0J<i>

7. Calcule el wilumen del sólido acotado por la C'fcr^
»* -i- = o'cnipIeanilo(u|csHm]cnad.i.scilfm'ncas
) (h) cmirdenadasesféncas

3.

4.

JrJrJO

sen o tip Jtk JO

8. Si S es el sólido del pniiier iKlaiile limitado por ¡a C'tcn 
r -I- .1" c* = 16 y los planos coordenados, evalúe lJ

inlegr.il Inple JV medíanle l^v's melixlos (at uiil'"

/ando coordenadxs esféncas. (h) empleando ciwrdenada' 
rectungularcs. (c) usando ciHirdenadus cilindncas



13.6 INTEGRALES JRjPlES EN COORDENADAS CIUNDRICA5 Y ESFÉRICAS 1073

í;i li‘\ i'jirt II un ‘/a 16 iiiilu r iiiiinlauiilin i iliiuintii\

V. r.tluilci:l voluiiuriukl M>li(loilL-lprmu;r<KUiiii:acmaiJiip()r 
el Liliiulro i' t \- = lyelplann; = «

i’*\' t j 

i 

t

I
. - '

ID. Delermined uilumciulel MiliÜDlimiuJoporel p.inih<i|mJc 
i’ + »* f ; = I > el planii

»

I

-I-1 o

I

11. Ohicnp.t el \oIumcn ücl solidii jliiuJo por el paniNDoiJe 
<■ + í* f - 12 V el plan»: = 8

12. C'aluile el vdIijiiicíI ücl sululo lirnitailn pur el eiImJni 
t’ + 4" = 2v.elparalHiloiüc t' + i" — 2j\ elpl.itio

IJ. Dclcnnitie la masa ücl míIiüo auita Jn por una eslcra de radio 
II iiiclio\ SI la üeiisulad Milumímca varía de aeuerdii al 
cuadrado de la dislaiiua desde el ceiilro La densidad 
M)l(iiiiMiii.a se mide en kilopranios por metro cubico

N. Ohlen>.M la masa del soliüoüel primer ociante ubicado dentro 
deluimdioi- + \* = 4i) (¡ue se encuentra debajo de la 
esteral' -f i* -• !(■ Li densidad voluimniea vana
de acuerdo a la distancia desde el plano i\, > se mide en 
kiloj'iamos por metro cubico

15. C’aleuleel monienio de inercia con respecloal eje .'del solido 
lioiiiopeiieo Imniado p.ir el cilindro r = 5. el cono : = r 
> el pl.ino \i I.adeiisidad loluiidnicaenuialipner punloes 
k slups por pie cubico.

16. Delerintneel nioiiientode inercia del solido limitado por un 
cilindro circular redo de altura h metros y radio ti metros, 
con respecto .il eje del eilindru I a densidad uiluminica va­
ría de licnerdo la distancia al eje del ciltiidio. y se linde en 
kiloi’raiiios por metro cubico

17. übteintJ la ni,isa del sólido del ejeicieio I ^ meili.inte el uso 
de CsKirdenadas esféricas.

18. l’tilice coordenadas esléntas paracalcular el centro de masa 
del sólido Iimil.ido por la seiniesfera del ejemplo 5 l_i 
dcn'id id volumínicj es la misma que en ejemplo

hi hn ijt’fi II un /V a 22. rmpU c i iiuntriiiiiliix nfi'riim.

V). Deiem.me el volumen del sólido ubicado dentro de laesfe- 
ra «- * V * + ;- = 4: y que se encuentra arriba del tono
t- + V- = c*

20. Obtenga el volumen del sólido que se encuentra dentnide la 
esfera r* + i' * r* = 2r > por amba del paraboloide 
x' + \‘ = z-

21. Deienmne el momento de inercia con respecto al eje : del 
solido lioimigéneo ubic.ado dentro del cilindro i* v' - 
2i - n. debajo del cono r' + i’ c* y pi»r amba del 
plano 11 Ui densid.aü v olun'umca en cualquier punto del siv 
lido es k kilogramos por metro cúbico

22. Calcule el momento de inercia con respceioal ejeedel solido 
liomogeneo limitado por la esfera r* i * ♦ r* = 4 L.. 
densid.ul V olunn'mcM en cualquier punto del sólido es k slugs 
por pie cubico

Kiilm cjiTiutin 2Jii2fi. iiulu i'cl MMenuiiiHinlciiaJuiiutirca 
iiun < i'/ii rm<vi/e/»<ir(i ci¡irohleinu.

23. Obtenga la masa de la semicsfcra solida de radio 2 m si la 
densidad v olumimea varía de acuerdo a la distancia desde el 
centro de la b.ise y se mide en kilogramos por metro

24. neteimtne la nusa del sólido homogéneo que se encuentra
dentro del p.iraboloiüe = ; > íucra del cono

V \* = r vria densid-id volumínica constante cs k 
kilogramos por metro cubico.
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25. CjIluIc d rnoMiLrilo Je iiicrLi.i u>n rc'.pcLto a un Jsámclro 
(Id s(iliJi) uhicailr» tnlrc dns cslcras de radios <j pies y 2/i 
pies l..ade[isidadsiiluinínisu varia mversamenle ai cuadrado 
de la dislanua desde d Leniro, y se mide en slugs por pie
LUhiLO

2(i. Obtenga la masa del solido del ejcaiuo 25 Li densidad 
voluminiea es la misma de ese ejercicio

27. IX'tcnnme el teniro de masa del vilido ubicado denlni del pa­
raboloide i* + = r y lucra del cono r* + v* = c* i-a
densidad voluminica umsiante es k kilogramos por melm 
cúbiui

2H. Calculeeliimmenlodeiriereiauinrespc-Uoalejecdd sólido 
homogéneo dd ejercicio 27

[II Un ejercii un 29 a 32, fxalue Ui iiui-fírui ucrada empleurj/i 
iiiurdoiuJin alíiidnait o t nordenadoi mfcncas

2'). y + \- d\dxdt
■'ll ■'(1 -'ll

30. dz d\ dx

dzdxd)

-- -------L------- , dzd^dx
.X- + y- -I- c*

REVISIÓN DEL CAPÍTULO 13

► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 13

1. Defina las t minU luidm < ilindrii ii\ de un pumo del espacio 
iridimensional

2. I.scriba las ecu.iciones i]ue evpresan las coordenadas car­
tesianas en términos de las ctHirdenadas cilindricas Escriba 
las ecuaciones ijue expresan las ciMtrdenadas cilindricas en 
términiisde las coordenadas cartesianas. Haga un dibujo que 
muestre cómo se obtienen estas ecuaciones

3. Si la representación en coordenadas cilindncas de un punto 
es (r. 0,.-) describa cada una de las siguientes superficies 
donde / es una constante fu) r = (.(li)fí = / .(c)c - t

4. Dellna las loorJí/iíi/Ais cnfinun de un punto del espacio 
tridimensional

5. Lscnba las ecuaciones que expresan las ciMirdcnadas car- 
lcsianasciitenninosdefascoordenada.sesfencas Escríbalas 
ecuac iones i|ue expresan lascoordcn.id.isesfenca.sen térmi­
nos de las coordeiiad.is cartesianas llaga un dibujo que 
muestre cómo se obtienen estas ecuaciones

(). .Si la representación en coordcnada.s esfénca.s de un punto es 
ip. 0. d>i. desenlia cada una de las siguientes superficies 
donde/esunacoustante iu)p = i.lblfl = i.(c|<¿ = c

7. Dclin i el ¡iiiuw de imn uimu de fiiniuiiin de una función de 
dos vari.iblcs

H. Derma la iiiieurtd dchlc de un.i liinuon de dos vanahics en 
uii.i r/gi/>ii r(íti¡m;idíiricrr<idii del plano.

(Corno puede extenderse ladellnicióiide la sugerencia K.i la 
de integr.il doble de una función sobre un.i region del plano 
más general'

10. De una iiilerprel.ición geométrica de la integral /ioble

11. Invente un ejempliu|iie ilustre como se calcula eholumeii de 
un sólido medíanle una iiilegr.il doble

12. (.Cómo se utili/aii las inift¡rídi \ iirruda^ p.ini evaluar una 
integral doble' Invente un ejemplo

13. Invente un ejemplo que muestre cójiin !>e dclemiina el urra 
de iiiui rccf/ói [duna por medio de una mtegnil doble

14. Invente un ejemplo que ilustre como se calculan lamcua) 
el I t’/ur/i//f Mifi/(/de una lamina medí ante una integral diiHc

15. Invente un ejemplo que muestre cómo puede calcularec! 
iiuiiiicnto de iiien la con lespecto a un eje por mcdiu de uiu 
integral doble

16. Invente un ejemplo que ilustre cómo se obtiene el moirurf 
polar de ineri la mediante una integral doble

17. Imente un ejemplo que muestre cómo se determina el raJ.a 
de giro de una laimnaconrespectnaunejep/irmeduuleiirJ 
integral doble

18. Inv ente un ejemplo que ilustre cómo se calculad trrcíi di «r-
\uperficie mediante una integral doble

ly. Escriba la fórmula, que involucra una integral simple, pon 
calcular c7/m'íi de una superpcie de rexotuuón. Invente un 
ejemplo que imiestre la aplicación de esta formula

2(1. Invente un ejemplo que ilustre cómo se utiliia una t/itrcrJ 
di’lili íui oorí/f/iíi(/iiípn//jrctparacaIcularel volumendi:ii'' 
solido

21. Inv ente un ejemplo que muestre como se pueden emplear U« 
integrales dobles en c(K)rdenada.s p/ilarcs para calcular lJ 
masa y el centro de masa de una lámina

22. Invente un ejemplo que ilustre como se puede calcular fl 
arca de una region del plano polar mediante integracu'i' 
doble

23. , LYimo puede cambiarse una integral doble en coordenada’ 
rectangulares a una integral doble en ciKvrdenada-s polar-’ 
Inv ente un ejemplo que muestre un caso en el que un camba' 
de coordeii.iilas sea conveniente

24. Defina la miei:ral inple de una luncion de tres sanable' 
un paraleUpipcdo reí luiu’tilar.
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25. , < I'll»'* 'c ulili/jn Ijs iniu¿;raks itcr.iiljs p.irj cjlcuhr inic- 28. 
¡T.ik-. tupies' In\entc im cjcniplii

2<i. Itiseiitc un cjempln (|in; ilustre a'imo se puede e.iluiljrel 
siiliiiiien de un sulido por inediiide iiiiei’nición triple

27. Del Illa un.i mu i;fiil triple rii t iiiinUiuuliis aliiulrum ) una 
mu t;rul triple en i miri/eiiiii/in e\fén(n\

i.Cuándii es vcniajos.i emplear una ime^iral inple en coorde­
nadas t ilíndneas en lugar de una integral triple en cmirdena- 
das rectangulares ’ Invente un ejemplo

V). , Cuando es cenlajosi) emplear una integra! tripleenciairde- 
nadas esferteas en lugar de una integral Inpleen emirdena- 
das reclaneularcs' Invente un ejemplo

► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 13

1. Delermine un con|uiilo de coordenadas ulirulricas para el
pimío que tiene ciKirdenadas cartesianas (.1, ' rt

2. Olitenga un umjuiilode coiirden.idasestencas parael punió
que llene coordenadas cartesianas (-t. 1, 2l

3. Delermine una euucion en coordenadas cilindricas de la 
grállca de la ecuación (;i)ív + \)- + I = :,(li)2.^t* + 
li- = 1011

-I. Ohtenu’a una ecuación en coordenad.is esféricas de la crafi- 
C.I de la ecuación lu) v’ -» v ’ -r 4r* - 4. |hl 4t’ - 
4v- + ^ Vi

/ II lti\ eji'ii II io\ 5 a 12, e\lililí lii iiilei;riil lU rmln

i’v J\ il\

ó;.
u J\ i/v

UI .
II.

12

p' sen ó cu. d> ilpiló ilO
II •'!)

:n ' til lililí:
II •'II -'ll

III h>\ I /■ n uin\ IJ ii 16. exiiliie lu mu irruí nnilliple

13. JJ u /í es la regliin del pnmer cuadrante liiiiilaila por 

li
la ciruinlerencia r ^ v’ := 1 v los ejes coordenados

14. JJ ti i- V) </.l. It es la region delimitada por la curva

I = eos i V el eje i desde v — - ,/T It.isla « ,.T

ÍII'

ilV. S es la region limitada pir los cilindros r’ + 

I V I - + r = J ) el plano tv

uisfi + r) i/l‘-.3 es la region acotada por el cilin­

dro t = V - \ los planos V -t- i =: () j : = (i

17. F.valúe mediante coorden.id.is polares la integral dolileÍJ .r- -f V-

donde li es la region del pnmer cuadrante limitada por 
las dos circunlerenuas v' -f v* = | \ i* + v' = 4 

18. Evalúe mediante coordenadas polares la integral iterada

I'í lili»* + v'lí/ri/e

Di ios ejeii leiiii l'J\ 20. i uiliie lu iiilei;rul itcriuliiiiiurtieiulinl 
onlen <le mtei;rtuiiin

VK sen V- i/i il\ 2(1. ’ lív </v

Lu lo\ejert lililí 21 \ 22. militeiiUeiírule\ doblespurtnluiiilar 
el iireu de lu regnin liiniuidu por Im i nnui del phmox\ Pihiijc 
lu rei,'ío;i.

21. V = .V- > V = 22. V = .« v y = r*

Lu los ejeriitiin2J\ 24. luiliiela mtearuliterudauiinhuiiidou 
eoiirdenudits aliiulrii m o esfericus

dz d\ lix

V- í/:t/vi/t

25. Utilice integración doble par.i detenninarel área de la region 
del pnmer cuadrante limiiada por las parabolas v = 4v > 
i* = 8 - 4v Integre primero con respecto a V

2fi. Emplee inlegracum doble p.ira calcular el área de la region 
del plano vv acolada por las parabolas v = - v* >
V = v' I Integre primero con respecto a V.
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21. l'sc intc^MUiin dnhlc j hn ilc iil>lLiit.r el arcj de Ij región 
del ejcruLiii 25 integrando pririitm eoii respcelo a \

2K. Ulilue int'*gracion doble p.jradLternnnarel area de la región 
del ejereiLio 26 ititegr.iiuJo prinn.ni um re'.pcUo a \

29. I mplee inlegraeion dotile ton el propoMio de calcular el 
uilunien del solido hmil.ido por los planos r = t. v = 0. 
; - (1. T = ly: = I Integre primeni con respecto a t

tfl. Use integración doble para iibiLner el Miliinien del solido 
ubu.ido por arriba del pl ino t \ y liimtaüo por el cilindro 
»■ + \* = 16 y el plano : » 2» Integre primero con 
respecto a r

.11. Ltilice integración doble a lin de determinar el solumen del 
ejercicio 29 integrando primero con respecto a \

22. í mplee integración doble paracatcularel volumen del soli­
do del ejercicio 10 integrando primero con respecto a v

.1.1. Ohteng.i el volumen del solido ubicado por arriba del 
plano IV y limitado por las superllcies i* = 4\,v* = 4r> 
V- = : - V

.14. Determme la masa de la lamina ijue tiene la forma de la 
reglón acotada por la parabola v = t* y la recta 
i - V ^ 2 = 0 SI la densidad siiperilcial en cualquier 
punto es i’v* kilogramos por metro cuadr.ido

25. Calcule el area de la superficie del cilindro v* + v* =9 
ubicada en el primer ociante > que se encuenini entre los 
planos I = y Ir = :

26. Obtenga el área de la parle de la supertleie del cilindro
V* + v* = <i* que esta dentro del ctlindni V* -i- = «*

.17. Utilice integración doble con el objeto de determinar el arca 
de la region ubicada deniro de la ciaunfcreneia r ^ Iva 
la dea'cha de la par.ibola rt I 4 eos 6) = I

.IH. C'akule la masa de la laiiima que tiene la tomia de la region 
cMenor al caracol r = 1 - eos U y que está en el intenor 
de lacircunferenua r = .Icost^siladensidadsiiperficialcn 
cual(|uicTpunioes21 senfyj kilognimospornictrocuadrado

.19. Obtenga el centro de masa de I.i I.uiiina rectangular limitada 
jvir las rectas r = 2vv = 2y lo- ejes unirdenados si la 
densidad superficial en cualquier punto es rv * kilogramos 
{Hir metro cuadrado

4tk Oetermiiie el centro de masa de la lamina que nene la fonna 
de la region acolaila (xir las parabolas t* = 4 4 4v \ 
»- = 4 - Ki si la densidad superlicial en cualquier 
punto es ii' kilogr irnos por metro cuadrado

41. Calcule la masa de la lamina que tiene la loniu de I.i region 
liimiaJj jH>r el eje polar ) la curva ft- = cos 20. donde 
0 •" 0 £ ^,T 1.a densidad superficial en cualquier pun­
to es rO kilogramos por metro cuadrado

42. Obtenga el momento de inercia con respecto al eje x de la 
laminaque lieiie l.i forma de laa'gion acotada porta circun­

ferencia t- + V - = <í* SI la densidad supcrTiual en cui! 
qiiierpunioesA x- 4- kilogramospormeirocuadrodi)

42. ülilice coordenadas cilindricas a lln de determinar J va- 
lumen del solido limitado por el paraboloide t* -
V * = 4.*. el cilindro i* 4- v~ = 4«v y el plano: ® 6

44. Use ciHirdenadxs esféricas con el objeto de calcular la nuu 
de la esfera solida de radio n metros si la densidad vi Ij 
niinica en cualquier punto del solido es proporcii nal a L 
distancia del punto al centro de la esfera 1.a denodj 
volurnínicj se mide en kilogramos por metro cubico

45. Lmplcc'inlegrauiin triple para ohtenerel volumen del solido 
acoladoporclplano: = I y el segmcntomáspequcimdeb 
esfera»* 4- v* 4- c* = 4 corlado por este plano

46. Utilice integración triple a fin de determinar el volumenckl 
solido del pnmer octanie limitado por el plano v ♦ : = s 
elcilindfuv = 2r. el plano vv y el plano v;

47. Calcule el momento de inercia con respecto al eje i de b 
lamina que tiene la fonna de l.i regiun acolada por la o.'- 
va V = í‘. la recta x = 2 y Uk ejes coordenados m b 
densidad superficial en cualquierpuntocs rv kilograniospr 
metro cuadrado

4K. Obtenga el momento de inercia de lal.miinaddejercicii'4*

49. Determine el momento de ineroaeon respcMo al eje !'de 
la lamina homogenea que tiene la forma de la region acc<taJj 
por la curva r~ = 4 eos 20 si |.i densidad superficial ca 
cualquier pumo es de k kilogramos por melm cuadrado

50. Calcule la masa de la lamina del ejereicui 49

51. Oblen-’a el inomenui pc'lar de memia v el radio de gnu 
eorrespimdienle de la lamina del ejercían 49

52. Determine el momeniode inca'i.ncon respecto al eje idebb 
mina que tiene la fonna de la a'gion limilaJa pi'r la paraK J
V = 1 - X- y la axu v + v = 0. m la densidad supcrfVJ 
encualquierpuntucstr 4- vjkilogrumospormetfocuadríik'

52. CalcuIel.imasadelsolidoaLotudopcrliseslerusv* v * 
:* = 4 y T* 4- V* 4- j* = 9 SI la densidad \olumm.va 

en cualquier punto es L t* 4- v- + c* kilogramos pt 

metro cubico

54. Obtenga el momento de inercia c*on respecto al eje 4 di! 
solido del ejeaicin 51

55. Elsobdohomogeneoiiniiiadoporelconoj* = 4v + 4i
y iihic.ido entre los planos : = 0 \ = 4 nene una den
sidad \oluminic“j de k kilogramoN por metro cubico en 
cualquier punto Determine el momento de inercia cvn 
aspecto ai eje r para este solido

56. Calcule el centro de masa del solide» acotado por la C'let^
t*4-v-4-c*-6; = 0 y que se encuentra por amba del 

Conor* 4 V- = :%stladensitLidvoluminicaenciu3qu«.t

punto del solido es kz kilogramos por metro cubico
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sto copitulo final sirve como introducción a los 
conceptos elementales de compos vcctono'es, 
mismos que se desorrollon completamente en 

los cursos de Cálculo ovanzodo De igual forma que en el 
capítulo 13, el estudio de vanos de estos conceptos y do 
algunos métodos es informal c intuitivo

Los campos vec/ono/c$, (funciones que asocien vecto­
res con puntos del espacio), la divergencia y el rotacional 
do un vector se presentan en lo sección 14 1 Después, en 
lo sección 14 2, se aplican los integrales de linea paro 
calcular el lrabo|o realizado por un campo de fuerza al 
mover una parliculo o lo lorgo de uno curvo los integra 
les de linea independientes de la trayectoria se estudien 
en lo sección 14 3. donde se presento un leoremo análo­
go ol segundo teorema fundamental del Cólculo pora inte­
gróles de lineo Tombien en esto sección so demuestro lo 
ley de conservación da energía, concepto muy importante 

en físico
En el Colculo vcctoriol existen tros teoremas impcr- 

lontes que reciben sus nombres en honor do tres mo 
temáticos el fooromo do Creen, el cuol es ol lomo 

principal do lo sección 14 4, el íooremo do la 
divergencia de Gouss y el Icorciiia de S‘akes so 

presentan en la sección final, después do ia 
sección 14 5 que trota sobre intcgra'cs de 

siipothcie los oplicacioncs de estos Iros 
teoremas en física, químico c ingeniería so 

estudian en los curses do ostos disciplinas 
So incluyen algunos oplicocionos do los mtogio'es 

do supcrficio on las que so calcula la maso de uno super­
ficie y el flujo de un compo de volecidoJ o troves de una 
superficie
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14.1 CAMPOS VECTORIALES
A fin de preparar el terreno pura el estudio de campos vccioriules. se 
mostrara cómo se determina si una función seclorial particular es el gra­
diente de alguna función real /, y si lo es. de qué forma determinar tai 
función Primero considere el problema de cómo obtener /si se ccmiKC su
gradiente Esto es, se tiene

V/ít.y) =/,(.T.yjí +//T.y)j II)

> sedeseadeterminar/t.r. y).

ü EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Suponga que

7f{\. \) = (y- -1- 2.r + 4)1 + (2.cy + 4y - 3)j |2|

Como la ecuación (I) debe satisfacerse, entonces se infiere que

/,(t. V) = y- -1- 2i -I- 4 (3t
/,(r.y) = 2-ry + 4> - 5 (4|

Al integrar ambos miembros de (3) con respecto a.r se tiene

/(V.\) = y’.v + .r- -f 4r gly) (5)

Obserse qae la "constante’' de integración es una función de y e indepen­
diente de .t debido a que se integró con respecto a .r. Si ahora se densan 
parcialmente los dos miembros de (5í con respecto a y. se obtiene

fjx. t > = 2\v + ,s''( V) t6l

Las ecuaciones (4) y (ó) son dos expresiones para//r, y) En consecuencia.

2\\ f 4v - 5 = 2vy -f g'(\i

Por tanto.

g'tv) = 4v - .3 y = 2v* - 5y + K 

Al sustituir este \alor de gí v) en (5) resulta

yn.v) = v’.v + X' +- 4i + 2y- - 5y + K 

donde K es una constante arbitraria. ^

C.ida vector de la forma 4/(\. vil + A'(v,y)j no necesariamente C' un 
gradiente, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se demostrará que no evi'iv 
un.i tunción / tal ijue

V/n. V) = 3.VÍ - 2ij 0'

Suponga que existe tal función. Entonces se deduce que

/u, n = 3v (S'

/,(». 1) = -2\



14.1 CAMPOS VECTORIALES 1079

Si sc inicgran los micmhriis de (8) con rcspCLto a r se (itiie 

lix = 3x\ +

Al derivar parualrnente los dos miembros de esta ctuaeion eon respecto a \ 
se obtiene

/ (V \) = + i; (^)

Si se Igualan los miembros derechos de esta ecuación > de (9) resulta

= -2r 

i-(\( = -St

Al diferenciar los dos miembros de esta eeuacion con respecto a r se obtiene 

0 = -S

locuil por supuesto noesverdad Asi. la suposición de que 3\í - 2rj es 
un gradiente conduce a una contradicción A

A continuación se estudiara un.i condición que debe satisfacer un vector 
para que sea un gradiente

Suponga que A/, v A/, son continuas en un disco abierto li de R- Si

W(i vii Ni\.\)j (lOj

es un gradiente en ¡i entonces e\isie una función/tai que

/,(v. \) = Mix V) (II)

/Ji V) = ,\'{x i) (12)

p.ira todo í v. \) de /i Como A//x, v) existe en /) entonces, de (11).

M,ix X) = f,^{\ X) (13)

Ademas comoAV' \ l existe en fí. entonces de(12).

A,(v. \) = /j,(X. U (I'll

Debido a i¡ue v A\ son continuas en B. sus ei]uivalentes/,,>/,, también 
son conlinu.is en B Asi. por el teorema 12 3 3.J \) = todos
los puntos de/y i’or i.into los miembros i/quicrdos de (13) v (14)son igua­
les cii todos los puntos de B De este modo se ha demostrado que si A/ > A’, 
son continuas cii un disco abierto B de li'. entonces un.i condición nece­

aría par.i que el vector (10) sea un gradiente en B es que

l/(x u = A',(x V) (15)

Lsia ecuación l.iinbien es una condición sullcicnte para que el vector lid) 
sea un eradientc en B Si (13) se cumple enlonces se puede mostrar como 
obiencr un i luncion / tal que el vector I Id) sea un gradiente Sin embargo.
1.1 demostración tie que dicha luncion existe, siempre que (1.3) se cumpla 
pertenece .i un utirso de Calculo avanzado 1:1 método para determinar,/ es 
una geiierali/acion de lo que se hi/o en el ejemplo ilustrativo 1 De esta 

lorm.i se tiene el tcoieiii.i siguiente
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14.1.1 Teorema
Suponga que A/ y N son funciones de las vanablcs x y y definuLis en 
un disco abierto ¡)U r(>, >(,); rí de ¡i-, y que y Nj son ccmimuas en B. 
Entonces el sector

A/U.v)¡ + Mx.yij

es un gradiente en 5 si > sólo si

en todos los puntos de B.

U EJEMPLO ILUSTRATIVO 3
(a) Se aplicará el teorema 14 1 I al vector del miembro derecho de (2) del 

ejemplo ilusiraliso 1 Sean

A/(\. V) = y- + 2a + 4 M.r.yi = 2ty + 4y - 5 
A/,U.\» = 2y ^’,(t.y) = 2y

De m('du que A/, (.r. \) = /V^t v. y), y por tanto, el vector es un gradiente 
(bl Si se aplica el teorema 14 1 1 al vector del miembro derecho de la ecua­

ción (7) del ejemplo ilustrativo 2. con A/ít. v) = 3y y Mr. y) = -2t. 
entonces se tiene

A/^(i, v) = 3 v) = -2

En consecuencia. A/^(a, v ) ^ \). de modo que el vector no es un
gradiente ^

^ EJEMPLO 1 Delemiine M el vector 

(e ' - 2 i)i - (re ' sen vij 

es un gradiente V/(a. y), y m lo es. entonces obtenga J(\. y}.

Solución Se aplicará el teorema 14.1 I Sean

A/(\, V) = f ' - 2r Mv. V) = -.vf' - seny 
A/, (A. V) = ' A',tr. V) = -t'"'

Por tanto A/.( i. v) = A',(a, v). de modo que el vector dado es un gradiente 
Vmv, V). Además.

/jtv. ‘ - 2v

ÍJ\. vj = -u'"' - seny

.Al integrar ambo-, miembros de (l(i) con respecto a a se nene

/(V, V) = vr'‘ - \- + .e(,v I (lí**

ilonde el V) es independiente de Si aliora se denvaii paa'ialm<'nte los do' 

miembros de (ISt con respecto a y .se obtiene

/,ti, V) -ve ' + e't.v)
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Dcspucs (k- igujlar los miembros dcrci-iios de tsi.i ecuación y de (17 resulla

-\t ' + = -xe ' - scn\

\) = -sen \

= eos \ + K

Si se susli!u>e esta expresión para^'fyKn (!«) se tiene

/(I \) = rt- ' - X- + eos \ + K -4

[il teorema siguiente es una exis.nsion del teorc na 14 1 I para funciones 
de tres sanables

I4»l.2 Teorema
Sean M. N y li funciones de tres variables x. \ y z definidas en la bola 
abierta /i(íi,j v,, rtj). r) de y suponga que <4/,. \f. Nj,. N.. R,y R 

son continuas en B Entonces el vector j4f(r, v,c)¡ + A'ííj:, v.clj +
Rl\ c(k es un gradiente en li si v sólo si MJx. c) = \.
Mi\.\ :) = /í,ís. s. y A'.(r.c) = Rjx.x.z)

La demostración de la parte “sólo si" es semejante a la demostración 
de la parte "solo si" del teorema 14 I I y se deja como ejercicio (consulte 
el ejercicio 4‘J) La demostración de la parte "si" se omite debido a que esta 
mas alia del .ilcance de este libro

^ EJEMPL0 2 Detemiine si el vector siguiente es un gradiente 
V/( r. V. :). y SI lo cs. entonces obtengafix,\, c)

(« ' sene + 2\;)i + (2rc + 2v)j + («‘cose + 2i\ + 3;-ik

Solución Se aplicara el teorema 14 I 2 Sean

.U(t.v.c) = c*senr: + 2vr A’(v.\.c) = 2\c + 2t Rlx.x.z) = e-'cosc + 2r\ + 3r- 

v.n = 2: A',(i.\.:) = 2.- /f,(i.v.:l = c'cosc + 2\

M (x \ eos z + 2\ iV-tv. V. r) = 2v /í, (t. v. :) = 21

Por tanto.

W u.v.:) = A'.it.v..-) W.(v.v.:) = A'.(t,\.z) =

Asi el vector dado es un gradiente V/(v, V, c) Ademas,

y,(v.v.cl = f'sen; + 2\: (1^)

/.d.v.zi = 2i: 2\ (2Ü)

J.ix.\.z> = f'cosz + 2rv + 3c"

Al integr.ir ambos miembros de (19) con respecto a r se tiene 

/(v.v.:) = f'scnz + 2rvz +

donde gd.:) es imlependicnle de v St se derivan parcialmente los dos 

miembros de (22) con respecto a t se obtiene

J^{x. \.z) = 2\z +



1082 CAPÍTULO INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO DE CAMPOS VEaORIALES

Despulís de Igualar los miembros derechos de esla ecuación y de Í20) rcsulij

-'tz + rj = 2j:r + 2y 
gv(y.;) = 2y

Ahora, al integrar ambos miembros de esla ecuación con respcclo a v « 
obtiene

í,'ív.z) = V- + /i(:) (23|

donde li es independiente de.vy y. Al sustituir de (23) en (22) se tiene

f(x.y.z) = f'senc + 2.ty: + y- + /i(;) (24)

Si se derivan parcialmente los dos miembros de (24) con respecto a ; resulta

/;(r. y. c) = f'cos; + 2xy + h'(z)

Después de igualar los miembros derechos de esta ecuación y de (21) so 
obtiene

í’'cosc + 2.ry + li'(z) = c^cos; + 2rv + 3c- 
/j'C) = 3c- 
/i(c) = cW A'

Al susiiiiiirc^ + A’por/i(c) en (24) se tiene

/(t. v.c) = f'senc + 2.vyc + y* + c^ + A' A

Un campo vectorial asocia un sector con un punto del espacio Por
ejemplo, si F es una función sectorial, definida en alguna bola abierta D Je 
A', tal que

F(v. y. c) = 3/(r. y, .-:)i + ;V(.v. v. c)j + A'(s.y. c)k (25l

entonces F asocia a cada punto (i.y. c) de ¡i un vector, y F recibe el nombre
de campo sectorial. Este campo vectorial tiene como dominio un sub- 
conjunto de A’ y como conlradominio un subconjunlo de Si el domimu 

de un campo sectorial es un conjunto de puntos de un piano y su contradi'- 
nimio es un conjunto de vectores de entonces el campo s'ectorial tiene 
una ecuación de la fonna

F( s, V) = Mi\.\ )i -f ;V(S. t )j

Si en lugar de un vector se ascKia un escalar con un punto del espacio, 
entonces se tiene un campo escalar; de modo que un campo escalar es una 
lunción real. Un ejemplo de un campo escalar se obtiene al expmsar l.i tem­
peratura en un punto como una función Je las csM'i\lenad.is ilel punto.

Como un ejemplo de campo sectorial, considere el fimo de un lluide 
til] como el agua a través de un tubo o la sangre en una .uteria Suponga que 
el Huido consiste de un luimero infinito de pariieulas s i|ue la selivid.iJ ds* 
mili de éstas ilepende sólo de su posición; ile iiu'do que la selivid.Kl c' 
inileiviulienle del tiempo, s debido a este hecho, ei limo del nimio se Jcsigi'J 
como un ílu|n de fiíin/i> c\iahlc I n un punto (s. \ .: i l.i seKviJ.id del lluulo 
esl.i d.iil.i poi F(i. V. .t. deliiml.» medíanle mía ecuación de la lonna \si. 
I' es un i.mqm s.ieluiial denominado nimpo de seluddail del tluido l o> 
campos de seloenlad pueden descnbu oiios mos milenios, tales cv'it'o el 
s'ii'iilo o el giio de una iiied.i Unios los vamin's sci.tonales s|ue 'C pievnta» 
en este libio sei.in imlepembeiiles del tiempo: |n>i lo que se llaman 
seelof'iiiles de esliido eslnble.
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Nn us posible rnoslrar en una figura las rcpre^entaaoncs de lodos los 
vectores de un tanipo seetorial particular Sin embargo, al dibujar las repre- 
semaciones de algunos vectores se puede obtener una reprcseniacum visual 
del campo vectorial, como se muestra en el ejemplo siguiente

luhhi l
u w III w

ll ll 1 • J
ll ll 1 • J
1 1 )l 1 J

<1 ll 1 J
(1 Ci ;í . j

11 2i -1 • J
I-I :i '1 - J

1 1 :i :i - J
(2 1) i ;j

i: ll l 2J
1 : ll i 2J

1 : it t • :j
i2 2i 2i :j

i2 2i 2i 2J
• 2 2i 21 - 2J

<2 2l 21 2J

I I

^ EJEMPLO 3 (u) Muestre en una llgura las representaciones
{|ue tienen su punto inicial en (i. \). de los vectores del campo \ eclorial

F(v \) = -\| + tj

donde V = ±1 o í = +2. v v = ±1 o v = ±2 (lil Demuestre que 
cada representación es tangente a la circunlerencia que tiene su centro en 
el <irigen > que tiene un longitud igual al radio de la cireunferenua

Solución
(u) La tabla I presenta los vectores F(r.\) asociados con los dieciseis 

puntos (r. V) Las representaciones de estos vectores se muestra en la 
llgura 1 

(l>) Sea

R(\.v) = vi + \j

el vector de posicmn cuvo punto terminal esta en (r. v) Entonces 

Rtv. V) • F(V. \ ) = (vi + \í) • (-' 1 + rj)
= - V \ + V V

= o

Por tanto. R v F son ortogonales De esta manera, la representación de 
[• cuvo punto inicial esta en (v. v) es tangente a la circunferencia que 
tiene su centro en el origen V radio ¡I R(v \»|| Como

¡jFtv. v)|| = (-v|- + V-

^ ÜR'v.'lll

enloiices la longilml de cada represeniacum es igual a! radio de la cir- 
cunlercncia ^

I I campo vectorial del ejeniplv' es similar al campo de velocidad 

delerminaiio por una nieda que gir.i en el origen
Un eiemplo vle un campo vcclonal en l i surge de la lev de atuccion 

gr.ivitacional de Nevvion Esta lev est.iblece que la medida de la atrac­
ción gr.iv nacional entre ilos p.irticulas de .W unidades v /ii unid.ides de ma- 

.1, respectivamente, es

(. \/i:i
,/■

tiondc •/ mmUles es la distancia eiiiie l.is partículas v (i es la consume 
gravitación il De modo v|Ue si una pailicul.i de masa .U unidades esta en el 
otmen v oii.i |i.niicula vle luas.i I unid.id (ni — I) se encuentra en el punto 
P(v, V, .-I. V si F(v. V. .•) es la luer/a gravnacional e|etcida poi la paitaula 

ul'icail.i cii el tnigeii solue la p.nlieula que esta en enionees

ilFivv i||
llRiv, v..-l|t-
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* /

FKiUm 2

donde R(r. V.;) = .vi + _\j + ck Pdra oblcncr el vcclor fuer/a F(.t. v.:k 
también se necesita la dirección de F Como esta dirección es hacia el 
ongen, entonces es la misma que la dirección del sector unitario ^—R

ÍIr!1
Con esta dirección y la intensidad to módulo) indicadas anienonncmc se 
tiene

Fti. y. c)
(L\f I R(-r. s.:) \ 

liRtr.y.alil- ^ ||R(t. s. :)|| i

Debido a que || R(s. s. :) || = _r- + s- + c*. se obtiene

F(t. V. rl = —-7-- •; ■ Í.rí + sj + ck) í26l
t r- + \- + a-) -

HI campo sectorial definido por (26) se denomina campo de fuerza. La ñ- 
gura 2 muestra representaciones de algunos vectores de este campo de fuerza, 
donde el objeto del origen es un esfera (por ejemplo, la Tierral y |[R|! cs 

mayor que el radio de la esfera. Cada representación apunta hacia el ongen. 
Las representaciones de los sectores en puntos cercanos al origen son mis 
largas que las representauoiies de sectores en puntos más alejados, y las 
longitudes son iguales en puntos que están a la misma distancia del origen Con 
estas propiedades, el campo de fuer/a definido por (26) se denomina campo 
de fuer/a central.

El gradiente de un campo escalar c.s un campo scctonal Si ^ cs un 
campo escalar y F es el campo vectorial definido por F = V<p. entonces a F 
se le llama campo sectorial gradiente y recibe el nombre de función 
potencial para F Un campo sectorial gradienic también se denomina campo 
sectorial conservador (o eonsursativoi El término vonsenudur 
aclarará después de que lea la sección 14.3

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considereelcamposecional 
definido por

V) = (\- + 2i + 4)i + (2-rv + 4y - 5)j 

Del ejemplo ihislraliso I, si

(¿(r.y) = y*.v + r- + 4c + 2y- - 5y + K 

entonces

Fír. s) = V)

De modo que F es un campo vectorial consersador y es una función po­
tencial para F ^

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra que el campo de fuerza 
gras iiaeional definido por (26) es conservador

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 6 de la sec-
eii'm 12.6 .se demostró que si

\(.i.v.:i .
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eniiintos

VWi.A.:)
11- +

Üc csia ínrma. si

:k)

ó(» ».:)

L'IIIUIKOS

___ (J\f____
l- + \ - 4-

^ , ., di + \j 4- ck)
I i- + -

Al comparar esta ecuación con (26). se obsersa que

F(i \. -) = V<¿(X, r)

Por tanto. Fes coiiserxador \ es una función potencial para F

En los dos ejemplos iluslratisos jiiienoreN fue laeil üeniosirar que el 
campo sectorial es consersador debido a que se conocía una función ó para 
la cual F es su jjradiente Para decidir si un campo sectonal dado es con­
sersador. s en caso de serlo, determinar una lunción potencial, se aplican los 
teoremas 14 I I s 14 1 2 como en los ejemplo I > 2

Eststen dos campos que msolucran derisadas y que se asocian con un 
campo sectorial F Uno es el campo llamado roltu itiiuil de F. el cual es 
un campo sectorial, y el otro es el campo denominado tli\iT,i;ciiaii de F. el 
cual es un campo escalar Antes de dar sus definiciones, se mostrará la forma 
en que se utili/.i el símbolo V como un operador.

Si I es una función escalar de tres sanables t. v y c. el gradiente de/es

V/(i.s.:i = yjts.s.Di .‘)j + /;lr.s.c)k (27)

Aliora se ultli7ara el operador V en tre> dimensiones p.ira denotar

eh
. .)

Por tanto, la operación de V sobre la función escalar/significa

v/- = . rJ/ .
' + j.J *

lo cual concuerda con (27)

14.]é3 Definición de rotacional de un compo vectorial
Sea F un campo s ectonal sobre alguna bol.i abierta D de R} tal que 

Fti.s.n = .Uti.s.rii + A’d.v.oj + Hi\.v,:)k 

Entonces el roluciunii! de F. denotado por rol F. esta definido jHir

rot F (s. \ .:l
rVi

()z

SI estas derisadas parciales eusteii
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Un iruco numolccnico para calcular rut F consislc en desarrollar la 
nolación dei producto cruz de dos vectores al “producto cruz” del operador V 
y el campo vectorial F y escnbir

rol F = V X F

I j k
= jL i.

i)x <')> dz 
M S R

Como se indicó cuando se utilizó por primera vez la notación de detemii- 
nanies para el producto cruz de dos vectores, los elementos del determjnan- 
te no fueron todos números reales como es costumbre. En el “determinante" 
anterior el pnmer renglón contiene vectores, el segundo consiste de operado­
res de denvadas parciales, y el tercer renglón está constituido por funciones 
escalares

W EJEMPLO 4 Calcule rot F si F es el campo vectorial defini­
do por

F(r, v, c) = r-'i + 3r2y:j (2y2z + x)k

Solución

rot F( r. y,:)

I j k
A ^ A
dx d\ d:

-I- .r

(4yz - 3.r2y)l + (f) - 1 )j -f (6ív: - 0)k

= (4yc - 3.r-y)¡ - j + 6ry:k <

14.1.4 Definición de divergencia de un campo 
vectorial

Sea F un campo vectorial sobre alguna bola abierta de tal que

F(.r,v.:) = A/(A,y.c)i + Mt,\,:)j + R(x,y,z)k

Entonces la di> ergencia de F. denotada por dtv F, está definida como

p, , dM ^dN ^ ¿)R
d,vF(,.y.:) = ^ + +

si estas derivadas parciales existen.

Se extenderá la notación del producto punto de dos vectores al “pnv 
ducto punto” del operador V y el campo vectorial F para calcular la diver­
gencia de F, y se escribirá

div F = V • F

= ('X
- 4. 4. ^

Bx By Bz
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^ EJEMPLO 5 Cjkulc di\ t si !• es el Lampo suLloruI del 

ejemplo 4

Solución

uiv 1 • Í, V.

= rfy- 

= *>..21

+ ti

+ 1t-r + 2\‘ 4

Ln las secLiones 14 4-141) se explieara el sijjnilitado físito de rol T > 
di\ I* al estudiar el movimiento de un Huido l-n esta seetion solo interesa 
aprender :i calcularlos > dentostrar aleunas de sus prtipiedades Dos de di- 
citas propiedades se dan el los teoremas siguientes, cusas demo>lraeiones se 
le pedirán en los ejercicios 47 > 4H

14.1.5 Teorema
Suponga i|ue F es un campo vetlorial sobre una bola abierta ¡i de 
tal i|ue

Fít.v.c) = A/(r.v.ri¡ + A'ti.v.rij +

Si las segundas dentadas parciales de M. <V y ¡< son continuas en B. 
entonces

divtrol F| = 0

. 14.1.6 Teorema
Si / es un campo estal.ir sobre una bola abierta U de B' > las segun­
das derivadas pirciales de J son contiiiuas en B. entonces

roK V/ > = 0

I,a ecuación del teorema 14 I 6 esi.iblecc ijue el rotacional del gra- 
ilicitlf de / es Igual al vector cero Considere ahora la divergencia del 
er idiciile de t. esto es. V * ( Vt). lo cual pueiie escribirse como V • Vt o 
V-/ Pordellmcion

V-/II V. :i =

V'/n. \.n = ,j'f <r-i fTfí
f)\' ^ r)\- t):-

l.a expresión del miembro derecho de esta eeu.icion se denomin.i el lapla- 
cian» de I La ecuación siguiente, obtenida al igualar a cero el laplaci.mo, 
recibe el nombre de ecuación de [.upiucc. en honor al matemático \ astró­
nomo Irances Fierre Simún, marqués de Laplace (174‘>-|S27>.

rl-l
(h‘

= 0

\ lod.i íiincion escalar que s.itis|.iga la ecu.icion de Laplace se le llama 
.irinónii.i. l-ste tipo de turicumes tienen aplicaciones importantes en físi­
ca en el estudio de la ti.uislerenua del calor, radiación electromagnética \ 

acústica, cutre otras
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Si F cs un campo vectorial sobre algún disco abierto í¡ de R~ tal que 
K(t. V) = + N(x. \)j entonces el rotacional de F > la divergcncij
de F en dos dimensiones están definidas por

rolFír.v) = divFf».v)=

SI estas derivadas parciales existen El laplaciano en dos dimensiones esta 
definido como

► EJEMPLO 6 Si Fír. M = 1r-vl - 2calcule 

(u)rot Fu. > (b)di\ F(r,

Solución SiA/lt.\) = 3r-v y Mt.vj = -2 r\'. entonces

(ai roiFUr.v) = ^Mk (b> div Fie. v) = ^
\()x d\ / dx d\

= l-2v^ - 3r-jk = 6rv - 6r\3 4

EJERCICIOS 14.1
hi li>\ cjiriiatn l a 6 imicUri nt tiiui pKurti Un ri¡irtun 
líUiimci df lux xnlores del miiipo vctlontil </i(i lumn \ii 
punió inicial en (x, \) donde t = ±1 « t = ±Z v ' = ±1 »* 
V = ±1

I. I(t.v) = rl - vj 2, Fit.U = -t¡ + vj

3 l-U. V) = 4vl + 3xj 4. Fie. V) = -tvl + 4vj

5. fie. w = —7- — (ti + \jí
_ t* ♦ t*

<í. I (t. VI = V l + 2j

In lo\ ejeriiiiin 7 <1 14 diicnnine un iiinipo xcilonid *011 
irnti(/r>r i/i(( /r/ie» UifumionpoUiu uil duda

7. /U.\) =. + 2\’

H fU.M - 2x* - St^- + 4t^

•}. fix. W = tan ' x'\

10. fu. t) = >e' - te’

11. /(T.t.c) = 2i' - ^x•^ + tv- - 4t‘

12. /(t t* + I* 4 c*

l.k /U, t. rl = r-\e ■*

14. /U. >.r) = rsenit- - v|

fu los tjenifiin 15 a 20 dílenmiu ai </(um/'o u< rt>r«i/< \ 
I onsenador

15. Ki.\) = Ht- - 2\’)l 4 (1 - teuj

16. F(c.t) = (e‘r‘ + 6.-‘|l + (eV‘ - 2r'lj

17. Fie. V) = tcDsU + \)l - i senu ♦ \)j

18. Fít.t.:) = Ht- + 2\:H + (2tr + 6t:)j
+ i2tv + - 2:ik

19. FU.t.r) = + . |I + Ore’’ 4 e-'\j
+ (te* +■ f’ iL

20. F(t. t.:) = t scc’ ti + (tan x - z see* tij
+ rsecrlan:L

fn los ejeraaos 2/ iM2 dumn stre que ti uiinpo «crífinal n 
lonsmiidor \ iil>ieni;a 11/111 fiinuon potemuil

21. Fu t) = vi -f tj

22. Fu 11 = vi + vj

25 1- (r. V) - r' sen 11 e' eos vj

24. Hi t) = (sen V senh t + eos v cosh tli
♦ (eos V cosh i - sen v senh oj

25. F(t.t) = t2tv* - v’li + l2i-v - liv- + 2ij

26. Fu.t) = (It* + 2v - v*i‘li + (2t - 2ti'lj

27. F(t. t.r) = (T* - vli ~ ix - Irlj + (r + Ivík

28. Ftr.v.rl = vrl + vrj + nk

29. Fu.v.r) = Iré’ + i'll + ise' - fij + t-vt 4 r’***

.10. Fit. \,r> = (tan \ + 2 u see ni
+ <t scc* t 4 i* see :)j + scc :U*\ tan : - scc ;lL

.M. Fu.v.r» = t2vi.osv - til - tx*'Ciiv 4 r’ij
- (2vr - :)!■

32. Fu.v.rl = (2v' - 8v:*)l 4 (6iv* 4 hj

- (St'r 4
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¡ n l‘<s i-ji nunn tin I2,<tiliiili roll \ ú\\ í'luira il uinipn 
\iíh'n¡¡l F iiiílii Oílii

l n lin íjiTi iiioi 4 i II 46, dimueun í/m ¡a fuu ion tunlor 15 
tiniiániiíi pmhwuloiiue su hipliuianii i-Mini

•13. fit,;) = e' '.en x + f‘ cus \

■14. fix, V) = ln( . t- + V-)

45. fix,\,i) = 2t- + - 5z-

46. Jit, = fr- t

33 I(r. = 2ri +

14. I (í. i) = Li>s ti - sen vj

35. Eif.\) = + <‘scnvj

36. H T. \) = - - i i J

37. I(T t.r) = t = i 4- v-j + .--k

3íi. Ill, t.r) = r-’i f + r’-k

3'J. I(t.v.r) = u)s\i + CüsrJ + cosik

4(1. I (i.;.;) = (\ - + .--)i + »<•' cns .:j - ic' tos ck

41. Kt. V.:) = _ I- (. V- + li + t- t Ij + r’k

47. Dumutsircel leiirema 14 I 5

4H. Deniut-sire el lenretiu 14 I 6

49. Dcmueslre la pjrie "solo si"del l(.(trcnu 14 I 2

50. Etpliijue por que la defimucin del foiaciana! de un cam- 
pu xcuiinal aplicada al teorema 14 I 2 indica que el 
campo \cclonal I(t. t.c) es un pradienle si v sulo si
rol r = ü

14.2 INTEGRALES DE LÍNEA
En el capítulo 4 se uiili/ó el concepto geoméinco de area para inotnar la 
definición de la integral definida Para mutis ar la definición de integral de 
un campo \ectonal. se empleará el concepto lisico de trabajo

En la sección 10 3 se dijo que si una fuer?a constante de medida secto­
rial F muese una partícula a lo largo de una recta de un punto A a un punto B. 
y si li’es la medida del trabajo realizado, eptnnces

Suponga ahora que el sector de fuerza no es constante, v en lugar de que el 
mos imieiito sea a lo largo de una recia, es a lo largo de una cursa Considere 
que la fuerza ejercida sobre la p.irtfcula ubicada en el punto (t. \). de algún

rts. s) = 3/(r. s)i + A'(i, s)j

donde M y N son continuas en B Sea C la cuna, contenida en B. que tiene 
la ecuación sectorial

R(0 = /tni + II < t I)

Se rei|Uiere que las luiiciones/> g sean tales que/' j i,’’ resulten contmua.s 
en |í/. h\ } (¡ue en cual(|uier punto de [ii, /»] al menos una de ellas sea dife- 
rente de cero, esto es. de acuerdo con la definición 9 1 I, la cursa Ces suase 
en lii. h] Se desea definir el irabaio realizado por la fuerza sanable de me­
dida sectorial F al desplazar la partícula a lo largo de C del punto (lUi). gto)) 
al punto 11(h). g(/>)) En cualquier punto ( f(n, c'(íD de Cel sector tuerza es

F( /(/). y(/)) -

Considere que A es una p.irticion del inters alo |o. /'| tal ilue

= íi, < íi < /s < . < f,. I < /„ = h

U' = F- V( 1/íl (1)
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ITÍÍUIU I

Sea/•’, el punto = í/ír,). de C. Refiérase a !a figura 1 El vector
es igual a R(/,) - R(/,_|); por tanto,

V(/^ \l\) = fU,)\ + - l/(í,-|)Í + íí(/,-i)j!

V{¡\.\P,) = -/tr,_|)|i + U'ír,í - sfr,^))|j (3)

Puesto que /' y g' son continuas en (o. h]. se infiere del teorema del valor 
medio que existen números c, y li, en el intervalo abierto t,) tales que

/(/,) -

«(/,) - gíf,_|l= fiW.Kf, -

Al tomar A,/ = í, - f,_ |. y sustituir de las dos ecuaciones anteriores en (3l 
se obtiene

= |/v,)l + Mt

Para cada i considere el vector

F, = Afi/(c,).g(c,»¡ + M/(í/,).g(í/,)jj (5)

Cada uno de los vectores F, (/ = 1. 2. . . . ;i) es una aproximación al vec­
tor fuer/a F(/(í), g(f)). dado por (2). a lo largo del arco de C desde P,.\ a 
P,. Observe que aunque <•, y J, son. en general, números diferentes del 
intervalo abierto /,), los valores de los vectores R(f)i se en­
cuentran cerca de F,. Además, el arco de C desde P,^i a P, se aproxima 
mediante el segmento rectilíneo P,-\P,- Así, al aplicar la fórmula M) se ob­
tiene el trabajo realizado por el vector F( fU), ,g(/)) al desplazar la partícula a 
lo largo del arco de C desde P,.] a P, Si se denota esta aproximación por 
A,U'. de la fórmula (1) y las ecuaciones (4) y (5) se tiene

A,H' = |A/(/(c,).g(f,))i 4- + ,g'íí/,)j| A,f

<=s A,W = [A/(/{r,l..g(c,))/V,)| A,/ + |M/(í/,), A,í

Una aproximación de la medida del trabajo realizado por Ft /(O. git)) a lo 

largo de (.'es ^ AjU’ o bien, equivalentemente,
I I

¿ lA/(/'(c-,>.í)/'(f,l| A,/ -I- ¿ [N(/(£/,).g(í/,))j-‘(í/,>] A^Í

I I >1

Cada una de estas sumas es una suma de Riemann. La primera es una suma 
de Rieniann p.ini la (unción que tiene valores A/(/(r), g(/J)/'(í). y la segunda 
es una suma de Riemann para la función que tiene valores A'í/tr).
Si n se incrementa sm límite y cada A,r se aproxima a cero, entonces C'tav 
sumas tienden a la integral definida

|A/(ytn..g(í))/'(M + A’(./(/).¿i,'(/ng‘(/)ií/r

Por tanto, se tiene la definición siguiente, donde se emplea la notación 
F(Rim) en lugar de F(/(/). gtni.
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14.2.1 Definición del trabajo realizado por un campo 
de fuerza sobre una partícula que se desplaza 

_______g lo largo de una curva de
Scj C una curva suave contenida en un disco abierto II de R- para ia 
cual una ecuaenín vectorial de C es R(f) = /(/)¡ -r j-ínj Además 
considere un campo de fuer/a definido por F(t. \) = \)¡ +
M r. V)j. donde M y N son continuas en ¡i Si \V es la medida del 1ra- 
liajo realizado por una/fuerz.! de medida veclorial F al desplazar una 
partícula a lo lar^o de Cdesde (fia), ¡•iit}} hasta Ientonces

U' = í |A/(/(r) «(íM/tn + A'( AO.í;(OK''(o|</f (f>)

Ja

O, cquivulcntcmcntc. uUli/amlu nouicum \cctorijl.

r fu). Kin). Ni Un. ndn) • </’(/). i:'u)) dt

U' = F(Rui) • R(/)«/f

» I V ; I \ I

l Kíl'RA 2

r EJEMPLO 1 Suponga que una partícula se mueve a lo iareo 
de la parabola V = t* desde el punto/K-l. I) hasta el punto/í(2.4) Calcule 
el trabajo total efectuado si el movimiento es ocasionado por el campo de 

fuerza

Fív. \) = (r* + \ *|¡ + 1 v-\j 

Suponga que el arco se mide en metros y la tuerza en newtons

Solución La figura 2 muestra el arco de la parabola de 4 a II La pa­

rabola tiene las ecuaciones paramciricas

í = / j \ =f- -l<í<2

De esta tornia. la ecuación vectorial de la parabola es 

R(/) = /i + /-] V R(M = i + 2/j 

ComoFlv.v) = (i* + V-. 1v-\). entonces

[■(RtOl = F(f./')
= (t- + /•*. 3í-*)

Si U'joules es el tr.ibajo realizado, entonces, de (7l. se nene

U’=J FlRlíi) • Rfílí/f (8)

=í:
(f- + r*. 3/'*) • (1.2r)f/f

(/- +• í'’ + íií'l di



1092 CAPÍTULO 14 INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO DE CAMPOS VEaORIALES

Conclusión; El irubajo efectuado es 72.6 joules. ^

Las integrales de las ecuaciones (6) y (7) se denominan miegrales Je 
linea Para la integral de línea de la ecuación (6j. una notación común que 
involucra la formadiferencial + N(x,y)dycs

j Mí X, y) dv + N(x,\) dy

Esta notación es sugerida por el siguiente hecho como las ecuaciones para­
métricas de C son \ = fU)yy = gí/). entonces í£r = /’U)dlydy = fi'UiJi. 
Una nutación vectorial para la integral de la ecuación (7) es

J/-
La notación anterior proviene de considerar la ecuación vectorial de C, la 
cual es R(í) = f(i}i + g(r)j. y tomart/R = R’(f)í/r. Entonces

F(R(/))*f/R = FíRun-RXndt

En consecuencia, se tiene la definición formal siguiente

14.2.2 Definición de integral de línea 
sobre una curva de

Sea C una curva suave contenida en un disco abierto de /?- y que 
tiene la ecuación sectonal

R(n = fU)í + a ^ t < b

Sea F un campo vectorial sobre fi definido por 

FÍJ. v) = A/(.t.s)í -t- Mr.>)j

donde M y N son continuas en li Si se empica la notación de la forma 
diferencial, la integral de linca de A/(i.y)rfr -i- Mx.ylífy sobre C 
está definida por

J Míx.vidx -I- N(x,y)dy

= lM(f(í).f!U))fU} + N{f{l).!’U))!í'U)\d¡
Ja

o, equis alentcmenie, usando la notación vectorial, la integral de línea 
de F sobre C está definida por

Í_K.„R
FlR(f))‘ R’(f) dt

Se empleará la notación de la forma diferencial así como la notación 

sectorial para las integrales de línea.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo 1. la integral
de la ecuación Í8) que define W es una integral de línea. Con la notación 

sectorial, esta integral de línea puede expresarse como
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J,-—

dtmdc F(i. v) = + y-)¡ + 3r2yj y R(,) = /| + f2j n(„ación
de la forma diferencial, esta inlegral de línea puede escribirse como

j ir* + y*)í/i + ix-yJy (9j

' 4

Si una ecuación de C es de la forma y = /•'( r). entonces puede emplearse 
r como un parámetro en lugar de í De manera semejante, si una ecuación 
de C es de la forma r = C(y). entonces y puede utilizarse como parámetro 
en lugar de t.

í- EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En d ejemplo l y en Vi
ejemplo ilustrativo I, la ecuación de C es y = x-, la cual es de la forma 
y = f'(\) Por tanto, i puede emplearse como parámetro en lugar de f. Así, en 
la integral (*)) del ejemplo ilustrativo I se puede sustituir y por .r* y dv por 
2 \ d\, obteniéndose

£■■■ 
1

+ + .l.r‘t‘(2.r«/r)

(v* + r"* + 6.1-') í/i

esta integral es la misma que la tercera la cual aparece en la solución del 
ejemplo 1. excepto que se tiene la variable x en lugar de i. 4

Si la curva C de la dcfiniciiín de la integral de línea es el intervalo ce­
rrado |o./>) del eje L. entonces y = OyJv = O De modo que

á/l\. W(/i + A'ii. v)(/v .U(v. Ol(/.T

Por tanto, en tal caso, la integral de línea se reduce a una integral definida.
.Se puede exleiuler el eoneeplo de integral de linca para incluir a lis 

curvas i|ue son suaves ,i iro/os, Recuerde de la sección 9.1 que si un inter­
valo / puede dividirse en un mímero finilo de submlervalos en los que la 
siirv.i C’cs suave, eiitonees se dice que C es viniiv ti ¡rozos en I.

' 14.2.3 Defínieíón de Integral de línea
sobre una curva suave a trozos de

Suponga que la curva ('consiste de los aa'os suaves C|. Q.. . . 
contenidos en un disco abierm ¡i de y considere R(í) y F(t. \) co­
mo en la detimeion 14.2 2 Hnlonees la intcnral de línea de 

+ .V(\. vli/vsobre (’estadellmda pL»r

f .Vu.v)t/\ = y

o. eiiiiivalenlemeiile. cmpleamlo la notación vectorial, la integral de 

liiic.i vie F siibie (' se define como

F-,/ll V( I Ftlít/O-

il v»t/v + ,Y(x. y)t/vl
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^ EJEMPLO 2 Evüiúc la integral de línea 

J 4.tví/.t + (2x- - ?ixy)dy

si la curva C consiste del segmento de recta de f-3. -2) a í 1.0) y el arco del 
primer cuadrante de la circunferencia = I de (i, 0) a (0. I). reco­
rrida en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj.

Solución La figura 3 muestra la curva C compuesta por los arco.s C|) 
C2- El arco C| es el .segmento de recta. Una ecuación de la recta que pasa 
por los puntos (-3. -2) y (1.0) es .r - 2y = 1. Por tanto. C) puede repre­
sentarse parumélricamentc por

I + 2í -2 S / £ 0

El arco C2. el cual es el arco del primer cuadrante de la circunferencia 
.r- 4- V" = 1. puede representarse paramétricamente por

eos / sen r 0 s r s [n

L.

Si se aplica la dermición 14.2.2 a cada uno de los arcos C¡ y C2 se tiene 

4xydx + (2.V- - 3xy)dy

4(1 + 2ni{2dí) + |2(1 + 20- - 3(1 + 2l)l\dl 

(8í -t- 16/’ -f 2 + 8í -I- 8/- - 3/ - 6ihd¡ 

(18/- + 13/ + 2)dt

I,

= - (-48 -I- 26 - 4) 
= 26

4.tyí/.v + (2.r- - 3.ry)i/y

í
Ji)

Jo

Jo

=r
Jii

4eos/sen/(-sen/J/) -i- (2cos-/ - 3cos/sen/)(cos/t/ít

(-4 eos / .sen-/ 2 eo.s-\ - 3 eos-/sen/) í/í

1-4 eos/.sen-/ + 2cos/{l - sen-/) - 3 eos'/sen/|d/

(2 eos / - 6eos/sen*/ - 3 eos-/sen/) tf/ 

nl2T
= 2 .sen / - 2 .sen'/ + eos'/

Ju
= 2 - 2 - 1
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Por t.inUi, de Ij dcfiniuon 14 2 4,

J 4iw/i + (2t“ - 3x\)ü\ = 2(y + (-1)

‘ =25 -i

L.1 ddlniLion de intcjzrjl de lincj en iros dimensiones requiere que la 
Lursa sea www una curva de que tiene la ecuación vctlonal

R(/j = fU)\ + + /i(f)k a ¿ I ¿ h

essujM'si/ í> y /j'son continuas en (u />] y en cualquier punto de [n,/;[ 
no son simultáneamente cero

l4i2lA Definición de integral de línea sobre una curva de

Sea C una curva suave contenida en una bola abierta B de que tiene 
la ecuación veclonal

R(0 = /(f)| + ;;(oj + /i(f)k o £ í £ /?

Sea I' un campo vectorial sobre B definido por

Ftt.v.c) = iU(r,v.c)i + Mr.v.;)j + /?(r,v.;)k

donde W, /V y R son funciones continuas en B Si se emplea la notación 
de la forma diferencial, la integral de linca de M(k,\, z)dx + 
A'(i.\.:)í/v + c)í/c sobre Cesta definida por

A/(v.v.rlí/v + N(x,y.z)(l\ + Rlx.\.z)th

f (A/(/t/).í;(M./i|f))/(/) + N(fU),}iU).l>Ui)fi\l) + R(/(n.f:U).h(i})li‘U)\dí

o. equivalentemente, empleando la milacion vectorial, la íntc'gral de 

línea de F sobre C se define como

F(/R f F(R(/)) ■ R'(í) ,ll

^ EJEMPLO 3 Evalué la integral de línea 

J ^ii/t + 2r\í/\ + zdz

SI la curva Ces la helice circular definida por las ecuaciones parimélnca-s 

I = eos I V = sen t z = i 0£/£2;r

SoluciÓfi De la notación de la forma diferencial para una integral de 
linea de la definición 14 2 4, se tiene

l i/t 4 2u í/\ + zdz

f 1cosr(-sen/Jt) + 2(cos/)(sen»)(cos/t//) + idi
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r-''
= I (-3 sen/cosí + 2eos-/sen / + ifc/t 

Jo

= - ' sen-/ - I cos^/ +

= - ’ (0) - ; (1) + ^ (4;/') + ^ (0) + ; íl) + ^ (0)

= 2n~ i

El trabajo rcali/ado por un campo de fuerza al dcspla^air una partícula 
a lo laryo de una curva de se puede definir de manera semejante como se 
hi/o en la definición 14 2 I para una curva de R- En el ejemplo siguiente 
se aplica dicha definición

4

Ro» = íl + í J t / k 0 I

nC.lIRA4

^ EJBMPLO 4 Una partícula recorre la cubica alabeada

R(/) = /i + /'j + /’k 0 £ / < I

Calcule el trabajo total efectuado si el mnumiento es causado por el cam 
po de fuer/a

= c'l + tí j + rsen;r\*k

Suponga que el arco se mide en metros > la fuer/a en newtons

Solución La tigura 4 muestra la cubica alabeada a partir de / = 0 
hasta / = I ComoRt/) = /I + /-j + /^k, entonces

R (/)-! + 2/j + 3/“k

Debidii a que F(r. c) = (cL rt Ñ r sen n’\ -). entonces

F(R(/)) = Fif./=./’)

= (i*'. ii''\t sen ;//■’)

Si IV'joules es el trabajo realizado, entonces, de la nutación se^^lo lal piraU 
integral de linea de la deUniuon 14 2 4. se tiene

"-1
■I
■r

■i:

r • í/R

I
l’(R(/l) ♦ U (/) i¡¡

I
(«'./<''/sen///■*)• 0 2/. 3/-)d/

I
(/■' 2/’('' + 3/^ sen///■’i dr

- _ "I,
í ,23,.7 eos n: - I - . 1 — eos 0 

4n 3 t.T
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= 3 34

rnnckisinn; El Crabujo realizado es 3 34 joules 4

EJERCICIOS Ü4.2
[jt lin cjiraati^ I a 22. i’uiliic Iti niUí;r¡¡l ¡l,- lí/na u'hri- la
(un ii C

]. /, r-JR.F(i.w = W «j 

C R(0 = fi + r-j.o ^ I c \

2. I, r-JR.Fu.o = 2tvl - -ítj,
C R(0 = V’i - lyi) ir. I c l

F • </R, F(í. i) = 2t\l + (i - 2\)j.
C R(o = serwi - 2u)s/j, 0 S / S /r

4. I, F'</R F(r.») =-ni - v^j, C R(0 = /'i + f'j. 
lid pumo {I. I) al punid (4, -8)

5. [ n/R F(i,\) = (t - 1)1 + (i + i)j:C laeireunfe- 
rencij i ’ = 4 j partir dd pumo (2,0) en el'.eniido 
uinirano al giro de las maniullas del reloj

), r•</R.^(J.l) = <r - 2iii nj.
C R(n = 3i.osíi + 2seníj,0 < i c, {rr

7. F • í/R. F(v.\) = 1 sen ti - LOS ij. C el segmeiilo de 

recia de (0) a (;r. 1)

8. I, F • ilK. Fu. 1) = 9t-ii + l51- - i)j. C la curva 
1 = t' + I de{1.2la(V28)

‘7. (r* + ni i/t + (V- - n) i/\. C la resta v = a del
ungen al punto (2. 2)

ill. La integral de linea del ejerueio ‘7, C la parabola 
t* = 2 V desde el ungen hasta el punto (2. 2)

11. la itilegr:il de line.i del ejereieio '7. C el eje i desde el un­
gen hasta el punto (2 0) > después la recta t = 2 de (2. (H 
ai 2.21

12. \t-í/i + U + vlJv.r la recta 1 = -t desde el un­
gen h.isi.i el punto 11 -I)

1.3. La integral de line.i del ejcrcieio 12. ( lieunav = -v' 
desde el tirigcn hasta el punió (I. -1)

14. La integral de line.i ilel cjereieio 12 C el eje v del origen 
.il punto ((),-!) > después la retl.i v = -1 desde (0.-I) 
li ist.i 11 -I)

15. 3u i/i + (4 1- - .3i) dv, r la recta . = 2» + 3 de 

(0.3) a (3,‘7j V despuo la parabola v - t' de (3,*7) a 
(5.251

líi. (u - :ií/t + il\ + \,lz.C el segnienlo de recta 
líen 0.0)a{3.4.8).

17. 1^ (i + \) ¡l\ + (!+-:) il\ +- II + :l ‘Iz. í’ el seg­
mento de recta desde el origen hasta el punió 11 2.4)

18. La integral de linea de! ejercicio Ifi.
C R(í) 1)1 + /-j -i- /'k.íl r r 2

19. F'</R F(r.\.r) = :l + tj + i k, C la lieliee 
circular RO) =■ «cosrl + ti se-n íj + ík, 0 S / < 2ff

20. F • t/R FU.v.:) = 2x\i + (6\- - rr)j + 10:k,
C RO) = íi + rj + í’k. 0 í s I

2!. Lj inlcgml de linea del ejercicio 20. C el segmento de 
recta desde el ongen hasta el punto (0. 0. 1). después el 
segmento de (0. 0. I) a (0. 1.1). luego el segmento de 
(0. I, Dad. I. 1)

22. La integral de linea del ejercicio 20. C el segmento de 
recta desde el ongen hasta el punto (1.1. 1)

Di lin cjercicws 22 ¡i 36. uticulc el trahaju liual rciilizadu al
iiwi er una panícula a h /«rgo del an o C si el rnm imienlii la
Dcauona el campo de fuerza F. Siipiiiu¡a ijiie el arto se mide
en melnn v la fuerza en new ton v

23. F(t. V) = 2t\i + (r- + v-)j. C el segmento de recta 
desde el ongen hasta el punto (1.1)

24. El campo de fuerza del ejcancio 23. C. el orco de la pa­
rabola v' = r desde el ungen hasta el punto (1. I)

25. F(r. v) = (\ - t)i + t’vj. C el segmento de recta del 
piintod, 1) al punto (2.4)

26. El campo de fuer/j del ejercicio 25. C el arco de la pa- 
raholav = desde el punto (I. 1) hasta el punto (2.4).

27. El campo de fuer/a del ejercicio 25; C el segmento de rec­
ta de (I. I) a |2. 2) j después el segmento de (2. 2i a (2.4)

28. F(i.\) = -i'vl + 2\j. C el segmento de recta de 
(ii. II) a {(1.0)

29. El campo de luer/a del ejercicio 28.
C R(/) = ocosri + osenrj.O S ( S > 0

30. El campo de fuerra del ejercicio 28; C el segmento de rec­
ta de (o. 0) a (íj, íj) > después el segmento de (t;, itl a (0. a)

31. F(T.\.r) (V + cli + (t -t- :)j + (t -i- v)k; C el 
segmento de recta desde el origen hasta el punto il. 1. I)

32. F<t. v.:l = :'l + t'j + v:k. C. el segmento de rc-cta 
desde el ungen hasta el punto (4,0.3)

33. F(r, V. el = r'i + c'j -i- c-'k.
C Rui = fi + f’j f’k. (1 S f £ 2

34. F(i.\.:) = (u: -i- Di + iv'z + \)j + + :»k.
C el arco del ejercicio 33

35. FI campo de fuerza del ejercicio 34; C el segmento de 
reda desde el ongen hasta el punto (1.0. Ü). después el 
segiiiep'ü de (l.ü. 0) a (1. 1.0). luego el seguiiento de 
(I. I.OIad. 1. I)

36. Fd.v.:) - »i + vj + (v; - Dk.
C Rui = 2fi + í-j + 4i'k.o s r s I
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14.3 INTEGRALES DE LÍNEA INDEPENDIENTES 
DE LA TRAYECTORIA

En la sección 14.2 se dijo que el valor de una integra) de línea está deter­
minado por el integrando y una curva C entre dos puntos P\ y Sin em­
bargo. en ciertas condiciones el valor de una integral de línea depende sólo 
del integrando y de los puntos P\y P-^y no de la trayectoria de P| a P; D- 
dicha integral se dice que es independiente de la trayectoria.

A

V = r

rUiURA I

il h

^ EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Suponga que un campo (fc
fuer?a

Ft.r.y) = (v“ + 2.t + 4)i + (2.ty + 4y - 5)j

mueve una partícula desde el origen hasta el punto (1. i). Se demostrará qu¿ 
el trabajo total realizado es el mismo .si la trayectoria es a lo largo (a) dd 
segmento de recia desde el ongen hasta el punto (I. 1); (b) del arco de \i 
parábola y = .i* desde cl origen hasta el punto (I. Ij; y (c) del arco ih 
la curva .r = y-’desde el origen hasta el punto (1. Ij.

Si U' es la medida del trabajo cfccluadu. entonces

ir = J (y- + 2.t -f Aííl.x + (2.ty + 4v - 5)(/y til

(u) Consulte la figura l. Una ecuación de C es y = .r. Se emplea x como 
parámetro y se considera y = .tyj/v = t/.veníl). Entonces

U' = Í í\- + 2x + 4)(/i + t2r- + 4.V - 5)í/.t 

Jo

= I (3.r- + 6.\ - l)t/r 
jii

= r' + 3.V-: - 4 

= 3

(h) Refiérase a la figura 2. Una ecuación de C es v = .v*. Oir.i vez, tomando 
.r como parámetro y considerando y = .t- j </v = 2.i iL\ en (I). se licní

■i;

'f

(i"* + 2v + 4)</i + t2.r’ + 4.V- - 5)2.ti/.x 

(5.v' + Hx-"* - 8.x s 4>«/x

ilr' + 2r-* - 4.t- + 4x]j,

(c) Vea la figura .V Una ecuación de C os x = x Si se toma y como pJ- 
ráiiietro y se considera X = y'yJx = 3y'«/v en (I). se obtiene

W í (y- X- 2y’ + 4í.3y-Jv + t2y' + 4v - 5) «/y
JiiMtíURA.t
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= í (fn' + Si-* + 12v^ + 4v - 5)//^

1'
= + vW 4\3 + 2v2 - 5>

Jo
= ◄

Rn el ejemplo ilusiralivo se ha visio que el valor de la integral de linea es 
el mismo sobre lastres ira>eclorias diferentes de (0, 0)a(l. 1) En realidad, el 
valor de la integral de línea es el mismo sobre cualquier cursa suasc a iro/os 
desde el origen hasiael puntoí l. I); por lamo, esta integral de línea es indepen­
díenle de la ira>ectoria Este hecho se demuestra en el ejemplo ilusiraliso 2 

A continuación se establecerá y demostrara un teorema que no sólo 
proporciona condiciones para las cuales el valor de la integral de línea es 
independiente de la irayectona. sino que también prosee una formula para 
calcularel salor

14.3.1 Teorema

Sea C cualquier curs'a suasc a trozos contenida en un disco abierto H 
de R- desde el punto (t|, S|) hasta el punto íxs. Ss) ^ campo 
sccional consersadur continuo sobre 0 y ges una función potencial 
para F. entonces la integral de línea

í/-"“

es independiente de la traseclona C. y

r • í/R

Demostración Se presenta la demostración en el caso de que C es 
suave Si Ces suasc a trozos, entonces considere cada parle por separado, la 
demostración siguiente se aplica a cada parte suasc

Considere como ecuaciones paraniéiricas de C las siguientes-

r = ju) \ - i-(í) íj < f £ /s

De esta forma, una ecuación scelorial de Ces

R(n = fui\ + í| £ í £

Adem.is. se tiene que el punto (í|.tj) es (/(íi>. ,C(t|)) > el punto tt2*'2> 
es t/t/s). i,’tM>l Puesto que 0 es una función potencial para F. entonces 

= Fts. M. donde F(r.v) = A/(r.v)¡ + A’u.slj En consecuencia

J F ■ </R = J •

■f 

-I

ilR

V<^(R(f))- R'(0í/í

V(ít/u)..«.*(0)-R'{í)í/t
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i:
i:

«(0). NifU). «(/))> • {f'Uu M til

[MífUhsimf'uitJi + t/í]

Observe que como A/(jr. j) í/r + N(x,})Jy = í/i^í c, >), enionces 

M(f(n.}i(inf‘U)di + N(/U}.8(t))}>‘(i)d¡ = d(f)(/(n.8in)

Si se sustituje de esia etuaeión en (2) y después se aplica el segundo teoK 
mj íundumental del Cálculo se obiicnc

j^F'ííR=J^ d<í)ifU),8U)}

J'l

= <Í^(fif2).8U2)) - <í</í/|).«(íi))

- <f){x2. \2> - \j)

lo cual es lo que se deseaba demostrar ■

Debido a la semejanza del teorema 14 3 I con el segundo teorenu 
fundamenlai del Cálculo, en ocasiones se le denomina teorema Tunda- 
mental para las integrales de línea. Puesto que un campo sectorial conser- 
sador nene un número infinito de funciones potenciales que se diferem.u'i 
por una constante arbitraria K, se omitirá dicha constante para la función [V- 
tcncial cuando se aplique el teorema 14 3 ] Por supuesto, lo que en rc> 
lidad se está haciendo es elegir la función potencial para la cual K = 0

l EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sc aplicará el teorema 1431

para esaluar la mlegnil de linea del ejemplo liustraliso 1 

+ 2v + 4)í/i + (2ts + 4i - 5)d\

Con la notación sectorial, esta integral de linca se expresa como

I'"""
donde

Fts.i) = (\* -I- 2t + 4)i + (2tv + 4s - 5)j

Fn el ejemplo ilusiraiiso 4 de la sección 14 1 se demostró que F es un cam* 
po sectorial consersador que tiene la función potencial

(¿U.\l = v'.s -I- i- + 4r + 2v* - 5s

Por lanío, del teoicina 14 3 1, la integral de linca es independiente de laH’'*' 
sectoria.) C puede ser cualquier curs,i suase a trozos desde tO.())ha.sla< 1.1' 
Ademas, del teorema 14 3 1.
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/c^^' = 1^(1, 1) - (¿(0,0)

= 3-0 

= 3

Cstc resulliido Lontuerda con el del ejemplo ilustrativo I -4

►
14

EJEMPLO 7 Uliliee el resultado del cjemnio 
I para evaluar la integral de línea

1 de la sección

r • í/R

SI I (r, \) = (f ' - 2r)í - (re •* + sen v)j y C es el arco en el primer 
cuadrante de la circunferencia

R(/) = /rcos/i + n-senrj 0 < / < [n

Solución Del ejemplo I de la sección 14 i, se sabe que

Vive'' - r- + cosv) = (c~' - 2r)í - (rc“' + scnv)j

Por tanto, f es un campo conservador, de modo que puede aplicarse el teo­
rema 14 3 1 con 0(r, v) = xe~' - ir + eos \ El punto para ek ual r = 0 es 
(n", 0) y el punto correspondiente a í = |;res(0. ;r)

J F • í/R = .¿(O,;:) -

= eos ;r - In’ - 7T- + 1)

= - ;r - 2 ^

Si el valor de una integral de línea es independiente de la trayectoria 
entonces no es necesario determinar la lunción potencial para calcular el 
valor El procedimiento para esto se muestra en el ejemplo siguiente

^ EJEMPLO 2 Considere el campo vectonal

Fk.v) = j I - 4 j 
V V-

Si C es cualquier curva suave a trozos desde el punto /1(5. -1) al punto 
li[9. -3), demuestre que el valor de la integral de línea ícF • t/R es indepen­

diente de la trayectoria y evaluóla

Solución Sean

5 -

I I I I I I i 1 I í-
ais -I 10

' /I(9 -V)

1 + 2\ = 3 

riGUR.\ 4

Mv,\) = { Wv, V) = -4

V) = - A

Puesto que A/>(r.v) = /Vj(i.v). entonces F es conservador Por tanto, la 

integral de linea es independiente de la trayeciona
Se loma como trayectoria el segmento de recta de /\ a D. mostrado en la 

figura 4 Una ecuación de la recta que pasa por/\ y ü es r + 2t =3 AI 
considerar V = -r y r = 3 + 2f, una ecuación vectorial de esta recta es
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A = II 

FIGUR.V 5

Ríí) = (3 + 2ni - 1} 1 S í £ 3

Ahora st calculará el valordelainlegral de línea aplicando ladcfinición 14 22

= J F(R(/))* RVOí/í 

= 1 F(3 + 2í,-/»-{2,-l)í//

r
í l-

±dl

i

Recuerde de la denníctón 9.1 2 que si en una curva C definida por las caQ- 
Clones paniméincas x = /(/) y y = g(f). o la ecuación vectonal cqui\alcnt¿

R(f) = f(t)\ + gíOj ü £ / S /í

el punió inicial A(/(«). gíu)) y el punto fí(h)) coinciden, entonces se
dice que la ciin-a C fv cerrada La Figura 5 muestra una curva suave y cerradi 

El teorema siguiente se refiere a la integral de línea de un campo vecto­
rial conservador sobre una eurv.a cerrada > suave a trozos, y se deduce 
inmediatamente del leruema 14,3.1

14.3.2 Teorema

Si C es una curva cerrada y suave a trozos contenida en algún di.sco abierto 
fí de R- y F es una campo vectorial conservador continuo en B. entonces

F • «/R = 0 
Je

Demostración Se aplicará el teorema 14.3.1. y como C es cerrada, 
entonces el punto (.vj.yi) coincide con el punto (.ii. vi). Por tanto.

J F*(/R = Vt) ”

0 ■

^ EJEMPLG 3 Una partícula se mueve sobre la circunferencia

Rtí) = 2 eos/i -I- 2sen/j 0 S f 5 2ff

Calcule el trabajo total realizado si el movimiento lo ocasiona el campo de 
fuerza
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^ ^ j I + (■-' Inír- + 2)j

Solución Sean

A/(r,\) = ^ ^ N(x.\t = t-' InU* + 2)

Cornil M^(\,\) - N,(x.\). cmonccs F es conservador Ademas la circun­
ferencia es una curva cerrada j suave Por lanío, si U' es el trabajo realizado, 
del teorema 14 3 2 se tiene

U' = J F • f/R

= 0 <

Aliora se extenderá el estudio a las funciones de tres variables El 
enunciado del teorema siguiente y su demostración son análogos a los del 
teorema 14 3 I Se le pedirá que efectúe la demostración en el ejercicio 32

14.3.3 Teorama

Sea C cualquier curva suave z trozos contenida en un disco D de 
desde el punto (ti. V]. C]) hasta el punto (vi. vi. Si F es un campo 
vectorial conservador continuo sobre Z? y es una función potencial 
para F. entonces la integral de línea

í'""'

es independiente de la trayectoria C. y

^ F ■ í/R = (¿( Vs. V~ (¿( V[. VI- )

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 En d ejemplo 2 de la see
Clon 14 I se demostró que el campo vectorial dellnido por

Fív. V.:) = (i' sen: + 2v;)l + i2v: + 2v ij + (t 'eos: + 2ty + 3c-)k

es un gradiente V/(v. v. :). y

Mv. V..') = i' sen : + 2vvc + v* + c'

Asi. F es un campo vectorial conservador Por tanto, si C es cualquier curva 
suav e .1 trozos desde (0. 0. 0) hasta 11. -2.entonces se mllere. por el teo­

rema 14 4 3. i]ue la integral de linea

es imlepeiulienle ile la trayectoria > su valor es
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/(I, -2. n) - /(0,0, {)) = (e sen ;r - 4;r + 4 + ;r^) - 0

= ' - 4;r + 4 4

En el próximo ejemplo, se evuluaní unu imegral de linca independien­
te de la trayectoria cuando el integrando se ha expresado con )a notación de 
la forma diferencial y se emplearán ecuaciones paramétricas de la cursa C 
en lugar de una ecuación vectorial.

^ EJBMPLG 4 Demuestre que la integral de linca

J (4.r + 2y - z)dx + (2.t - 2y + c)f/y + (-r + y -t- 2z)dz

es independiente de la trayectoria, y evalúe la integral si C e.s una cursa 
suase a trozos de (4.-2. 1) a (-1.2, 0).

Solución Sean

Mix.y.z) = 4r + 2y - : M.r.y.z) - 2.t - 2y + z /?(.t.y.z) = - .t -i- y + 2:

AAí.t.y. z) = 2 íV^í.t.y. z) - 2 /?,(.T,y. z) = - 1

M.Jx.y.z) = -I /V.(r.y.zJ - 1 R^(x.y.z) - 1

Como

A/»(t.y,z) = Af,(.v.y.z) A/Xt.y.z) = /?,(.t.y.z) /V.í.r.y.z) = R^(x.\.z\

el campo vectorial (4t -f 2y - z)i + (2.r - 2y + zij + (-.r +y + 2:)k 
es conserv ador Por tanto, del teorema 14 3.3, la integral de linea es inde­
pendiente de la trayectoria. Se considerará la trayectoria como el segmento 
de recta de (4. -2. 1) a (-1, 2. 0). Un conjunto de números directores de b 
recta que pasa por esos dos puntos es |5, -4. 1) Por tanto, las ecuaciones 
de la recta son

c + 1 _ y - 2 _ z 
5 ■ -4 “ 1

En consecuencia, las ecuaciones paramétricas del segmento de recta son

.V =: -5f - 1 y = 4/ -I- 2 -l -1 S í £ 0
Asi.

í (4r + 2y - z)i/t -s |2c - 2y + z)dy + (-.r + y + 2z)d:

í: 14t-5f - 1) + 2(4í + 2) - (-í)I(-5dí)

í;
-I- I (2(-5í - I) - 2(4f + 2) -f (-/)l(4í/n

í:-
í> (-.*>/ - 1) -I- (4/ -I- 21 -I- 2(-í)l(-d'>

28/ - 27)í/r

-14- - 27/ 

-13
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1-a integral de línea del ejemplo 4 también puede calcularse si se 
determina la función poleneial del campo seelonai tonser’.ati\o 
(4r + 2\ - rjí + (2i - 2\ + :)j + í-r + \ + 2:)k Se le pedirá que 
haga esto en el cjereieio 11

^ EJEMPLO 5 Suponga que F es el campo de fuerza grav nacio­

nal ejercido por una panícula de masa Sí unidades ubicado en el origen sobre 
una panícula de masa 1 unidad localizada en el punto Pit, \. z) Entonces, de 
la sección 14 1.

FÍT.t :) = ^~ ^ ,,, (tí + ;j + :k)

Calcule el trabajo realizado por la fuerza F que muese una panícula de 
masa 1 unidad a lo largo de una cursa suave C desde el punto (0. 3. 4j hasta 
el punto (2. 2. 1)

Solución En el ejemplo ilustrativo 5 de la sección 14 I se demostró 
ijue F es un campo vectorial conservador > que una función potencial para F 
esta determinada por

--------GM
t- + \* -I-

Si U' es la medida del trabajo realizado al mover la panícula de masa 1 uni­
dad a lo largo de C entonces

U' = F ■ </R

Por el teorema 14 3 3. la integral de línea es independiente de la tra>ectona. >

ir = (¿Í2.2. I) - ¿(0.3.4)

G\í______________GSÍ
2' T 2- + I- 0- + 3- + 4-

CSÍ GSI 
~ 3 5

^ ;\Gs¡ <

Ahora se mostrara como los resultados de esta sección conducen a una 
importante conclusion en física Si el nun imienlo de una partícula es causado 
por un campo vectorial conservador F. entonces la energía potencial de la 
p.irticula en el punto (v. ;1 está definida por un campo escalar E tal que

Fi V. V, r) = -VE(i. V. el

Esto es, -[, es una función potencia! de F Se utilizara la notación £(Pl 
para denotar la energía potencial de la partícula en el punto P Si U es la me­
dida del trabajo realizado por F al desplazar una partícula a lo largo de una 
curva suave a trozos C desde un punto \ hasta un punto D. entonces, por el 

teorein.i 14 3 3,

F'JR

T'
ir = -eu.v.dJj
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W = -\C(D) - E{A)]

= E{A)~ E{B) (3,

Por lanío, W es ia diferencia de las energías potenciales de la panícula en 4 y fi 
Ahora suponga que la partícula está ubicada en un punto A en el liempnr, 

y en el punto D en el tiempo ij, y que la curva C tiene la ecuacidn vcclonjl

Río = /0)¡ + «(oj + iiink f, s f £ Í2

Entonces los vectores velocidad y aceleración en el tiempo f son Vtn y A(f) 
definidos por

V(/) = RYn y A(f) = V’(0

La rapidc? de la partícula en el tiempo / se denota por v{í), donde 
lío = ||V(o|i Entonce', otra fórmula para calcular IVestá dada por

W = J F-(JR

F{Rí/)) • R'(/) cl¡

I
¡2

F(R{m • V(/) di 141

1

La segunda ley de Newton acerca del movimiento establece que si la fuerza 
F actúa sobre una partícula de masa ni unidades, entonces

F(R{/)) = ni\U)

<=> F(R(0) = i/iV’l/)

Al sustituir de esta ecuación en (4) se tiene

=í. /«IV’IO- V(f))í/í

Como Ü,|V(/) • V(/)] = 2V'(í) * V(/) y V(f) • V(r) = [i (/))-. se tiene

U' • V(0M/

U' =

U’ = 

IV =

m W,li(/)1“ di

h

(51

En física, la energía cinética de una partícula se define como í«‘‘ 

Por lantt). la ecuación (5) allrma que el trabajo efectuado al desplazar una 
partícula a lo largo de C desde un punto A basta un punto B es la vanacion 
en la energía emética de una partícula Si se emplea la notación E{P) p^ 
denotar la energía cinética de una partícula ubicada en el punto P. enionco 
(5) puede espresarse como

IV = K{B) - K{A)

Al Igualar los valores de IV de (3) y de esta ecuación se obtiene
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ÍÁA) - FM)) = KUi) - KiA)

HA) + K(A) = F(ü) + KUi)

Lci etujLión anterior establece que la suma de las energías potencial y 
urética son iguales en el punto inicial A y en el punto final B Como A y B 
pueden ser puntos cualesquiera de C. la suma de las dos cnergíis es cons­
tante a lo largo de C. esto es. la energía total de la panícula permanece sin 
alteración durante el mosimiento Este hecho es un concepto muy impor­
tante en física denominado ley de conscrvuciún de lu energía. Por esta 
ra/ón, se utilizo el termino tnmenador para un campo de fuerza que es 
un gradiente

Ee3BRCICIOS 14.3

¡ II Im I ji n u iiH I II ¡2, iililii i el ri Millmln iltl t jírin 'o de lii 
uii mil N I iiiítii mili puní di nuntriiniiu il uilor di Iti iiih^ral 
di liiun ti iiuItpiiiiIuiiU dt lu Irinicliiriíi Di ynu \ citiliii la 
mil vnd di liiii ii iiplii iindu el li un mu N I I o ti U iinma N ? 3
I t nipicumiii lu Jiiiii mil pou lu iiil ohiiiudu iii el eji nu m indi 
uidii I n iiidii ijiniim C u aitil<iiiu r iiinu mine ii irozm 
di siU il¡ninm A luimi tipiuim II

1. \d\. + x</i./\es(l 4) y fl es (t. 2), ejercicio 21

2. í »f/r + \ (/i./t es t-5. 2) y//es (1.1) ejercicio 22

.1. ‘ sen \ (/» + t' eos 1 d\. ó es (t) Oj y 11 es (2, ^ tt),

ejercicio 21

■1. (sen \ senil i + eos i eosh i) </t +

(eos I eosh c - sen 2» senli x)d\, 
/tis(l 0) y « es (2, no ejercicio 24 

5. 1^ l2n- - I') dx + (2t-i - 3ii’ + 2) d\, ó es (-1. 

-I) y /í es (l. 2). ejcreiciii 25

(i i (1 f- + 21 - \'i ') dx + (21 - 2\ f') í/i. ó es (0. 2) 

y//esll -1) ejerucio26

7. (t- - \)i/i - U - + t; + 1s)d;./tes(-1. 1.

2i\ /iesd 0 4).ejercicio27

H il\ I x: d\ + x\ ilz, t es (0. -2. 5) y // es (4 I

-1) ejercicio 28

I |-( ‘ + t') </r + til * t 11/\ + ( - w + i ')ilz. 

.» esti.O 2l y /iestO. 2 1), ejercicio 2‘7
111. (i.nn + 2i\see;)í/i + (\secM^+ i’seeOi/i +

' sc'ec(i’\ laiic - see .*)</:.

,tes(2 ;r t))y/tesd. \n) ejerciendo

II I (2icosi - 1)</i - li-sern +• z')d\ - (2i: - 2|J:. 

/I es (-1,0. 1iy /tes U. ;r 0), cjereicndl

12. |^(2i' - 8«:Ñ./s + (Ou- U</i - 

ó es (2.0 0) y //es d. 2, I).ejercicio 12

I n lii\ t ji n ii loi 11 u 20 iltiiumlfi i/n* ilxidiirih lu tiiUi;nil 
di liiiiii ( I • </U piiru 111 iiinpu uiíKiiiil 1 \ lu i iinu ( iiuli 
' iiilm ci indi pt iidii lili de lii Iriiui mriii \ t u;/ni lu mlt i;nit 
di lllliu

13. F(t. \) = 2(r - i)i + 2(3i - j)j, C es el arco ubicado 
en el pnmer cu.idrame de la circunferencia ^ 3 - cj 
desde el punto sobre el eje r hasta el punto sobre el eje \

14. F(t.\) = dt* + f)tr - 2i-)l + (3t- - + 3\-)j.
C es el aao ubicado en el pnmer cuadranie de la elipse 
4r* + tJs* = 16 limitado por los puntos donde interfecta 
a los ejes ecKirdenados

15. Fu, s) = (4c- 3f‘e‘)l + (2c*’ - 3c‘d)j. C es el
aao de la parabola \ 7 = 4^ cu venice hasta el ev
ireino del lado recto del pnmer cuadrante

16. F(r, t) = c' eos s i - i' sen \j, C es el segmento de la 
reeiaav + 4t = 12 desde el punto sobre el eje t hasta el 
punto sobre e! eje \

17. r(r,\,:l = 2ti + 3t*j + k. C es la traza del elipsoide 
4r* + 4 \ • + c* = y en el plano te de.sde la parte posi-' 
ti\a del eje t fusta la parte posmsa del eje :

18. Fu.\.:) = (2u + :*)i + (t* - 2\r)j + (2t: - \*ik. 
C es la traza de la esfera t* + t * + e* = I en el plano t: 
desde la parle po^lll\a del eje t lusra la parte positiva del 
eje:

19. Ht, V.:) = 2vc*’l + c*‘j + 3:*k.Cescualquiereurva 
suave a trozos desde el pumo (In 2, 1. I) hasta el punto 
(In2 2.21

2Ü. Kv.v.z) = (7'77)1 +

Tes cualquier curva suave.i tnuus desde el punto (1.2,-1) 
hasta el punto (2.4. -2)

¡II los tjiniinn 21 u 30 dunueuri que ti udurdi lu init 
l•lul dt lima IX iiidipnidunie di lu inneiiunu, v uiUiiU m 
\iilar di iiiiilipiier iiiiimru loiniiiienle En uidu ijenitm. C 
I \ Liiiiliiiiur iiinu mine u imzi'x dude el punto ó lunlu ti 

pimío II

21. (2v - v)</v + (V* + Zt)</v..tes(0,-ny//estl.2)

22. 1^ lint + 2v)./v + (< ’ + 2i)i/v;-tes(3. |) \ //esil. 3)

23. í iaiiv</i +■ t see* V i/v..‘\es(-2. t))y//cst4,
'i
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24. sen w/t + (sct>> f ecos cs(-2.0)y/ics(2.

25.

26.

27.

28.

(1.0.1))yflcs(l.2.3)

(v + r)</r + (1 + r»</\ + íx + ^Jí/z:Acs{0.0,0)y 

/lesa. I. I).

(\z + t)</t + <xz + \)ilv + <tv + es(0.0.

0) y /(es M, I. 1)

29. (f‘ sen V + \z)<tx + íe' eos \ + z sen \ + x:) th +
ín “ tos \) f/;, /\ es (2.0. l) y ücs (0. nr. .3)

30. (2rln>: - 5\r‘)í/t - (5r' - +
(x'z ' + 2r)í/r. A es (2. 1. I) y fl es (3. 1. e)

31. Lvalue la integral del ejemplo 4 determinando una fun* 
ción potencio] pora el campo seelonal conservador

(4t + 2\ - :)i + (2t - 2\ + :)J + (-r + v + 2:)k 

y aplicando el teorema 14 V3

32. tJcmuesire el teorema 14 1 3

£>i lux ejenmox a J6, ciiUulc el IralHijo naliziitln al «imer 
una puriú tila a la larf¡a Je C u el inin iniiciila es i atixaJa par el

I anipa Je fuerza F Supanf-a ipie el arca se mi Je en meina \ 
la fuerza III ni'wiiini Siif;ercnriii primera Jemiiearc que F et 
caiuenaJor

33. F(r.v) = 3(x + >)*l + 3fx + vrj; C. el arco de la pars. 
bnlav = T* desde su vértice hasta el punto (2.4)

34. F(t. V) = (2xy - 5> + 2\-)i + (.r^ - 5x + 4xi)j C 
un cuarto de la cireunrercncia f«() = 2cosri *■ 2senij, 
() < í s i;r.

35. F(t.y. c) = 2\’;’l + 4xvr^j *■ 6xv*c*k;C clámide 
R(/J = fl + í*J + r’k desde 1 = I hasta / = 2

36. Ftt.v.c) = 4t^:l -f 8rv;j + 4(3:' + xv*>k.C clareo 
de R(/) = 3 eos/i + 3 sen/j + /k desde / = 0 haiu

37. .Si F es el campo de fuerTa. con régimen de cuadrado in­
verso. definido por

Ffr.y.:) Jllxi + vj -*■ :k)
(X- + V- + C‘

donde k es una constante positiva, calcule el trabajo reali­
zado por F al desplazar una partícula a lo largo del segmen­
to de recta desde el punto (3. 0. Oj hxstj el punto (3.0.4) 
Evalúe la integral de línea mediante dos métodos (a) utili­
ce una función potencial pora F, (b) no emplee una funciéa 
potencial para F

14.4 TEOREMA DE GREEN
El teorema de Green, así llamado en honor del matcmúlicn y físico inglés 
George Green (1793-18411 quien lo presentó en un iruhaio sobre apliiacti*- 
nes de las muiemúttcas a la electricidad y el magnetismo, cuprcsa una doble 
integral sobre una región plana R en términos de una integral de línea sobre 
la curva frontera de R.

Antes de proseguir revise las definiciones 9 1.1-9.1-3 concemienicá 
a curvas .w//iu’í, ccrraiUis y simpiv.s. respectivamente. El enunciado del 
teorema de Green se refiere a una integral de línea sobre una curva ce­
rrada. simple y suave a trozos que constituye la frontera de una región plana, 
y el sentido en que se recorre C es el contnirio al giro de las manecillas ikl 

reloj La Figura 1 muestra una region R junto con la curva C la cual es su 
frontera. La integral de línea sobre C. recorrida en el sentido contrano al

giro de las manecillas del reloj, se denota por -tp.

14.4.1 Teorema de Green
Sean Sí y N fundones de las dos variables .r y y tales que su.s pnmeras 
derivadas parciales son continuas en un disco abierto B de R'. Si C es 
una curva cerrada, simple y suave a trozos contenida completamente 
en B. y si /í es la región limitada por C. entonces

A/ü,v)</v -I- N(.\,\)dy = jj (

La demostración del teorema de Creen para todas las regiones hmi- 
ladas por curv as que son suav es a trozos, simples y cerradas pertenece a un 
curso de Cálculo avanzado. Sin embargo, se demostrará el teorema p-u^
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4
un upo pjrlicular de regiones, aquellas para las cuales cada recia hori/onial y 
cada recia \crlical inlerseclan a su curva frontera a lo más en dos punios 
I'nseguida se presenta la demoslracion

Demostración Sea fi una region del pl.ino ly que puede definirse por

li = |(r. V) £ r 2 h.fiix) 2 v £/¡ft)} (1)
o

/? = 1(\. \) |t. < V 2 (A2 t £ A-;(\)l (2)

donde las funciones /i./i. g| y gj son suaves La figura 2 muestra dicha 
region K. la cual se considera definida por (IJ en la figura 3. > por (2) en la 
figura 4 La demostración consiste en probar que

A/(t \)í/t
rJ\

tj) Mr, \}ih
f) t

A fin de demostrar (31 se considera a H como una región definida por 11) 
Refiérase a la figura 3 Sea C¡ la gráfica de v = f\(xi desde r = o hasta 
r = />. esto es, Cj es la parle infenor de la curva frontera C recorrida de 
1/quicrda a derecha Sea Cs la gráfica de v = /i(r) desde x = h hasta 
r = fi. es decir Ci es la parte supenor de la curva frontera C rccomda de 

derecha a izquierda Considere la integral de linea A/(t. v) <íx

^ A/(t. i)í/r = A/tr,v)(/r+J
A/(r. v) t/r

= A/(r./|(0)t/t + A/(t./i(r))t/r

i:
Ahora se tratara la integral doble 

por(l) Entonces ^

js-ir*'"'

A/(v./,{v))t/i - A/(r./2(t))í/i
Jij

I
(A/(t,/|(t))í/t- \Hx.f2Íx))]Jx 

dM̂ ih\. donde R esta definida 
<9\

dM
ílv ílx

Mi\

/jiti

/|(<)
t¡x

■i: ÍA/(\,/2(í)I - A/(r./i(0))£/r 

Al comparar (3) > (6) se deduce que se cumple (3)
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Para dcmosirar (4). se considera que R es una región definida por (2), 
como en la figura 4 Los detalic.s de la demostración se dejan como ejerci­
cio (vea el ejercicio 43)

Si se suman los miembros correspondientes de las ecuaciones (3j y (4j 
se obtiene el teorema de Creen para esta región R t

\y EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se aplicará el teorema de

Creen para evaluar la integral dx + 4.n- Jy, donde C es la curva ce­

rrada que consiste del arco de parábola _v = .v" desde el origen hasta el 
punto Í2.4) y el segmento de recta desde el punto (2. 4) hasta el origen. La 
región R con la frontera C se muestra en la figura 5. Del teorema de Creen.

y~(!x + 4.tyJv
(? ,. , ^ / I,

Jo Ji2

JO

(4 v - 2\) c/y ílx

(4.r- - .r-*)í/.r 

2
=

A fin de mostrar la ventaja de emplear el teorema de Creen, se esaluari 
la misma integral de línea mediante el método de la .sección 14 2. Si Cj ese! 
arco de la parábola y = x- desde (0. 0) hasta (2. 4) y Ci es el segmemu d; 
recta desde (2. 4) hasta (0. 0), entonces

y-dx + 4rydy- y‘dx + 4xydy + y~dx + 4xydy
'c Je, Jc¡

Las ecuaciones paramélricas para C| son 

V = , y = /- 0 < / < 2

Por tanto,

y-t/.v + 4xydy = U~)-dl -f 4(0lf")(2r <//)
Jf, Ja

*2
9i*di 

/(I
'Vf
^ Jo

f

Kl arco puede representarse paramélricamente por 

I = f V = 2í de f = 2 a / = ü
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A'.í.

í,
(iX + 4x\ t¡\

En LonsccucnciJ.

üx + 4 (l\

i:
f

+ 4ü)(2/)(2í/o

21)1-(Ji

lui

’»H ir/i 
5 " 3 

M 
15

lo (.uj) (.onLUcrüj Lon el rcsuhudu obtenido jI uiili/^r el teorema de Green ^

^ EJEMPLO 1 Utiliee el teorema de Green para calcular el tra­

bajo total realizado al mover un objeto en el sentido eonirano al giro de las 
manecillas del reloj una vez sobre la ureunferencia x~ + \ - = ti- si el mo- 
vimiento es causado por el campo de fuerza Hr. v) = (sen r - v(i 
((' - r-)j Suponga que el arco se mide en metros j la fuerza en newtons

Solución Si U'joules es el trabajo realizado, entonces

i

s la

|[

11' = -íD (sen t - \)í/t + (t-‘ - x')tlx 

donde Ces la ureunterenua t- + \ - = o- Del teorema de Green

^ (f' - V - \)

(-2t + 1)<//1

Se emplearan toordenadas polares para evaluar la integral doble Con 

X = reosOyrM = /■«/rJOse tiene 

f-'f ra
11'= (-2reos0-l- l)r</r</0

Jo Jo

= í í (-2r-cos0+ rUlrJO

Jo Jo
■2ff .

- ^ r’ LOS 0 4 i¡0

r -'t= í, ( - " íl’ eos 0 4 dÚ

- ^ d' sen a 4 ‘í,- 0

- lUr

ronxliision; l.l trabajo realizadoes ;:</• joules
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El teorema siguiente, el cual es una consecuencia del teorema de 
Green, proporciona un método útil para calcular el área de una región limi­
tada por una cursa cerrada, simple y suave a trozos

14.4.2 Teorema
Si R es una región que tiene como su frontera una curva Ccerrada, sim­
ple y suave a trozos, y A unidades cuadradas es el área de R. entonces

-í ,r d\ - y í/.r

Demostración En el enunciado del teorema de Creen, considere 
A/(r. \) -^y yA'(r. y) = Entonces

i -

Como I] i(A es la medida del área de R. entonces 

xdy - yd\ = A

^ EJEMPLO 2 Utilice el teorema 14 4 2 para calcular el área di 

la región acotada por la elipse

<1- />-

Solución Las ecuaciones paramétricas para la elipse son 

V = <; eos I V = /j sen / 0 < r < 2;r

Entonces d\ = -n sen / dr > d\ = h eos r J¡. Si C es la elipse y A unidades 
cuadradas es el ama de la mgión limitada por C entonecs. por el teorema 14 4 2.

V (/y - \ d\

|(o eos f)(/) eos / <//) - (/) sen ru-ii sen f </f)]

o/iteos-/ + sen'ridr

CóPvUitilÚDl l'l área es rtoh unidades enailradas,
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► EJEMPLO 3 Utilice el teorema de Green para evaluar la integral

ir"* - IvjJi + (2\’ + 4t)í/v

SI Cev la elipve — + — = 1 

Solución Del teorema de Green

(r* - + (2v^ + 4r)í/\

Í4 + 3) JA

H

I a doble integral \\ d \ es la medida del area de la region acolada por la
H

elipse Del ejemplo 2 ton ci = 3 y h = 2, el area de region limitada por 
la elipse es 6n unidades cuadradas Por tanto.

ti) (V-' - 3\)í/r + (2\'’ + At)d\ = 42n- ◄

•'c

Existen dos formas vectoriales del teorema de Creen las cuales se 
obtendrán a continuación Sea C una curva cerrada simple > suave a trozos 
del plano n Suponga que una ecuación vectorial de Ces

Rh) = r¡ + \j

con X = /(') j V = í,’l r). donde s unidades es la longitud de arco medida en 
el sentido contrano al giro de las manecillas del reloj a partir de un punto 
particular /^n de C basta un punto P de C Entonces si T(5) es el vector 
tangente unitario de C en P. T(v) = Así.

T(v) = (7)
í/s t/s

□ vector normal N(v) definido por

N«) = - íílj 181
d\ ds

es un vector normal unitario de C en P Este vector normal unitano se ha 
decido en lugar de su valor negativo debido a que cuando el sentido en que 
se recorre C es contrario al giro de las manecillas del reloj. N(v) apuntara 
hacia atuera de la region H limitada por C A este vector se le denomina 

vector normal saliente unitario. Vea la-figura 6 Sea

Fu vi = A/(i. v)¡ + A'(r. v)j

donde M ) jV satisfacen la hipótesis del teorema de Green Como

Fu. V) • Nivlí/v = -t- iV(T,\)jl •

= A/(\,\)í/\ - N{\.'.)dxFIGURA 6
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cnlonecs

{ F(r, \) • Níí) í/s -/V(x,\)c/r + A/ix,\)íJ\

Al jplK.ar el tcorcmj de Groen a la imcgral do línea del miembro derecho di 
osla ecuación se oblicne

H= JJ di\ F í/A

K

Esla forma vectorial del teorema de Groen se enuncia formalmente en 
el teorema siguiente, llamado icorema de la diwnieiiLta de Catiss en honor 
al matemático y cicntifico alemán Karl Gauss (1777-1855)

14.4.3_Teorema de ia divergencia de Gauss 
 en el plano_______________________
Considere las funciones M y N. la curva C y la región R como se defi­
nieron en el teorema de Green Si Fit. v) = Af(t,>)i + Mt.v)jyN(í) 
es el vector normal saliente unitario de C en P. donde s unidades es la 
longitud de arco medida en el sentido contrano al giro de las maneci­
llas del reloj desde un punto particular de C hasta P. entonces

í F • N dt
jj div F dA

K

W EJEMPLO 4 Verifique el teorema de la divergencia de Gau» 
en el plano si

F(t.v) = 2vi + 5rj

>/? es la reglón limitada por la circunferencia -i- = 1

Solución La frontera de R es la circunferencia unitaria que puede re­
presentarse parametricamente por las ecuaciones

\ = eos s V = sen t 0 S v S 2 ;r

donde 1 es la longitud de arco desde el punto donde t = 0 hasta el punto F 
de C Entonces una ecuación vectorial de Ces

R(\) = eos si -I- sen sj 0 S t s 2;r

De (H). el vector normal saliente unitario es

N(s) - eos si + sen sj

Fii un punto F(cos s. sen s) de C F tiene el valor 2 sen si + 5 eos sj Por 
tanto.
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i
(

r* N</^ =
2r

(2senw + 5 eos 0) • (los íí + scnvj)(/r

(2 sen s LOS T + 5 sen s los t) ¡1%

= 7 sen V LOS t í¡<¡

= 0

Corno A/ = 2\. “ = 0, y puesto que/V = 5r. = 0 Asi.

II

di\ !• (11

K
= 0

I ÍGUKA7

De esta manera se ha senflLado el teorema de la disergenLU de Gauss en el

Obserse en el ejemplo 4 que |t di\ F J\ es mas fácil de Ljkular que

Si r es un Lampo seLlorial y dn F = 0 entonces se dice que F esta 
libre de dner^Lncia. El campo \CLlorial del ejemplo 4 esta libre de diser* 
jjcnua En el estudio de liidrodinannca (mo\ lento de los fluidos), si el cam­
po de seloLidad de un Huido esta libre de divergencia, entonces el luido se 
denomina mcumpresible. En la leona de la eleUncidad y el magnetismo 
un campo vectorial que esta libre de divergencia se dice que es solenoidal.

A continuación se uiili/aní el teorema de la divergencia de Gauss en el 
plano para dar una interpretación física de la divergencia de un campo vecto­
rial Considere las tunciones M ) A', la region /í y la curva C como se defi­
nieron en el teorema de Green Suponga que F es el campo de velocidad de 
un Huido bidinicnsional (es decir, con profundidad constante) > que F esta 
definido por F(v,v) = A/(v.\)i + A'fv.\)j Ademas suponga que el Huido 
Huye a través de la region l< que tiene la curva C como su frontera, para la 
cual el sentido en que se recorre C es contrario al giro de las manecillas del 
reloj Se asumirá que el Huido tiene una densidad constante en R. y por con- 
veniencij la densidad es de valor unitario El Hujo del campo vectonal F a 
través de Ces la tasa a la que el Huido atraviesa Cen dirección perpendicular 
a C Se mostrara como este Hujo puede evprcsarse como una integral de linea

Sea V la longitud de arco de la curva C medida desde un punto particular 
pQ hasta un punto P Divida la curva C en /i arcos y sea la longitud del 
i-csiino arco que contiene al punto P,{\,. v,). donde v, es la longitud del arco 
de C desde Pi^ hasta P, Como F es continuo, entonces una aproximación de 
la Velocidad del Huido 'en cada pumo del i-esimo arco es Ftv,. v,) La can­
tidad de Huido que cru/a el arco por unidad de tiempo esta dada aproxi­
madamente por el area de un par.ilelogramo que nene un par de lados 
opuestos de longitud A,v y una altura de longitud F{v,. v,) • N(v,) unidades, 
donde N(s,) es el vector normal s.ibente unitario de C en 'i’ f*'
gura 7 El arca del parelelogramo es F(v,, v,) • N(v,) unidades cuadradas 
I a cantidad total de Huido que atraviesa C por unidad de tiempo esta dada 

aproximadamente por

plano para F y

H
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N(í,)Aíí 
( I

Al lomar el límiic tic eslj suma conforme n se incrementa sin límiie y como 
cada A^r tiende a cero, se obtiene la integral de línea

i
F(r.>)* NíJ)í/r

la cual se denomina flujo de F a través de C
Ahora bien, sea PIT.J) un punto particular de R Considere una ar* 

cunfcrenuj que tiene centro en Fy radio pequeño 5, y denótela por Sea 

R¿ la region limitada por C¿ Entonces

flujo de F a través de Cg

AI aplicar el teorema 14 4 3 se tiene

flujo de F a través de C5

i

ene

■f

F(r.v) • Nt/5

dn F tlA

Si A/( y son continuas en R¿. entonces div F es continua en esa región 
y para una ¿pequeña, div F en Rjcs aproximadamente F(T.T) Así,

flujo de F a travcbde C¿ = JJ div F(x,V)JA

H

Como div F(t. T) es constante > I dA es la medida del área de una circun*

fcrencia de radio 5 entonces se nene

flujo de F a través de C¿> = div F(T T) (;r¿‘)

Recuerde que c! flujo de F a través de C¿ es la cantidad total de fluido que 
atraviesa C¿ por unidad de tiempo Por tanto, de (9). div F(T.T) puede 
interpretarse como la medida aproximada de la tasa de flujo del fluido por 
unidad de área que sale del punto (T.T) Si div F(\ \) > 0 sedicequeel 

fluido tiene una fuenle en (T.T) Si div F(T.T) < 0. entonces el fluido tiene 
una untifuente o sumidero en (T. T) Si F está libre de divergencia en todos 
los puntos de una region, entonces no existen fuentes ni antifuentes en la 
region Como se menciono anteriormente, el fluido es incompresible

La palabra flujo normalmente significa escummiento o fluencia sin 
embargo, el termino flujo se aplica a campos vectonales en general no sólo 
a aquellos asociados con la velocidad de un fluido De esta manera, si F es 
un campo vectorial entonces

flujo de F a través de C F- Nr/s (101

^ EJBMPL0 5 El campo de vekvcidad de un fluido esta defini­
do por

Kr \) = (5\ - \)l + (t- - 3v)J

Calcule la intensidad (tasa) de fluencia del fluido cuando sale de una región 
limitada por una curva C cerrada, simple y suave cuya area es de 150 cm*
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Solución Ld inlensitldcl de íluencta del Huido está dada por el flujo de f 
a iraves de C De 11(1) y del teorema de la dncrgencia de Gauss en el plano 
se llene

flujo - F-N(/r

dis F (lA

JL(5x - + . 3,,
fJx d\

(5 - 3)<M

clA

Como el area de/í es de 1'50 em*. entonces l| d.4 = 150 Asi.
H

Unjo " 3(K1

Conclusión; La intensidad de flueneia (o flujo) del fluido que sale de la 
reglón es 300 e'm- por unidad de tiempo ^

\ fin de obtener la segunda forma sectorial del teorema de Green se 
eonsiderara el producto punto de F(r, s) v el sector tangente unitano Ttr) 
definido por la ecuación (7) De este modo.

F(i. s) • T(sl í/s = |ó/(s, s)Í + iV(r, s)j] • ( ^ i + ^ j) í/(

= M{x. \)üx + A'(t. s) r/s

De donde

ü) Fu. s) • Tlslífí = xp <U(i. s) dr + ,V( r. s) </s (11)

I I rotacional de F en dos dimensiones se definió en la sección 14 I como

roir(s.s) =

Por tanto.

roiFU.sl-k = - ff)k k

roiFU.U-k = Iv-fí

Ln coriseLUen>.ia. de esta ecuación still la ecuación del teorema de Green 

puede escribirse como

Fu. s) • l(s)i/s = rot F'( s. \ ) ■ k (IA
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Estu furmu vcctonal del teorema de Green se enuncia formalmente en el 
teorema siguiente denominado leorenia de Siokes, en honor al matemático 
y físico irlandés George Stokes íiHH)-I903).

14.4.4 Teoremo de Sfokes en el plano
Considere las funciones M y N. la curva C y la región R como se defi­
nieron en el teorema de Green. Sí FU. >•) = A/(.t.yj¡ + M.r. yijyTís) 
es el vector tangente unitario de C en P, donde s unidades es la longi­
tud de arco medida desde un punto particular Po de C ha.sta P, entonces

V-Tds
I

rot F • k dA

^ EJBMPLO Ó Verífique el teorema de Stokes en el plano pan 

F y la región R del ejemplo 4.

Solución Como en el ejemplo 4. el campo vectorial F está definido por 

F(t.v) = 2vl -I- 5rj 

y una ecuación vectorial de C es

R(\) = eos .sí + sen.rj 0 £ j £

ComoT(s) = /),R(s).

T(r) = -sen .vi + cos.sj

En un punto fíeos .t,sen .0 de C. F tiene el valor 2.senvi + 5cos5j 

Por tanto.

= í

(2sen.rl h 5 eos .sj) • í-sen ,\l + eos\j)íi.T

(-2 .sen-.V + ."i eos-.\) </.v

-- -2 I--'-;'’!?.'-./, + 5 í ' Lt
Jo “ Jo

= -.s + I sen 2.V + \s + ] sen 2.v]'*

= ,s 4 ' sen J.vj 

- .t;r

Como.V “it. ‘1'^ 5. y como A/ 2v. ^ 2. .-Nsi

i; K

II íS - l).h\

K
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flujo
«IJ
lluiJll

i-I(;ürak

i 1(1 URA •}

tíA

De csla inanerii '•c lia verificado el leoreiiia de Stokes para este tainpo vec­
torial F y esta región R ^

Si F es el eampo de vcloeidad de un fluido, entonces el producto punto 

F • T es la componente tangencial de F y la integral de línea F • T d5

se denomina circulación de F sohre o alrededor de C De manera m- 
luiliva. se puede pensar que la circulación es la suma de las componentes 
tangenciales de F alrededor de C Si el desplaramienio alrededor de C se 
efectúa en el sentido contrario ai giro de las manecillas del reloj v 
^ F ■ T (/v > 0. entonces el fluido circula en ese sentido, refiérase a la fi­

gura }i Si ^ F ■ T (/v < 0, la circulación del fluido se efectúa en el mis­

mo sentido que el giro de las manecillas del reloj, consulte la figura y
Sea un punto particular de la región R y sea Cj la circunferen­

cia de cenui) V y radio pequeño 5 Si R,^cs la region limitada por Q. enlonca''

V’TJs í¡ rot F • k <//t

Si a/, y N, son continuas en R¿, entonces rot F • k es continua en esa región 
y para un valor pequeño de 5. rol F • k en R¿ es aproximadamente igual a 
rol F(T, T) • k Por tanto.

xp r-T</s

xb F-Tí/x

•'o

rot F( i. \ ) * k ,IÁ

rot Fti.T) * k(;rd*>

De esta fonn.i se interpreta rol F(T.T) ■ k como la medida aproximada de la 
intensidad (o tasa) de circulación por unidad de area en el sentido conirano 
al giro de las manecillas del reloj en el pumo P Cuando F > T son vecto­
res ortogonales. F • T = 0 por lo que rot F = 0 En tal caso se dice que Fes 
irrotucional. Este icmiino se emplea aún si F no es el campo de velocidad 
de un fluido

■i5ERercis£M.4

/n h\ cji'o uno I ti -V. twiliii la iiiugriil ¡le Kiuti mulitmu 11 
l<"riiiiii lit (!rmi DiíI'IWí xtnfuiut ¡I r<Mill¡i¡lo ¡’i'f iiiiilui 
‘III lili loilo de III Mtiioii 1-12

1. jt 4w/« *■ 1 w/v, dmute C'c\ el uiadrado luvos vcnices 

MinfO.dt.d.OMl. ll> lO 1)

~ \-¡I \ + \-¡l\ doiidcC eselt-iiadr.idodelejervicui 1

-1- ’ji 2i\ih - i-i </i. donde Ce-* el Iruiieiilo cuvus\cfli 

ces son (0.0). (I. Ol V |0 I >

A- I..I integral de linea del ejercicio l. donde C es el In.iiigiilo 
cuyos vertices son (0 0) 11 Ol > (I, 11

5. ^ i’v ilx - \*i d\. donde C'es la cin.unfcn:nc-ia v t

= I

6. ^ (I*- V*) i/r + 2n i/», donde ('es la circunlenmcu

X- + V * = I

7. I a integral de linea del ejeicicio 5. donde C es la curva 
cerrada que coioMe del arco de 4 V = x'de (U. 01 a (2. 2) 
y el 'Cgmenlo de recta de (2. 2l a (0.0)

«. I a integral de línea del ejercicio 6. donde C es la cuna 
cerrada del ejercicio 7
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I. n los ijinit un ') a yi iiiilue il iiurciiui Jt Greiu puro na 
huirla inti t;riil tk lima
9. j> Ix + \}ili + T\í/v.d(irulcCi;slJcurvjtcmidadi;lcr- 

ininada pnr el eje t. 1j rcctj t = 2 y la cuno 4\ =

1». ^ x'ilx + r‘í/\.dondeCcslaLurvai.errddadclcnnina- 

da por el eje t. la retía t = lylacurva\ = x*

II. ^ (”t* + tj lis. donde C es la tuna cerrada delermi- 

nada por la retía r - 21 = I) y la parabola x = 2 \ ■
12. ^ (i‘ + M t/t, donde C es la turva cerrada deicnnmada 

por el eje t y la parabola V = 4 - i’

13. ^ tos \ ilx + tos r lis donde C es el rtclángulo cuyos 

vertices son (0.Oj, ( ^üj ( |;r. \n)y (0. ^ jz)
14. iLx + <•'*' d\ donde C es la tirtuníerencia x‘ + 

V-' = 4

15. j, (sen'i + r-'j tlx + (cos^ \ - e') ilx. donde C es la 
turva r"* -t- »■* = 16

16. ^ tsenví/t- \ tos rdv. donde Ces el rtclángulo cuyos 

vertices son (0.1». I \ n 0). (^ /r, ^ m y (0. \ m

17. ji -jy^—í/x - lan ' T i/\ donde C es la elipse 4r’ + 

25 V- = 1(X)

18. ¿ (■' tos t </t + f sen r il\, donde C es la turva t'’ +
V-* = lU

19. ^ ‘ - i‘v)</r + íx'síJs donde C es la curva terrada

deierininada por V = x*y r = v-

21). ^ tan \ di - t tan' v J\. donde C es la elipse t’ + 
4;^ = I

III hn ijcrciiiiis 21 a 26 inipkc il Uortnia ¡442 para 
lah iiUir el ana tic la rtgio/i

2!. 1..U region liinilada por el tuadrilalero tuyos vertices son 
lü.(IM4.0).(3.2)y(l. 1)

22. La reglón tuya Ironitra es la urtunfereiitia r + \- = «•

23. I a region liniilada por las grafitasde V = i’ y \ = ..x

24. I a region atolada por la p ir.ibola v = 2r* y la retía 
\ - 8t

25. la reglón IimiUda por la hipoutloide tuyas etuationes 
paranuiritas son

I = a tos' r V = a sen’ r

donde u > II y 0 C I C 2íT
26. 1 a region atolada inferiomienie por el eje x y supenor- 

niLiiit por un arto de l.i titloide ijut nene etuauones 
paraiiitlntas

X = I - senr v = 1 - tusr 1) < r £ 2;r

Ln los íjtriii un 27 a III, \irijuiiu iluoriwaik la iliu'rf’uu iii 
íU Gauss lu il plana i </ Uannia ile Slakes m ti plano para 
t \ H

27. Fli. V) - 3ri + 2vj y es la region acotada por la 
tirciinferencia r* + \* = I

28. F(i, il = 3\ 1 - 2 «j y R es l.i reeion limitada por 
t-'’ + s->' = I

29. Flr.y) = x'! +• v’j yes la region atolada por la elifr< 
4r= + 25v- = HX)

30. Fix. >) = v’i + x’j y R es la region limiuda pcir b 
cirtunfcrcncia r- + v - = 4

Cn hn <7£Ttíf(oi 31 a 34. ulilire il teorema de Creen pen 
i ak alar el trabajo total realizado al mo\er una \ ez un nbjeí} 
en el sentido contrario a! giro de las mantcillas del reloj du 
ik’dor de la tuna C w il mowraiinrí) es causado por el cam­
po di fiicrzxJ F(r. V) .Sií/)«m,'ti que el arco se mide en mrtmi 1 
la fuerza en m u r«/is

31. Ces la elipscx- -f- 4v- = 16.
F(i. V) = (3r + yji + (4x - 5\)j

32. Ces la arcunfertncia r' + v* = 25.
Fír. V) = + v-)i -t ír*v + cosvjj

33. C es el tnangulo cuyos vertices son (0.0). (2,0) y (0 2r 
F(r. V) = íf^* -t- i-)i + (e‘‘ -I- T*)j

34. Cconsislc de la milad supenor de la elipse
9r* -t 4\- = 36 y el intervalo [-2. 2j sobre el cjer 
F(t. v) = (x\ + vji + xvj

£ri hn ejeruLun 35 a 38 diienniiie la intensidad (o tasaldi 
fluinua lo flujo I di ¡fluido que sale de la region R limitada per 
la lima C si F es i¡ tumpo de scloudad del fluido Suponts 
que la xilotidad u' mide tn tuilimeiros por segundo \ eláru 
de R tn centiniitros i uadrados

35. F(v. V) = (\- + 6t)¡ + (2v - x*(j, C es la elig'í 
r“ + 4v’ = 4

36. F(r.v) = (5x - \-)i + (3t - 2\)j, C es el tnancul' 
rectángulo cuyos vertices son (I, 2). (4.2) y (4.6)

37. Fír.v) = x’l -I- v’j C es la curva determinada per b 
tircunfercncia t‘ -1- \- = 1

38. F(r, v) = rv’i -t V r*j. Ces la curva determinada porb 
circunftrenti.it* + \* = 9

Cn hn ijinuiifs 39 a 42 F es il campo de sclocidad de un 
fluido alrididor di la ama terrada C. donde ti mnimierJ' 
alredidordc C te t/etJiiü t/i el si nudo lonirano al giro de 
iiuintiilhis ilcl riloj CmpIec ti Icorumi de Stakes cn elpLr~' 
para talciilar ^ F • T dt \ 16/ n siiltado di termine iiial <h 
hn tigiiic/;/et tmi/itnidot ex torréelo. U) la tirciilaiwn dil 
pindóes ai il sintido amlrano al giro de lasmanetillasdeln 
loj. Ill) hi arailiií ion dil fluido es mil sentido dil girodr í-> 
mam i illas del reloj. (111) F es irrolacional

39. F(i v) = 4vi -I- 6ij. C es el tnangulo tuyos vertKft 
son (0. Oi. (3,0) y (3,5)

40. Fu.v) = 8\l + 3 rj, Ces la elipse 4 X* + 9\- = 1
41. F(t, V) = sen* ri + eos* vj. C es la curva deicnmnaiü 

por la elipse 9t’ -t v* = 9

42. F(i, V) = V ’i + x'j. C es la curva determinada por ^ 
ciaunferentia t* +\* = 25

4.3. Deimiesire que ji k'(x.\)d\ = jí si ficsIaP
gion definida por g

R = |(i, V) |c S \ S d. t;,(v) S X S tMvll 

donde g, y gi son suaves
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14.5 INTEGRALES DE SUPERFICIE

()(H 1 yi«. «,»i

¡U U

-te*-

riGURA I

1:1 tontcpui de inU'nnil de superfme es unj extensión del contepio de in- 
lcyr.il de línea en Ires dimensiones Se iniei.i el estudio de las integrales de 
superficie al considerar una región cerrada en el plano t\. Denote esta re­
gion por ¡) en lugar de U. ;i fin de e\ itar confusiones con la función definida 
por Rík. :> empicada posteriormente en la discusión Suponga que S es 
una superficie t|ue se encuentra sobre D y que tiene la ecuación r = /(t. \ 
donde/ y sus primeras dernadas parciales son continuas en 0 finionces si 
(Tes la medida del área de la superficie S, por el teorema 13 1 4 se tiene

CI = JJ /,*( V. t ) + \ ) + I í/Ví/\ (I)

h
Se puede generalizar la integral de (I) si se consider.i una función G de tas 
tres variables r. \ y donde G es continua sobre S Se procede de manera 
semejante a la discusión de la sección 13 3 que precede al teorema 13 3 4. 
Sea A una pariicicin de la region D en suhregiones rectangulares, donde el 
i-esimo rectángulo tiene las dimensiones de medidas S,x y y un área de 
medida A,ó Sea (»,. >■,) cualquier punto del i-ésimo rectángulo. > considere 
el plano tangente a la superficie en el punto Q{u,. v,)) de S Pro­
yecte serticalmenle hacia arriba el i-ésimo rectángulo en el piano tangente, 
y sea A,(Tía medida del arca de esta proyección Vea la figura 1 El numero 
A,(Tes una aprosiitiacion de la medida del área correspondiente a la por­
ción de la superficie ubicada sobre el r-ésimo rectángulo En la sección 13 3 
se demostró que

= /,*(»,. t,) + ',)+ I A,/l (2)

Si se lorma la suma

^G(n,. i,, /(n,. i,)i A,(T

y se toma el límite de esta conlomie la norma de la partición tiende a 

cero, se tiene

litn yGUi,, t,)l A,ct
IU1I-" fn

Este límite se denomina integral de superficie de C sobre S y se denota

mediante

íí GU.\.:)í/(T

A fin de obtener una lormula para 
susiiiiiye de (2) en <3) y se obtiene

esaluar esta integral de superficie, se

lim VgOi,. f.'üí,. i',) + + I'i.-'
I \II •" TT‘\

Este limite es una doble inlcgrtil sobre la región D del plano x\ De modo que.

G(v. \.;)f/cT

II G(t.t./u.y)),/r(.i. V) + /,-(.v.y) +
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Si(7<r.\,r) = I. cnlonccs (4) se lr.msf«mu en

do = ^) + f,-i X, \) + \ d,\

■r />

Al comparjr l*s(j cmación con (I) se observa que para esta G ia integral d; 
superfiue de G sobre S proporciona la medida de) área de la superfície S 

i’ara la integral de superricic de (4). ; = fix. \) es una ecuación de U 
superficie S que se proyecta sobre la region D del plano xx Si una ecuauim 
de la superficie .S es de la kinna v = y •'> '*v* proyecta sobre la re
gion P del plano rr. > si ^ y sus primeras derivadas parciales son conn 
nuas en ¡). entonces

íí 
' -lí

Gt i. :) do

Gix, c).:) .«i'í-». + s’í'í r. ;) + id \ i5i

Además, si una ecuación de la superllue .S es de la forma \ = liix ri \ 
,S se proyecta sobre la region P del plano v;. y si /j y sus primeras den- 
vadas parciales son continuas en P. entonces

íí C(v. \. el do

II

h.'ix. c) + r) -t- I íM (61

► EJEMPLO 1 l'value la integral de superílcie

11 o ()l o
\2 II m

iM 2 II)

ii(.un2

II
\

donde S es l.i porción del cono t" -i- \- = ubicada entre los plam" 
: = I y c = 2

Solución La llgura 2 muestra la superficie S y la proyección de S ••obre 
la reglón P del pLino vv La región P esta limitada por las dos circuntc- 
renuas de radios I y 2. y cuyos centros están en el origen Al despejar c de 

la ecuación de .V. donde > 0. se obtiene c = \* + \* Por tanto.

Jix.x) = \- + V- Jxix.W = —7-'----- 7 /x(v.v) = —-- T
^ i- + V- ^\- + \-

De (4). con G'( V.\.:) = r-c-se obtiene

V

xh-do x^-ix- + V-) —Al— +
\ X- + X- 

x-(V‘ + \-) s2./\

+ l«/^

Se evalúa la integral doble empleando coordenadas polares Con t = rco'(^ 
t* 4 V* = r’y 1/\ = r í/r </<Ke tiene
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Uirir ilr ilOf

•’.T
nys-Or^ ílrdO

2 í ccts- íy 7 1J.. L Ji lio

21 2 I -r- eos 2Û <10

21.2 r,, sen20l-'■■ 4- L" ’ “T 1,

21/r

Si la medida de la densidad superficial en el pumo í.v, y, z) de la super­
ficie .S es p{\. V.\ SI M es la medida de la masa de S. enlonces

M = /i(i, \ :\<Ig

I H;1'U\

^ EJEMPLO 2 Calcule la masa de la porción del plano x + y + 
= I i)ue se encuentra en el primer (Klanie si la densidad superficial en 

cuaUjuier punto <\. i. r» de la superficie es kx' kiloyramos por metro cua­

drado. donde k es una consiante

Solución La fijiura } muestni.S. la cual es la superficie del plano dado en 
el primer ociante, la regii'm D. (¡ue es la pro>ección de S en el plano .ry. Si se 
despeja c en la ecuaciiin del plano se obtiene c = 1 - r - y. De esta manera.

= I - » - V A<' '> = "i “ -I

De (7>. con /)t\.y.;l = k\-. si M kilogramos es la masa de la superficie, 
entonces

M = JJ k\- lia

= jj /.i- yi -i- /-(a. \ I + I (M

/»

-h- + l-D- -I- I <M
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Fi(;rR\4

I ,3L

(’oncliisión; Lj masa es j', . 3 A kilogramos. i

Ahora se preseniará una aplicacitin de la.s imcgnilcs de superficie paa 
delerminar el flujo de un fluido Sea F el campo de velocidad de un fluido 
definido por

Ffr.v.r) = A/(T.y.:fí + M.t.y.clj + /?(r.y.c)k

Además, suponga que el fluido fluye a través de la superficie S cuya ecua­
ción es z = fix. y), la cual se encuentra sobre la región D del plano jj. 
También suponga que/y sus primeras derivadas parciales son continuasen 
D En cada punto de Sexisten dos vectores normales unitarios a S. El vector 
nonnal uniianu que tiene la componente k positiva se denomina vector ñor- 
mal superior unitario y el que tiene la componente k negativa recibe «1 
nombre de vector normal Inferior unitario.

Como en la discusión anterior a la ecuación (2), tome una partición de 
la reglón D que consiste de n subregiones rectangulares. Elija un punto 
(II,. V,) en el i-ésimo rectángulo. Proyecte verticalmcnte hacia amba el 
r-ésimo rectángulo sobre el plano tangente a la superficie S en el punto 

V,, fin,. r,n y sea A,<T. dado por (2). una aproximación de la medida 
del área de esta proyección. Otra vez refiérase a la figura I. Ahora sea N 
el vector normal superior unitario a S en el punto Q y sea F, el vector velo­
cidad del fluido en Q. La cantidad del fluido que atraviesa la proyeccieo 
por unidad de tiempo está dada aproximadamente por el volumen dd 
paralelepípedo que tiene una base de área A,cr unidades cuadradas y uru 
altura de longitud F, * N, unidades. Refiérase a la figura 4. La medida del 
volumen del paralelepípedo es F, * N, A,a La cantidad total de fluido 

que atrav lesa S por unidad de tiempo está dada aproximadamente por

¿F,-N,A,(T

I I

Al tomar el límite de esta suma conlormc ii crece .sin límite y cada A,!?ve 
aproxima a cero, se obtiene la integral de superficie

íí F • N Jer I8i

V
la cual se denomina flujo de F a través de 5.

Con el fin de evaluar la integral de superficie (8). se escribe la ecuación 
de S en la fonna v. c) = 0. donde

g(v. V. :) = c - /(v.y)

Del teorema 12 7 2. un vector normal unitario de la superficie definida pot 

.ijU.y. z> = Oes

N = —
IIVHI

v)i - fU.v, y)j -1- k
5: '

y) -I- y) + 1
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Do mndi) que

HGüR.\ 5

F - NJff = (A/i + N\ + Rk) • 1
+

1

JJ J.J y,' + /, - + r

/t‘ +/>■ + !
< /.■ + + IWM

Por lanío, se concluye que

P • N ilo = JJ í-A//, - A//, + «) íM H)|

u

donde N es un vector normal superior unitario. Si N es un \eclor norma! in­
ferior unilario (donde la componente k es negativa), entonces se tiene

F- Ní/tJ = JJ íA//’, + Nf, - R),IA (10)

s o

Esta fórmula se demuestra de manera semejante a la empleada al deducir (9)

^ EJEMPLO 3 El campo de \elocidad de un fluido está dada por 

F(r.y.;) = y¡ - -ij + 8k

\ la superficie S es la porción de la esfera .v- + y~ + z’ == 9 ubicada sobre 
la reglón D del plano .t v acolada por la circunferencia .r* -i- \ - = 4. 
Calcule el Ilujo de F a través de .S'.

' Solución La figura .S muestra la superficie S > la región D del plano 
.vv Al despejar • de la ecuación de la esfera, con c > 0. se obtiene 

; = - y- Por tanto.

= .,9 - .t- - V- /r =

/.

A
-y

9 - X- - .V- -^9 - -t* - y-

a = -t

De la definición de flujo se tiene

llujo de F a través de 5 = JJ" F * N t/ff

Del campo de velocidad dado. A/ = \.iV = - xy R = 8. Por tanto, de (9). 

finjo de F a través de 5 = j*!" (-A//, - S'A +

^ JA

n
8 jj

i>
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Cumci D es l.i region iimiuda por la ureunlcreneia r- \- = 4. tu 
lom.es 4 = 4 ;r Así.

flujo de r a través de S = Xí4;n 

=

lICUKAri

ronclusílín; La intensidad de flueneia (tasa de flujo) a «rases de S o 
12 n unidades LÚhieas de volumen por unidad de tiempo A

Suponga que S es una superfiue cerrada, como lo son los paralelepí­
pedos rectangulares, las esferas y los elipsoides Cuando se utili/a (8) pan 
calcular el flujo de I' a través de una supernue cerrada, se elige N como 
un vector normal saliente unitario, el cual es un vector normal cu>aé 
reccion es liaeia afuera del solido limitado por la superficie En particul.ir 
SI S es un elipsoide, como el mostrado en la figura 6. se considera que 5 
consiste de una susperfitic superior v una superficie inferior S-^. como 
se indica en la figura En tal caso el flujo de T a través de S es

V

N2í/(T

Para la integral de superficie a través de S¡ N¡ es un vector normal su 
pcrior unitario j para la integral de superficie a través de Ni es un 
vector nonnal mfenor unitario

^ EJEMPLO A El campo de velocidad de un fluido esta dado por 

y i es la eslera V- * + z~ = 16 Calcule el flujo de F
a través de S st la longitud se mide en centímetros y el tiempo en huras

Solución La figura 7 muestra la esfera y la region D del plano iv la 

cu.il es el Circulo limitado por la circunferencia t- + \- = 16 Como 
iMv.v .'I = ^zk.M = O N = Oy /í = 5; Ll flujo de F a través de íes

I- • N </íT = F-N|í/fT-i- r- Ni./ít
Jj J
s s

J J.
1 ''

j
(in

donde S| es la mitad supenor de la esfera y es la mitad inlenor Para íi- 

N) es un vector normal superior unitario y una ecuación de ij es 

2 = 16 - V- - v' Asi./(\.\) = 16 - i- - \- DcM9).

'1
íí
I)

Ií
\-Mj, - Nf, + K\<l\

?>Zi¡A

16 - ; * / t// ü6
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5 f - ' ,16 ^ JO

J\i J'i

120
(10

Para S\ N_. es un s^tlur m.mul mtcriur unilarin y una ceuacicm ele S. es 

- 16 - X- - Por lanío/{x.x) = - |0 - r- - DedOj.

F • Nw/(7 = JJ |Wy. +

ii

-5: (¡A

íj

~ ^ íí ’ ‘

/)
De leual nind(( ijue en el ealeulo del (lujo de F a irases de 5, se tiene 

F-N.r/a = '“".T

I:ii eonseeueneia. de (I I).

F-NJa = 'r;r + 7;r

roncliisiim: La iniensidad de fluencia (lasa de flujo) del (luido a Iravés 
delaesleracs ' -'/runVl'r ^

L1 eorieeplo de llujo no se limita sólo a campos de scíocidad de Huidos 
Por c'iemplo. si F es un campo eléctrico, entonces la integral de superllcie (S) 
es un llujo eléctrico, j si F es un campo magnético, entonces dicha inte­
gral es un (lujo magnético La integral de superficie (S) también puede 
represenl.ir un tlujo de calor

BÜJRCICIOS 14.5
I'I /«> I (I ¡I isdlw líi iiihi;r(il iti wí/)<//?iit

<ii \ \ 'I da¡Hiiii f» 1 S

I. (;U V ;l = r. S es la sciiuislera v i- -r r - 4 
i|iie se uitiiciiir.i (uir arriba del plano x i

6i\.\.'i \ S es la pnrcioii del |dano i + i +
. - 1 del del priiiieroLlaiile

.4 (,i> 1 -) i t- 2\ - r. \ es la porción d.l plano t -t
1 + - 2 del primer oclanle

4. f/( I X.-| r S es la porción del plaiin 2i + ti * 
■ - íi tiel primer ocl míe

5. 6n x.r) - \\: S se delliie como cii el ejercicio 4

6. (J(x.\ c) = S es la porción del cilindro +
= I ubicado enlre el plano n \ el plano ; = 1 en el 

pmiicr oclanle

7. (7(r, x.rl = t, S es la porción del cilindro ; = «‘ Jd 
pniner octanle liinil.ida por los planos coordenados \ tos 
planos t = 1 y X = 2

S. O'u x.r) = X, S es la pxireum del cilindro c = 4 - x‘ 
del primer oclanle limilada por los planos coordenados s 
el pl.iiio 1 = 4

‘L Gu.x.r) - ¡> es la porcum del cono »- i- x' = ;•
i|uc esta enite los planos c = lyc = 2
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II). r) = w:. V C.S la piiaiim üJ umo X* + > ’ = z*
i|u<. se <.ni.uciitrat.nta'los planos r = lyz = 2

11. 0(T.\,.') - i -t- X, S cs la poaion (leí plano 4jt + +
<¡- = 12del pnmt.roslante

12 0(r X .-) = _ j- + X' i es la poaion del cono
t* + X* = *'ubicada entre el plano ti y el plano ; = 2

13. (í(x x.r) ixz, S es 11 porción del cilindro i* + 
= 4 <|uc se cncUerilra entre los planos X = 1 y \ = 3

14 6(t. X,*) = t*. S es la semicsrera t* + x* + c* = 9 
(jue esta por .imba del plano tx Siif;crtnau la integral 
de superritie es impropia Vea el ejemplo 7 de la sección 
134

l.n lox I/5 a 20. iiiUiilí- la inuui ile la wi/it ifuie S w
III ílinuílail iii/urfuuil tif I iiiili¡iiuriwnin (x x zlexpfx x, r)
kilounmiin par im tro i iiiuirotio

15. S es la pane de la esfera t* + x ’ + Z" = 4 ubicada por 
arriba de la region limitada por eireunferencia t* + 

X ■ = I jJta. X. z) = A _ X' + X' + z* . donde k es una 
eonslanle

\(i. S es la poreion del plano 3i ^ 2x ^ z = 0 del primer 
octante pit v.z) = x f 2z

17. V es la poreion del paraboloide z = 9 - r - x“ que se 
encuentra por arriba del plano p(r. x.z) = 
1/ 4j= + 4x- + I

18. .íes la semiesfera.t* + x' + z* = I que esta debajo del 
plano tx. pit. X. z> = t* + X* Consulte la sueerencia

19. S es la porción del cono t* + x* = z* ubicada entre Inx 
planos z = 2yz = 3. p(t. x.z» = x'z*

20. S es la poreion de la esfera t* + x* + z' = 16 del pn 
mer ociante, pir. y. z) = Hz% donde/L es una constante

kn lot fjertiaot 21 a 24 laUiile i¡flujo de F u Iraxefdela
xupcefiuc S dondi Fit. x. z) pniporaiuui el campo de \eIo-
(¡dad di un fluido

21. Fit, x.z) = ti +• xj + zk. .S es la poreion del plano 
3t + 2x + z = 6del pnmerociante

22. V(x. X. zl esuí dennido del mismo modo que en el ejem 
CIO 21 S es la porciun de la esfera t* + x* + z* = 1 
ubicada por amba de la region del plano arx acotada por 
la circunferencia 4 r* + 4x* = 1

23. Fir. V. z) = -2x1 + 2ij + 5k 5 es la parte de la esfera 
j* X* + z* = 16 que se encuentra sobre la reglón dd 
planoarx limitada por la circunferencia jr* + v* = 9

24. Ftr.x.zl = 3t1 + 3xj + 6zk. S es la poreion del p 
raholoide z = 4-t*-x* ubicada por arriba del 
plano XX

25. Suponga que Ftr. x z) = t*i t rxj + 2zk y S es el 
cubo del pnmer ociante limitado por los planos cix>nk 
nados y los planos r :: l.x = lyz = I Calcule cl flujo 
de F a Iraxes de .9 exaluando seis integrales de supcrfisic. 
una para cada cara dcl cubo

26. SiFtt, x.z) = 3 ti + x*j * xzk y 5 es el cubo del ejer­
cicio 25. calcule el flujo de F a traxes de S exaluando 
sets integrales de superficie una para cada cara del cub<i

14.6 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA DE GAUSS Y TEOREMA 
DE STOKES

Las dos formas xcclonales dol teorema de Green, el teorema de la dixer- 
genua de Gauss en el plano y el teorema de Stokes en el plano, pue­
den generalizarse a tres dimensiones. Una exposición ngurosa de estos 
tetiremas pertenece a un curso de Cálculo avanzado Sin embargo, en esU 
sección se proporc'iunará una breve introducción a estos teoremas

14.6.1 Teorema de la divergencia de Gauss
Sean M. N j ¡i funciones de la.s tres variables r, v > z. > suponga que 
tienen primeras denvadas parciales continuas en una bola abierta B de 
/?’ Sea S una superficie cerrada y suave a trozos contenida en B. ) sea 
£'la reglón limitada por i. Si

Fu. v.z) = A/(\.\.:)¡ + fV(r. x.z)j + /?(t. v.z)k

y N es un vector nomial saliente unitano de S. entonces

X
JJJ div FiiV
*^i
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ii) I) 1)

il rj rj|

I K.iiia 1

Esie teorema afirma que d flujo de V a través de la frontera 5 de una 
region £ de es la integral triple de la divergenua de F sobre £ La 
demostraeion de este teorema esta mas alia del alcance de este libro En el 
ejemplo siguiente se verifica este teorema para una F > una S particulares

^ EJEMPLO 1 Utilice el teorema de la divergencia d.‘Gauss para 

resolver el ejemplo 4 de la sección 14 5

Solución í(». V. :) = 5;:k > S es la esfera r- + v- + = 16 Del
teorema de la divergencia de Gauss, el flujo de F a través de S es

div Fí/r

ComoFtv.v.c) = 5:k.div F = ^(5:).estoes,div F = 5 Deeste modo.

Debido a que el volumen de £es el volumen de una esfera de radio4. se tiene 

F* N</(T 5|- ,T(4|’|

II I III

Al comparar la solución del ejemplo anterior con la del ejemplo 4 de la 
scccion 14 5. se observa como el teorema de la divergencia de Gauss sim­
plifica el c.ileulo de una integral de superficie

^ EJEMPLO 2 Si F(\.v .'I = v-\i + v-i + v;K \ ¿ es el
cubo del primer octaiile limitado por los planos V = I v -= I \ ; = I, \ lo' 
planos coordenados, calcule el llujo de F a través de S

Solución 1:1 cubo se muestra en la figura I 01 flujode F a través dei es

!• • N./rr

Al calcular esi.i integral de siipertiue directamente so temlrian que evaliui 
seis mtei’iaiss de Miperlicic. una por cada eaia del cubo Si se iphc.i el leo 

rema de la iliveri'cneia de Gauss con

div I
f/ ' i> ' .

IV vi + , (V I ■* , tv» fi ('v

Jtv ev ^ V

se tu ne

N./lT

/

t'vv I :v 0,¡. ./v n'v
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(2 TV + 2y + .x)<iyd.x-n
Ju Jo

= í [ry- + y- + -ív],', Jx 

Jo

■i; (2t + l)t/T

- - 4.

Ccmchisión; La tasa de llujo del Huido a través de S es 2 unidades cúbici' 
de volumen por unidad de tiempo. i

L.I sejtunda forma vectorial del teorema de Green, conocida como 
teorema de .Stokes en el plano, afirma que

í I'-TJv
JJ rol F ■ kdÁ

II
donde C es una curva cerrada simple y suave a tro/os de /i~ y /? es la región 
limitada por C. A continuación se eitenderá este teorema al espacio tndi- 
mensional

14.6.2 Teorema de Stokes
Sean N y H funciones de la.s tres variables x. y y c. y suptmga que 
tienen primeras derivadas parciales continuas en una bola abierta H de 
R' Sea S una superficie suave a trozos contenida en It y C una cuna 
cerrada, simple y suave a trozos que es la frontera de S. Si

Fn.v.z) - Afü.y.c)! + Mv.y..-)j + /¿(v.y.c)k

y si N es un vector normal saliente unitario de S. y T es un vector 
tangente unitario de C donde .r unidades es la longitud de arco medida 
a partir de un punto particiil.ir de C” hasta /\ entonces

[• • r dx - JJ rot F • N da

/I

Rl teorema de Stokes alirina que la iniegial de linea de la compsi- 
(lente tangencia) de un campo vectorial F alrededor de la frontera (' de unj 
siiperltcie .V puede calcularse ev.iluando I.i integral de suiKTllcie de la cení- 
ponente normal del rotacional de F s.»bie .V. 1-1 teorema 14.0.2 se ha iv'- 
tiingido a supeiticies para las cuales N es un vector normal saliente de A' Li' 
enunciado completo del teorema de Stokes, que involucra supcrticies onen-
t.idas y para las cuales puede dcimirse adecuadamente un vector nomul 

iimt.ino N. puede encontrarse en un testo de Calculo .ivanzado. I a den»"*' 
ti.iuon lie este teoiem.i también puede hallaise en dicho testo

l .1 lii'uia .■* muestra una supeilicie .V. con la vurva ('como Ironter.i. ala 
cual se aplua el teorema l•l.(l.2 Una ecuación de .V es de la turnia 

Mv. V). donde las piñuelas deiivadas paiciales de f son contimias en 
la region /). que es ),i proyección de .V en el plano i v. I a cuisa ('es la ptv" 
yeecion de <' en el i'l.mo i v. y /> v t' satislacen las condiciones del teoieina
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(le fireen l-.l seulidi^ puMliui a Iü larj:o de Ce-, el mi-.inii c|Ue el sentid.) pu- 
Mliui .1 lit lareii de ( . el uial es conlrario al eiro de las maneeilLis del reloj 
La liyura 2 lamhién muestra represeniauimes de N \ T

(Jlr.i lorina de la eeuaeii'in del teorema de Siokes se obtiene al escribir 
</K en lijyar de T el', en la integral de línea de la i/ijuierda De modo que.

'[) r • </R rol F • N r/f7 (h

I ICl K \ 3

> EJEMPLO 3 Sea F el campo de luer/a dellnido por

F(v.t.:i = - -hi -c 2:j *

\ sea RU) = 3 eos /j + 3 sen /j + k una ecuación sectorial Je C Su­
ponga ()ue S es la porción del paraboloide ; = IH - v- - \’ ubicada am- 
b.i del plano : = 1 Vcntique el teorema de Stokes para estas F. C\ S al

determinar cada una de las expresiones siguientes (;i) 'j) F • dlí

(b) \b • T</(, (el rolF'N(/tr

Solución l.a Ugura 3 muestra la superHeie .*> > la region f). la cual es la 
proseccion de S en el plano u l.a region D esta limitada por la eircun- 
lerenci.i i \ - d La cursa C. la cual es la Irontera de .S. es la cir- 
cunlereneia con centro en Id. 11. lis radio 3 del plano ; = I

(a) I a cursa C tiene la siguiente ecuación sectorial:

Rin = 3cowi + ivaitíj + k (1 < r < 2.T (2)

\si
R'(n ■= -3 sen /i -(■ 3 eos rj 

l’or tanto

) i ■ í/R - I FiRun • RtMi/f

i-l2sen/i + 2j i ') ms rkl • t-3 sen/i + 3cos/ji</r

(3b sen'/ * (' cOs /) til

IS d sen 2/ t b 1 
Jii

3()~

(111 l'aia calciilai ’j' i' ■ I </'. se obtiene una ccu.icion sectorial de í que 

tinga a ' como paiametro. donde \ es la longitud de aico medula a paitii 

del punto donde/ (Ifomoj; - || R t/> ||. de l D se tiene 

dseii'/ I déos’/
<//

3 seir'/ ' cOs /
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Por lanío, s - 3i + k. y puesto que v = 0 cuando i = 0. enionccj 
k =5 0 De esta manera.

í = 3r

Dcí2)conf = jj. senblienc

R(rj = 3cos|j¡ + 3sen^.sj + k 0 ^ s < fi7T 

Debido a que Tía) = D,R(a). se llene

Tí9) = -sen'ri + cos'aj' 0 < a < 6/r 

En consecuencia.

F*TJí= FíR(s))-T(5)í/.t

(-12 sen ',.aI + 2j + 9 eos [ ik) • (-.sen ^aí + eos jaJi Jj 

(*n.T
= (l2sen-vT + 2cos\.\)cJs 

Jij

•«'.T I 2I - eos-5.9
12 i:Jr + 2 cosÍsí/a

6v - 9 sen ^A + ósen-’.rj

- 36^’

(c) Primero se calculará roí F.

rol F

l j k
^ A A
dx dv dz 
-4v 2c 3v

-2¡ - 3j + 4k

De donde.

rol F ■ N da 3j + 4k) • Ni/cr

A fin de evaluar esta integral de supertlcie .se aplica (9) de la sección 
14.5 ya que N es un sector noimal supenor unitano. El campo \eclonal 

es -2i - 3j + 4k: por lo que M = -2. N ~ y H ~ 4. Puesto que 
una ecuación de la superficie es c = 10 - - y. entonces

/(r,y) = 10 -.X- -y- AUyl = -2x />(x.vl = -2>

Por tanto.

jy rol F • N da =
rotF-Ní/CT= l-(-2)l-2\) - 1-3h-2\) + 4|.i\

íí l'4\ - by + •i)d.\
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r2« J.1
= í-4rcos 0 - firsen 0 + A)rdrdO

Jn Jo

= J ^ r- co!, 0 - 2r' sen 0 + 2r-j dO

\i

Y

1,
í-36 eos 0 “ 54 sen 0 + 18) </0

Ir.
-36 sen 0 + 54 eos 0 + 1801

= 36 ;r

Los resollados de los incisos (a), (b) y íe) son iguales a 36/r De modo 
que así se lia venficado el teorema de Sinkes para estas F. C > 5 ^

► EJEMPLO 4

tegral de línea
Utilice el teorema de Slokcs para evaluar la in-

n(íl'R\4

F • T t/r

SI F(t, V. :) = a;í + x\j + \*k y C es la frontera de la superficie que 
consiste de la porción del cilindro c = 4 - .r- del primer ociante deter­
minada por los planos coordenados y el plano y = 3.

Solución La figura 4 muestra la superficie 5 y la cursa C. que es su 
frontera, compuesta por C|. Ci. C3 y Cj Del teorema de Stokes.

F • T </? íí rot F • T da

rot F

i j k
A A ±
01 0V dz
X C X S' \- 

2\¡ -t- tj + sk

De modo que.

F • T 0s íí» ' i + sj + ’ N da

Como N es un sector normal superior unitario, se calcula c! valor de la in­
tegral de superficie aplicando (91 de la sección 14 5. Debido a que el campo 
sectxinal e.s 2vi + xj + yk. entonces ,\f = 2v, N = x y R ~ y Una 

ecuación de .5 es c = 4 — v* Por tanto.

/(X. V) = 4 - X- /,(i.y) = -2x Ux.\) = 0

Ln consecuencia, se tiene

'(b I' • T ds
JJ |-(2y)(-2v) - x(Ü) + \\dA 

¡)
^ (4 XV + y)í/.4 

O
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(-.1 reglón l) cslá acoud.1 por d rcclúngulo dd plano ddimiiado por los 
ejes t > V. > I.IS reelds i = 2 > \ = 3 Por Unto.

V ■ ’\'(h = (4t\ + \)</\ íi\
J» Jo

-í
(I8r + í/x

= ‘M 

= 45 ◄

EJERCICIOS7Ü4.6
1.11 hn i'jm u im I ü 4 \ rnluiut' «•/ h un iiui de til di\in;t tu iti 
Je (iiiiiw ¡uirii F \ .Y

I. = 2dc; Ves lacsiera t* - + c* = l

1 Fu, >.rl = ti + \J + rk, S es la esfera t* + \* + 
= y

3. F(r. \. n - tvi * ivj. .S es el Liiho delimitaJu por los 
planos LCH>rdenaJr>s V los planos ( = l.\ = lyr = 1

4. F(i \. ;J = 4ti - 2\j + .'k, .S es la Irtiniera de la re­
gion limilada por el paraboloide c t* + \* j el plano 
- r 4

1.11 liis I jen II iii\ 5 ü iS. puní F v S di 11 jen u ii> iiidu iidii de la 
Hiitiiii 14 ^ udiide (/Jhijo dt V a inm \ di S iiitdumie el 
h un mu di la Jixerneiuiu de Giiiixx

5. f;jerueio21 ft. hjeruuo22
7. i.|erueu>2Y 8. Ejerciuo2ft

Ln hn Ijt ft h iii\ 'i a 10 iiiilu < ti iiun ma ile la di\in;eiit la dt 
(Jaiin para eialiiar la iniei;ial de aiperíme II F * N drtpara 
F \ S '

l-h. t. .-I = t*\rí + iv’rj + n;-k. .Y es el uibo del 
primer oci.inte limitad» por los planos unirdenados > los 
planos I I.y I j ; -

10. I u. I, n ful t lij + 2.-k. S es el letmedn» cusus 
seiiiLes son el origen ) los pinitos i.t.O.D), ((I. 1,(1) y 
(0 0.2)

11. I(«, t.:) = li í tj t zk. .S es la esfera «• 4-
= 4

12. F((. \..') = li «■ sj 4- ;k. S es l.i lioniera de la region
limitada lateralmente por el eilindro t' 4- \ * = 0. 

interiormente por el plíino w > superiormente por el 
plano .* 4

13. I(t. i. e) = r-¡ + i'j + r*k. .Y es la supertuie del 
ejereteio 12

14. F(v, i,.'| = t'¡ + \’j + r’k; S es la siipertieie del 
ejersikio 11

15. F(t. \, :) = 2i¡ + 2vcj + 3*k. S es la trontera de la 
regtón auitada por los planos enordenados \ el plano 
t + y + C = 1

*:.• f

Ift. Ltt. \,;) = .5 es la tron'era de la rcgioa

eilenor de la esfera r' + \' + r’ = I que se «.ncuenira 
dentro de la estera r* + t* 4- = 4

hi lii\ IJt n líiin 17 a 22. urijhjiu ti hurenui de Slides />'fa
Fvi.
17. Fir. v.c) = t*l 4- \*j + ;-k. S es la semiesfera a’- 

i* + ;• = I que se encuentra arriba del plano n
18. F(r. V, c) = r’l 4- i-j 4- c'k. Y es la seiniesfera t'- 

V* 4- -- = I que esta deb.ijo del plano n
19. F(t. \ c) = 1*1 4- tj' ♦ r’k. S es la poreion del paraNv 

loide: = t* 4- \* ubieado por debajo del plano; = I
20. Fu. t.;) = »\l 4- i’j 4- 2k. .Y es la superficie del ejer 

ciuo 19
21. K».\.;) •= -.^\1 4- lij 4- 2k i es la poruondel plano 

; = I dentro del cilindro t* 4- \ * = 9
22. Ftr i. ;l = 2r¡ 4- 3»j 4- 4;k. .Y es la poreion del para

boloide ; = 4 - que se encuentra arriba del
plano n.

Ln los tjeriiaos 2J a 2S. titdiie el teorema dt Stokes para isa
liiar la mit i'ral dt línta F • T ds jiaruF \ C
23. F(t. \.;) = 4sl 4- 3:j 4- tk. C es el inangulo cuyos 

vértices sond.O.ni. (0.1.0)> {().0. I)
24. F(t. ».;) = (V - tli 4- tv - ;)j 4- (i - iik, C es el 

tn.ingulo tuyos vértices son (2.0.0). (0.2.0) y (0.0.1)
25. F( r. V. r) = -V ¡ 4- vj -4- ;k; C es la circunferencia t’ * 

\* = 4 del plano tv.
26. Fu. V, ;) = v;i 4- vvj + i;k. C es el cu.idrado cuyos 

vertices son (0. 0.0). (2.0,0). lO. 2,0) v (2.2.0)
27. Ftv. v,r) = (2v 4- sen ' <)[ 4- «-"j 4- (v 4- Im;' 4- 4i)k 

C es el triangulo con vertices en <1.0.0), tO. l.Ol y 
(0.0.2)

28. Fu, V, r) = (2; - f' ll 4- (V' 4- sen v)j + (v* - tan :ik 
(' tiene la ecuación Ru) = tos ri 4- sen /J 4- k 
(1 S f < 2ff

29. Fvplique por qué el teorema de la divergencia de Clauss y 
el teorema de 8tokes son versiones tridimensionales del 
teoiciiiadeCireen
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 74

1. flsiahlc/Lj UI1.1 c(inJiU()ii ([lu; piu;(l.i cmplc.ii c para ül'Ilt- 
iiiinar si un vcLlor dd platm un t'f-nJiL'mt; Iiucnif un 
CJCIIipIli

2. Kcaitcc la suiícrunua 1 para un\cclnr du Irus JimanMoncs 
Invuntc un ejemplo

3. ,Que es un unufio \iitoniil' Insenti. un ejemplo de un 
eampo veuorial en d plano > otro en tres dimensiones

J. . Que es un campo seUnnal niitu-nmlor (o (om<Tui/n«) 
> (|ué es una Jiiruiiui ¡niUiuiiil para un campo vectorial 
consesador' Invente un ejemplo de cada uno

5. Delina el niiiu miuil de un campo seclonal en tres dimen- 
lones Invente un ejemplo

r>. DeUna la iliur^tiuiii de un campo vectorial en tres ili- 
mensiunc'. Invente un ejemplo

7. Lstahle/ca un truco nemotcciiico. i|ue involucre la no­
tación lie deteniuiiantes. jura calcular rol F Invente iiii 
ejemplo.

H. ,('oino se calcula d irahajo realizado por un campo de 
lucT/a sobre una partícula i)ue la desplaza a lo largo de un i 
curva? Invente un ejemplo

y. . Que es una iiiU‘í¡ii¡l ih- Iuhh ' Invente un ejemplo de una 
integra! de línea expresada lauto con la nutación de la 
foniia diferencial como con la notación vectonal

1(1. , Que significa ijue una mieeral de linea 'ca ii¡ilt¡uiiilunh 
¡h- la innixuirui ‘ Invente un ciemplo

11. ^•.mlnuc• un teorema que proporcione condiciones para que 
una integral de linea de un campo vectonal del plano sea 
independiente de la lra)ectoria Invente un ejemplo

12. Realice la sugerencia 11 pala una integral de linca de un 
caminí Vectorial en tres dimensiones

13. I-.stahlezca la formula dd teorema fundamental de la inte­
gral de línea que proporciona el valor de una integral de 
líne.i indepeiidieiite de la travecloria Invente un ejemplo 
parad plano) otro p.ira d espacio tridimensional.

14. rnuiKie d íi tmiiin de Gnu n

15. Invente un ejemplo que muestre cómo se aplica el teorema 
de Cireen para evaluar una integral de línea

Ifi. luiun.ie un teorema vjue proporcione un método para 
calcular el .irea de una región pl.ina limiUda por una curva 
cerrada, simple > suave .i trozos Invente un ejemplo

17. rnuneic el teorema de íu dnen;i’iui(i de G’iiiiw para d 
plano Invente un ejemplo que muestre como este teorema 
relaciona el Ilujo con la divergencia de un campo vcx'lonal 
en d plano

IS. l-iiuncie el Ufrcmii de ¿ViiAev para d plano Invente un 
ejemplo que muestre como relaciona este teorema la circu­
lación ) el rotacional de un campo vectorial en el plano

ly. ,,Que es una inh and de ui/n-rfi ¡c’ Invente un ejemplo

211. .Corno puede calcularse la masa de una superficie me­
diante una integral de superficie ’ Invente un ejemplo

21. , Como se aplican las integrales de superficie para calcular 
el Ilujo lie un campo vectonal a través de la superficie’

22. finuncie el teorema de la divergencia de Gauss en tres 
dimensiones Invente un ejemplo que muestre como rela­
ciona este teorema el tlujo v la divergencia de un campo 
vectonal cu tres dimensiones

23. rmuiLie el teorema de Stokes en tres dimensiones Invente 
un ejemplo que muestre como relaciona este teorema la 
eiri-ulaeion > el rotacional de un campo vectonal en tres 
dimensiones

► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 14

III l'i\ fjen II IOS I II I. di h niwif w < /1 ci l"r i \ un ^ludii'iilc. v 
o III i'v. iihli in;íi iinn Jiiiii uní i¡iu- h iu;ii me erudu nle.

1. 2 w'" In 11 4 ‘ j

2. fc'tanv - secvii - sccviitaiiv - e'secvij

4. vicos» - csen 1)1 4 ;(cos i + scniij
ICOS V - 1 eos l ik

III lii\ fjfn u un 5 i ó, n/'/ineo mi imi'/m i t’i ¡unid i ori'i-nu 
diii !/(((• rc/igíi lUiiiio uno jiiiii mil ¡>"h lu iiil ii liijwu uhi I

5. Ill) fix. \J -- 2t-v + ^vv '.

til) /I», v.r) - u ' - vc« '

fi. tul yti.v) = f'cosv + xsenv:

(hi_,.».v..-i - -p-rr-—

Di hn ejen leun 7ti 10. daniunirc iiiu il uimpu Miluruil F i v 
timnnudur. v df\¡iiu x uhuiii;a una fiim ¡un ¡luUuicial 

2 V' , 4»v
7. hv.v) = pTTp-vf ^ rrrr-d^

K. Fu. V..-) = (fii - 4v)i i: - 4i)j ■!■(»- S:tk 

y. Iiv, V. :) - see- »i + 2u ''j + (3v-f'‘ 4- 2: tan »)k 

II). Fii.v) - Usen» - senvU - (»cosv 4- eos ilj 

¡.II lux fjen it un II a !4. i tih ule lot F x div F.

11. Fu.v.:» •= . ' i + .' j 4- .’-k

12. Fii.vi seini ■ sen \ k
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13. K», V) = - I - — J* »
14. F(«.\.:i = í i ^ i j + - k

1 * t

f.H /in ejtrtuim IS u 22 ckíiIiic la ínít’i’m/ ¡h linca whrc la 
ama C

15. 1^ T • </R F(t. V) = 3^1 - 4.J.

L K ifj = 2ri - fj. 0 £ í á 1

16. F’</R.Fít.\) = (r + \)l + (\ - rjj.

C R(/i - /‘i + f'J del punió íH 4lj|punKi(l I)

17. (2t + 3\></t + x\ tl\.
C Rui = 4senfi - to'./j.Ü £ ; s |;r 

IH. í, Í2r + v)í/r + (x ~ 2\)<I\.C t \‘ = <)

19. i^x'ilx + z'<l\ + x'ilz.

C Rio = (I - 1)1 + íf + l)j + rk.O s / S 1

20. ic'Jx - xe <l\ + f il;,
C R(í) = fi + + /'k.O £ / £ 1

21. f, r-r/R.F(i.í.:) = 3ui + (4>- - u*)j 6:k

C 1.1 tubitj jljbcad.1 R(/j = /i + /*J + í'k. 0 £ / £ 1

22. I • tlH, F(t. \ . .*> = 2tl + 3\1 + ;k. C l.i helitc circu­

lar R(f) = 2cos/Í + 2 >.cn íj + rk.O £ I £ 2ff

Fu los cjcn II IOS 2J a JO. Jt «iiii stre <iiie el \ alar </c la inicqral 
ilf linca i X inJcpaulii nlc itc la Iras 11 lona </< v/>H( \ i ah ule 11 
uilor en auihiiiicr forma iimstimnie Fn laila cjiriuio C 
<1 tiialiiiiier ama uiasc a trazos lUuh «/ punto /\ hasta ti 
punto II

23. (^2u'</x + r*c* es (1.0) j/íes (3. 2)

^ jí/t + I “ es (ü. 1)) //es (6. 3)

25. F • JR

F(r.= (tus \ ' \ tos 1)1 (sen 1 + isenuj 

/I es 10. J/j)> lies (p.O)

26. I, r • ilH

F(\.i) = (2ii - 2nl + (1* - 2i + .3i*ljs 

/I es (2, I) > IIes (3, 2)

27. 1^ 3i ,lx >■ (3i + 4\) ./i - 2- </:. .1 es lO. I. -I) > U 

es (1,2,0)

28. r sen i i/i -r »: «.os s tis * x sen s ¡I:. \ cs lO 0.0) j 
//es<2. 3. \n)

29. I • ilH

/I CS12.-1. Il> //es (4.2.-2)

.30. h ‘./R. Kr.i.rl = l2i\ f 3i il +
(1^ - 4\: + 3i-)j « (3iv - 2\ 'ik.

A es (0.2. 1)> //es(l 1,4)

En los ejercicios 31 a 34, utilice el teorema tic Green puts 
11 iiliiiir la i«ft’?ra/ Je línea

31. ^^(3 c + 2\) </x (3j -► i-j t/\, donde C es la clip-<

I6t- + 9i' = 144

32. ^^In(\ + </i.donde Ccslacursaccrradi

deicmiinada por la curva .x -i- = 2 > los iricr.i
los |0.4| en los ejes x y s

33. e* sen 1 í/t + e‘eos i «/v. donde Ces cualt|uicrcunj 

serrada y suave

34. ^^(t* - V ’) í/r (V- + t’) dv. donde C cs la cimin 

ferencia t* -i- \* = I

En los ejcrcicinx 35 s 36, utilice el teorema 14 4 2 par. 
calcular el área Je la reqián

35. L.I reglón limilada por la parábala i = x* > la rccu 
1 = 1 + 2

36. La reglón acotada por las dos parábolas « = t* i 
1= = l« - 1

En los ejeniíios 37 a 40. tálenle el trabajo total efeclujJod 
miner un objeto a lo larqo Je C si el inoslímenlo cs eausJÍ' 
por 11 tanipo Je fuerza F S'iip««ii;ü ijtie el arco se miJe en iv 
Iros \ la fuerza en ;ieu/om

37. F(i.i) = 2x’vl + (i* + 3i|j.C el arco de la paraN'b 
1 = 3i* + 2t + 4 desde (0. 4) hasta (1. 9)

38. Ki. 1) = iv’i - i*»j. C el arco de la siaunfersiu-J 
i’ + 1- = 4 desde (2.0) basta (0,2)

39. F(«. 1. :) = (r\ - .*)l + ij + :k. C el sccmentu J: 
resta desde el ungen bastad punto (4. 1.2).

40. Fu. 1.:) = n:i + r'j + (x + :)k.
C R(0 = 3fi + /-j + 2ík:0 s r £ 3

/,'»i los ejeraaos 41 s 42, un/ir/iie los ttoremas Je la Jnei- 
qiiuiaJe Gauss \ JcSlokestn el plano jiara Fifi

41. Fu,\) = 4il + 3xJ y A’ es la region limitada fs’t 
i*'‘ + s'-'^ = 1

42. Fti. V) - 3\-¡ + 4i - j y A’ cs la region acolada jvf 
elipse 9»- + !6i * = 144

l.ii los cjeraiios 43 \ 44. tniplee ti leortma Je tírrcii 
loh nliir ti trabajo total rni/i:«i/í* al miner m/i objeto ti ei 
Simulo ««Mffíirm al Jil qiro Je las /mmeii//as Jil reloj uf^ 
xez uhtJtJor Je C u «•/ nunimunlo es tuusaJo pt>r el «vi»V'’ 
i/i jiierzii F(». \) .S'iipcnv*» ijue ti ano sepnJe en ineinn s la 
bu rza en «cuMim.

43. C’es la circtinlea-ncia 1* + \ - = 4.
Fti.v) = m* + sos 111 + (V* + f')j

44. (’es la ebpse9i- + \* = 9.
F(i. v) = l2i - 3v)l + U + 2\)J

All los tjcnuios 4^ s 4l> laltule la tasa Je flujo (<• ui/wf^ 
Je /lili m til) Jt un IhiiJo /i«< r«i Jt lo r< t¡ioii K limilaJa /s'r ^ 
w F( 1.111« ( / «iim/>i» Je uliH'iJaJ Jrl IhiiJo Su¡>onqa queít
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II lili hliiil w niitli I'll 11 iiiiiiutrin pur » «7 nn’ii lU ¡I
III ti iilinn Inn i iiiiilriulos

4.'*. 111. »I = (41 ^ul i 41*ij, Í' cs cl Criánjiulo
ralJncuIl>lU>ll^ \crtacs son <(i. ] ( id 4| j (4.4(

46. I (I O = 11 ■ + 12 I) i + (41 - j * ij ( cs l.i clipsc 
»- + 4\- = If.

47. Ohlciicacl \ jinr ilc la imcjT.il dc linca

SI ( Cs cl aru. dc l.i tircuiilcrciki.i \- * \' = 4 dcsdc 
I 2 2tlias|.i( 2. 2 I

4K. Apliijiic cl icorcm.i dc (¡fn-ii para calcular cl area del 
ciiadnlatcro ciisiis \crticcs sun Ids punios lO (I). |4. 2l. 
I !..')»> 1-2. 11

47. l-.caiuc la iiiiccral dc superficie |j x> do. donde .V cs b 

porcion dd piano 1» + 2» - c - 0 del primer «.Uanlc 
V (|iic sc cncucnira dehajo del piano ' f.

511. ( alude la uilejiral dc siipcftluc d t* do. donde S cs la

poruon del cilindro t' * I del pnmer latatitc li-
mii.ub porcl piano i\ > cl piano.* = I

51. iKIcmiine la mlciiral dc superficie if i do. donde S cs la

poruon dd ulindio 'I - \' del priiiier otianic ImiKa- 
d.i por los planos coonleiuJos > cl plano \ = 2

52. Lvalue la miepral de su]Krtluc (i u.' do donde .S cs la

pnrvion ilcl cilindro v - + - 7 ubicada ciilrc loe
planos I - 1 \ t = 4

5.4. Calcule la masa de la poiuon de la esfera »’ -t v ♦ 
• 4 ilel primer oclanle si la densidad superliu.il en
cualipiier punto (v. v. ;i ile la siipcrcie es kr- kilojiramos 
por metro ciiadnido donde k cs una consume

54. Mctcrmiiie l.i masa de la semtesicra r * v* r c 4 
ipie sc cnuicnlra atrib.i dd plano i« 'i la densidad super- 
liu.il en ciiali]mer punto u v. .*i de la superficie cs (4 - :l 
1 ilo¿;ramos por metro ui.idr.ido Siiccn /i< m la iniecral de 
••iipcTticie es impiopia ( oiiMilte d ejemplo 7 de la see- 
clon 11 I

55. l II ciiihiidii nene l.i lumia dc la poruon del cono
1 ' + . ’ ijiie esta entre los planos r = I \ : 4
Si la dciisid.iil siipirlici.il cii cu.ilijiiicr punto (i. .*1 dc
la su|htIicic cs iM) ."I kilogramos por mcito cu.idr.ulo. 
obicnc.t la ilusa dd ciiilnido

56. .Suponya que la superficie S cs pane da la esfera f - 
V * + r* = y que sc encuentra por .imba de ki rccion I) 
dd plano iv limitada por la urcunfciencia i* • » - = | 
Si el campo de vcloud.id dc un Huido esta dctcrnimado por

I (v. V. rj = -vi + vj f

calcule d Ilujo de F a ir.ivcs Je.S

57. M campo de vdocid.iJde un Huido esiadcfin-do por

F(r. V.;» = 2rl + 2vj 4-

> la superficie S cs la porción dd panibolnide r = 4 - 
»' - V' ubicada arriba dd plano tv Calcule d flujo de F 
a través de.S

58. Verifique el teorema de la diverccnua dc Gauss si 
Ftr.v.rí =- |.-| V .Scslacsfcraa* ■*. c- * s 4

hi hn i-jcrat iin 5'J v M cinplii' <7 hnri mii dc la diu-r^tiuu 
dc (itiiiw pura iidtidtir la iiuci;rtd dc supeijuir F • N do 
para F v 5

57. Fu. V. :1 - 2ü + ij + 2:K. S cs la fronlcra de la rc- 
jMon limii.id.i laieralmemc por el cilindro t* + v* = H. 
micnomienic por el plano vv \ 'upenormente por d pía- 
ñor = 2

60. F(r. V. r) = i’i + I “j s- ;-|c. S cs la fronlcra de la re­
gión Imiilada por d cono z - _ 1* d plano

I n hn ejen n íoi 6/ v 62 \cnfiipic 11 tinrcmi dc Stnkc\ parí. 
Fv S

61. Fir. v.rl = ri * 4»j + 2rk. S cs la porción dd p.ua-
boloidcr = 7 - - \* ubicada ambj del plano tv

62. Fu. v.rl = vvi + vrj + trk. S es la semicsfera t* * 
V- + r* = 16 que esta .imba del plano tv.

¡11 hn cjcniain 6.1 v 67. iitdicc il uarciiHi dc Slnki\ para 
I udiiarlii mtciiral ji^ F • T i/v para F v C

6.4. Fii.v.r) = (: + Inlv* i- Inl cosiv - \-)j »
i.4v* - c ik.

C Rtri = cosjí + senrj + k.(> S 1 2."

64. Ftt.v.rl = -2v¡ + .4ij + rk. C cs la cirvunferenu.1 

\' f V - 1 del plano tv

/11 hn cjcri h iin 64 v 66, dvimunirc la uh iilidad vi f m i/ui 
fiim ion leal v V rv una fuiiaiUt \ci tonal

65. div( f V) = V/ • V 4- /div \

66. rou/Vv = V/ X \ + /rotV
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A.n Fracciones parciales

n este opéndice se encuentran en forma conciso los 
conocimientos previos al estudio del Cálculo nece­
sarios para una mejor comprensión de este libro 

La habilidad para resolver ecuaciones / desigual­
dades es crucio! en Cólcuío, por esto, en lo sección A 1 se 
tratan ospeclos relativos al conjunto de lor números reales 
entre ellos los relaciones de order), los intervalos y el vofor 
absoluto

La geometría analítica es fundamental poro el estudio 
del Cálculo Los conceptos elementales de esta rama de las 
motemóticos tales como el sistema de coordenadas carte­
sianas rectangulares, la distancia entre dos puntos y punto 
medio de un segmento, asi como los de gráfica de uno 
ecuación y simetría de una gráfico, se presenten en la 
sección A 2

La sección A.3 está dedicada ol estudio de lo redo 
Aquí se muestran algunas formas de sus ecuociones y los 
conceptos sobre paralelismoy perpendicularidad.

En la sección A.4 se inicia el análisis de las secciones 
cónicas (o cónicas) con el estudio de la parábolo y sus 
propiedades, mientras que en lo sección A.5 se aborda la 
circunferencia Con el objeto de obtener los ecuaciones 
generóles de las cónicos, se ha destinado la sección A ó o 
la traslación de ejes. En las secciones A.7 y A 8 se troten 
las elipses e hipérbolas, respectivamente

En la sección A.9 se estudien las funciones trigono­
métricas de mañero general, es decir, definidos en lo 
circunferencia unitaria

En la sección A 10 se analiza lo ecuación ge­
neral de segundo grado en dos variables y se es­
tudia la rotación de ejes. Estos dos temos están 
ligados debido a que una ecuación del tipo 
mencionado represento uno cónica, o cónico 
degenerada, cuyo eje principal no es paralelo 
o ninguno de los ejes coordenados A fm de 

eliminar el término en xy de uno ecuación de 
esta clase y de que el eje principal de lo cónica sea 

paralelo o alguno de los ejes coordenados, es necesario 
rotor ios ejes mediante un ángulo conveniente.

El estudio de las fracciones parciales, indispensable 
para ciertas manipulaciones en Cálculo integral, se pre­
senta en la sección final de este apéndice, en el A.11

1
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A.1 NUMEROS REALES Y DESIGUALDADES

El sistema numérico real consiste de un conjunto R de elementos denomina­
dos números reales y dos operaciones llamadas adición y multiplicación, 
denotadas por los símbolos + y •. respectivamente Si a y ó son elementos del 
conjunto R, a + b indica la suma de a y ¿j, y a • 6 (o aó) representa su 
producto. La operación sustracción se define mediante la ecuación

II - h = (I + (-/)»

domlir -h dciiiil.i l-1 nepativo Je h d cual es el número para el que 
h (-/>i = 0 La operation tJisisión se define mediante la ecuación

a ^ ' h 0

donde ó ' représenla d rccíprnto de h, que es d número para d cual 
h h ' = \

I-l sistema numéritu real [luede deserihirse completamente mediante 
im ciinjunln Je axiomas i la palabra uxiomu se emplea para indicar una propo­
sition toriiial que se considera \ erdadera sin demostración). Con base en estos 
axiomas se pueden deducir las propiedades de los números reales de las que se 
obtienen las conocidas operaciones algebraicas de adición, sustracción, 
inulltplicjción > diMsión asi como los conceptos algebraicos de resolución 
de ecuaciones x facton/ación, entre otros

Las propiedades que pueden obtenerse como consecuencias lógicas de los 
axiomas se denominan teoremas. I;n los enunciados de la majoríade los leo- 
lenias se presentan dos partes la parle del '‘si", llamada hipótesis, y la parle del 
'entonces”, denominada coiK'liisión. hl argumento que \erifica un teorema 
recibe el nombre de demoslradcin (o pruelial Una demostración consiste en 
mostrar que la conclusión se infiere de la supuesta verdad de )a hipótesis.

Un número real es positix o. negativo ocero. > cualquiernúincroreal puede 
clasificarse como nuioiiui o tiracioiuil Un número rucionul es aquel que 
puede expresjcse como la ra/oii de dos número enteros Esto es. un númem 
racional es de la tomia ¡>¡t¡. donde /> v </ son números enteros ) f/ ^ 0 Los 
miincros racionales consisten de

Los nimieros enteros (positivos neg.ilnos v cero)

.-S.-4.-'Í.-2.-1.1I. 1.2. 3.4..':.. .

Las rracdcines positivas v negativas, tales como

Los luimeros decimiiles llnilos positivos v negativos, por ejemplo.

» =-rálio

Los n Hileros dedmnies infinitos periódicos positivos > negativos, 

lalc's como

o 33.3 = -(I .s4V.'i4‘).M‘) =

l.t»s números reales que no son racionales se denominan númerus irra­
cionales. I.stos son los números dedimiles infinitos no periódicos positi­

vos j negativos, por ejemplo.
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.3 = 1.732.. n = 3.14159...

Rn ocasiones se utilizará notación y lerminoloi’ía de conjuntos. La idea 
de fonjiintf) se emplea extensisamcnie en matemáticas y se consideran 
concepto básico, del que no se presenta una definición formal Se puedi 
decir que un conjunto es una colección de objetos, y los objetos de un con­
junto se denominan elementos. Si cada elemento de un conjunto S es t.a7i- 
bién un elemento de un conjunto T, enioces se dice que 5 es un suticcinjunio 
de T En Cálculo se tratará con el conjunto R de los números realeo Dr.5 
subconjuntos importantes de R son el conjunto /V de los números naturala 
(o alteros positivos) y el conjunto Z de los números enteros.

Se utilizará el símbolo € para indicar que un elemento cspccfrico peití- 
nece a un conjunto. En consecuencia, se puede escribir 8 G M lo cual se ík 
"8 es un elemento de iV". La notación a. b ^ S expresa que tanto a como fc 
.son elementos de 5. El símbolo G se lee "no es elemento de". Así. i G <Vse 

lee I no es elemento de N".

Un par de liases { ), empleado junto con palabras o símbolos, pucd¿ 
describir un conjunto Si Ses el conjunto de los números naturales menoresqui 
6, puede escribirse el conjunto S como

11.2.3.4.5)

También puede expresarse el conjunto S como

l.r. tales que .x es un número natural menor que 6)

donde el símbolo .r se denomina variable. Una variable es un símbolo que st 
emplea para representar cualquier elemento de un conjunto dado.

El conjunto 5 también se puede expresar por medio de la notación por 
construcción como sigue, donde se emplea una barra vertical en lugar de las 
palabras tales ipie:

{.( [.tes un número natural menor que 6]

lo cual se lee "el conjunto de todas las.r tales que ves un número natural menor 
que 6".

Dos conjuntos .4 y D se dice que son iguales, lo que se escribe como 
A = B. si A y B tiene elementos idénticos. La unión de dos conjuntos Ay B. 
denotada por A U W y que se lee "A unión B". es el conjunto de lodos lo> 
elementos que están en .4 o en B. o en ambos. La intersección de A y B. deno­
tada por .4 n /í y que se lee “A intersección B". es el conjunto de sólo 

aquellos elementos que están tanto en .4 como en B. El conjunto que no 
contiene elementos recibe el nombre de conjunto v acío y se denota por 0-

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere los siguiente' 
conjuntos .4 = {2,4.6, 8. 10. 12). B = (1,4.9, 16) y C = (2. 10)- 

Entonces

A U B = (1.2. 4. 6.8.9. 10. 12.16) A D B = (4)

B U C = 11.2.4.9. 10. 16) BDC=0 ^

Los elementos del conjunto R pueden ordenarse mediante una rclacióf 
denotada por los símbolos < (léase "menor que") y > (léase "mayorquc"l- 

los cuales se definen a continuación.
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A«1.í Definición de <

ÜddiK a, h e H.

(i) i¡ < I) sivsúlosi h - (j L*s piiMtiw): 

(i¡) II > h sijsóliisi (I - /> es pi)sui\o

EJEMPLO ILUSTRATiVO 2

(ni .1 < 5pnrqiie5 - ^ = 2. \ 2espnsm\o

lili -10 < -0 parque- {-10> = 4. j 4 es pi)sni%o

(ci 7 > 2 parque 7 - 2 = 5 \ 5 es positivo

td) -2 > -7 porque-2 - (-7) = 5. y 5 es positivo.

le) j > parque j - ^ = i.v jV es posiino 4

-Aliorii se delliiir.in los símholos < dense "es menor que o igual a") 
V > (léase "es mas or que o igual a")

A.1.2 Definición de ¿ y ¿

Dados a. h G R.

lil o ¿ h SI y solo SI a < h o (/ = }>:

dil (/ > /» SI y sólo SI a > h o a = h.

I.as proposiciones o < h. ii > h, o < /» y o =r h se denominan desi­
gualdades. Kn particular.!/ < h \ II > //sellaniandesigualdadescstrictas. 
mienirasque// < h\t¡ > /) reciben el nombre de desijiiialdades no estrictas.

De l.i dermicii'm de < y >.

II > 0 SI y solo SI //es positivo

(I < (1 si y sólo si (/es negativo

1:1 leorema siguiente prt'poreiona algunas porpiedades de las desi­
gualdades F.sias propiedades pueden demostrarse ulili/ando los aviomas 
del Loniunlo R y las definiciones anteriores.

A.1.3 Teorema Propiedades de < y >

Dados (/. h. (/ G R.

lil SI (/ > (I \ h > 0.entonces ¡i ■+ h > (J.

(iil SI (j > 0 y h > (¡.entonces ¡ih > 0.
liíi) SI n < h y h < c. entonces ./ < r; l propiedad transitiva)

(¡vi si (I < h. entonces a t c < h + c;
(V) SI II < h y f < (/.entonces o -f ( </> + (/;

(v¡) si ii < h y r > 0. entonces ac < he:

(víil si ü < /> y (• < 0. entonces ae > he.

La propiedad iil anterior establece que la suma de dos números positi­
vos es positiva, y la propiedad liil establece que el producto de dos numero- 

positivos es positivo.



EJEMPLO ILUSTRATIVO 3

(u) Si c < 5y5 < y. cnlonccs. por l.i propicdjd íúi). x < y.
(b) Si r < y. cnlonces. por Iü propiedad (iv). .r + 4 < y + 4. Por ejemplo,

3 < y; de modo que 3 + 4 < 9 + 4 o. equivalentemcnle. 7 < |3 
Además. SI X < V. cnionces x - II < y - II Por ejemplo, 3 < 9. 
por lo que 3 - 11 < 9 - 11 o, equivulcnicmente, -8 < -2.

(c) Si .X < K y y < -3, enlonees, de la propiedad (v). .t + y < 8 + (-3j, 
eslo es. X + y < 5.

Id) Si X < y, entonces, de la propiedad (v). 7v < 7y Por ejemplo, como
.*5 < 8. entonces 7 • 5 < 7 • 8 o. equivalcnlemenlc. 35 < 56

(c) Como 4 < 6, y SI c < 0. enlonees, de la propiedad (vii). 4; > 6r. Por 
ejemplo, como 4 < 6, entonces 4(-3j > 6(-3) o, equivalentcmenic, 
-12 > -18 i

La propiedad (vi) establece que si los dos miembros de una desigualdad 
se multiplican por un número positivo, entonces el sentido de la desigual­
dad no se altera, mientra.s que la propiedad (viij establece que si los dos 
miembros de una desigualdad se multiplican por un número negatisu, en­
tonces el sentido de la desigualdad se invierte. Las propiedades (vi) j (siij 
también se cumplen para la división en visla de que al disidir los dos miem­
bros de una desigualdad entre un número did * 0) equivale a multipli­
carlos por l/J

.Se dice que un número .i está entre a y h a < x y x < b. Esto se 
puede expresar como la desigualdad continua ti < .r < h. Otra desigual­
dad continua es <i ¿ .t ¿ h la cual significa que a ^ x y x ^ h Además 
de éstas, otras desigualdades continuas son o < r < /» > <i < .r £ b.

^ EJEMPLO 1 Exprese los siguientes conjuntos ton la notación 

de conjuntos y uno o más de los símbolos <. >. < y s; la) el conjunto Je 
todas las x tales que x está entre -2 y 2, (h) el conjunto de todas las / tales 
que 4/ - l es no negativo; (c) el conjunto de todas las y tales que v + 3 
es positivo y menor que o igual a 15. (d) el conjunto de indas las z tales que 
2res nuvorque o igual a-5 y menor que -I

Solución
(u| = (\|-2 < .1 < 2) (b) = [rj4f - 1 s 0)
(c) = (\¡() < y + 3 £ 151 <d) = id-5 £ 2: < -I) ^

A continuación se prescniará una interpretación geométrica del con­
junto A’ lie los números reates al asociarlos con puntos de una recta hon* 
/onlal denommadii eje. Se elige un punto, llamado origen, para representar 
el número 0. Se selecciona arbitrariamente una unidad de distancia. De'pué'. 
cada núme-ro entero positivo // se representa por el punto situado a n uni­

dades a la derecha del origen, y cada número entero negativo -n se repre­
senta por el punto ubicado a una disiunciu de ri unidades a la izquierda del 

ungen A estos punu>s se les conoce como puntos unidad y se designan 
mediante los numero-» con los cuales se asocian. Por ejemplo. 4 se representa 
por el punió que esta 4 unidades a la dereclw del origen, y -4 se représenla por 
el punto ubicado a 4 unidades a la i/quierda del origen. La figura 1 mue^tra
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Ici'. ininlm ünid.idcs i|uc representan a «t y los primeros dote números 
eiileros positivos y sus correspondientes enteros negativos.

•10 -.1 (I 5 III

ri(;ukA 1

Los números r.icioi»ules se asocian con puntos del eje de la figura 1 al 
disidir los segmentos cuyos extremos son puntos que representan números 
enteros sucesivos. F^^r ejemplo, si el segmento de O a 1 se diside en siete parles 
iguales, el extremo derecho de la primera subdivisión se asocia con -. el 
extremo derecho de la segunda se asocia con y así sucesivamente. El punto 

asociado con el número está a tres séptimos de la distancia del punto uni­

tario 3 al punto unitario 4 De manera semejante, un número racional nega­
tivo se asocia con un punto situado a la izquierda del origen La figura 2 
muesira algunos puntos asociados con números racionales.

♦ • ♦ --♦♦♦- «»-«• «

-4 - ; -3 -]-\-\ o; ;i ! 2 ■ 7 -i

(•k;ura 2

Las construcciones geométricas pueden unli/arsc para determinar puntos 
(|ue corresponden u ciertos números irracionales, tales como .2, %3. -.5. 
etcétera Consulte los ejercicios 35 y 36. Los puntos que corresponden a otros 
números irracionales pueden detemiinarse empleando aproximaciones deci­
males Por ejemplo, el punto que corresponde al número n puede aproximarse 
empleando algunos de los dígitos de la representación decimal 3.14159. .

Todo número irracional puede asociarse con un único punto del eje y 
cada punto que no corresponde a un número racional puede asociarse con un 
número irracional Este hecho está garantizado por el axioma de completez 
(axioma 8 2 9). cuso enunciado se presenta en la sección 8.2 debido a que 
se requiere cierta terminología presentada y discutida ahí De esta manera, 
existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto R y el conjunto de los 
pumos de un eje. Por esta razón, al eje Imrizonlal se le conoce como recta 
numérica real (recia real o eje real) Comti los puntos de esta recta están 
identificados con los números que representan, se utiliza el mismo símbolo 

para representar el numero \ el punto

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considere el conjunto
|.i I -6 < .X < 4|. Este conjunto esta representado en la recta numérica real 
de la figura 3 El corchete en 4 indica que el 4 pertenece al conjunto, y el pa­
réntesis en -6 indica ([ue -6 no esta en el conjunto ^

(-------------------------------------------- 3—

¡O -<> -X I) J X

< t n 4|

fk;iira3

El conjunto de los números V que satislacen la desigualdad íi < v < />se

denomina inlen alo abierto y se denota por (o. bl Por tanto.

idjfl - |\|«í < .1 < /»)



1144 APÉNDICE

1:1 intervalo cvrruüo de a j h es c) imervahi uhierto (tf. h) junio con lo, 
dos extremos del sejiiiienio a y h, y se denota por (o, h\ Así.

(<i, h] = (.r I (i S .r S /i I

l-j fljiuru 4 muestra el intervalo abierto (a, b), y la figura 5 presentad 
intervalo cerrado (o. h]

1:1 intervalo svmiabierto por la izquierda es el miersalo abierto 
(ti. h} junto con el extremo derecho h. Este intervalo se denota por (rj. lij. 
de modo que

Sí < .t £ /;}

[----------------------- ] ►
u h

Fi(íl RA 5

i--------------------------- j- ►
n h

FIGURA íi

a

FIGURA 7

o

fk;ura h

FIGURA •>

h

Se define el intervalo semiahierto por la derecha de manera similars 
se denota por [«, h). Así.

\a, h) = |.r I íj < .r < /;)

El intervalo (fi. h \ se muestra en la figura 6. y el inters alo [n. /;) se presenta 
en la tlgura 7

Se utilizará el símbolo -t-oo (infinito positivo o más infinito) y el símbolo 
-M (infinito negativo o menos infinito); sin embargo, tenga cuidado en no 
confundir estos símbolos con números reales, ya que no cumplen las propie­
dades de dichos números Así. se tienen los siguientes intervalos:

ia, -t-w) = I V > fij 

(-00. f>) = 1a|.v < ¿I 

(tí. +00) = (.t|.r > ü| 
í-w. /;] = (tj.v s h\

(-00. +00) = /i

La figura 8 muestra el intervalo (a. +«»). mientras que la figura y presenta 
el intervalo (-oo, />). Observe que (-oo, +oo) representa el conjunto de todos 
los números reales.

Para cada uno de los inten alos (ri. h). (<r. />J. (tí. /;) y (tí. />) los números ü 
y h se denominan c.xtremos del inien’alo. El intervalo cerrado («. />] con­
tiene a los dos extremo.s. mientras que el intervalo abierto («. h) no contiene 
a ninguno de sus extremos. El intervalo (</. /;) contiene a su extremo iz­
quierdo pero no al derecho, y el intervalo (a.h\ contiene a su extremo 
derecho pero no ul izquierdo. Un intervalo abierto puede considerarse como 
el intervalo que no contiene a sus extremos, por el conirano, un iniena- 
lo cerrado puede considerarse como el intervalo que contiene a lodos sus 
extremos En consecuencia, el intervalo |tí.+») se considera como un in- 
tersah) cerrado porque contiene u su único extremo a De forma semejante. 
(-00, /j| es un intervalo cerrado, en tanto que (a, +oo) y (-oo, h) son abiertos. 
Los intervalos (o. /;) y (<i. /») no son abiertos m cerrados El intervalo 
(-00. +0O) no tiene extremos, y se considera tanto abierto como cernido

r EJEMPLO 2 Muestre el conjunto sobre una recta numénca real 
y exprese el conjunto en notación de intervalos.

(a) |.r¡-7 < ,v< -2| (h) {.v|.v > I v .\ < 101
(c) (rj.T < -5 o X a 5| (d) |.rj.t S 2} H (.\|,v < 9}

(c) i.v¡A < 0) U |.v|.r > 3|
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Solución I as liuiiM. lUla). (b). (l). (ti) y (l‘) muestran lasumjunU)-. subre 

I.L recta mimuriea re.il respcLliv ámeme Con la notauon de inler\akis, se tiene

(al |vl 7 s 1 < -21 = (-7.-2)

(1)1 |\|\ > 1 V \ < 101 (1. 10)
(t) 11 I i -5 i> \ ^ 1 = (- c«. -*í| U [5. + oc)
(d) [ > I t a 2| ri (í I r < 0| = [2.0)

(o) 1»11 < 01 U I \ 11 a 31 = (-«. 0) U |í. + 4

^ EJEMPLOS Muestre el lnler^ alo sobre ia recta real y utilice la 

notauon de conjuntos y los símbolos de desigualdad para expresar (a) (-2. 4». 
ti» (3. 7| )c) (1.6). Ul) 1-4. 01. (c) [0, +»). (f) (-«,

Solución Los inters alos se muestran en la recta rea! de las figuras lita), 

(b). (c). (d). (el y (t). respectisamente Con la notaciiin de conjuntos se tiene

[-------- )
iit 7 S n

h| 7 . :|

lal

O 1 S III

(i!. > I > i- 10)

(1)1

■H E—*
S (J s

(tic- S ,.-S)
(u

[----------------------) ^
o ; s •, 10
Iti. 2) <

td)

- - - - - - - ) E- - - - - - -
o s

(«[«■'01 . |||> o
re)

f IGl'KA 10

(ii) (-2 4) = |i¡-2 < s < 4| 

(c) (1.6) (s I I < s < 61
(e) |(), r «) - I \ j í >01

(h) [3 71 = |v|3 í: i 71 

Ull (-4. OJ = I r|-4 < \ £ 0)
(fl (-W, 5) = I s ¡ s < 5) 4

Ll concepto de \(ilor iihu<liiii> de un numero se emplea en algunas 
deliiuuones importantes del Calculo

A^1.4 Defímeión de valor abíólúto,
Sutes un número real, entonces el xulurabsoluUi de <t denotado por [«|. 

es fl SI a es no negatiso, y es -a si d es neg.iti\o Con símbolos se escribe

(Ji

E---------- ]
() 1 S 7 M)

M ->\
Mil

E- - - - - - - - ) ►
II I S fl

|1 r>i
Iti

i----------3
s i n

I 1 ii|

1(0

------------- )
(I S

( C.) S)
iri

I K>1 itA il

I _ I d si <1 > o
! -u SI ll < 0

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sienladerimcmnantenorse

loma</ como (i. Oy -6. se tiene, respecln amente,

|o| = 6 |l>l - ‘J |-^'l =

= 6 <
l-.l \alor absoluto de un luimero puede considerarse como su distancia 

(sin tener en citenl.i el sentido, a la derecha o a la i/ijiiieida) desde el origen 
1 II jiailiciil.ir. los puntos ts y -(> est.m cada uno a seis unidades del origen 

De l.i dcliniuoii de \alor absoluto, se tiene

. , I (1 h sui - b 5 (1
1' - i - I

1 (o A) SI a - b < (I

(I. c(|iiis.ilenteiiienle

I I (1 - A SI ll 7- /^

I ll la leda nunicrica real, [o /> | imid.ules puede iiiterpret.irse como 
la dH.inci untie <i y h sin lenei di cuenta el sentido. Kelierase a la figura 12.
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ií| < h ii. > l‘
- I.., fc' ' fl •• L. hl 4J, ^ •
• • •»
H, /i «i.

i Kil'KA 12

- f
-xt

-í¡< 1 <ll

U
|i¡ <«

r EJEMPLO 4 Mucslfc en la recta real los puntos que correspon. 
den a los números -10. -7. -5. -3. 0. 3. 3. 7 y 10. Calcule la distancia entre u 
y V en los siguientes casos: (u) K = 10. v = 3;(b)n = 3. v = 7;(c)ii = 5,
V =: -3; (di II = -7. V = 0; íej ii - -3. r = -5; (f) ii ■-= -lO.v = -7.

Solución La figura 13 mueslru en la recta real los puntos que correspan- 
den a los números dados, fin cada inciso la distancia entre ti y v es 11< - ^ j 
unidades;
(a) |(i - v¡ = 1 10 - 3| (b) I» - v| = 13-71

= |v| = |-4|

= 7 = 4
(c) 1» - V1 = 15 - (-3)j

= i«l

(d) |if - r| = 1-7 -0|
= |-7|

= H = 7
(c) |ií - i'l = [-3 - (-5l|

= |2l
(f) 1» - v| = |-lf) - (-7)1

= l'3l
_ 2

A • • A ,_^ , A

= 3 ◄

-10 -7 -S I) 3 5
• • w ►
7 10

FKil'ILV 14 FIGURA 13

[r|>« |i|>.,

-u 0 II

t < -íi \ > II

FIGURA 15

Ahora su trabajará cun desigualdades que contienen valores absolutos. 
La desigualdad | -t { < o. donde u > 0. establece que en la recta numénea 

real la distancia del origen al punto x e.s menor que a unidades; esto es. 
-a < X < íi. Consulte la llgura 14. La desigualdad |.r| > a, donde o > t). 

indica que en la recta real la distancia del origen al punto x es mayor que a 
unidades; esto es. .f > ti o .r < -a. Refiérase a la figura 15. A continuación 
se establecen estos dos resultados formalmente. La flecha doble <=> se utili­
za aquí y a lo largo del texto para indicar que la proposición anterior al sím­
bolo y la proposición posterior son equis alentes. Así.

j v| < a <=> -íi < .t < ti donde ti > 0 It)

|.v| > 11 « X > ti o .r < -tí donde ti > 0 l2l

Recuerde de álgebra que el símbolo .a. donde ti S 0. está definido co­
mo el único número un iwf’dlivt) x tal que .s- = ti. Se lee como "la raí/ 
cuadrada principal de Por ejemplo.

4 = 2

;Ví»iii; .4;* -2 auni|ue (-2)- = 4. debido a que . 4 denota sólo la raí/ 
cuadrada/KMi/ii'tide , 4. l,a raíz cuadrada íifgtitirti de 4 se representa p»ir--. 4- 

Como se tratarán úmeamente números reales en Cálculo. \« no está 
definida SKI < 0.

De la definición de .a se deduce que

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6
-.5^ = |3l = l-M

= 5 =3 4
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L.IS propiol.idts del vjlnr absoluto dadas en el leoruna siguiente son 
iihIls en Cukulo

A. 1.5 Teorema

Sean a. h € R. entonces
li) I»/-! - |o| l/>|

(ii) si/. ^ o

Demostración de (i)

l<//.[ = (oh)-

- U‘¡¡-

= tt- h'
= I í( I 1 /. I ■

La demostración de (iil es similar
Hn Calculo, con Irecuencia se desea reemplazar una desigualdad por otra 

cquisalenie > mas simple como se muestra en el ejemplo siguiente

^ EJEMPLOS Muestre que la desigualdad

I t'^r + 2) - K I < I es equivalente a ] v - 2 [ < |

Solución L.IS desigualdades sif,uientes son equivalentes

|(U + 2) - X| < 1
|1| - (i¡ < I

|l(r - 2)| < I

hll' - 2| < I

l|v - 2| < 1
|v - 2l < i <

I n el letirema siguiente denominado Ji\n;iiiiltliiíJ dil intiin’iilo (o 
liioiii^iilor) j siis dos corolarios dados en el teorema A I 7. se emplean 
regularmente en la demostración de teoremas del Cdlciilo

A.1.6 Teorema La desigualdad del triángulo

Dados II h G R entonces 

l<i -r /p| :S |«| + |/»1

Demostración Por la dehnicioii de valor absoluto, o = |(i| o 

o -|ii|.asi

Ademas

Deesi.isdosdcsiuu.iKladesconlimias) laptopiedaJ(v tdeheorema \ I .^.lesiilia 

-t |«j f ¡/'I I ¿ |‘t| + |/*|
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Lii «.oiisucuL'iiLiu, de !<i proposictún 11) eon ^ en lu{iur de <, be licnc

jii + h\ £ |ii| + 1*1 ■

Hn el ejemplo ilustrjtivo Mj!uiente se muestra el contenido de la de­
sigualdad del triángulo para cuatro casos particulares

^ EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Sio = 3> * = 4.entonces

|íi + *1 = |3 + 4[ |ü| + 1*1 = |3¡ -»■ ]4l
= |7| =3 -.4
= 7 =7

Si <; = -3 j * = 4. entonces
I íí -I- /> I = j -3 + 4 I I “ i I = I “ I 1 i

= 11 I = 3 4
= 1 =7

Si a = 3 y * = -4. entonces
|(i + *[ = |3 -I- 1-4) I |«| -I- ]*| = |3] + i-4|

=• I - 1 I = 3 -I- 4
= 1 =7

Si <i = -3 > * = -4. entonces
ji; -I- *1 = 1-3 + l-4)| |íi| + |/»| = |-3l + |-4l 

= j-7| = 3 -f 4
= 7 =7

En cada caso ¡« -f * | S | ri | + j * | ^

A.1.7 Teorema

Sean a. * € R. entonces 
(i) |t/ - *1 £ |íi| + 1*1 

di) l<i| - 1*1 S |íi - *1

Demostración de (i)
|o - *1 = |íi + l-*)| S ¡<;| + ¡(-*>1 = l«i| + 1*1

Demostración de (ii)
|<i| = |í<i - *) + *1 £ |<í - *1 + j*|

De este modo, al restar j * ¡ de los dos miembros de la desigualdad, se tiene

I « I - I 1 £ I« - /i ¡ ■

EJERCICIOS A.1
hi Un fjenti itn I \ 2, uu'iiuiili' Un »tcimnun dc¡ Miluoniwilo 
iJiiJtnU ¡{<11 tliniMWhiitUIIi/iii /niii/intnrrmfiinulniilc\ Je 
lo rft lo iiuiiuru o leal Je Ki/iiu nía a Jim lio

1. i-:.3.2i..‘i.-7. ,2.-:.- s.-io.o. 2.-V-n

2. 1 -K.- ,2. 3.- .3.4. i 26. |,;r}

*ii los e/en u un J o fi, ulilit e Ui iioioi lóii Je i onjiiiitin s lino o 
oiin Je Un \iiiiboUn <. p. 5 > á ¡Hini Jenoioreiionjiiiito

3. tul I-) conjunto de todas las i tales i)ue i es major i|uc-9s 
menor que K, (b) el conjunlo de lodas las \ cnia' -12 > -.3 
ici d coiijunio de todas las .* tales que 4z - es negaloo

4. (al f:l conjunto de todas l.is \ entre-5 > 3.{b)el conjuntode 
todas las s tales que s es masur que o igual a -26 \ menor 
que -Itj. (c) el conjunto de linlas bs r tales que Ki - 4 C' 
posiino

5. tu) ElconjunlodeUkIjs las 1 talesque 2t 4csnonei'aU- 
so. (bl el conjuntode iixlas l.cs nales que res imisurqueo
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ir'i il •! 2 \ iiiihor t|UL‘ H. (II el LoiiiiiMlu tic IikJjs Lis « ules 
i|uc«i 2 es iii.istmjiic S s menor ({lie II i!'ii.il .17

f). 1.1)11 eorijiinit) lie toil.is l.is v i.iles t|ne 2» * ) es n» |hi->iii- 
\ o I III el eon|Uii|o tie Itnl.is I ii t i.iles t|ne es mi ijor cjiie 
in'. meíiuri|iieiiii;u.il.i20.u-|Lkoii|iiiilMileUhI.isI.is.m.iIcs 
t|iie 2* 4 ‘i esi,i emre-I \ S iiitlujeiulu e^tO'. mmieros

I nli'M II r,uiin "ti N t>t,'iiK >m utiiiuf\irt iluiii/iinlo
\i‘l>ri ht r< I III ri <il iiii irfri \i íi/t’ t /«oiijiiiilu ¡uir iiiiiliii ik’ nu- 
Mi ii'í» t/< mh rvii/ov uu) i/t'K fit'll íl I iiii/iiniii i ii /niliilini\, ilt 
iiuiiii hl Hiiujiiiilí ii til ill M r//>i ion lit lo\ fji'fi II iii\ J ii 6

7.

K.

•>.

lai{i i ^ :i
lul I I X 
<a)It i 
(bl|t i

- K)

> 2 > V < I2| 
í —lo X > J1

(1)1 11 |-4 < i r 41 
It» (> 11 < « < 'í|

III. <ui {t 
Ib) U

r a -S \ V £ 5| 
t < 1 u i > (>|

11. lai (i X 
(blIi I

12. lu) 11 X 
(h)(r r <

l.l. iu> 11 1 
Ib) 11 X 

14. (ul {i i 
(III I t t

>
C
>
>

21 n (i|t < 12)
-4| U |.|i > 4|
-5) n i.|i í 51
1) U |i|i > 1.1 
-4| n |c|r s 01 
o I U l.|r S 71 

-Ki n |i¡i r (l| 
21 U !tt< > l"l

l.ii ¡o\ fjcruiUtx Il IS. nuil Mn- ti mlinuh Mihn' lu n'ilu 
iiioiurnti full •. iiiilm lu luiiuiii'ii lU uiitjiiitiui \ miiiIuiIkx de 
di Muiitddudpuní dt iiotiir il iiUinulo iildii udii

15. laj (2.7) Ib) |-\M
(c) (-5.4| 1(1) 1-1(1. -2)

16. (a) (-5 5) (bl[l,0)
(c) |-S. 3) (d)i-7.0)

17. (a) p. 4CC) (b)(-M. »1

(c) (-4. -K) (d) (-».-«)

18. (ai (-«. -2) ibl (-1.4 W)
(O t'-.^. ID) (d) [().+«]

1II los tjt-n iiiii\ I0\ 20. diíinmiii el \utnr iihuiliilu iii i udii
lili IMI

VK la) l7|

(c) h ' 11 Id) ! .' - ■'1

211. la) 1 ' 1 tb) 1 k|

te» l-T 2| (d) 1 ^ - -t|

/ II li'\ III n 11 h>x2lu 2-1. »WH.v/r.- lux piiiilux ¡pie i urrexpumh n u
n i xiibielu inluitiil \ dt xpiuxi idi lili tudixuiiii lut litre i llux.

21. (a) lí = 8, V = 2 Ill) II -S. i =2
(c) H - S, V = -2 lili lí -K. i -2

22. (u) lí = 6. »• 4 (bl H = -fi. 1 - 4

IC) 1» = 6.) = -4 (d)« = -6.» = —1

24. (ii) M = r. t = ',f y í > 0
(b) II = i.\ = J/ y f < 0

t.n loi tjcratiox 25 (I JO dtiuueMn i/iic ta\ do\ dvnt;iiuUIi¡dis 
\<m i</(mii/t;irí’)

25. |(lt - 3) - y| < 1. \x - 6 < 4

26. |(2j 4 3) - 11 < 1. j t 4 6 < 7
27. |(3i - 5) - 1 1 < 4. |r - 2 <!.

2«. |l5v - 2| - 3] < 4. |r - 1

29. |(i« - 5) + 7| < i, [r 4 4 <s

30. |(Ir - h 4 2| < i. |x 4 4 <4

Cu lux (jerneiin Jl \ 32. xenfiifiie la dexiviiulduddil lniiui;idu 
puní lux Milurex de ii v h

31. (a) <1 = 5 y 6 = 7 (bl u = 5 •] b = -1

(c) (1 = -5 y b - 1 (día = -5 y b = -7

32. (al (j = 4 y b = (b)« = -4 y b = 4

(c) tj = 4 y b = - 4 (dl« = -4 y b = “4

tn lux tjíTíiciox J.l \ J-l, tildiíí lu JcMiiiiuldiitl del 
puní (/(«jiMímr/<) priipoui lón iniluuilii

33. Si 11 - I I < ^ y I' + 1 I 3 • '.■nionecs

34. Si I T - I I < i > I \ - JI < i. enconces

3S, Para iJelcrmiiiar el punto Ue la recta mimenca tea) que co­
rresponde al número .2. utilice la umsiruceión indicada 
en la fmura adjunta, desde el punto l. se dibuja un segmento 
de recta perpendicular al eje. .M unir el extremo supenorde 
este segmento con el origen se fonna un triángulo rectán­
gulo La longitud de la hipotenusa de este Inangulo es . 2 
umd.ides I-ste hecho se deduce del teorema de Pitacoras, 
el cual establece que <' tiene el niismo valor que u‘ + /)• 
donde r unidades es la longitud de I.i liipotenusj. \ <j uni­
dades y b unidades son las longitudes de los otros dos lados 
Después se dibuja un arco de la circunferencia que tiene 
su centro en el ungen y radio . 2, el punió d«)nJc este arco 
mtersccla al eje es .2 Utilice este meliHlo para deter- 
minar el punto eorrespondienle a 5

CL-
I s2

23. la) « = 1.1 = 2/. y / > ‘I 
(b) lí = M = 2(. y / < (I

3ft. Deleniimc el punto de la recta rcaJ que coixesponde al nú­
mero irracional •. 10 Sugeroiuí». consiilic el ejercicio 35.
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A.2 COORDENADAS Y GRÁFICAS DE ECUACIONES
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1.a tTtíuu()iuJola^'<v»/»ií'/r/«íí««/j7/fíi se atribuye a RfncDescartc.s(l5y6-| 650).
nialem.itieu y niúsofn francés, fín su libro Geomeiría, publicado en 1637, 
Descartes estableció la unión del álgebra y de la geometría mediante un üitema 
ílí- uiorilamdas íartcdanas recl(tm;iilare’¡ (llamado así en su honor) Emc 
sistema de coordenadas uiili/aparci ordauuhs de números reales,

Dos números reales cualesquiera forman un par. y cuando el orden en que 
aparecen los números es sigmficame.se le denomina par ordenado. Si .resel 
primer número real y \ es el segundo, este par ordenado se denota por (r, u. 
Observe que el par ordenado (5. 2) es diferente del par ordenado (2. 5).

El conjunto de todos los pares ordenados de números reales recibe el 
nombre de plano numérico, el cual se denota por /(*. y cada par ordenado 
{t. y) es un punto del plano numérico De la misma forma en que R. el con­
junto de los números reales, se identifica con los puntos de un eje (espacio 
unidimensional), puede idenlifíeurse R~ con los puntos de un plano geomé­
trico (espacio bidimensional). F*ara ello se eligen dos rectas en el plana 
geométrico, una hori/onial. llamada eje x, y la otra vertical, denominada 
eje y. El punto de intersección de los ejes ,t y y recibe el nombre de origen, 
y se denota por O. Por lo común, las unidades de medición u lo largo de le> 
dos ejes es la misma Se establece que el sentido positivo del eje x es hacia 
la derecha del origen, y el sentido positivo del eje v es hacia arriba del 
origen Refiérase ¡i l.i figura 1.

Ahora se asociará un par ordenado de números reales (.v, v) ton un pumo 
del plano geométrico En el punto .v del eje huri¿onlal y en el punto y del oje 
vemeal, se dibujan segmentos de recta perpendiculares a los ejes respeclivp> 
La intersección de estos dos segmentos de recta perpendiculares es el punto P 
asociado con el par ordenado (v. \). Consulte la figura 2. Ei primer número v del 
parse denomina abscisa (o coordenada x) de P. y el segundo número y se lla­
ma ordenada (o coiirdenaduy) de P..Sí la abscisaes positiva, Pestaráa ladere- 
chacl ejey:y si es negativa, /’se bailará a la i/quierdudel eje y Si la ordenada 
es positiva. resi.tr.í arriba del eje i. y si es negativa, /’se hallará debajo del eje 
V L*i abscisa y la ordenada de un punto reciben el nombre de coordenadas 
cartesianas reclanguinres del punto Existe una correspondencia uno a uno 
entre los puntos de un plano geométrico > /(*; esto es. a cada punto le corrc'- 
ponde un único paroidcn.nlo(.\,y), \ cada parordcnadol v. v testa asociadoom 
un único punto Esta correspondencia uno a uno se denomina sistema cour- 
demulo cartesiano rectangular. La figura .3 ilustra un stsiema coordetudo 
cartesiano reci.ingular con algunos puntos indicados.

A los ejes » V y se les ll.inia ejes eoordenadus. Estos div iden .il |’l.im>cn 
cii.itro panes dcnomiiudas cttndrantes. El primer eiiadrante es aquel en el qua 
las abscisas y las ordcn.idas son positivas, es decir d cuaJr.mte supcni’t 
dercdio. i.os otros ciudranics se numeran en sentido contrario al giu' de las 
iii.inccilt.is dd idoi. por lo que d enano cuadrante cs d cu.idranie inlener 
ileicdio \'c.i 1.1 figui.i 1,

Debido a la voriespoiidencu uno a uno. se ulentiñca R' eon el plan.’ 

geométrico. I’or esl.i r.i/on a mi p.ii oidenado t v) se le ll.mia también jniiite
.\ voniiiuiaeion se dtsaiiii.i el pioblema ile calcular l.i vlisiancia einic 

líos pumos de //' .Si l cs el punto (»,. v,t V /» es el punto (\., v,l tes deciu ' 
y // tiene l.i tiiism.i ouleit.ula p.-io dileienle abseis.ii. entonaos la tllstaitcia 
dii'lgldn lie .1 .1 /(se deiiui.i poi (/(\ se deliiie como

II Kil'RA 4 .1/1 t.
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1 • EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Rd-,í„,sc h,s ntura^, 5(ai.

ib) y (c) Si A os el pumo (3. 4) y H es el pumo (9. 4). entontes AH = 9 - 3; 
cstocs.Á// = b. Si A es el pumo (-S.0) y es el pumo (6.0). entontes Á/i = 

6 -■ (-8). csiJecir. AW = 14. Si/\ es el punto (4. 2) y/i es el punto Ü. 2). en* 
lonees/Wí = I - 4.estoes. Afl = -3. Se obser. a que A/i es positiva si ií está 
.1 la deredij de A. y AH es negativa si H se eneiientra a la i/quierda de A ◄

Si C es el punto U,. y,) y D es el pumo (x¡. y-¡). entonces la dístuncía 
dirígídu de C a Ü. denotada por CD, se define por

CD = y, - y,

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Refiérase a las figuras 6(a| y 
(b).SiCeselpunto(l,-2)yZ)esclpunto(l.-8).entoncesC'D = -8 - (-2): 
esto es. CD = -6. Si C es el punto (-2. -3) y D es el punto (-2, 4). enton* 
ccsCD = 4 - (-3):esdecir.C/3 = 7.ElnúmeroC/Jesposiii\osi/)estápor 
arriba de C y CD es negaliso si Dse encuentra debajo de C. 4

Observe que el término disuimia diriinJa indica tanto la distancia 
como el sentido (positivo o negativo). Si sólo interesa la longitud del seg­
mento de recta entre los punto P, > P, sin considerar el sentido, entonces se 
emplea el térmtno d¡\ii¡iu ¡ü na dirif>idn. La distancia no dirigida de P| a P-, 
se denota por [ P|P.> |. la cual es un número no negativo. Si se utiliza la pala­
bra diUum ia sin el adjetivo J/r/gir/n u na diri}¡idíi, debe entenderse que se 
hace referencia a la distancia no dirigida.

Ahora se obtendrá una fónnula para calcular la distancia |P|P-<| si 

/’|(T|. .V|) y Pdx-u V,) son dos pumos cualesquiera de! plano. Se empleará el 
teorema de Pitágoras de la geonieiría plana. el cual .se enuncia a continuación. 
Consulte la figura 7.

A.2.1 Teorema El feorema de Pitógoras

En un tnángulo rectángulo, si u y h son las longitudes de los lados 
perpendiculares y c- es la longitud de la hiiToienusa, entonces

ü- 1- /»- = r*

L.i figura 8 muestra a /’, y P; en el primer cuádrame y el punto R(t,. \,). 
Observe que | /’,/% 1 es la longitud de la hipotenusa del triángulo rectángulo 

/',///’«. Del teorema de pitágoras. se tiene

O
t

h

MííimA 7

I

|/V:M =

I/*,/*: I - . ^

|p|pj - U: • vi>- + iv> - V,)-

l:n esta totmiila no se considera el símbolo ± Irente al radical debido a que 
j I es un luinu'io no negativo, La lónnula se cumple para todas las posi- 
ctoiic's posibles de P, y P> eii los ciialio euadnmies. La longtlud de la hi|Hnc-
nusa siempie es las longitudes de los catetos siempre son |/',p1 >

I /(/', I. ];ii consecuencia, .se tiene el teorema siguieiiie.
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I)

H(.l K \ 8

A.2.2 Teorema U> fórmula de la distancio

I,adistanciacnircdns puniosV|)y /%(r-,. v-,)está dctcTminadapiir

UV':I = .(V: - r,)í + - Vii'

Si /*| > P-, están en la misma reda lion/onlal. como en la fijíura ‘J, en 
lonces = \ I y

I /V': I = (»2 - M0'

^ = W2 ~ *^11 Iporquü

Ademas, si j están en la misma reda \erttcal. como se muestra en la 
figura 10. entonces r-, = r, y

\p7pA = \u-^,\ s=? l^i^;l = l'z “ '11

/’iít| »,í /' íi_,

FIGLRA •)

A cuniinuacKÍn se obtendrán las formulas para determinar el punto 
medio de un segmento de recta Sea A/(i. \) el punto medio del segmen 
H) de recta de P,(i|. t,) a P-.{\-„ i,) Consulte la figura 11 Como los inaneu- 
los P^fíM y MTP-, son congnientes, entonces

\P,R\ = \m\ y \RM\^\TP,\

Así.

' - 't = >2 - > 

2i = s, + \,

\| + Tit = -S-- V = ^1 ^2

De este modo se ha demostrado el teorema siguiente

i.)

lIGL’IU 10

A.2.3 Teorema Fórmulas del punto medio

Si es el punto medio del segmento de reda de a
I •,). entonces

__ M + '2 . _ 't + .'2
------------------2—----------------2—

Cn la deducción de las lormulas. se supuso que \, > t, y \ , Las 
iortiitilas también se cumplen al considerar cualquier otro orden de estO' 
números

^ EJEMPLO 1 (a) Determine las coordenadas del punto medio.'/

del segmento de reda de A(5. -3) a fí(-l. 6) (b) Ubique los puntos A, A/> üs’*' 
un sistema coordenado y demuestre que |AA7[ = |A///|

Solución

rifiim 11 (a) Si a/ es el punto (1.1). de las formulas del punto medio, se tiene
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I f)( *

De modo que M es el punto (2,

11)> Lü nguru 12 muestra los puntos /^. /\/ y fí. De la fórmula de la distancia se 
obtiene

¡,U/| = -.(2 - 5)= + (3 + 3j' |Á/fl| = ._(-í - 2)-~ + (6 - 3)2

= ='.‘J+T

= :-.13 =3 03

10

s -
i •
i

• . -s

-III -

RGL'RA J3

Tabla ¡_________________________
1 -I O I : ?

> ^ ' -H -s I 4 7

y =3»-2 

FlGl'RA 1-1

Por tanto. [AA/j =

Se ha mostrado cómo el sistema coordenado cartesiano puede emplear­
se para obtener hechos geométricos mediante álgebra Ahora se inosirurá 
cómo dicho sistema permite asociar una gráfica (un concepto geométri­
co) con una ecuación (un concepto algebraico).

Una ecuación algebraica en dos variables x y y es un enunciado en el 
que se establece que dos expresiones en x y y son iguales. Cuando x y \ se 
sustituyen por números específicos, por decir a y h. entonces el enunciado 
que resulta puede ser verdadero o falso. Si e.s verdadero, entonces el par 
ordenado la. h) .se denomina solución de la ecuación.

U EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la ecuación

y = 3v - 2 (I)

donde (.r. y) es un punto en /?*. Si x se .sustituye por 2 en la ecuación, se ob­
serva que 1 es igual a 4; así, e! par ordenado (2. 4) es una solución de esta 
ecuación Si cualquier número se sustituye por.v en el miembro derecho de 
(1). se obtiene un valor correspondiente para y. Por tanto. (1) tiene un nú­
mero ilimitado de soluciones. Las soluciones que se obtienen de la tabla I 
son (-2. -8). (-1. -5). (0. -2). (1. 1). (2. 4) y (3. 7), <

A.2.4 Definición de la 9rófica de una ecuación

La gráfica de una ecuación en R~ es el conjunto de todos los puntos de 
¡i- cuyas coordenadas son soluciones de la ecuación.

Debido a que la ecuación (I) tiene un número ilimitado de soluciones, su 
gr.ífica consiste de un número infinito de puntos. Los seis puntos proporciona­
do-. por la tabla 1 y mostrados en la figura 13. parecen estar sobre un recta. De 
hecho, aprenderá en la .sección A.3 del apéndice que cada solución de la 
ecuación {I) corresponde a un punto .sobre una recta, y recíprocamente, las 
coordenadas de cada punto de la recta .satisfacen (1). Por tanto, la recta e-> la 
gráfica de la ecuación Esta gráfica se muestra en la figura 14. donde las puntas 
de Hecha indican que la recta continúa en los dos sentidos. Las coordenadas de 
cualquier punto (.\, y) de la recta satisfacen (1). y las coordenadas de cualquier 

punto que no pertenece a la recta no satisfacen la ecuación.
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n«URA 15

Uccuerde. de la sección del principio del libro titulada Preparación para 
el esliiclio ilel Cálailo, (|ue se indicó que las {trancas se obtendrían en dos 
formas- (i) a mano, donde se utili/an los términos dihtije la gráfica, (li)en una 
calculadora gráfica o graílcadora, donde se indica trace la unifica.

! EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La gráfica de la ecuación

V = 3.t - 2

trazada en el rectángulo de inspección de (-12. 12) por [-8. 8). se muestra en la 

figura 15. Compare las figuras 14 y 15. las cuales muestran la misma recta. 4

\y EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La gráfica de la ecuación

y = .V— 3

trazada en el rectángulo de inspección de [-9, 9] por [-6. 6), se muestra en 

la figura 16. 4

La gráfica de la ecuación del ejemplo ilustrativo 5 es una parábala. Lis 
parábolas se estudian con detalle en la sección A 4 del apéndice.

La mayoría de las graficadoras pueden trazar gráficas para más de una 
ecuación en el mismo rectángulo de inspección. Esto se realiza en el ejemplo 
siguiente.

^ BJBMPLO 2 fa) Dibuje la gráfica de la ecuación 

= 4.V

fk;ura if) loc.ilizandoen un sistema coordenado los puntos para los cuales.ves iguala 0. 
1, 2. 3 y 4 y uniendo estos puntos mediante una curva, (b) Trace las gráficas 
de las dos ecuaciones

V = 2 \.V y y = -2%.x

en el mismo rectángulo de inspección, (c) ¿.Por qué son idénticas las curvas
obtenidas en los incisos (a) y (b)?

Solución

(u) Como V* es no negativo, los valores de.r están restringidos a números no 
negativos. Para cada valor positivo de .t existen dos valores de y. La tabla 
2 proporciona los valores de y cuando .ves igual aÜ. 1. 2. 3 y 4. Al locali­
zar y unir los puntos cuyas coordenadas son los valores .v y y de la tabla 
se obtiene la gráfica dibujada en la figura 17.

Tabla 2
- i 1 1 2 2 .t i 4 4

>* . 4t (1 2 -2 2-.: -2 v2 2>5 -2sJ 4 -4

(I)) En la graficadora se consideran

\, = 2 , \ y y, = -2 N .tIKÍURA 17



A.2 COORDENADAS Y GRÁFICAS DE ECUACIONES 1155

i k;i'Ra ih

j ‘•e íra/jn las yrádtas Ji; estas d(is ccuac-ioncs en el mismo rectángulo cJc 
mspecuón de |-6, fij por (-4. 4|. como se muestra en la figura IH 

(ct La ecuatKln = 4t es equivalente a las dos ecuauones v = 2 . r y 
\ = -2 . i Por tanto, la unión de las gráficas de \, y \, trazadas en el 
muso tb) es la misma que la gráfica dibujada en el inciso (a) ^

La cursa del ejemplo 2 también es una parabola

^ EJEMPLO 3 (m Trace la gráfica de la ecuación \ = |r|

(b) FJibuje la gráfica de la ecuación del inciso (a)

\ = AIlSl II 

IIÍJURA 1í»

Solución

(a) El calculo del valor absoluto de un numero se efectúa internamente en la 
gratlcadora > en la mayoría de las calculadoras se denota por ABS Sea

V = ABStr)

y trace la gradea en el rectángulo de inspección de [-6, 6| por |-2. 6|, 
mostrada en la figura l‘J

Ib) De la definición de valor absoluto de un numero,

X SI r S 0

- r SI V <0

La tabla 1 |m>porcionu algunos valores de r > \ que satisfacen la ecua­
ción. y la gráfica se muestra en la figura 20. la cual concuerda con la 11- 
gura lo

/■«/»/«.?

1 1) 11 ; X 1 1 -4

‘ l'l « 1 1 ; i 1 2 V 4

La Miiiiirui es una propiedad de las gráficas, especialmente uti) cuando 
se dibujan las gráficas de ciertas ecuaciones

A*2»5 Dafiníción de simetría de dos puntos

Se dice que los dos pumos Py() son himétríco*. con respecto u unu recta 
st y solo SI la recta es la hiscctn? per[>endicular onediain/i del segmciiio 
/'(> Dos pumos P y () ¡>c dicen simétrictis con respecto u un tercer 
punto SI y sólo si el tercer punto es el pumo medio del segmento ¡V

t.2)

1

M ’I.

». '1 '
1

|l

1 KltlRA 21

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 ios pumos o.:i y (t. 2i
soil siiiiclricos con tespccto al eic \, los puntos 11, 2) \ ( L 2) son sum-iiicos 
con lospeslo al ck s los punios i L 2» y (-L 2l mui miiuUkos con tes- 
pedo ,il oni'on Rolieiase.i la figura 21 ^

I n gcneial. los pomos t\. v) y t\. \) son simeuicos con tespaio .d 
c|c V. tV. M y ( u V) son simétricos con respciU> al eje \ . y u. v) y t ». '> 

son siiiiciiicos con icspalo al origen
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A.2«7 Definición de simetría de una gráfica

Lu {¡ráfica de unu ecuación es simétrica con respecto a una recta/si y 
sólo si para cada punto P de la gráfica existe un punto Q también de la 
gráfica tal que P y Q son simétricos con respecto a la recta /. La gráñ- 
cu de unu ecuación es simétrica con respecto a un punto /? si y sólo s¡ 
para cada punto P de lu gráñea existe un punto S también de la gráfica 
tul que P y S son simétricos con respecto al punto /?.

La figura 22 muestra una gráfica simétrica con respecto ai eje x, la fi­
gura 23 presenta una gráfica simétrica con respecto al eje v, y la figura 24 
muestra otra gráfica simétrica con respecto al origen.

De la definición de simetría de una gráfica, se deduce que si un punto 
(.V, y) está en una gráfica simétrica con respecto ul eje x, entonces c! pun­
to (.r. -y) también debe estar en la gráfica. Si los puntos Ix. y) y (.r. -y) están 
en la gráfica, entonces la gráfica es simétnca con respecto al eje x. Por tamo, 
las coordenadas del punto (.t, -y) así como las del punto fj, yj deben satisfa­
cer la ecuación de la gráfica. En consecuencia, la gráfica de una ecuación en 
X y y es simétrica con respecto ul eje x si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando y se sustituye por -y en 1a ecuación. De esta forma, se 
ha demostrado el inciso (i) del siguiente criterio de simetría. Las demostra­
ciones de los incisos (ii) y íiii) son semejantes.

FIÍÍUUA 23

A.2.7 Teorema Criterios de simetría

La gráfica de una ecuación en .t y y es

(i) simétrica con respecto al eje .r si y .sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando .se sustituye y por -y en la ecuación;

(íl) simétrica con respecto al eje y si y sólo sí se obtiene una ecuación 
equivalente cuando se su.stituyc x por -.t en la ecuación;

(ill) simétrica con respecto al origen si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando se sustituye .rpor-.r y ypor-yen lu ecuación.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Refiérase a lu gráfica de la
figura 16. lu cual es simétrica con respecto al eje y. y cuya ecuación es

y = A- - 3

Si .V se reemplaza por -x, se obtiene la ecuación 

y = f-.v)- - 3

<=> y = .r- - 3 ^

EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 La gráfica dibujada en la fi­
gura 17 es simétrica con respecto al eje .r. y su ecuación es

y- = 4.r

A! sustituir y por -yen esta ecuación, .se obtiene

(- yj2 = 4 V

<=> y- = 4,t ^
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1/.... ^ EJEMPLO 4 VcTÍfli]ue la siniüin'adü la gráfica cuya ecuación es

.V = !-r’

p Después trace su gruHca.

Solución .Se verificará la simetría. Si .r se reemplaza por -.r y y se 
sustituye pur -y en la ecuación dada, se tiene1-10. Ki| por i-lii, 1(1)

v=-- -y = jí-.r)^

FIGURA 25 cí- y = i.v'

Por tanto, por el criterio de simetría (iii), ia grállca c.s simétrica con respecto al 
origen. La gráfica no es simétrica con respecto al eje .t ni con respecto al eje v 
como -sc puede veritlcar al aplicar los criterios de simetría (i) y (ii).

La gráfica de la ecuación dada, trazada en el rectángulo de inspección de 
[-10, I0| por (-10. lOJ. se muestra en la figura 25. Observe la simetría con 
respecto al origen. 4

^ EJERCICIOS A.2 ^ ___ 1
Di los i-jen iiui'! / v 2. lotolife il ¡luiito I' fii un siMeuui u>or- 
(Iciiíiih íurifsiímo rcLUiiisitUir y lítienuine ti nuulnwic ai el 
<//«’ se au iieiilni.

1. (u) PÜ.l)

(c) /'(2. -5)

2. ía) P(5J»

(c) P(-l.-l)

(bj /'I-4.-6) 

(d) P(- 1.4) 

(b) /’(8.-I) 

(d) /’(-‘A 3)

Ln lof ejcrcicirn .? ii S, Inciilk c i7 iiunlo P y ciulü uno Je los 
/ninlos sivnientes ai un sisienui toorJenaJo airiesiono rec- 
iuiit;ii¡tir. luí El pumo Q lili i¡iie el seiiiiienlo Je recio Je P ti Q 
seo perpenJiailitr ol eje .x ) bi.sei iiJo por Jirlio eje. Propon io- 
ne los eoorJeniiJos Je Q. Ih) El punió H lol i/iie el se^iiienio Je 
ra to Je P o /{ íi íi perpenJk iilor ni eje y y hisn nJo por este 
eje. Dé los i oorJenoJos Je H. leí El pimío S liJ i¡iie el seniiien- 
lo Je reilo Je P o S sen hisaoJo por el oik;<n. Proporeione 
losioorJeiuiJos JeS. iJl El i'iinloT lol ipie el se^:llu■nlo Je reeln 
Je P ii T seo perpaulii olor o lo ra lo o J5 ' ipieposo por el orí- 
i-ai \ lusa o los i iioJionle.s primero y leriero. s ipie hisaiiie ol 
.sei;nieiilo /'/ Dé los eooiJenoJns Je T

3. /'(I.-2J 4. Pl-2.2) 5. P<2.2)

(). h~2.-2l 7. n-l.-3j 8. /’(O.-3)

En los ejeri irlos V y Kl. hopo lo sii’iiienle- fot Jei< rmine los 
I oorJenoJos Je! pumo nieJio M Je! sepmenlo Je recio Je o lE 
th) loeoliee los pumos A. M y H ei\ un sisienin i ooulennJo 
I oriesiono rcriniipuloi y Jeniuesire ipie }.U7( = ] ,U/i j.

A .U-4.7)y/;(l.-3) 10. ,4(3. 4) >■/1(4.-3j

Di los ejereiekn II y 12, Jibuje el irióní;iJo ipie licne sériiees
<71.4, B y C V ealeiJe los lonpituJes Je los huios.

11. 4(4.-5).«(-2.3).C(-I.7|

12. 4(2. 3)./7(3.-3).C(-l.-l(

13. üna mediana de un iriáni^ulu es un segmento de recia tra­
zada desde un vértice hasla el punto medio del bdo opues­
to Calcule la longitud de lo.s medianas del iriunculo cuyo.s 
sériiees son 4(2. 3). /?(3. -3) y C(-l. -1).

14. C.ileule las longitudes de las medianas del tnángulo que 
tiene sétlites 4(-3.5), /1(2.4) y C(-l. -4).

15. Demuestre que el triángulo cuyos vértices son 4(3.-6). 
/1{8. -2| y Ci-I, -1) es un triángulo rectángulo. .Vu,i;cr<7i- 
eiii: utilice el recípriKo del teorema de Piláguras.

lú. Determine los puntos medios de las diagonales del cuadri- 
láteiocuyos sértiees son (0.0). (0.4). (3.5) y (3.1).

17. Demuestre que los puntos 41-7. 2). /i(3. -4) y Ci 1.4) son 
los vérliee.s de un tnángulo isósceles.

18. Demuestre que los puntos 4(-4.-l). //(-2. -3i. Ci4. 3) y 
Di2, ,‘i) son los vértices de un rectángulo.

19. Demuestre que los puntos (-3.2). (I.-2) y (9.-I0) son 
colineales uiili/ando la fónnula de la distancia.

20. Deiemiine si los puntos (14. 7). (2. 2) y (-4. -1) son eoli- 
neales empleando la fónnula de la distancia

21. Deimiestre que los puntos 4((i. -13). fl(-2. 2). C(t3. 10) y 
fJt 21. -.31 son los \ éniecs de un cuadrado. Calcule la lon­
gitud de una diagonal.
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22. Si im cxíroiiui tic un sctimcnlo ilf rccu es el punto (-4. 2) y 
el puiilo iiieiliii ilel sepmetilo es H. I), detenuine Ijs uior- 
ilen.iJ.is «leí oliu extremo ilel seymento

23. 1.a .ihseis.i «le un punlir es -fi. y su «lislam.i.i «IcsiJc el punto 
11. 4) es ,74 ()bten¡.M la orilenaila del punto

24. Dallos los dos puntos /U-1.4) y IH2.5}. delennme las 
eoordenaJas «le un punto /' en la recta «|ue pasa por A y //y 
ijue no se encuentra entre /I y 0 tal <iue (u) la distancia de /’ 
a .4 sea el doble «|ue la de /' a /I y ll>) la distancia de /' a II 
sea el doble que la «le /' a /\

h/i lili ejeríuuif 2^ u .12. luif^a lo (a) \fnfíii¡u’ la
untviría <lf hi 1,'rii/ni; de lo ri tuii lóii (i), Ih) dihnjc la K^áfu a de 
la c< uai lón Ul; (e) mn «• Un i’i'dfu a\de Un ei ilaciones lii) v (mi 
til il mnnio rt i ¡andido de anpt 11 lón. Id) t oiiipure las tunas 
ohtenuhis en los iiii isos íh) v h)

25. til \- = 9t (ii) y = 3 .' r (

26. (¡) r = lili V = 5 % -V '

27. (0 >- = -‘-t lii) \ = \-.-x

(lii) .V = -i.-

28. (i) \- -4t lii) > = 2-.-X

(iiíl y = -2-.-.r

29. (0 V* = 1 - t- till > xl - r7

(iiil y - - 1 -

30. til y* = 9 - j- (11) V = - .tí

lili) \ = -n9 - -rJ

31. (0 s' = c- - 4 (ii) y = N tí - 4

liill y = t- - 4

32. (i) y- = r- - 16 lii) V - . tí - |{

(iil) \ = - . - 16

-3^ t

/.'/I lo\ ejeniiios 31 \ .I-I. dihiije la urdjieii de la eaiaciiin 

33. (aj \ = 11 - 2| (b) t = |.t + 2|

(c) V - I t[ - 2 (d(y = I r| + 2

34. (a)>- = 2|i - 3| (hiy = 2|jr + 3|

(c) > = 2| r| - (i (djy = 2|a:| + f)

En los ejeriKios 35 a .IH, xcnfiipic la simetría de Ui unifica Jf 
la ec iiaeión > después trace la ^ráfiui.

35. (a) y = t’ (b)y= -.t^

(C) V = (d)y= -|x^

36. (a) \ = 2t' (b) V = -2x’

(c) y = y (d)y= -y

37. (a) y = 2t'’ (b)y= -2x^

(c) y = ij-* (d)y= -4x-

38. (a) y = 4t^ (b)y= -4x-'

11 (d}^=~y

l:n los ejercíaos 39II4-1. trace las f^ráfitas de las ei uacumesde
lada ejcri u lu en el mismo reclúnKiiln de inspección.

39. V = t*. V = (r + 2)^y = (.t - 2)^y = (j: - 4)’

4(1. \ = c". > = .r* + 2. y = r- - 2. v = r* - 4

41. \ = r-, y = lt*,v= - Ir^x = 4t*

42. > = c^y = i.r=.y=-U^j =

43. V = I r|. V = 111 + 3,y = I rI - 3,
\ = I r I - 4

44. V = |x|.> = |.t + 3].> = |.T - 3|.
= k - •* I

45. Describa en qué son similares Ixs gráficas del ejercicio 39 
y en que son diferentes. Haga l«r mismo para las gráficas 
delejcrcicio41

46. Siga las instrucciones del ejercicio 45 para las gráficas de 
los ejercicios 40 y 42.

47. Siga las instrucciones para el ejercicio 45 para las gráficas 
de los ejercicios 43 y 44

48. Utilice Ia.s definiciones de simetría para explicar por qué 
una gráfica simélnca con respecto a los dos ejes coonJe- 
nados también es simétrica con respecto al ongen.

A.3 RECTAS
.Suponga rjuc el costo de alquiler de un avuín de una pla/a, de una aerolínea 
privada, es de S31(1 por el avión y ei piloto, más 75 centavos por milla de vuelo. 
Si V dólares es el costo de un \iaje de.t millas, entonces

y = 0.75v + 310

La figura 1 muestra la gráfica de esta ecuación trazada en el rectángulo de 
inspección de [0.1200|por¡0.800|.conunaescalade lUOcn los ejes. La gráfica 
parece ser una recta. En el teorema A.3.4 se establece que la gráfica de una
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Ü75t + 3IÜ 

FIGUR/\ 1

ecuación de este Upo es una recta. Observe que para cada incremento de 100 
unidades en x. y se incrementa en 75 unidades, o. cquivalcntcmcnle. piir 
cada unidad de incremento en x, y se incrementa en 0.75 unidades. De este 
modo. !a ni/ón de cambio en y al cambio en jc.s la constante 0.75. Esta razón 
constante se denomina pendiente de la recta. A continuación se obtendrá 
una definición formal de la pendiente de una recta.

Sean / una recta no vertical, y y,) y PjU,. y,) dos puntos dis­
tintos cualesquiera de I. La figura 2 muestra esta recta. En la figura, R es el 
punto (jTj, yj). y los puntos P,, Pj y^_son vértices de un triángulo rec­
tángulo; además. P¡R = - -t, y PP, = >2 - y,. El número y^ - y,
mide el cambio en las ordenadas de Pj a P,. y puede ser positivo, negativo 
o cero. El númem jtj - x^ mide el cambio en las abscisas de P^ a Pj. y 
también puede ser positivo o negativo. Como la recta / no es vertical. 
x^ x^. y por tanto. Jt, - .t, no puede ser cero. Sea

FIGURA 2

m — >'2 - >'i
•*2 - -í|

(1)

El valor de m calculado a partir de esta ecuación es independiente de la elec­
ción de los dos puntos P^ y P^ de /. A fin de mostrar esto, suponga que se 
eligen dos puntos diferentes PiiSj. y|) y P^íi-i. J2) tic la recta l. y se calcula 
un número m a partir de (1)

Seprobaráquem = m. Refiérase a la figura 3. Los triángulos P|PPi y PjPPj 
son semejantes: por lo que las longitudes de los lados correspondientes son 
proporcionales. Por tanto.

.V2 - y\ _ ■^'2 - >'i
- X| X? - X(

o bien.

m = III

Así. el valor de iii calculado a partir dc(l) es el mismo númeio sin importar cuales 
dos puntos de / se eligieron. Este número ni se denomina pendiente de la axia.

A.3.1 Definición de la pendiente de una recta
Si P|ÍX|. yi) y P2Í^2' cualesquiera de la recta /. la
cual no es parulein aí eje y. entonces la pendiente de l, denotada por m, 

está determinada por

Xi - r,

Al multiplicar ambos miembros de la ecuación anterior por ,Tj - ,tj. 

se obtiene

V, - .'1 = /«(»2 “ '|)

De esta ecuación se deduce que si .se considera una partícula que se mueve a 
lo largo de una recta, el cambio en la ordenada de la partícula es igual ul 

producto de la pendiente y el cambio en la abscisa.

^ EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 sí / es la recta que pasa por
los puntos /',(2. l) y M 7> y'« C!* l» pendiente de /. entonces



1160 APENDICE

I

IK.UKVf.

= ^

Rcficrase a la figura 4 Si una partícula se mueve a lo largo de la recta í el 
cambio en la ordenada es 1 veces el cambio en la abscisa Esto es, si Ij 
partícula está en /^-f. 7) y 1*» abscisa se incrementa una unidad entonce> 
la ordenada se incrementara en 3 unidades, y la partícula cstara en P^iS, lOi 
De Igual manera, si la partícula está en P,(2, 1) y la abscisa se disminu)een 
2 unidades, entonces la ordenada se disminuirá en 6 unidades, y la panícula 
estara en -5) ^

Si la pendiente de una recta es positiva, entonces conforme la abscisa 
de un punto de la recta se incrementa, la ordenada se incrementa también, tal 
como se muestra en la figura 5 En la figura 6 se presenta una recta cuja 
pendiente es negativa Para esta recta, conforme la abscisa de un punto de la 
recta se incrementa, la ordenada disminuye

Si una recta es paralela al oje r, entonces t-, = \|, de modo que la 
pendiente es cero St una recta es paralela al eje j, entonces t-, = t[. porlo
que la fracción -------li carece de significado debido a que no puede diM

C2 - t,
dirse entre cero Por esta razón, las rectas paralelas a) eje \ se exclujen de la 
definición de pendicnle Por lanío, la pendiente de una recta vertical no 
está definida

^ EJEMPLO 1 Para cada par de puntos, dibuje la recia que pasa 
por ellos y determine su pendiente ía) 4(3. 7) y D(-2, -4), (b) 4(-2. 5) \ 
B(2. -3). (c) 4(-3,4) y li{5,4); (d) 4(5.3) y B(5. -1)

Solución Las rectas se muestran en las figuras 7(a)-(d| Al calcular 
la pendiente se obtiene

(a) m
-4-7 
-2 - 3

II

(b) »i
-3-5 

2 - (-2)
(c) ni 4-4

5 - (-31

= -2 = O

(d) Como la recia es venical, la pendiente no está definida Si se intenta 
emplear la definición para calcular la pendiente se obtendrá cero en el 
denominador ^

^ EJEMPLO ILUSTRATIVO 2
(a) Suponga que una recta contiene al punto P(5. 2) y su pendiente es ; 

Para determinar otro punto de la recta, se micia en P y como la pendiente 
es se desplaza 4 unidades a la derecha > 3 unidades hacia ambo- 

Enionces se tiene el punto (5(9,5), que también está en la recta La rau 
se dibuja de modo que pase por los puntos P y Q. como se muestra en 
la figura K

(bj Si una recta pasa por el punto P(5.2) y tiene la pendiente negatua-j.se 
obtiene otro punto de la recta desplazándose, a partir de P 4 unidades 

a la derecha y 3 unidades hacia abajo Esto proporciona el punto 
Q(9,-\) La figura 9 muestra la recta que pasa por P y Q ^
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O»

4( i «(S 4i

-5

III = (I

(O

Ln la seu.K>n A 2 dd apcndiLC se deílniu la gráfica de una ecuación 
Aliora se explicara lo que se eniiende por cniauim de una arafua

A.3.2 Defínición de ecuación de und gráfica

Una ccuucíón de una grúilca es una ecuación que es satisfecha por las 
coordenadas de aquellos, y solo aquellos, punios de la gráfica

A partir de esta definición, se deduce que una ecuación de una gráfica 
nene las siguientes propiedades

1. Si un punto esta en la gráfica, entonces sus coordenadas satisfacen
la ecuación

2. Si un punto /^(i. t) no esta en la gráfica, entonces sus coordenadas no 
salislacen la ecuación

A fin de obtener la ecuación de una recta, se emplea el hecho de que un 
punto \j) > la pendiente iii determinan solo una recta Sea P(\. s)
cualquier punto de la reda diterente de P^ Entonces, como la pendiente de 
la recta que pasa por P^ s P es m. de la definición de pendiente, se tiene

» ' ~ ' I = "'f' “ 'l *

US.

' //(S -I)

-■í f

pvnüieiili; iiiJdiniüa

(d)

Esta ecuación se denomina forma punto-pendiente de la ecuación de la 
reda Lsta torma proporciona la ecuación de la recta si se conocen un punto 
/•’|(\|. AI) de l.i recta > la pendiente de la misma

EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Con el fin de obtener una 
ecuación de la reda que pasa por los puntos A(6, -3) > B(-2. 3). primero se 
calcula m

3 - (-3) 
-3 - 6

l IGUR\ 7
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Al cmpli.':ir la tormu pitnlo-pcndicnlc da lu ccuücidn de lu reda con A corni 
rcsulla

V - (-3) = - ^(jr - 6)

4v + 12 = -3.r + 18 

3.r + 4v - 6 = 0

Si se considera ¡i como l*^ en la forma punio-pendicnie. se obtiene

.V - 3 = ~^[.c - (-2)]

4y - 12 = -3x - 6 

3.V + 4y -6 = 0

lu cual, por supuesto, es lu misma ecuación obtenida anteriormente i

Si en la forma punto-pendiente se elige el punto particular (U. h) (es de­
cir. el punto donde la recta intersecta al eje y) como el punto (X|.y,). se tiene

y - /> = /«(.t - 0)

» y = mx + h

El número b. la ordenada del punto donde la recta corta al eje v. se 
llama intCTcepcióny (u ordenada ul origen) de la recta. En consccucncu. 
la ecuación anterior recibe el nombre de forma pendiente-intercepción 
de la ecuación de lu recta. Esta forma es especialmente útil debido a qu; 
expresa de manera explícita la coordenada y de un punto de la recta en tér­
minos de su coordenada .t.

r EJEMPLO 2 Determine la pendiente de la recta que tiene la 
ecuación

6t 5v -7=0

Solución AI resolver la ecuación para y. se obtiene.

5y - -6v -i- 7
y = -|. . I

Esta ecuación está en la forma pendiente-intercepción, donde iii = -7 > 
h = 5. Por tanto, la pendiente es-5. ^

Como la pendiente de una recta vertical no está definida, no se puodf 
aplicar la forma punto-pendiente para obtener su ecuación. En lugar de csU 
forma se utili/a el teorema siguiente, el cual también proporciona unaecuaciún 
de una recta borizontal.

A.3.3 Teorema
(i) Una ecuación de la recta vertical que tiene intercepción.t igual a li es 

.r = íi

(íi) Una ecuación de la recta horizontal que tiene intercepción y igual 
a b es

y = h
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fKíl'RV II)

Jk

h

1
1

(0 />)

(i

I k;i'r\ m

Demostración
(l) I .1 íi¿;iira 10 inucsir.i l.i rc-Ua vcrUcal c|uc inicrscua al eje x en el punió 

(í/, 0) I sta retía tonsla de Jt|uellns punios del plano y solo aquellos que 
iiuntn la misma abscisa a De esle mudo, /■’f t. \) es cualquier punto de la 
recta si y solo si 

X = (I

(ii) La reda hori/onlal que mtersecta al eje \ en el punU) (0. />) se muestra 
til la ligura 11 Para esta recta, in = 0 Por lanío, de la lorma pendienie 
iniercepciiin. una ecuación de esta reda es

X - h ■

Se lia mosirado (¡ue una ecuación de una recta no \enical es de la lorma 
\ = m\ + /j. y una ecuación de una recta vertical es r = a Como cada una 
de eslas ecuaciones es un caso especial de una ecuación de la forma

A\ + + C = 0 (2)

donde A li y C son constantes y A y fí no son cero simultáneamente, se 
deduce que cada reda tiene una ecuaciun de la forma (2) El reciproco de 
esle licclio se presenta en el teorema siguiente

A.3.4 T«or«mo

La gráfica de la ecuación 

/Ia + /?\ + C = 0

donde /L /í y C son constantes, y Ay ü no son ambas cero, es una recta

I K.UR\ 12

La demostración de esle teorema se deja como ejercicio Veael ejercicio 51 
Como la gráfica de (2l es una recta, esta ecuación se denomina 

ccmidim lineal; > es la ecuación general de primer grado en v > v
A lin de tra/ar una reda en la gralicadora. primero se escribe la 

ecuación en la lorma punto pendiente, como se hi/o con la figura I Para 
dibujar a mano una reda solo se necesita determinar las coordenadas de dos 
punios de la reda localizar los puntos \ después dibujar la recta Cuales­
quiera dos puntos serán suficientes, pero por conveniencia, usualmente se 
eligen los puntos donde la recta corta a los ejes

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Con el fin de dibujar la recta
que tiene ecuación 

4\ - = 6

primem se obtiene la intercepción \ Igual a </> la intercepcnin t igual a/> Para 

ello, se sustiliije en la ecuación 0 por t v se obtiene « = 2 aI reemplazar 0 

por \ resulta h - 2 Asi. se tiene la reda que se muestra en la figura 12 4

Una aplic.icion de la pendiente se presenta en el teorema siguiente

A.3.5 Ttoráma

Si /| > /-, son do-, redas no verticales diferentes que tiene pendientes/n, y 
iut respectivamente, entonces /, \ /, son par líelas si j solosi/fi| = ni,.
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Demostración Scan las ecuaciones de y I-,, respetivamente, 

y = wí|.r + y y =Hi,.r +

Refiérase a la figura 13, la cual mucslni las dos rectas que inlersecian al eje v 
en los pumos/i,(0,/j|) y fl,(0.La recta vertical .t = i iniersecla a/, en 
el punto/A,( I.;«] + y a/t en el punU)/li(I./»-, + ft-,). Entonces

IfíjZfjl = ftn - ft| y “ ‘"'i

Las dos rectas son paralelas si y sólo si las distancias verticales v
M I Iguales; esto es. /, y I-, son paralelas si y solo si

ft, ~ ft| = fm, + ft,) - (mI| + ft|) 

ft, - ft| = ni, + ft, - nil - ftj 
ni| = ni.

Así. /j y /, son paralelas si y sólo si ni| = ni,.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean/, la recta que pasa por 
los puntos /\íl. 2) y W(3,-6). y ni, la pendiente de y sean /, la recta que 
pasa por los puntos C(2. -5) y í)(-l ■ 7). y ni, la pendiente de /,. Consulte la 
llgura 14 Entonces

6 - 

3 -
ni. 7 - (-5) 

-1-2

T
= -4 = -4

Como m I = ni„ entonces, por el teorema A.3.5. /, y /, son paralelas,

Dos puntos distintos cualesquiera determinan una recta. Tre.s puntos 
diferentes pueden u no estar en una recta. Si tres o má.s puntos están en la 
misma recta se les llama colíncales. En consecuencia, tres puntos A. li) C 
son colincales si y .sólo si la recta que pasa por los puntos A y 0 es la mismj 
que la que pasa por los pumos B y C. Como la recta que pasa por A \ > la
recta que pasa por B y C contienen ul punto B. ellas serán la misma recta 
si y sólo M sus pendientes son iguales.

^ EJEMPLO 3 Determine por medio de pendientes si los punio' 

A(-3.-4). fll2. -l)y C(7,2) son colineales.

Solución Si /iI| es la pendiente de la recia que pasa por A y ¡i, v /«; C' 
la pendiente de la recta que pasa D y C, entonces

rii 1
-I - (-4) 
2 - (-3)

i

;ii, = 2 - (-1) 

7-2

En consecuencia, /ii, = m,. Por tanto, la recta que pasa por A y B y la recia 
que pasa por By C tienen la misma pendiente y contienen al punto común ft- 
Así, ellas son la misma recta, y por tanto. A. ¡i y C son colineales. ^
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A conlinuaciári sc demostrurú un icorcmu acerca de las pendientes de 
dos recias perpendiculares

' A.3.6 Teor«mo

Dos rectas no verlicales /, y l-, que tienen pendientes hi, y hij. respcc- 
marnente, son perpendiculares si y sólo SI Hi,rHi = -I.

Demostración Considere los ejes coordenados de modo que el ongen 
coincida con el punto de intersección de /, y Vea la figura 15 Puesto que 
las rectas /, y /, no son s'criieales. las dos rectas interscctan a la recta 
\ = 1 en los punios P, y P,. respectivamente. Las abscisas de P, y P, son 
Iguales a 1. Sea \ la ordenada de P,. Como /, contiene a los puntos ÍO. Oj y 
(1, y) y su pendiente es hi,, entonces

Así. \ = ni, De manera-semejante, se muestra que la ordenada de P, es 
III-,. Del teorema de Piiágoras y de su recíproco, el triángulo P^OP-, es un 
triángulo rectángulo si y sólo si

\op,\-* mr-= (3)

Al aplicar la formula de la distancia, se obtiene

|6Tp, = (1 - 0)2 + (/„, - 0)2 loKp = (1 - 0)2 + (Hi, - 0)2
= 1 + '11,2 = 1 + hi,2

lp-|p;|2 = (1 1)2 + - ,„,)2
— íh,2 - 2m^nii + hI|2

Si se sustituye en (3). se puede concluir que P,OP, es un triángulo rec­
tángulo SI y sólo si

I + hj,2 -r I + hi,2 = _ 2hi,hit + hi,2

2 = -2hi,hi,

/;|jHl, = -I ^

Como la condición/;i|/;ti = -1 equivale a

el teorema A.3.6 establece que dos rectas no verticales son perpendiculares 
SI y sólo SI la pendiente de una de ellas es el recíproco negativo de la pen­
diente de la otra

^ EJEMPLO 4 Dada la recta / que tiene la ecuación 

5v -t- 4y - 20 = 0

obtenga una ecuación de la recta que pasa por el punto (2, -3) y es (a) para­
lela a I. y (b) perpendicular a /.

Solución En primer lugar se determina la pendiente de i al escribir su 
ecuación en la fonna pendiente-intercepción. Si se resuelve la ecuación 

para y se tiene
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4y - -5x + 20 

>■ = -it + 5

La pcndicnlc de / es el coeficiente de x, el cual es - i

tul La pendiente de una recta paralela a / es también Como la retía 

retiuerida contiene al punto (2. -3). se emplea la forma pumo-pcnilienle 
de donde resulta

y - (-3) = -j(.r - 2)

4y + 12 = -5.r + 10 

5.t + 4y + 2 = 0

(h) La pendiente de una recta perpendicular a / es el recíproco negativo de 
- i el cual es ^ De la forma punto-pendiente, una ecuación de la recta 

que pasa por Í2, -3) y que tiene pendiente y es

y “ (-3) - ^(,t - 2)

5y + 15 = 4t - 8

4.r - 5y - 23 = 0 ◄

fk;ura 16

r EJEMPLO 5 Demuestre por medio de pendientes que los cua­
tro puntos /\(6. 2), Üí8, 6). C(4, 8) y D(2. 4) son vértices de un rectángulo.

Solución Consulte la figura 16. donde/, es larectaquepusapor/ly^.L 
es la recta que pasa por By CJ-^ es la recta que pasa por D y C. y /j es la recia 
que pasa por A y D, /M|, hi,, wi-, y son sus pendientes respectivas Entontes

Como /»| = Illy /[ es paralela a /•,; y debido a que /»-, = niy /■> es paralela 
a Puesto que = -1. /[ y /, son perpendiculares. Por tanto, el cua­
drilátero tiene sus lados opuestos paralelos y un par de lados adyacente'* 
perpendiculares. En consecuencia, el cuadrilátero es un rectángulo ^

EJERCICIOS A.3
hi lo\ t/inii iii\ l ¡I i). ílihiijr lii ruta i/iii' poui pnr lo\puntos A 
\ H \ ihiniiwif 1(1 priulii’iiic lie la rcilci.

1. la) 4(1.4).//((i. 5)

2. (u) 4(5. 2I./H-2.-1)

3. (u) 4(-4..1)./m). II)

4. (u) 4(7. ()).//(().-6)

5. <u) 4(l.5)./í(-2.5)

6. (a) 4(3.-5).fl(.1.4i

4(2.-3)./l{-4.3)

4(-4.2),/«8.5)

4(-ii,./«i-i) 

4(-2.l.0 3).//l2.3. 1.4) 

4(5 2.-3..‘>),//(-6 3.-|.4)

En los ejercíaos 7 y ilihtije lo recui tpie poui por el pimío By 
tiene peiulitiiie in.

7. (a) /’(3.4),;h = ^ ib) /'(-I. 6).ni = -3

«. (a) /’(4.3).«i = 2 (b) /'(2.-.‘>).m =-\

En las t'jereiaos 9 o 20. obleniio uno eaiaelón Je lo rciia quf 
soiisfofiu los londiaones Jados

y. (u) La pendiente es 4 y pasa por el punió (2.-3):

(b) pas.i por los dos puntos (-1.-5) y (3.6).

10. (a) La pendiente es-2 y pasa por el pumo (-4,3).

(b) pasa por los dos punios (3. 1)) (-5.4)

11. la) La pendiente es - • y la intereepcióny es Igual a I: 

<b) la pendiente es 2 > la intercepción x es igual a - i
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I’. Ml I a I'vmlaiiic C' ^ \ 11 \ i;. ij’iial a - 4,

iti) la pciiilii-nk' os -1 \ la mlcuoption » os ifnal a I

13 lal I’asa |k)r o] pimliH I.-7| \ os paralóla al OJO i.

(hi pisa pnr cl ptirilo f>» > os paralóla al cjo \

14. (ai Pas.i por ol piiniii (-5, 2) V cs p.iialola al OJO », 

ihi |M'a por ol pimlii I I, -I) ) cs par.ilola al ojo \

15. (Ji la miofooptum x Os ijiiial a -.1 ) la iiilortcption \ 
ts ipua! a 4. (I>l pasa por ol oripon > Inscua al anpulo outre 
los o|Os on los tuadranlos priincrn \ tortero

IÍI. Ml 1 a inlorscpsiim » cs ipii.il a 5 > la imortopoion \ os 
i.-uila-h (h) pjsj por ol oriL'on j InsotM al .inpiilo entro 
los o|t‘s on los tuadranlos sogundo y tii.irto

17. I’asj por ol punto (-2. 4) j os p.iralcia a la rotl.i tusa 
oi-u.icion os 2x - I -2 = 0

IS. I’asa por d punu* (1.4) j os paralela a la rotla tuja 
tsuatioii Os 2\ - 5\ + 7 = 0

19. I’.isj por ol punto (2.4) y os poqiouilituljr a la roela tuya 
Ltuation os t - St -( 10 = 0.

2(1. I'as.i pnr ol origen y os porpondiuilar a l.i rotl.i cuya 
tsuat'ioii Os 2i — .5) +6 = 0

l.'i /«I tjcniiio'- 27 ii 24. o/i/ingo loiiln In ¡'iiuliinli loiiin In 
mh II tpi iiin i lie In n i In ijtie lii ne In 11 iim uni iliuln Dihiijc
/j fi I III

21. Ij)

22. (aj 

22. On 

24. (al

Ki - 4i = .5 

7i - 8\ = 0 

X = 4x - 2

(h) 4v - 0 = 0

(hj - 5 = 0 

(l)j X = ii - 2x

(I» 4x = 3x

in lux ejen ÍC U)x 25 x 26. nbiein’ii iiiui 11 lint iiiii ili la r< i in i/iie 
I uu pur Iks </m ininlin iiulii mlm. \ t i/ocxi In < i iiiii iiiit t it In 
luniui ¡h iiilit lile ink ri ejn i"n. ilihiije In »i i in

25. (I..4) s (2.-2) 26. (4,-5) y (i.-2i

27. ( I'liipruthe quo las retías (pio iionon ocuauonos .4x i- 
‘ 7 - I) y (m *- lOx - 5 0 son p.iralolas. diliii|o

'll • rralitas.

2S. Ikiiiiiosire {|iio las retías tjue lionoii ouiaeinno' 4v - 
.4\ s 12 (I y Sx - 6x ♦ |5 0 son p.ir.ilela', \
diluije siis gr.ifitas

-'J. I’liieho ipie las retl.is ipie lierttri euiai.ii)nos 2i - 4\ + 
6 0 y ,4i 1 2x - 12 0 sou porpotulitularos. dibu­
je siis gr.ideas

Iloniuesirei]uel.i>rowlasiiiietietioctuationos2x - 10 - .5x 
i .5x = 2x f 20 sun porpeniliculares. dibujo sus gradeas 

•^1. Obieng.i el s.ilor de i tal que l.is recl.is tuyas otuatiotios 
suii.lx + 6Av = 7 y 0¿x + 8x = 15 so.in paralelas.

22. Ueiormine el xalor do 7. I.il quo las rttl.is cuyas otu.ieio- 

nos son 3Ax + 8x = 5 y 6i - 4At = -i sean perpon- 
diLularos

l.ii ln\ ijin uiin .((// .16. i/íiermiiii ¡mr iiuilin t/e [>l•lu/lllltex u
lux ininiin uní fuliiunlex

33. (ii) (2,3) (-4.-7). (5. 8)

(h) (2.-1).ti. I).(3.4)

34. Iu| (4, 6), (1,2), (-5. -4) 

íl» (-3.6).(4.2).t'J.-2)

.35. (11) (2..5).(-1.4) (3.-2)

(b) (0. 2). (-4. -I r. (4. 6)

.46. (u) (-1,2),(7,4).(2 -i)

(h) (4.-0). (4 l(.(4,K)

37. Domuosiro por medio de pendienlos que los cuatro puntos 
(0.0), (-2. I). (3.4) y (5. 3i son los tóriitos do un par.ilolo- 
gramo (cuadnlalorn cuyos lados opuestos son paralelos)

38. Coiiipniobc medíanlo pondionios que los cuatro puntos 
(-4 -I).(3 ^1(8, —l)y(2. -y) son los \ alíeos do un tra­
pecio (tu.idrilaloro con un pardo lados opuosto> paralelos)

39. Pruebo por medio do pondionlos que los tros puntos (3, 1). 
(6. ()) y (4. 4) son los tónicos do un triángulo rectángulo, 
y calcule el arca dd triángulo

40. Demuestre medíanlo pondionios que los puntos (-6. i). 
1-4 6), (4.-3) y (6, 2) son los tóriitfs do un rectángulo

41. hl fabrieanlo do un articulo do primera necesidad Heno un 
fosio total que consiste de un costo general semanario do 
$3 (KH) y un costo do production do S25 por unidad (a) Si 
i unidades se producen por semana y t diílares es d costo 
total semanario, escriba una ecuaciiín que int olucre a x y 
t (I)) Dibuje la gráfica de la ecuación dd inciso (a)

42. F.l costo total de un labric.inlf consiste de un costo de S20 
por unidad manufacturada y un costo general de produt- 
Clon diario l'ijo. la) Si ci costo total de producción de 200 
unidades en un día cs de S4 500. delennine el costo general 
diario fijo (h) Si se producen x unidades por día y x dólares 
es d costo tota! diario, esenba un.i ecuación que conlenca a 
ly X te) Dibuje la urálica de la ecuación del inciso (b)

43. llaga d cjcrciuo 42 si el costo de producción cs S30 por 
unid.id. y d costo total de producción de 200 unidades en un 
día es de $6 600

44. L.i graficM de una ecuación que relaciona i.i lemper.ilura en 
grados Celsius y la icmperalura en grados Fahrenlieit cs 
iin.i retl.i 1:1 agua se congela a 0 Celsius y 32' Fahrenheit, 
y liierxe a loo Celsius y 212 Faiirenheil (a) Si x grados 
Pahrenheil corresponden a .x gr.idos Celsius, escriba una 
utiución que contenga a x y x (h) Dibuje Li gráfiej de
l.i ccuacnin del maso (a), (c) ¿Cuál es l.i temperatura 
Fahrenlial que corresponde a 20 Celsius’ (di ,Cuál es la 
tcmptT.ilura Celsius que corresponde a 86 FalirenheiC’

45. Obtenga la ordenada del punto cuya abscisa cs -3 y es 
colmeal ton los puntos (X 2) y (0. 5).

46. Li ecuación
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ilmiiictj V /) M>n la\ intLr<.Lp\.i<mLS >,re>piUivnmcntc es 
11 /iinihi iiiti riiiHiiiii <(> Minelrun) ile la ceuaeion de una 
tekl I I %pli(|iie korno puede nhiuicrse cs(j fonna a pamr 
de la loriin punlo-intereepeion y de la relación enlrc la 
pe lidíenle > las inUricpuones

47 Si seuiniH-enl iseonrdt nadas de los iresseriiLes/l./íy Cde 
un Inan^ulo esplujue Lomo ohlendría la eeuacion de la 
nudiana ipie s i desde d liasla el lado ijuc pasa por /i y C

48 Para el Irianeulo del ejereiein 47 explique cómo oblendria 
una ccuauon de la allura ira/ada desde A hasta el lado 
que pasa por Ry t

49. Aplique la explicación del ejercicio 47 para obtener ectu 
Clones de las ires medianas del triangulo que tiene séruut 
en n,-2). (2.4) y <-1. 1)

50. Aplique la explicación del cjcrciciu 48 para obtener ecua 
Clones de las tres alturas del inóngulo del ejercicio49

51 Demuestre el teorema A 14 La gnlfica de la ccuacióa 
Ax + fl\ + C = 0 dondeA ü> C son consiantcsyA v 
¡I no son ambas cero, es una recta Siiutnncia considere 
dos casos. £1 * 0 y /? = I) Si fl í 0. pruebe que la cciu 
eión corresponde a una recta que tiene pendiente ~ADe 
intercepción \ igual a -C¡D Si fl = 0. muestre que b 
ecuación corresponde a una recta scrliea!

A.4 PARÁBOLAS
En la sección A 2 se presentaron las parábolas Las gráficas de las figuras 16 
y 17 de esa sección son parabolas Estas cunas tienen muchas aplicaciones 
importantes Por ejemplo, se emplean en el diseño de espejos parabólicos 
reflectores y faros de automóvil La trajeciona de un proyectil es una pa 
rabola SI se considera que e) movimiento se lleva a cabo en un plano j se 
desprecia la resistencia del aire Los arcos tiene alguna^ veces aponencia 
parabólica, y los cables de un puente colgante pueden pender en fonna 
de parabola Las antenas para la recepción de señales de televisión prove 
mentes de satélites son también de forma parabólica

En la definición de una parábola se hace referencia a la disiancia áe un 
punto a una recta Se entiende por tal distancia la longitud del segmento de 
recta perpendicular del punto a la recta Consulte la figura 1. donde ] | es

la distancia de P a la recta /

A.4.1 Definición de parábola

Una paníholu es el conjunto de lodos los puntos de un plano que 
equidistan de un punto fijo y una recta fija. El punto fijo se denomina 
fuco, > la recta fija se llama dircctrí/.

A continuación se deducirá una ecuación de una parábola a partir de la 
definición Para que esta ecuación sea lo más simple posible, se elige el eje v 
perpendicular a la directriz de modo que contenga al foco El origen se toma 
como el punto sobre eje \ a la mitad de la distancia entre el foco y la dircL. 
triz Observe que se han elegido los ejes {no la parabola) de manera espe­
cial Refiérase a la figura 2

Sea p la distancia dirigida OF El foco es el punto P(0, p), > la direcinz 
es la recta que tiene la ecuación V = -p Un punto P(r, vjesiácn laparabola'i 
y sólo SI P equidista de r > de ladircctnz Esto es, si Q(r.-/))esei piedelarecu 
perpendicular de P a la directriz, entonces P está en la parabola si y sólo si

|pp| = \Qr\
Como

|P^1 = + {^ - p}'-

y
[0P| = Vír - r)- + (V + p)-
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1.1 piiiilii /' csl.t Lii l.i p.ir.tlxiLi M y solii si

I ' f ( \ - /j)- = ( ^ + ^,)2

Al cicv ar al ui idradi) los dos riiarnhins üc l.i t(.ujtion se ohticns 

i" + - 2p\ + i>- = \ ' 2p\ + /»*

r- = 4/n

Lstt rLsitll.idu se LStabltLL fonnalmenie en el teorema siyuienle

A,4.;2 Teorema Ecuaej^ de.untf,garqboÍa .

Una eeuaeion de una parabola tu>o foco esta en (()./>) y tiene como 
su direetriit a la recta 1 = -pes

Al‘\ ;i 'I

rií.L'm 3

= 4/)i

fn la tlgura 2 ¡i es posiliso, sin embarjio, /> puede ser ncgalno debido 
a i|Uc es la distancia dirigida ü¡ La figura 3 muestra una parabola pafii la 
cual ¡I < 0

De las figuras 2 \ 3 se obsersa que para la ecuación i* = 4/;\ la pa 
rabola abre bacía amba si p > 0. y abre bacía abajo si /» < 0 La recta que 
pasa por el loco \ os perpendicular a la dirccin/ se denomina eje de la para­
bola Ll eje de las parabolas de las figuras 2 \ 3 es el eje \ La intersección de 
la parabola con su eje se llama sértke. el cual por supuesto, está a la mitad 
de la di tancia entre el foco y la directriz D sertice de las parabolas de las fi­
guras 2 \ .3 es el origen

(liK.iri/

= il)>

Il(.lf(\4

s t

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gráfica de la ecuación

1- = lOi

es una parabola tuso scmtc esta en el origen y cuso eje es el eje s Como 

4/> = 10. /j = 2 > 0 por lo que la parábola abre bacía arriba El loco se 

encuentra en el punto TtO '). s la ecuación de la directriz es s = -^ 

Dos puntos de la parabola son (5. -} y t 1 Estos puntos son los cure­

mos d^ la cuerda que pasa por el loco s es perpendicular al eje de la parábola 
Esta cuerda se denomina lado recto ilaiii\ ruiiim) de la parabola En el 
ejercicio 41 se le pedirá i|ue demuestre que la longitud del lado recto de una 
parabol.i es 14p \ Cuando se dibuja una parabola, es útil localizar los cure­

mos del lado recto La figura 4 muestra la parabola, el foco, la directriz y el 
ladorsclo 4

La parábola de la figura 4 junto con los tres puntos ¡\. Pn y P-, se mués 
irán en l,i figura 5 Como la definición de una parabola establece que cual­
quier punto de la parabola equidista del toco y de la directriz, entonces

= lc^|/'.l \fP2\ = Icv^l \rí\\ =

^ EJEMPLO 1 Dibuje la parabola cuya ecuación es 

r“ = -K\

I K.UkA 5 y ducrmine el loco una ecuación de la directriz y los extremos del lado recto
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Solución L.i grállcj es un.i pjríibold cuyo suriitc esta en el onjien ) 
tuyo eje es c! eje \ Como 4/; = -K, p = -2. y ya cjue p < 0, la paraholj 
.ibre hacia al)ajo hl foto esla tn el punió f (0. -2). y una etuauon de la di 
rtLiri/ es \ = 2 Los exiremos del lado retío son (4.-2) y (-4.-2) Esto, 
punios se oblienen al susliluir -2 por \ en la ecuación de la parabola y reso), 
ser la etuatión para x La parábola se présenla en la figura 6. la tual 
lanibien muesira el foco y la directriz 4

Por supuesio, se puede verificar la parabola del ejemplo 1 irazandn L 
gráfica de la ecuación \ = - J r‘ en la grafitadora

^ EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación de la parabola que tiene su 
foco en (0,1) y como su direclnz la recia V = -3 Trace la parabola

Solución Pueslo que el foco está sobre el eje s > esla también por 
arriba de la direciri/. la parabola abre hacia amba y p = i El sertiee es el 
origen Una ecuación de la parabola es de la forma t' = 4/7\.con4/i - 12 

Así. la ecuación pedida es

i- = I2\

A tin de trazar la parabola, se escribe la ecuación como s = ^ t- Consulte 
la figura 7 ^

riüUUA 7

(lf< 12»

a m

W EJEMPLO 3 Un espejo parabólico tiene una profundidad de 
12 un en el centro y el diámetro en la parte superior del espejo mide 32 un 
Oblenga la disiacia del sertice al foco

Solución Refiérase a la figura K Se eligen los ejes coordenados de 
modo que la panibola tenga su \ertice en e) origen, su eje come ida con el eje 
y abra hacia arriba Por tanto, una ecuaciiín de la parabola es de la forma

V- = 4/n

donde p centimelros es la distancia del sértice al foco Como el punto (16.12) 
esta en la parábola, sus coordenadas satifacen la ecuación, por lo que se tiene

H(.UK\ K

r s —¡I '

_ 4;>r /> > O 

IIGUUA 9

16- = 4/»(l2)

r= ^
Conclusión: La distancia del sertice al foco es ^ cm ^

Algunas parabolas tiene ejes hori/ontales La parabola que tiene la 
ecuación

= 7v

es un ejemplo Esla ecuación es de la forma 

= 4p\

la cual puede obtenerse a partir de la ecuación = 4/m al inlercambiar \ ) 
\ Una parabola que tiene la ecuación \ * = 4/n tiene su \erlice en el origen 
el eje r como su eje y su foco esla en el punto F{p, ü). una ecuación de su 
directriz es \ = -/) Si/) > 0. la parabola abre hacia la derecha, como en la fi­
gura 9. y SI /) < 0 la parabola abre hacia la izquierda, como en la figura 10 

Estos resultados se resumen en el teorema siguiente
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»* 4;u /> <• 0

ri(U/iu i(j

A.4.3 T«or«ma Ecuación d* una parábola
Un.i üLUuutin de una parábola cu>o fou) está en (p.O) y tiene eomo 
su dircLln/ u )a recia x = ~p es 

>2= 4/H

Trazo de una parábola

A fin de Iru/ar la gráfica de una ecuación de la forma v - = Apx

1. Resuelva para v considerando la raíz cuadrada en los dos miembros 
de la ecuación, obteniéndose las dos ecuaciones

\ = ,4/>r y V = - _4pt

2. La union de las gráficas de estas dos ecuaciones proporciona la grá­
fica de

V- - 4pr

► BJmPÍO 4

\- = 7x

Dibuje la parabola cuya ecuación es

I II

y determine el foco, una ecuación de la directriz y los extremos del lado 
recto Verifique la gráfica al trazarla en la graficadora

Solución La ecuación dada es de la format* = 4/jr,purtanlo.eiorÍgen 

es el verilee y el eje \ es el eje de la parabola Como4/j = 7,/j = ^ > ü.de 

modo que la parabola abre hacia la derecha Cl foco está en el punto j. (J) 

j una ecuación de la directriz es » = Para determinar los extremos del 

lado recto, se considera t = 'en la ecuación, de donde se obtiene

Por tanto, los extremos del lado recto son t j. , I > (^. - .) Pn la figura 11 se 

prcseiit.i la parabola, lanibieii se muestran el foco j la diix'clriz 
A fin de trazar la parabola, se obtienen las gráficas de

) = 7\ > V = - 7t

en el niismo rectángulo tie inspeccii>n ^

EJERCICIOS A.4
III hn I ¡I IIII ii‘\ III Iti ¡lililí hi i>iiiiil'i'lii <1111 lili I‘lili i'‘i> t ' **

ihiilii (.).//.'-<> (i/himi.c mí 7,

lililí ih III iliiiilil \ U) hn 1 Millin'^ ihl hlilii lili"

Iiiriii.,i>"i" „

n. tt’ . o
1‘t. 't n

b. x' o
X. t' «o 

10. t' »

12. t' ‘ u ó 

14 I 't t» 
ir». h t*

I. t’ fi 

.t. I l(»\

2. »
4. I

Hi 

I ’»
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I nliiui<ri ii iii\ ¡7ii22 liui i li¡¡uinihalíi iiiu lum Itiiiiiiuiim
liulli ílílil

17. lu) V - h’ Un V -4»’
(c) i 4v- (di V - -4v'

18. lal t - 2-r- Un V = '2t‘
(c) i = 2v’ (di c = - 2\*

19. inl V - i’ Un v=-ix^

Id l = Idi v = -;v^

20. la) V l,J! Un V =-ir^

Id r = Iv (di

21. lal - Un = 1) (hl + Un
Id V • Un = 1) (d) + líu

22. lal 4t* - 3v = 0 Un 4v- + 3v
(c) 4v^ - 3t = 1) (di 4v- + 3t

38. Un arto parahólito tiene una altura de 21) in y un anthii dj 
m en la base Si el vértice de la parabola está tn la parte 

supenor del arco ¿,a que altura sobre la ba.se tiene un ancho 
de 18 m ’

3!>. Uno de los cables de un puente colgante pende en formadt 
parabola cuando la carga esta unifórmente distribuida de mj 
ñera horizontal La distancia entre las dos torres es de 150m 
los puntos de soporte del cable están 22 m amba de la carrt 
tera. y el punto mas bajo del cable esta 7 m sobre dicha ca 
rrelera Determine la distancia s ertical de la carretera al cable 
de un punto que se encuentra a 15 mde la ba.se de una turre

En ¡US t¡i n u i<»t 2 f t/ una ti inji ¡un de Iii paralmla
t¡iu iiciH las pnipududts dudas ÍJibiiji la parabola \ dis- 
piu s i crifupic la urajh a irazundala t n la i;r(ifu udont

23 I oto (0.4). directriz v = -4

24. foco (0.-2). directriz. V = 2

25. Foto (0.-5j, dirctlri/, V -5 = 0
26. Foco (0. - *). diretiri/. 2v -1=0

27. Foco (2 Oj.diacin/ t = -2

28. Foco (1. Oi. dirccin/, V = -I

29. Foto í-', 0>. dircCiri/. 5 - 3t = 0

30. Focol-;.0).directriz, li -3=0

31. Verilee en el ongen, abre hacia arriba pasap<irel puniotO, 3j

32. Verilee en el origen, abre hacia abajo, pasa por el punto 
(-4.-2)

33. Venice en el ongen. liireclnz, 2t = 1

34. Venice en el origen diretin/. 2\ + 5 = 0

35. Venice en el orieen. el eje \ es su eje. pasa por el pumo (-2.41

22 m
^ 7 m

15 m 22 m

T • ” •

ISüm

40. Supongaqucel jguaquefluscdelexiremodeuniubü.cluial 
se encuentra a 25 pie del suelo, describe una curva para 
boiica, de modo que el vcrtite de la parabola es el extremo 
del tubo Si en un punto 8 pie debajo del tubo el flujo de 
agua en su irajeciona curva se localiza a 10 pie de distan­
cia de la recta venical que pasa por el exlrcnio del tubo, 
t,quL tan .dejado de esta recta llega el agua al piso'

___
10 pie

25 pie

36. Venice en el origen, el eje res su eje pa.saporelpunlu(-3. 3)

Ln Im fjcniiiiis i7 a •ill risutlui d prnlfUma strbal \ oblai 
CU una 11 iiacitín dt una piualmla t intuí nwdi lo nuiicnuilii o df 
la siUuiiiiin ( ompU u- ti i jirniui i si riba una i iniiliiSHin

37. Un idtsuipiti relractanle tiene un espejo parabólico para ct 
cu.it la distancia del vcrlice .il foco es de 30 pie Si el día- 
mcini de la p.me superior del espejo es de W pulg. / cii.il es 
la profuiulid.id del espejo en el centro'»

I.spcjo pjrabolicci

\

M pule

41. Demuestre que la longilud del lado recto de una parabola 
es |4/»|

42. Obtenga una ecuación de la parabolacuyovcrtice este tn el 
origen j para la cual los extremos del lado recto sean (-8.4) 
>18.4)

43. Los extremos del lado recto de una parubivla son I5A) > 
1-5. k) Si el Venice de la parabola esta en el origen > la 
parabola abre hacia abajo, obtenga (u) el v alor de Ir, |h) una 
ecuación de la parabola

44. Obtenga lodos los puntos de la parabola \* = Sr talos 
que el foco, el punto mismo y d pie de la perpendicular 
dibujada desde el punto a la directriz sean los vertices do 
una tnangulo equilátero

45. Trece las grafic.Ls de V = t* y v = r"* Explique por que 
la gránta de la pnmera ecuación es una parabola y por 
que la gráfica de la segunda ecuación no lo es Utilice la 
definición de parábola en la explicación
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A.5 CIRCUNFERENCIAS

í n lj stuuoii .micnor uprcniJü) que |js parubolus se representan medíanle 
euiauoiies de segundo grado que solo eoniienen un lénnmo de segundo 
grado Otra eiirv a que tiene ceuauones de segundo grado e. \<iuk imfcrciK iit. 
pero esta- euiauones contienen dos términos de segundo grado uno en la 
sanable v y el otro en la sanable s

^ A.5.Í> p«fínición-éle dreunfarfnefa
Una circunferencia es el conjunto de todos los pumos de un plano que 
e(]uidisiaii de un punto lijo El punto lijo se denomina centro de laeirtun- 
lereneia. \ a la distancia constante se le llama nidio de la urciinrerencia

Con el liti de obtener una ecuación de la circunferencia c|ue tiuie centro 
en Clli. /.I s radio /, se uiili/a la formula de distancia Refiérase a la llgura l E! 
punto l’l\. \) esta en la cireunfereneia si y solo si |/^C | = /. esto es. si \ 
solo si

( X - /n- ^ - f = r

Lslo es cierto si \ solo si

ir - /))- + (\ - A)~ = I- {r > 0)

Esta ecuación es satistecha por las coordenadas de aquellos puntos y solo 
aquellos que se encuentran en la circiinterencia Este resultado se establece 
en el teorema siguiente

Í^^^.S.2^eoiyma > Ec|iqci6ri^deyno circunferencia

Una ecu.iLion de la cirainterenua con centro en el punto C(li. k) y radio 
r es

(V - Id- t - A,)- = r-

Si el centro de una circunlerencia esta en el origen, entonces ¡¡ = 0 
\ k ■= 0. por tanto su ecuauon es

Tal circunferencia '-a muestraen la figura 2 Si el r.idio de una circiinferoncia 
es l, se le ll.ima circunferencia unitaria.

Si se conocen el centro \ el radio de una cirainterencia. entonces la 
circunlerenua puede dibujarse con ajuda de un compás

Rara lni/.ir la circuntereneiu que tiene ecuación

X- +

1. Se resuehe esta ecuación para \ y se obtiene

X = r- - A- y V = - vr- - .t- 

La gráfica de c.ida una de estas ecuaciones es una semicircunferencia
2. Se traban estas dos semicircunferencias en el mismo rectángulo de 

inspección, obteniéndose así ia circunferencia deseada.
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i 7V7SI p,jr

l(. «' y 4 = -^|íi - «•

FKÍURA 3

i

I

FKÍURA 4

1-75.7^1 por [-2.KÍ

\ = -i * ♦ 2« - j-

j ^s--.y+2i-i^

FIGURA 5

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1
X- + r = 16

La gráfica de la ecuación

es la circunferencia con ccnlro en el origen y radio 4 Al resolver esla eeuj- 
cióii para v se ohliene

y = , 16 - .v2 y y = --/I6 - .v*

Al ira/ar estas dos seniicircunferencias en el mismo rectángulo de inspección, 
se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 3- ^

^ EJBMPL0 1 Obtenga la ecuación de la circunferencia que tiene

un diameiro con extremos en/\(-2. 3) y /i(4. 5) Trace la circunferencia.

Solución El punto medio del segmento de A a fí es el centro de la 
circunferencia. Vea la figura 4 Si Cí/i. k) es el centro de la circunferencia, 
entonces

„ = =2  ̂ , = 3^

= 1 = 4 "

Por tanto, el centro está en C(l. 4) El radio de la circunferencia puede 
calcularse como ¡ OI ¡ o |C’/?| Si r = | Ol |. entonces

r = , (I + 2)- + (4 - 3)*

Por tanto, una ecuación de la circunferencia es

i.x - D- + tv - 4)2 = 10 

- 2\ - Hv + 1 = {}

A fin de trazar la circunferencia, primero se resuelve la ecuación para \ 
considerándola como una ecuación cuadrática en v:

1-2 - 8y + (.\2 - 2i + 7) = 0 

De la fórmula cuadrática, donde (i = l./>

V = ± •• l>‘ ~

-X y f = - Ir + 7. resulta

-(-X) ± -.{-8)2 - 4(l)(.t2 - 2.r + 7)

2(1)

= » ± . 64 - 4.r2 + X.v - 28 
2

= S ± n.36 + X.r - 4x- 
2

= X ± 2s9 + 2v - t2 
2

= 4 ± 0 4- 2.V - .1-2

Si se trazan en el mismo rectángulo de inspección las gráficas de 

y = 4 + ,9 + 2.r - .r2 y i = 4 - + 2.t - .t^

se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 5.
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I .1 CLU.iunn (i In- f i\ - = r~ sc dunomina forma ccnlro
radio dc l.i ecuación de una circunferencia Si sc eliminan los parenicsis y 
se reducen los icrmiims scniejanics se liene

t- + V- 2/k - 2k\ (li- + A- - r-) = 0

Al considerar D = -2/i. / = -2A y T - Ir + k- - r-, esta ecuación se 
iraiistonna en

I - + \- + Üx + Ia + f =0

la cual se dciinmina forma (•enerui de la ecuación de una circunferencia 
Puesto que toda circunlerencia tiene centro y radio, su ecuación puede expre­
sarse en la forma cciiiro-radio , ) en consecuencia, en la forma general, como 
se tii/o en el ejemplo I Si se inicia con una ecuación de una circunferencia en 
la lorma general esta puede expresarse en la lorma centro-radio completando 
los cuadrados í:l ejemplo siguiente muestra el procedimiento a seguir

^ EJEMPLO 2 Obtenga el centro y el radio de la circunferencia 
que tiene la ecuación

c* + \' + fu - 4\ - 21 =0

Solución I.a ecuación dada puede escribirse como 

ív* + fu) + (\- - 4\) = 21

Si se completan los cuadrados de los términos entre paréntesis al sumar 9 y 4 
en ambos miembros de la ecuación, se tiene

(i- + fu + 9) + t\ - - 4\ + 4) = 2.1 + 9 + 4 

ix + 1)- + <\ - 2)- = 16

La ecuación anterior esta en la forma centro-radio, de modo que es una 
ecuación de una circunferencia con centro en (-1.2) y radio 6 ^

Algunas ecuaciones de la lorma 

X- + \- + Pi + C\ + í =0

tienen gráficas que no son circunferencias .Suponga que cuando se comple­
tan los cuadrados se obtiene

(x - li)- + l^ - A)* = íl donde d < 0

No hay \aIores reales de v y \ que satislagan esta ecuación; asi. la ecuación 
no tiene gráfica tn este caso se establece que la gráfica es el conjunto 
vacío Consulte el ejercicio 12

Si cuando se completan los cuadrados se obtiene

It - /M* + (\ - A)- = 0

los únicos valores reales de \ y v que satislacen esta ecuación son v = /i 
y \ = A De este modo, la gráfica consta del simple punto l/i, A) Refiérase 
al ejercicio 11

Ladermicionde la recta tangente a una cursa general en un punto de la curva 
requiere del concepto de liiiuie .Sin embargo, para una circunferencia la defi­
nición de geometría plana establece que una recta tangente en un punto P de 
una circunferencia es la recta que intersecta la circunferencia en sólo un punto

*N Uil T. Caa turnia lanibiiii se comtc coitni (ona/ma ucii<inJnr
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A , H • -1 I ' T M ^ EJEMPLO 3 Oblcniia una ecuación de la recta tangente a la

urcunlerencia

4 V- - 6x - 2y - 15 = 0

•o» h ••
en el punto (6. 5) Trace la circunCerencia y la recta tangente en el mismo 
rect.íngult) de inspección.

/ Solución Se escribe la ecuación de la circunterencia en la forma cen­
tro-radio al completar los cuadrados.

1 . 1]- - - 1.- í.t- - 6r) + (>- - 2\) = 15

iu;uu6 U- - fn -c [)} + (y- - 2v + 1) = 15 -1- y -c I

(r - 3)- -1- (V - D- = 25

De esta ccuacHín, el centro es C(3. 1) y el radio es 5. La figura 6 muestra la 
circunferencia y una porción de la recta tangente en P(6. 5). Si ;«[ es 
la pendiente de la recta que pasa por C y P, entonces

«I, ^ ^
‘ 6-3

4

De geometría plana, se sabe que la recta tangente es perpendicular a la recta 
que pasa por C y P Por tanto, si nis es la pendiente de la recta tangente, 
entonces

|-HI. 20| por 1 S 15)
= - i

. .

\ = 1 - -11 •

MGLIU7

Ir .

Ir )

f:n consecuencia, de la forma punto-pendiente de la ecuacitin de la recta que 
pasa por (6. 5l con pendiente -se tiene como la ecuación requerida

\ - 5 = -TÍr - 6)

Av - 20 = -3.T + 18

3t ^ 4- - 0

La llgura 7 muestra la circunferencia > la recta tangente tra/ada.s en el 
mismo rectángulo de inspección ^

EJERCICIOS:K.5 1

lili ¡lis tjfn íc íin / II H. ilihiiii Iti i^rajh a dr Ui c, mu u'ui

1. (II) \ - ,4 i- (I)) \ - 4 - \-
(f) »- + I- = 4

2. (a) .23 - i- ihl I = - 25-1-
(ci i- + \- = 25

3. <)i- + ‘Jy- ^ I
4. 4i- + 4v- r.

5. (r - 3)- (V + 4)- = 16

6. U + ' 1- + n - 5)- = 36

7. (t + 41- + \- = I

8. «- + l\ - 2r = •)

lili Im fjcnu ¡m ') u N. tnuv Ui i’rdfiai de Ui trniíu(/a.

y. t- + = 36 10. I- + = 16I
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II J' ’ 4v ' SI 12 'h ■ 'i\ ' l<)
n '« 2i • ( mil

1-1 ( ‘ »l ‘ ♦ 7i

I n tin ijt I, ii I ' "hh nt^ii mill 11 Util inn ih Itiiiiinn
U 1.1. Ill I an 11 mil' I \ ruilia I f ijin u hi ti luii laii iii In 
1,’inui iiiiiro I,him i i n In loni.n ^un nil ¡uut In i iraiiiji'
I I I III

15. ( i4 r i 16 CiO II) r - K

17. ( (-5 -12) r ^ IK. Í ( I 11 r = 2 

I>i. i((i 7) y - I 20. (,-\ 0). r - 4

Inia cji n ii iin 21 ii 2-t olih n'll iiitii ii mil laii ^ Iniiriiiii 
ri ;ii Hi i/i/t 'iitnlí.ii hi i aiulii lain \ iliiiliis run i liu irt iin)i 

r, 11 in

21. [ I LLíiiTii(.ii 1 LIUI. 2) > pasa pure! puiiiuI"' -I)

22 I i CLfitrn L•^la i.n I-? Il y pa--a pnr cl puiilo l2 0)

23 I II dumciii) iitnc c’(^rullo^ cn 11. -4j y i7. 2i

24 Lii Ji imum (iLiic curemos cn l-l -‘i)y(4 6)

hn tin tjcn.iiiin 2' a HI ahuiu'ii il mura \ il rnilia ile hi 
(in Ji/i/i ri/Kiu Dihiiji hi I in iinlcn III III

25 I- * V - - m - K\ = (J

20 t- + s- - l!)x - lOs -r 2.T = 0

27. i- * V 2t I lOx .r IH = 0

2K. X* * X- I- 6\ - I = I)

20 3r- + 3\- * 4x - 7 = 0

30. li- -> 2v- - 2r ♦ 2s -7 = 0

31. DunuL i.c ijuc IX jraliLj xIl

i- s- - 4x + !0x * 20 = 0

cs uii punlo

.32. DunuLsirc que 11 j;r.itu.a dc

i - X- + Hi - fn + 3() I)

(.s (.1 xim|iinii> xauu

III hi\ijin II ,1 ‘III <•'1 th II niiiiii u In' nifha c\ iinn t iriiinh'
II III III nil I'uiUii mil aiijiiiUa Uii in

33. X- + s’ - 2i + lOx + 10 = 0

34. X- + X* + 2x lx s- 3 = 0

35. X" <■ X* " fOx + 6\ + 36 = 0

36. 4x- + 4x- + 24r - 4x + ! = 0

37. lx- + 2s- - 2i + 6x + “i = 0

3H. Os- + 9s- + 6x - 6x + “i - 0

¡II hn ijiniiiia n> n -J2 ahliiun uiiii iiiininni ih hi ruin

laiii,,iil, ¡ihKiniiiiJiniiiiiitiicIpiiiiiol' riiiti hiiiniiiihriii

I III s III II I III liiiivi nil III 11 iiiniiiii r. I lniii,iihi dt (m/x 11 nm

39. 1- + X- = 25 /'I-4

40. I6x- + [fn ' = 25./0 ^ -1)

41. X- + X' 4x -- 6x - 12 = 0 /'(5 I)

42. r- f s' - I4t - 8x - 35 = 0 I’t-l -4j

43. UuliLC yciimuria jnaliiu.a p ira dciimslr ir ([uc un an¿uln 
msuilci cn lina stmiLirtunlcrcnua cs un anculo íllIo

44 I OiliLc la jiuomLirij analitn. i p ira dcmosir.ir que una rx.u i 
quu pane Jl de el tenirii de cualquier LirLuníerenua qu. 
hiscque a eu.ilqui.ri.ui.rda. es perpendicular a la euerda

45. , Que dcsiuiialj id qiierel ieiimaa/> ¿ \ Adthe cumplirse 
para que 11 eeuaeiim

X- -- X - - /Jr + fx -- f = 0 

sea uiia eircuntcrenua

46. A pariir del oncen se diliuj m cuerdas de la circunferencia

X- + X- -1- 4i = II

Dcinucsire que cl usnjunio de liis punios mcdios de esias 
cuerdas es una circunferencia

47. L I cireiinfercneia cireunscnla a un triangulo es la circunle 
renciaqueconiicnc los tres \ emees del iriangulo Dados los 
(res XerUces del inaiigulo explique eumo puede deiermi- 
narse el cenini y d r.iclm de la ciruinteanei i circunscnla

4K. Utilice laexplicae-ion del ejercicio 47 para obtener el eenlro 
y radio de la urcimferenua circuiisenla al inanculo que 
llene xeriiLCs en (-.3. 2) l4 -ijy(5 2)

49. Describa el uinjiinio dé punios (x. x) de /?’ para los que 

(a) X- a X - S I (b) I < f + X ■ í: 4

(c) X- + X- > 4

51). Ulihe’c el heeliiide x|ue <i/i = Om y solo si </ = Dn/i = 0 
para escribir una eeuauim de cada una de las sicuienies 
gnilieas (a) la grafit.i que consiste* dc todos los punios dc 
cualquiera délas dos circunferencias que tienen su centro cn 
el ongen y una nene radio 2 y ljotraradio3.(b)ljgraficaquc 
consiste del ongen y lodos los puntos de la circunlcrcncia 
uniuna cuyo centro es el ongen
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A.6 TRASLACION DE EJES
Lj ioriiu de una gráfica nu es afectada por lu posición de los ejes cnorOi:- 
nados, en cambio su ecuación sí. Por ejemplo una circunferencia de nultn} 
y centro en el punto (4, - I j tiene la ecuación

í.r - 4)2 + (y + 1)2 = ')

Sin embargo, si .se eligen los ejes coordenados de modo que el origen esté en 
el centro, la misma circunferencia tiene la ecuación más simple

i2 + y2 = 9

-1---------- « ^ ,
rli/i.Ai .y

riGL'RA I

Si pueden elegirse los ejes a \oluniad. generalmente se liará en tal formj 
que las ecuaciones sean lo mis simples posible Sin embargo, si los ejes están 
dados puede ser deseable encontrar ecuaciones mis sencillos de una gráfica par­
ticular relativa a un si.stema diferente de ejes. Si estos ejes diterenies se eligen 
paralelos a los ejes dados, se dice que se ha realiAido una traslación de ejes.

En particular, considere que los ejes x y y se trasladan a lo. nuevos ejes j' 
y y' que tienen origen (li. A) con respecto a los ejes dados También considere 
que los números positivos se encuentran en el mismo lado del origen de los ejes 

y y’, como en los ejes x y y. Consulte la figura I Un punto P del plano que 
tiene coordenadas (.t. y) con respecto a los ejes coordenados dados tendrá 
coordenadas (r’, v') con respecto a los nuesos ejes. A continuación se obten­
drán las relaciones entre estos conjuntos de coordenadas. Para ello, se dibu­
jan dos rectas que pasen por /’, una paralela a los ejes y y y’ y lu otro paralela 
a los ejes .\ y x'. .Sean Á y A' los puntos de intersección de lu primera recta con 
los ejes i y .r'. respectivamente, y ¡i y las intersecciones de la segunda recia 
con los ejes y y y', respeclivameme Estas rectas se muestran en la figura I 

Con respecto a los ejes x y y. las coordenadas de P son (.c, \). las 
coordenadas de A son (.\, 0) y las de A ’ son (x. A). Como A'P = AP - /M'.

\' = y - k

Con respecto a los ejes x y \. las coordenadas de B son (0. y) y las de B' son 
(/i. V). Debido a que DT = ÜP - BÜ\

x' = X - li

Estos resultados se establecen fcirmalmenle en el teorema siguiente

A.6.1 Teorema Ecuaciones pora lo traslación 
de ejes

Si (.t, y) representan al punto P con respecto a un sistema de ejes dadn.y 
t.x'.y') es una representación de P después de que los ejes se trasladaron 
a un nue\o origen de coordenadas t/i. A) con respecto a los ejes dados, 
entonces

,\‘ = X - li y v' = y - A

► EJEMPLO 1 Duda la ecuación

V- + y2 - 4v + 6v - ."í = 0
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ir.i'.l.ulc In', ejes de mndo que l.i eeujuón de la gráñea con respecto a los ejes
\’> ^ no contenga lerininos de primer gr.ido 

Solución Se escribe la ecuación dada como 

U- - 4i) + l\~ + fnj = 1

Si se completan los cuadrados de los términos entre paréntesis al agregar 4 > 
‘J en ambos miembros de la ecuación, se tiene

U- - 4\ + 4) + ()- + 6\ + y>= 3 + 4 + y 

(c - 2)- + (\ + 3)- = 16

H<,rR\ 2 Si se considera r’ = \ - 2 > v' = \ + 3. se obtiene

II+

o Vi/i ll

La gráfica de esta ecuación con respecto a los ejes r’ > t' es una circunferencia 
con su centro en el origen > radio 4 Debido a las sustituciones de x por r - 2 > 
\' por \ + 3. el resultado es una traslación de ejes al nueco origen l2. -3» la 
gráfica de la ecuación dada con respecto a los ejes i j t es una circunferencia 
con centro en (2. -3) j radio 4 Lsle resultado concuerda con la discusión 
acerca de las circunterenci.is en la sección A 5 de este apéndice La figura 2 
muestra la circunicrenela junto con los dos sistemas de ejes ^

Ahora se aplicara la traslación de ejes a fin de obtenerla ecuación genera! 
de uiM parabola que tiene su cenice en el punto l/i. A) > su eje \ertical ii 
hori/onial I n particular, considere que el eje es \ertical Se loman los ejes \ 
) t de modo que el origen este en A) Consulte la figura 3 Con res­
pecto a los ejes »' j v una ecuación de la parabola de esta figura es

\ - = 4/n

- /i( 4/>( > ~ 11

nOlK\3

Con el proposito de obtener una ecuación de esta parabola con respecto a los 
ejes i j t. Se considera r = = A. lo cual proporciona

(\ - /j|- = 4/»(t - A)

- u' 4/Xl - lo

Ln la figur.i 4. el eje de la p.irabola es hon/onial \ el \erltcc se en- 
cueniraen Vih A) Mediante un argumento similar, su ecuación con respecto 

.1 los c'ies \ \ es

(\ - A>- = 4/M i - li)

De este modo, se han obtenido las Junnus ulomlur de las ecu.ictones 
de l.is parabolas, las cuales se establecen fonnalmenie en el teorema siguiente

A.6.2 téór«mo nperÍMS^estándar de las ecuaciones 
de las ^arábolc^

.Si /» es la distancia dingida del séruce al foco de una p.irabola. una 
ecu.icion de esta parabola, con \eritce en (/i. A) y eje ccrtical. es

(\ - /()’ “ 4p(\ - A)

l'iu p.tnib«'!a con el mismo \erlice > con su eje honamlal tiene laecu.icion 

í\ - A)- = 4/»l i - li)
I IGUitA 4
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Lu gráficii i!u cualquier ecuación cuadrática de !u fnrma

>’ = fl.r“ + hx + c (jj

donde a. h y r son constantes y ü ^ 0. es una parábola cuyo eje es vcnica) 
Esta proposición puede probarse al mostrar que (1) es equivalente y uru 
ecuación de la forma

í.t - ft)* = 4/)(y - k)

Se le pedirá que realice esto en el ejercicio 4<J. Lu ecuación del ejemplo 

siguiente es un casoespecial de (I) donde o = -j.ft = I ye = 6.

► EJEMPLO 2 Dada la parábola que tiene ecuación

y = + .r + 6

determine el vértice, una ecuación del eje, el foco y los extremos del ladu 
recto. Dibuje la parábola a partir de estas propiedades, y verínque la gráfica 
en la graflcadoru.

Solución La ecuación dada es equivalente a

4v = -.tr + 4.r + 24 

.V* - 4.r = -4y + 24

Si se completa el cuadrado del lado izquierdo ai sumar 4 a cada miembro, 
resulta

.t- - 4v + 4 Sí -4y + 24+4 

Ix - 2)* = -4y 28

(.r - 2)* = -4(y - 7)

Esta ecuación es de lu forma 

(.t - ft)- = 4p(y - k)

V

en donde h = 2. k = 1 y ¡> ^ -1. Por tanto, su gráfica es una paráboh 
con vértice en (2. 7), y su eje es vertical. Así. el eje tiene la ecuaciúo 
X = 2. Como /) < 0, la parábola abre hacia abajo. Además, el fix'o es el 

punto del eje a I unidad debajo del vértice: por lo que el foco se encucnini 
en (2.6). Debidu a que la longitud del lado recto es j 4p j = 4. .sus extre­

mos están 2 unidades a la derecha c izquierda del foco, por lo que se en­
cuentran en (4.6) y {0. 6).

La figura 5 muestra la parábola dibujada a partir de estas prtrpiedades. 
En lu graficadora se obtiene esta misma gráfica. ^

Si .V y y se intercambian en M). se tiene lu ecuación

X - ay' + hv + c (2)

La gráfica de cualquier ecuación de esta forma es una parábola cuyo eje 
es horizontal. Este hecho puede verificarse al probar que (2) es equivalente 
a una ecuación de la forma

(y - k)' - 4p(x - ft)FIGURA 5
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^ EJEMPLO 3 Siga las inslruccioncs dol ejemplo 2 pam la pa­
rabola cuya ecuación es

.V = 2v- + Hv + II

T-“4’

' 10
o.

Vi\-2i

25T- 4'

»2r - i(i - h 

FKIl'RA 6

Solución La ecuación dada es equis ulcnle a

2>“ + 8 V - .X ~ H

2h- + 4>) = .t - 11

A fin de completar el cuadrado de la expresión entre paréntesis del miem­
bro izquierdo, se suma 4 a s- + 4\. En realidad se agrega 8 al miembro iz- 
(|Uicrdo: de modo que también se suma 8 al miembro derecho, y se obtiene

2(v- + 4y -I- 4) = .1 - II -1- 8 

2(v + 2)* = .r - 3 

(y + 2)' = |(.t - 3)

Esta ecuación es de la forma 

(y - = 4/íít - /i)

IICLUA 7

con /i = 3. A = -2 y /» = 5. Por tanto, la parábola tiene su sénice en 
(3. -2l. su eje es la recta horizontal y = -2. y comop > 0. la parábola abre 

hacia la derecha. Debido a que el foco está a ¡ de unidad a la derecha del \érti- 

cc, dicho foco se encuentra en el punto ( y. -2). La longitud del lado recto es 

14/» [ = i; de modo que los extremos del lado recto están a \ de unidad por 

arriba y debajo del foco, por lo que se encuentran en ( — . - 3) y ( ^. -3).

En la figura b se muestra la parábola dibujada a partir de estas propie­
dades. Para trazar la parábola en la grailcadura, pnmem se escribe la ecua­

ción dada como

2v* + 8y + m - \) = 0

y después se resuelve para y en términos de x mediante la tómiula cuadrática 
cono = 2./> = 8 ye 5= 111 - x), obteniéndose dos \ alores para y:

y = -2 -t- 1 \ 2.x - 6 y V = -2 - 5 \ 2.V - 6

* ♦

V «- I j • -I j - ti 

I KiUKAK

Cuando se trazan las gráficas de estas dos ecuaciones en el mismo rectán­
gulo de inspección, se obtiene la parábola de la figura b. ^

En los dos ejemplos siguientes, se aplica la traslación de ejes a xnni.s 

dos gráficas.

^ EJEMPLO 4 A partir de la gráfica de X = | x ] y una tra.slación
de cjcsconxcnictiie. obtenga la gráfica de V = |x - 4[ - b.

Solución La gráfica de X - | .x ¡ se muestra en la figura 20 de la secemn 
A.2 del apéndice. Aquí se reproduce en la figura 7 La ocuacum

V IX 4 ¡ • (X
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es equivalente a

y + 6 = 11 - •> I

A Un de obtener lu gníncu de esta ecuación se considera 

,t‘ = .r - 4 y y' = y + 6

De esta manera, se han trasladado los ejes al nuevo origen Í4, -6). y la ecua­
ción se transfonna en y' = |.r*|. La gráfica de esta ecuación con respccioa 

los ejes x' y v' es la misma que 1a gráfica de la figura 7 con respecto a bi 
ejes X y y De este modo se obtiene lu gráfica mostrada en la figura 8. 4

^ EJEMPLOS Utilice la gráfica de y = del ejemplo 4 de h

sección A 2 del apéndice junto con una traslación de ejes adecuada pan 
obtener la gráfica de la ecuación

y = 4(.r + 5)^ + 3

iií;ura 10

Solución Lu figura 9 muestra la gráfica de y = La ecuación 

y = Ux + 5)^ + 3 

equivale a

y - 3 = + 5)^

Con el propósito de obtener la gráfica de esta ecuación, se consideran 

t' = .r + 5 y y’ = y - 3

De esta manera se han trasladado los ejes al nuevo origen (-5.3). y la ecua­

ción se transforma en y' = La figura 10 muestra la gráfica de esta
ecuación con respecto a los ejes x' y y'. Es la misma que la gráfica de la 
figura 9 con respecto a los ejes x y y. ^

EJERCICIOS A.6

A/i lin íjíTt ii m\ III •/, inishulf h>\ i'jei Je niinlii f/iif lii a tiit- 
(íi!/i ilf lu nrújiui (iu¡ fí’t/it’i tu ii lin iiiu’mh t'jcf no c wiíívíiju 
Icnmnos Je ¡iriiner f-ruJii Truce los ejes onf;iniilcs y los 
mieios Dihiije lui¡ri¡/ha.

1. \- + y* + fir -s 4y = 0

2. + s* - 2i - 8\ + 1 = 0

3. X* + y- + » - 2y -bis»

4. i- + V* - lOr + 4y + 13 = 0

En tos ejercíaos 5 y fi, iriislaJe los ejes de modo que lu etuución 
de la qrüfica can respecto a los nuexos ejes .t'y y’nfi ií>n/rn?u 

lérmino de primer grado en x" y lampoco término canstunte- 
Trace los ejes originales y los nuc\ os. Dihiije la gráfica.

5. X- - 4x - 8y - 28 = 0 6. x* + 4v-f 2y = 0

Di los ejercicios 7y H. iraxiade los ejes Je modo ipie lu ecua­
ción de la griijica con respecto a tos nuexos ejes x'yy'no conioi- 
ga término de pnmer grado en y' y lampoco término consianie 
Trace los eje.\ ongiiuiles y los niiex o\. Dibuje la gnifica



A.7 EUPSES 1183

7. \ ‘ í>« » 7i * VI II

« i\ h < ? (I

I tl h'\ iji I, h l»\ '> (I 2i l>ilhl /<(> li/¡lilhnl,i\ ¡hlílín iIlIi nillili 

h.it! i> fill I I/'I lililí 11 mil ii’ii ihl III 111 il till II (ih lililí tiltil 

, IIII ih III thru nr \ U l Im i xin iiu>\ ih I hiiln nii,> i/> l>ihiiji 

Li I’iinihi'hi ii I’liilir ih utm ¡>io¡iuiíiih \ i it niuiiif hi f;riifíiu
,11 In ^inlun,lnin

•1 \ ~ \ - 4 I» V = »• + 4v

11 » » • t» s 12. » I. + f,i - 2

|3 1 » ()» 14 1= -V* + 1

i' » - ín - 4» + n = n 16. - 4» -f 8» + 28 = 0

17 V- + 4v 12» - 0 18. V- - 12» - 14» + 15 - 0

i'7 V = - r + 4» - 5 20 '=

2t V = l\- - V - ' 22. » = 2» ■ + 10» + 3

2.3. t -2v' - Kv - 5 24 '= -

III III! iji rt unn 2“i II 2H inm In I’liniholn i/iti liiiii hiiimi

Ill'll II ihiiiilii

25 \ - 4i 2i + y = 0

26 Ax - - X * \(i\ 12 = 0

27. - 4» + llh + 17 = (I

2H ♦ St ' 12» + 20 = 0

/ II l"\ Iji n u ins 2'f II 46 lun.ii In \ii;iiunli Itü ilihiijt In ¡irnji 
mill III ¡iriiiii ni II mu inn Ih) ih In i;riiliui nhuniJii iii tl in 
nn In) t linn trnxhii inn ih ■ jt» mli i ililniji In lirnpi n ih 

In aiiiufn 11 mu inn <c M < riluiin Inx l•rlHU in iln Ini im nm 
In) \ ihi lrn:niulnln\ ai 11 mi\inn n i t/< i/n/iinii>/i

2‘7 » = I»1.» = I» - 21
30 » = t » I » = I » -r 1 I

31 » = I » I. » = I » I + 3

32 » - \i\.x = M - 2

.33. » 111,» = IV + 41 - 5

34 » = 111.» = I» - I I + f)

.35. V = t'.» - fv 4i'

.36 2» -,'.2» + 2=

37. »-»'.»=(«+ I)' )

3K. 2» - -t*. 2» = -lx - 4|’ + 4

30. \ = T.» = t - 2 1- 4

4» » = t.» = X 1- - 2

41. » = I-, V = (t - 4|*

42. » = »*.»= (i + 3|-

4.3. » = t’. \ = t* + 3

44. » = t- » = t- - 4

45 » = t-.» = (t + iT - 5

46. \ = V* » = (t - 2r I

47. [)aclj la parabnl i i!l‘ ctuauon

\ = !/»• + /'»■•<

<.im« ^ U ohknga laM.iHirdirnada.'. dt.1 Venice

48. Determine las conrdeiudas del Toco de la parabola del ejer- 
cieio 47

40. Muestre tiue la eeuauon » = nx~ + bx + feseciuivalen 
le a una eeuatum de la forma (t - li)‘ = 4/i(» - A) ,il 
resolver la segunda eeu.iuon para v

5(1 Si una parabola liene su foe» en el ongen > cl eje x eoino 
su e]e, demuestre ipie dieha parabola debe tener una 
ecuación de la forma V' = 4i.r + 41'. A * 0

51. (u).MuestrequclaeeuacionV = t* + hx + ipucdeescn- 
birse en la fonna V =(»-/;)• i- A Ib) CxpIique eoino se 
dibuja la grafie.i de V = (c - /i)’ + A a panirde l.i gráfica 
de» = i* Rn I lexplieaeioninventeunejemplopartieuiar

A.7 ELIPSES
A Un de referirse’ ul .ispéelo geomélrieo de l.is seeeioncs cónicas, se debe 
eoiisiderar que un eono nene dos mantos, ead.i uno eslendiendose indefi- 
nidainente Una poruoii de un enno eireiilar reelo de dos mantos se muestra 
en la heura I Se denomina (’cnerutriz (o e-lemeiilo) del cono a una recta 
que este contenida eomplelamcnle' en el eono Todas las gcneratnccs de un 
eono contienen el punto V llamado v értice.

Una ilifiu' se obtiene como una sección comea si el plano cortante no 
es paralelo a ninguna gener.ilriz, en cuso caso el plano eortanle inlersecta a 
cada generairi/ eoiuo en la figura 2 Un caso especial de la elipse es la 
eireunteTeneia. la cual se torma si el plano cortante mtersecta a cada generu- 
tri7 > también es perpemlicular al eje del cono Refiérase a la figura 3 A 
eonimuacmn se definirá una elipse como un eonjunlo de puntos del plano M 
linal de esta sección se demoslnir.i que esta definición es una consecuencia 
de considerar a la elipse como sección de un cono
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Mjiiiii Mi|>cru<r

N eniu:

(■ciicrjtruc<

nc;i HA 1

A.7.1 Definición de elipse

Una elipse es el tonjunlu de punios de un plano tales que la sumu de 
sus distancias desde dos punto lijos es c<ins(anic. Cada punto fijo se 
denomina foco.

Considere 2c tomo la distancia no dirigida entre los focos, donde c > íj 
Para obtener una ecuación üc una elipse, se elige el eje ar como la recta que 
por I'y F\ de modo que el origen sea el punto medio del segmento entre Fj F 
Vea la figura 4. Los focos Fy F’tienen coordenadas (c. Oj y í-c. Ü). respectiva- 
mente Si 2u es la suma constante referida en la definiciun. entontes a > c 
y el punto /'(r. y) de la figura 4 es cualquier punto de la elipse si y sólo si

|FF| + |F’F| = 2íi 

Como

|FFj = (.r - c)- + y* y [F7^| = (.v + cj- + y*

F está en la elipse si y sólo si

tlppsC

FIGURA 2

_(r - O* + y- + ,(.r + t)- + y- = 2a

Con objeto de simplificar esta ecuación, es necesario eliminar los ra­
dicales y reali/.ar algunas manipulaciones algebraicas, lo cual se le pedirá 
que haga en el ejercicio 35 Al efectuar esto, se obtiene

donde b- ^ a~ - <r. 
mente.

El Icurema siguiente establece este resultado formal-

A.7.2 Teorema Ecuación de una elipse

Si 2a es la constante referida en la definición de la elipse, si los focos se 
encuentran en Ir. 0) y (“f. 0) y SI ft* = a~ - r^. entonces una ecuación 

de la elipse es

CiiLunrcrcncu

FIGURA 3

A fin de dibujar la elipse, primero observe de la ecuación que la gráfica 
es simétrica con respecto a los dos ejes. Si se sustituye y por 0 en la ecua­
ción. se obtiene x = ±a, y si se reemplaza x por 0. se obtiene y = ±ft Por 
tamo, la gráfica mter.secia al eje a en l«, 0) y (-a. ü) y corta al eje y en
10. ft> y (0. -ft). Como ft- = a- - e*. se deduce que a > ft. Consulte la 
figura 5 y refiérase a ella conforme lea el párrafo siguiente.

La recta que pasa por los focos se denomina eje principal. Para esta elip''C 
el eje x es el eje principal. Los puntos de intersección de la elipse con su eje 
principal se llaman vértices. Así. para esta elipse los vértices están en Ulu.O) 
y V'l-íi.O». El punto del eje principal que se encuentra a la mitad de la distancia 
entre los dos vértices recibe c! nombre de centro. El origen es el centro de esta 
elipse El segmento del eje principal entre los dos vértices se denomina eje 

major, y su longitudes 2<i uniiiudes. Para esta elipse el .segmento de! ejey entre 
los puntos tí), ft) y (0. -ft) se llama eje menor. Su longitud es 2ft unidadc'.

Una elipse recibe el nombre de cónica central en contraste con una 
parábola, la cual no tiene centro debido u que sólo tiene un vértice.
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/■(I. u

FIGURA 4

► EJEMPLO 1 Purj lu clipsc quc tiene lu ecuación

+ - 
25 16

= I

tiblcnyu Ins vertices. Ins extremos del uje menor y Ins focos Dibuje la 
elipse y muestre los focos

Solución
rJ y'

Como la ecuación es de lu forma 

= I

lO h>i

lO 4n//

25 If.

FIGURA (i

(0,4*//

el centro de la elipse está en el origen y su eje principal es el eje.t Debido a que 
(i~ = 25 y/r = 16,ü = 5yb = 4. Por tanto, los vértices se encuentran en 
PlS. 0) y V''(-5. 0). y los extremos de! eje menor están en fl(0. 4) y -4)

A fin de determinar los focos, se resuelve la ecuación ¿I- = o* - «-para 
c con ü* = 25 y h- = 16 De este modo, puesto que c > (J.

16 = 25 - í -
i- = 9 
c = 3

Por tanto, los focos se encuentran en F{7>. Ü) y F'i-2, 0).
Como una ayuda ul dibujar la elipse, se determina un punto del primer 

cuadrante al sustituir 3 por .\ en la ecuación y resolverla para v. Por su­
puesto. cualquier otro valor de ,v entre 0 y 5 puede emplearse. Por la simetría 
se tienen puntos correspondientes en los otros tres cuadrantes. La figura 6 
muestra la elipse y los focos. ^

Observe de la dennición de elipse que si P es cualquier punto de la 
elipse del ejemplo I, entonces IfPl + |r7’| = 10. En la llgura 7 se ha lo­

mado P en el segundo cuadrante.
Con objeto de trazar la elipse en la graficadora, puede hacerse lo mismo 

que .se hi/o en la sección A.5 del apéndice para las gráficas de las circunferen­
cias. Esto es. se considera la ecuación de la elipse como cuadrática en y y se 
resuelve para esta variable a fin de obtener dos ecuaciones que definen a > 
como dos funciones de r,

i/’ EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 ai resolver la ecuación de
la elipse del ejemplo I para y. pnmero se multiplican los dos miembnis de la 

ecuación por 400, por lo que se tiene

I6t- + 25,v‘ = 400

25y- = 4(MJ - 16v‘

25\* = 16(25 - .r)

y2 = ^(25 - -V-)

V = -.25 - .V-

Eii c! misiiu) rectángulo de inspección de la gralicadora se trazan l.is gráfi­

cas de

25
y .'2 = -^v25-.v-

paiaI KiUUA 7
obtener la cIip-'C que se muestra en la figuta ii.
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I-n lii sccxHÍn A 9 del apéndice se explica otro método para trazar una 
elipse en la grafitadora Este método emplea ecuaciones paramélricas de la 
elipse (jue Lontieneii funciones trigonométricas

[,as trayectorias de muchos cometas y las órbitas de los planetas y sa­
télites son elipses. Algunas veces los arcos de puentes tienen forma elíptica, j 
también se iilili/an las elipses en los engranajes de algunas máquinas Una 
aplicación de la elipse en arquitectura se tiene en las llamadas galerías del 
’¡usurni, en donde se utiliza su propiedad reflexiva En estas galerías las 
bóvedas tienen secciones transversales que son arcos de elipses con foco^ 
comunes. Una persona ubicada en un foco F puede escuchar el susurro de 
otra colocada en e! foco F' debido a que las ondas sonoras originadas por 
el murmurador de F' chocan contra la bóveda y son reflejadas por ésta al 
oyente ubicado en F Un ejemplo famoso de estas galerías del susurro se 
encuentra bajo la cúpula del Capitolio en Wa.shington D. C Otro ejemplo 
más es el Tabernáculo Mormón en Salt Like Cuy.

^ EJEMPL0 2 Un arco en forma de semielipse mide 48 pie de 
ancho en la base y tiene una altura de 20 pie. ¿Qué tan ancho es el arco j una 
altura de 10 pie sobre la base'^

ík;urv8

Solución La figura 8 muestra un dibujo del arco y los ejes coordenados, 
los cuales se han elegido de modo que el eje x yace a lo largo de la base y d 
origen .se encuentra en el punto medio de la base. Entonces, la elipse tiene su 
eje principal sobre el eje i. su centro en el origen, ü = 2A y h - 20 Así, 
una ecuación de la elipse es

^ = I
576 400

Sc’ti 2í pies la medida del ancho del arco a la altura de 10 pie sobre la 
base Por tanto, el punto (\. 10) está en la elipse De modo que

\

= 432 

= 12 .3

I

Conclusión; A la altura de 10 pie sobre la base, el ancho del arco mide 
24 X 3 pie ◄

Si una elipse tiene su centro en el origen y su eje principal sobre el 
eje entonces una ecuación de la elipse es de la forma

esta ecuación se obtiene al intercambiar v y y en la ecuación

i- .V-

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Puesto que para una elipse 
a > />. se deduce que la elipse que tiene ecuación

X- V-
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nene su eje pfjnup.i! sobre el eje v. I-slj elipse Ueiie la misma forma de la 
elipse del ejemplo I Los \én(ees se enuientran en (0. 5) y ÍO. -*5). itis extre­
mos del eje menor están en (4. 0) y (-4. 0), y los lotos se enmeniran en 
(0. 3) ) (I). La figura imiesira esta elipse A

Suponga tjue el centro de una elipse está en el punto (/i. A) en lugar del 
origen. > tjue el eje prmeipal es paralelo a uno de los ejes coordenados 
I-ntonces, mediante una iraslaeión de ejes, de modo que el punto </i. A-j sea el 
nuevo origen, una ecuaeitín de la elipse es

v'í
Tr I

SI el eje pnneipai es bori/onial, y

SI ei eje principa] es verilea) Como i' = \ - /i y y ’ = y - A. se tienen las 
formas estándar siguientes para las ecuaciones de las elipses

A.7,3 Teorema Formas estándar de las ecuaciones 
de las elipses

Si el centro de una elipse está en (/i. Al y la distancia entre los vértices es 
2a. entonces una ecuación de la elipse es de la forma

+ <1^ = 1 ,„ > /., (11
fi- b‘

SI el eje pnneipai es hon/onlal, y

(V - Aj- (i - Id-
ii'- ir- Ui > I»

si el eje principal es venical

(2)

Al desarrollar u - /i)- y (y - A)* > simplificar, se pueden escribir 
cada una de las ecuaciones (1) y (2) en la lorma

.V\- + Cv- + Dx + Ev + F = l) (3)

donde .-I > C tienen el mismo signo En el ejemplo siguiente se comienra 
con una ecuación en esta lorma y se completan los cuadrados a fin de e.xprc* 
sarla en alguna de las formas estándar

^ EJEMPLO 3 Demuestre que la gráfica de la ecuación

25r -I- I6v- + I50t - 128\ - 1119 = 0

es una elipse Determine el centro, una ecuación del eje principal, los vér­
tices. los extremos del eje menor y los focos Dibuje la elipse y venlique la 

gráfica en la grafieadora

Solución Con objeto de escribir l.i ecuación dada en una de las lormas 
esiandar, se comienza por ctimpleiar los cuadrados en \ y y Al hacerlo se Heno

2.ñu- -t- íi\) + I6(y- - 8\) = 1119 

25(t- + ói + 9) + Ifilv* - 8\ + lól = 1119 + 22.'i + 2íi6
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f t . 1% - 4)-

W ll*J

kk;üra ]()

25(.v + 3)2 + Iñfy - = 1600

25Í.I + 3)í 16{y - 4)2 _
1600 16(XJ

(X + 3)2 (y - 4)2 ^
64 100

Estu ücuución es de la íonna

<JLzJi}l + <■< -!\>z = 1 ,„ > i„
a- b-

donde (/». jt) es (-3.4). a- = 100 y /j- = 64 Por tanto, la gráfica es una 
elipse cuyo centro se encuentra en (-3.4) y cuyo eje principal tiene la 
ecuación x = -3. Como a = 10 y /j = 8. los vértices están en ^(-3. 14) 
y V''(-3,-6). y los extremos dei eje menor se encuentran en fl(5. 4| y 

1, 4). Para determinar los focos se emplea la ecuación b- = a- - c- 
con c > 0. de donde resulta

64 = 100 - c- 

í- = 36 

c = 6

De esta forma, los focos están en F(-3, 10) y F‘(-3, -2). Al localizar algu­
nos puntos más (en particular donde la elipse iniersecta a los ejes .r y y) se 
obtiene la elipse que se muestra en la figura 10. ^

En los ejemplos ilustrativos siguientes también se tienen ecuaciones 
de la forma Í3).

í/ EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Suponga que (3) es

6^2 + 9^ _ 24j - 54y -f 115 = 0 

la cual puede escribirse como

6(.t^ - 4,t) -I- y(r - 6y) = -115 

Al completar los cuadrados en .t y y, se tiene

6(.i- - 4v -t- 4) -I- 9(1- - 6y -i- 9) = -115 + 24 -i- 81 

6(\ - 2)- -I- 9(y - 3)- = -10

Puesto que el miembro derecho de esta ecuación es negativo y el miem­

bro izquierdo es no negativo para lodos los puntos (.t, y), la gráfica es el 
conjunto vacío. 4

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Debido a que la ecuación 

6v- -t- 9v- - 24.t - 54y + 105 = 0 

puede expresarse como

6(.t - 2)- -I- 9(v - 3)- = n

su gráfica consiste del punto (2.3) 4
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l

l’unri»

riGDRL M

(-2.2-1,S) I

114 2) ^ Iv 2|- _
«l «S

IIGURA 12

Sl- piiecit.- dLMiiosir.ir tji ¿itiicrjl (|uc Ij ¡,'r.ifÍLa de cualquier ecuación de la 
torma H] es una slipse, como en el ejemplo 1 un punió o el conjunui \acio 
( liando la {jrálica consi le de solo un punió o es el conjunto vacío, como er 
tos ejemplos ilitsirainos 1 j 4, se dice ijuc la elipse es rlcj^enerudn.

f)bscT\c que í'^j es e! c.iso especial de la ecuación general de segundo 
grado en dos sanables

Al- ^ U\\ + C\- + D\ + Fa ^ ! =0 (4)

donde = 0 v AC > l> (esto es. A y C tienen el mismo signo)
Las conclusiones de la discusión anlenor se resumen en el teorema 

siguiente

A.7 A Teorema

Si en la ecuación general de segundo grado (4). = 0 y AC > 0,
entonces la gráfica es una elipse, un punto o el conjunto sacio

f:l caso degenerado de una elipse, un punto, se obtiene como una sección 
comea si el plano cortante contiene al serticc del cono pero sin contener a 
ninguna generatriz Consulte la figura 11

Si A = C en (3). entonces la ecuación se transtorma en

At’ + As- + Dx + C\ + f =

de la cual, al disidirse entre A. resulta

i- + s* + r
A

o

Ln la sección A 5 del apéndice se dijo que la gráfica de esta ecuación es una 
circunferencia, un punto o el conjunto sacio Esta proposición concuerda con 
el teorema A 74 debido a que una circunterencia es una fonna limite de 
una elipse Este hecho puede demostrarse al considerar la ecuación que rela­
ciona (I hy i para una elipse

/;- = <i- - c-

De esta ecuación se obsersa que si t = 0 entonces h- = ir. y en con­
secuencia. la forma estándar de la ecuación de una elipse se convierte en

(\ - /;)- (s - k)‘
a- ^ ít-

c=> (\ - l¡)' + i\ ~ k)-

= 1

= il­

la cual es una ecuación de una circunterencia con centro en {h.k) y 
radio II Ademas, cuando t = 0. ios focos coinciden con el centro de la 
circunferencia

^ EJEMPLO A Obtenga una ecuación de la elipse que tiene tocos 

en (-H.2) ) í4.2). para la cual la constante referida en la definición es 18 
Dibuje la elipse

Solución bl centro de la elipse esta a la mitad de la distancia entre 1 ss 
focos y es el punto (-2. 2) La distancia entre los focos de la elipse es 2c. y la 
distancia entre f-K.2l y (4,2)cs 12 Portanio c = 6 La constante referida en
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y Como h- = a- - ¡ilü ücrmición es 2u: du modo que 2a = 18 y ti 
entonces

h- = HI - 36 

h- = 45 

/; = 3 .5

1:1 eje principal es paralelo al eje x; en consecuencia, una ecuación de la 
elipse es de la forma

ÍA - hj- ^ fv - k)-

Debido aque el punto í/i, Ajesel punlo(-2,2),<i = 9yh = 3 ,5. la ecuación 

requerida es
Á

e -í)7 

(b)

(t + 2)2 (y - 3)2 ^
HI 45

Esta elip.se se muestra en la figura 12 4

Algunas elipses son casi circulares, lo cual ocurre cuando los focos 
están muy próximos entre .sí. Otras elipses .son “aplastadas” lo cual sucede 
cuando los vértices y los focos están muy cerca unos de otros. La formaje 
una elipse (su “redonde/.” o "aplastamiento") está determinada por la 
i'xcciiirií litad, la cual se define formalmente a continuación

A.7.5 Definición de la excentricidad de una^Upse

La excentricidad e de una elipse es la ra/ón de la distancia no din- 
gida entre los focos a la distancia no dirigida entre los vértices: esto es,

e = t 
a

,1 0 --✓(11 (ii

r U'IS

te»

FKÍUUA

Puesto que t - = a- ~ />-,enumcesc- < <i; por tanto, ü < e < 1 Cuan­
do los focos están muy próximos entre sí, v está muy cerca de cero, y la for­
ma de la elipse es muy parecida a una circunferencia. Vea la figura I3iai. 
que muestra una elipse para la cual r = 0.3 Si a permanece fija, entonce^ 
coniomie c se incrementa, el aplastamiento de la elipse también aumcnix 
Las figuras 13(b) y 13(e) muestran elipses con excentricidades de 0.7 j 
0 y.5. rcspectis ámenle, cada una con el mismo valor de a como en la figu­
ra 13(a). Las lormas límite de la elipse son una circunferencia de diámeiro 
2o y un scgiiiento de recta de longitud 2o.

Como se prometió, ahora se demostrará que la definición de elipse como 
conjunto de puntos de un plano se deduce de la dennición de clip.se como sección 
LÓtitca. Esta demostración, a veces llamada dcinostnicíón del cono de lidadn. 
fue presentada en 1822 por el matemático belga (í. P. Dandclin (1794-1847i. 
Kcllcrase a la figura 14.1.i cual muestra un manto de un cono que tiene vértice en 
O y un plano cortante que intcrsccia al cono en una elipse. En el cono se 
cncuenir.iii inscritas las dos esier.isi'i y 5N- La esfera 5] es tangente al cono alo 
largo de la circunferencia Cj. y es tangente al plano cortante en el punto La 
eslera es tangente al cono a lo largo de la circunferencia C2. y es tangente al 

plano corlante en el punto Los planos de las circunferencias C| y C; son pa­
ralelos. Se demosiraráqiie /•'[ y Fi .son los fiKosde la elipse al probar que si Fes 
uialquierpuntodelaelipsc.entonces |F/^j + |FFí| es una constante, l’ara
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( iruiii(ainiu<
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CitiunlLíLtiuj ( <

IIGUU 14

dcimi-.(r.ir csio. sc dihiij.i l.i rcUd ijiic p.is.i pnr los punlus O y ún la super- 
hue del tuno I <1. punios Q\ y y, son las inicrseccioncs de esla recia con 
l.is urumlereiiuas C ¡ y Ci. respctlivamenlc Como IT\ y PQ\ son dos rectas 
I.mjieiiles a la cslera S[ tra/adas desde /•’, se deduce quo

\l‘h\

I aiiihicn PI 2 > PO2 son dos rectas langcnies a la esfera 5i trazadas desde P Así,

I/V2I = |/'y,|
Por lanío,

|/v,| + I/-/2I = \PQA* \P~Q2\
Obserse(|uc |/*yi| + |/'^;| = | I •cual es la distancia medida a lo 

largo dc la superllcic del tono entro los planos paralelos de las circunferen­
cias C] \ Ci distancia será la misma para cualquier otra elección del 
punto P dc la elipse Por tanto. | /'/•] | + | P¡2 \ es una constante, y P\ y F2 

son los lotos de la elipse

S EJERCICIOS '

f n hn tjí nil un I u Ifi ¡uini la «li¡>u t¡iu luin lu »í «uíídíi 
imiitUild ihiiniiiiic (til il itiiini. llii il iji iinniiptil U } hn 
urim\ lilllnu \in irm ihliji iiuiior»Icilinfimn lllDilniji 
huli¡nf sillín un-los Juan l'« n/n/in liii^riifittnnlíii;ríifiiiidorii

1. r- r 
23* V - 1

KKl (>4

3. 4 II 1 4 21 ^ :
23 169

5. 9»' + 25»- = 900 6. 4»- + 9» =

7. 9»' 4- »’ = 0 8. 25»’ + 4»-

9. 4i- 9»- -• I6i - IX\ - II = 0

10 . 4,-’ - (ii 4- 8\ - 3 = 0

11. 4i- + \- + Ki - 4» - 92 = 0

12. Ix- 4- 2»- -- 2» + 1H\ + 33 = 0

1.3. 41■ + 4» ’ -1- 20» - 32» 4- 89 ^ 0

14 2S«= 4- »• -- 4» - 21 = 0

15. -f 3v^ - 4» 23 = 0

16. 2i- f 3v’ - Jt 4- 12» 4- 2 - 0

I

V.

11)0

111 hn tji ii 11 im ¡7 \ IM tli li iiiiiiii si tu i'nifíi ii ih /íí<<Hí/i«w 
< V mili I li[iu lili tuiiilii II11 toiiiiiiiUi UJi m 

17. 4« ’ < »■ - X» + 2s + S I)

IX. *■ ^s• * Hs - ÍH + 20 0

III hn t /(n II un !'/ u 2S, iihfi iii(ii iiuu < 1ii"i ih hi 1 li¡ni' ipii 
III III Ills iiroiuiiluiU s iiiilii lillas \ ilihuji tu < h/ni IV/i/ñ/m lu 

'•rufíi u III lu v'uju iiiliini

PK Virotes en ^ 0) > 1 ^ 0). > mi f«Kucn ( ' 0)

21). I otiiscnl-S.Oj) |‘i.0)> par.i latual la ton'l.iiile leleriil.i 

cii l.i dciimtioii es 30

21. ['otos en (0.3) y (0.-3) > para latual la tonslanle refenda 
en la definition es (1 3

22. Centro en el nnetn. sus fotos sobre e) eje i. la longitud del 
eje mayores .3 scces la longitud del eje menor, y pa.sa por 
el punlo<3, 3)

2.3. Vertices en (2,0) y (-2,0). \ pasa por el pumo t-l.

24. Vertices en (0. “i) y (0. -.3), y pasa por el punto (2. - ' 3)

25. Cenifoen{4 -2) un scrtitetn 1‘J.-2) y un fotuen (0.-2)

26. Un fiH.0 en (2. -3). un veriite en i2.4> y el tenlm sobre el 
eje I

27. I iKos en (-1. -11 y (-1.7). y la longitud del semieje mayor 
es de X uiiidadts

2X. I Otos en (2. 3) y (2. -7), y la longitud dü semieje menores 
dos lertios de la longitud del simieje mayor

rri lili i'ji n uiiM 29 íi J2 n sin l\u el ¡irobUina si’rhui \ no iil-
I iih 1 SI rihir lililí 1 mu lusimi

29. U Icthn de im \estilMilo de 10 m de ancho tiene la forma 
de una semiclipse de 9 m de altura en el centro y 6 m de 
alliir.i de l.ts paredes laterales Delerniinc la .iliura del lecho 
a 2 metros dt cualquiir p ited
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30. 1.a óihila di* la 1 ierra ala-dcdor dd Sol c\ de forma díplicu, 
cnn d Sol en uno de los focos y iJii semieje muy or de longiiud 
de 02.‘>0 millones de millas. Si la erceniricidad de la elipse 
es (Mllft?. determine (a) la distancia mínima de la Tierra al 
Sol y Ib) la mayor distancia posible entre la Tierra y el Sol

31. .Suponga que la órbita de un planeta tiene la forma de una 
elipse con un eje may or cuy a longitudes de 5(N) millones de 
kilómetros Si l.i distancia entre los focos es de 4IK) millones 
de kilómetros, obtenga una ecuación de la órbita.

32. ni arco de un puente es de forma semidfptiea y tiene una 
amplitud hnn/onlal de 40 m y una altura de 16 men su cen­
tro (.Qué altura tiene el arco a') m a la derecha o izquierda 
dd centro''

33. A fm de trrtzar la elipse definida por la ecuación 4r* * 
9>* = 36, utilice el pruccdimicnlu siguiente y explique 
porqué tunciuna. primero determínelos punios de intersec­

ción de la elipse con los ejes coordenados. Obtenga ](» 
focos sobre d eje x empleando un compás, con ccmru en 
uno de los puntos de intersección con d eje y y radio 3. 
Después clave una “chinche" en cada foco Tome una cuer­
da de longitud 6 y ule cada uno de sus extremos a una chin­
che. Apoye un lápiz contra la cuerda y haga que se tense, 
deslice el lápi/mantcniendotcnsalacuerdaytmce la elipse

34. Utilice un prtKCdimicnio semejante al dd ejercicio 33 para 
Iru/ar la elipse cuya ecuación es I6x^ -i- 9y^ = 144 Ex­
plique por qué funciona el procedimiento

35. Demuestre que la ecuación

•^(x - cj* + y* + -,,ÍJ + r)^ -f y* = 2a 

puede simplificarse y expresarse como

donde ft* = u* - c‘.

36. Para la elipse cuya ecuación es

(x - ft)2 . (y - k)^ 
a'- ftí "

donde a > ft > Ü. obtenga las coordenadas de los focos 
en términos de ft, k.ay b.

A.8 HIPÉRBOLAS

—

Hipérfxila 

ITGUIU 1

Cuando un plano cúrtante de un cono e.s paralelo a dos generatrices, dicho 
plano inten>ccta los dos mantos del cono y la sección cónica que se obtiene 
es una hipérbola, la cual se mue.stra en la figura I. La definición de hipér- 
hula como un conjunto de puntos de un plano puede deducirse a partir de 
su definición como sección cónica. La demostración, es semejante a la mili' 
zada para la clip.se en la sección A.7 del apéndice, e implica una esfera en 
cada manió del cono.

A.8.1 Definición de hipérbola

Una hipérimin es un conjunto de puntos del plano talc-s que d valor 
absoluto de la dii'erenda de sus distancias a dos puntos fiJo.s es cons­
tante. Los dos puntos fijos se denominan focos.

A fin de obtener una ecuación de una hipérbola se comienza, como se 
hizo con la elipse, coiusiderando la distancia entre ¡os focos como 2c, donde 
c > 0. Dc-spués .se elige el eje j como lu recta que pa.sa por los focos F y 
F'. Consulte la figura 2. Los puntos (c, 0) y <~c. Oj son los focos F y F'. 
respectivamente. Sea 2a la constante referida en la definición. Se puede 
demoslrar que c > a. El pumo (í, y) de la figura 2 es un punto de la hipérbo­
la si y sólo si

l|fP|-|F/¡t| = 2a
Como

j/^l = y¡(x - c)2 '+ y- y 1^1 = yü’+'c)-' + y-
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/' está en lu hipérbola si y sólo si

/’(r. \]

I - c)^ + y^' - -tlíx - c)^ + y- I = 2ü 

o, cquivulentcmcnle, sin las barras de valor absoluto,

o —4--
f- tr (l|

figUra 2

^/Cr - c)2 + y2 - ^(x + + y2 = ±2a

Esta ecuación puede simplificarse ai eliminar los radicales y efectuar algu­
nas mumpulaciuncs algebraicas. Se le pedirá que haga esto en el ejercicio 43. 
La ecuación que resulta es

¿1 - 11
a- b-

I

donde/>- = tr - o-. Así. se tiene el teorema siguiente.

A.8.2 Teorema Ecuación de una hipérbola

Si 2a es la constante referida en la definición, sí los focos están en (c. 0} 
y (-C, 0). y si /r = c^ - a*, entonces una ecuación de la hipérbola es

£Í_ >1
fl2 b- 1

Ahora se mostrará cómo se dibuja esta hipérbola. la cual se presenta en la 
figura 3. Observe de la ecuación que la gráfica es simétrica con respecto a los 
ejes X y y. Como con la elipse, la recta que pasa por los focos se denomina eje 
principal. Así, para esta hipérbola el eje x es el eje principal. Los puntos donde 
lu hipérbola intcrsccla al eje principal se llaman vértices y el punto que se en­
cuentra a la mitad de la distancia entre los vértices recibe el nombre de centro. 
Para esta hipérbola los vértices están en V{a, 0) y V'(-a, 0) y el centro se 
encuentra en el origen. El segmento V'V del eje principal se denomina eje 
transverso y su longitud es 2a unidades.

Al sustituir 0 por .r en la ecuación de la hipéibola se obtiene la ecuación 
\- = -b‘, la cual no tiene soluciones reales En consecuencia, la hipérbola no 
intersccla al eje y. Sin embargo, c1 segmento de recta que tiene sus extremos en 
los puntos (0. -b) y (0. b) se llama eje conjugado, y su longitud es 2h unidades. 
Si se resuelve la ecuación de la hipérbola para y en términos de x, se tiene

y = \X~ - a~

De esta ecuación se concluye que si |a:| < «. no existe valor real para v. Por 
lo que no existen puntos (.r, y) de la hipérbola para ios cuales -tj < .r < a. 
También se obsen-a que si |x¡ > ü, entonces a> lecotrcsponden dos valores 
reales Así, la hipérbola tiene dos ramas. Una rama contiene al vértice V'(a. 0) 
y se extiende indefinidamente hacia lu derecha de V. La otra rama contiene al 
vértice 0) y se extiende indefinidamente hacia la izquierda de V'’.

Como en el caso de la elipse, debido a que la hipérbola también tiene 
un centro se le llama cónica central.

^ EJEMPLO 1
cuya ecuación es

í: _ ¿
9 16

I

Determine los vértices y focos de la hipérbola
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<í If.

Dibuje la hiperbula y muesire lus focos 

Solución Como la ctuauc^n es de la forma

el centro de la hipérbola está en el origen y el eje principal es el eje j De 
bido .1 que «” = 9 y = 16. entonces o = 3 y 6 = 4 Por tanto, los 
sertices se encuentran en V(3, 0) y P(-3. Oj El número de unidades de U 
longitud del eje transverso es 2a = 6. y el numero de unidades del eje 
conjugado es 26 = 8 Como/;- = c- - <r. conc > 0, se tiene

16 = c- - 9 
t- = 16 + 9 
(- = 25 
t = 5

En consecuencia los focos están en F(5, Ü) y Fí-5, 0) La hipérbola dibu 
jada junio con los focos se muestra en la figura 4 4

(b)

HGURA5

De la definiLiun de la hipérbola si P es cualquier pumo de la hipérbola 
del ejemplo I. entonces ll/f*! - \¡ F|| = 6 Consulte las figuras 5(a)> 
(b), en (a) F esta en el segundo cuadrante y |rp| - |F’F| = 6. en (b) Pesia 
en el cuarto cuadrante y [FP| - |/P| = 6

^ BJBMPL0 2 Obtenga una ecuación de la hipérbola que tiene un

foco en (5. ü) > los extremos de su eje conjugado se encuentran en (0.2))
(0.-2)

Solución Como los extremos del eje conjugado se encuentran en (0.2) 
y (0. -2). h = 2. el eje pnncipal coincide con el eje x, y el centro esta en el 
ongen En consecuencia, una ecuación de esta hipérbola es de la forma

Debido a que un foco se encuentra en (5. 0). t = 5. > como h- = ~ a-
entonces n- = 25-4 Asi. o = 21 y una ecuación de la hipérbola es

21 4
1

Si en la ecuación

se intercambian i y se obtiene

>í li
«2 ” I

la cual es la ecuación de una hipérbola que tiene su centro en el ongen ) su 
eje principal coincide con el eje i

^ EJEMPLO ILUSTRATIVO 1

■9 ■

La ecuación
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FIGURA f>

(uiliJl nbiLOLrse a parlir de la del ejemplo I al inlercanibiar x y \ La trafica 
dcesiJLLuauonesuna biperhoiaquc tiene su centro en el origen el eje v como 
su eje prineipil sus \tniecs en V'(0.1) y y su foens en /íO 5) y
/ (0 -5) La figura 6 muestra la hipérbola y sus focos A

Como se hi/o eon las eircunfereneias y eon las elipses en las seeeiones 
A 5 y A 6. respeetnamente se puede trazar una hipérbola en la grafieadora 
Primero se define \ como dos funeiones de x. las cuales se obtienen al re- 
soher la eeuaeion de la hipérbola para \ Sm embargo eomo eon la elipse 
es faeil trazar la grallea de la hipérbola a partir de sus ecuaciones parame* 
Incas, el método se explica en la sceeion A 9 del apendiee

Cn la eeuaeion estándar de una e’lipse. se sabe que fl > h Sin embargo 
para una hipérbola no existe una desigualdad general que relacione a <i y /> 
Por ejemplo, en el ejemplo 1 donde o = 3 y /> = 4 a < b, pero en el 

ejemplo 2. donde a = 21 y h = 2. a > h Ademas, ci puede ser igual
a h, en este caso la hipérbola se denomina equilalera. La hipérbola equi­
látera euya eeuaeion es

r- - t- = 1

se eonoee eomo hipérbola unitaria.
Refiérase a la figura 7 laeual muestra la hipérbola que tiene laecuaeuaeion

Las reelas diagonales punteadas son las axmlouis de !a hipérbola En las sec­
ciones 1 7 y 3 7, se estudiaron asíntotas verticales, horizontales y oblicuas de 
una gráfica, y se presentaron las definiciones formales, las cuales implican el 
concepto de liiiule Sin embargo, intuitivamente puede esl.ihleccrse que si la 
distancia no dirigida entre una gradea y una recta se hace mas pequeña (sin 
llegarasereerolconlormc 111 o | \ j se hacen cada vezma.s grandes, entonces 

la recta es una asíntota de la gradea
Observe en la figura 7 que las diagonales del rectángulo cuyos verilees 

se encuentran en (a. h), (a -h), (-a, b) y (-o -b) pertenecen a las asíntotas 
de la hipérbola Este rectángulo se denomina rectángulo auxiliar; sus lados 
tienen longitudes de 2a y 2b Los vc'rtiecs de la hipérbola son los puntos de 
intersección del eje prineipil y el rectángulo auxiliar Una gradea bastante 
buena de una hipérbola puede obtenerse dibujando primero el rectángulo 
auxiliar Las asíntotas se tienen al prolongar las diagonales del rectángulo 
Después por cada Vértice se dibuja una rama de la hipérbola empleando las 
asíntotas eomo guias Observe que eomo a~ + b~ = c-. la circunferencia 
que tiene su centro en el origen y pasa por los vertices del rectángulo auxi­
liar i.imbien p isa por los locos de la hipérbola

^ EJEMPLO 3 Determine los vertices de la hipérbola cuya 

ecuación es

i- - 4\- = 16

Dibuje la hipi-rbola y muestre el rectiíngulo auxiliar v las asimoia.s 

Solución La ecuauon dada es equivalente a
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Pnr (unto, la hipúrbola tiene su centro en el nngen, y su eje principal es el eje 
.t. Como <r = 16 y /;- = 4. entonces o = 4 y 6 = 2. Los vértices se en­
cuentran en V(4. 0) y V'(-4. U). y los lados del rectángulo auxiliar tienen 
longitudes de 2o = 8 y 2¿> = 4. La figura 8 muestra el rectángulo auxiliar 
y las asíntotas. Estas asíntotas se utilizan como guías para dibujar la hipér­
bola. lu cual se muestra en la figura. ^

Se puede utilizar un truco ncmotécnico para obtener lo.s ecuaciones de 
las asíntotas de una hipérbola. Por ejemplo, para la hipérbola que tiene la

.2 y2
ecuación ^ ^ = 1. se su.stituye el miembro derecho por cero.

a~ b~
obteniéndose

r- v2
=0

a- h-

A1 factorizar, esta ecuación se transforma en

que es equivalente a las dos ecuaciones

^-f=o >
a h

y = y .V a

las cuales son las ecuaciones de las a.síntoia.s de la hipérbola dada.

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una ecuación de la hipérbola 
del ejemplo 3 es

A fin de obtener las ecuaciones de las asíntotas se sustituye el miembro de­
recho por cero, por lo que se obtiene

y = ',x y y = -I.c

Suponga que el centro de una hipérbola está en í/i. k) y que su eje pnn- 
cipal es paralelo a uno de los ejes coordenados. Entonces, por medio de una 
traslación de ejes, de modo que el punto (/i. k) sea el nuc\ o origen, una ecua­
ción de la hipérbola es

!

si el eje principal es horizontal, y
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si el eje princip.ll es vertical Si se sustituye .t' por .t - li y v' por y - k, se 
ol'lienen las siguientes foniias estándar de las ecuaciones de las hipérbolas

A.8.3 Teorema Fomias estándar de las ecuaciones 
de las hipérbolas

Si el centro de una hipérbola se encuentra en (h. k) y la distancia entre los 
vértices es 2rj. entonces una ecuación de la hipérbola es de la forma

[x - h)~ (V - ki~ ,

si el eje principal es hori/.ontal. y

(y - k)- í.t - h)- 
«2 ■ /,2 ■ '

si el eje principal es vertical.

Al desarrollar (x - li)- y (y - k)‘ y simplificar, se piede escribir cada 
una de estas ecuaciones en la forma

Ax- + C\- + üx + £\ + f = 0 (I)

donde A y C tienen signos opuestos. El ejemplo siguiente presenta una 
ecuación de esta forma

I IGIIRA y

r EJEMPLO 4 Muestre que la gráfica de la ecuación 

- 4y2 - l«.r - 16y + 29 = 0

es una hipérbola. Obtenga el centro, una ecuación del eje principal y ios vér­
tices Dibuje la hipérbola y muestre el rectángulo auxiliar y las asíntotas.

Solución Se comienza completando los cuadrados en .V y y Así.

9(.i2 - 2r) - 4(y2 + 4\J = -29 

9(v2 - Iv + I) - 4(y2 + 4y + 4) = -29 +9-16 

9í.t - 1)2 - 40 + 2)2 = -26 

(V - 2)2 _ {.x - 1)2 ^

9 4

Esta ecuación es la de una hipérbola cuyo centro está en 11, -2) y cuyo eje 
principal es la recta vertical que tiene ecuación x = 1. Como u" = 9 y 
h' = 4. entonces ri = 3 y /j = 2. Los vértices se encuentran en el eje 
principal a 3 unidades arriba y debajo del centro, ellos están en U(i. i) 
y\''(l.-5) El rectángulo auxiliar tiene lados de longitudes 2u = 6 y 
2b = 4; éste se muestra en la figura 9 junto con las asíntotas y la hipér­
bola. ^

En el ejemplo ilustrativo siguiente se tiene otra ecuación de la forma (1).

ü EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La ecuación

4.t2 - 12y2 + 24\ + 96y - 156 = 0
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f)o> ttftUs qut se miersctun

hIGURA 10

puede csLíibirse como

4(t- + 6r) - I2(\2 - 8\) = 156 

j j1 complelur los cuddrados en x y > se tiene

4íí* + 6\ + 9) - 12(\- - 8y + 16} = 156 + 36 - 192 

4fr + 3}2 - 120 - 4)2 = 0 

ir + 3)2 - 3í> - 4)2 = 0 

I(r + 3) - iv - 4)][fr + 3) + í> - 4)] = 0 

r + 3 - ^3(\ -4) = 0 y t + 3 + (>-4) = 0

las cuales son ecuaciones de dos rectas que pasan por el punto (-3,4)

Se puede demostrar en genera! que la gráfica de cualquier ecuación de 1j 
forma M) es una hipérbola o dos rectas que se intersectan Los resultados del 
ejemplo 4 j del ejemplo ilustrativo 3 son casos particulares de este hecho 

La ecuación il) es el caso especial de la ecuación general de segundo 
grado en dos variables

4-i2 + + C\- + Dx + E\ + F = 0 (2)

donde)? = 0 y AC < 0 (es decir, A y C tienen signo opuesto)
El teorema siguiente resume las conclusiones de la discusión anterior

A.8.4 Teorema

Si en la ecuación general de segundo grado (2). fi = 0 y AC < 0. 
entonces la gráfica es una hipérbola o dos rectas que se intersectan

El caso degenerado de la hipérbola, dos rectas que se intersectan. se 
obtiene como una sección cónica si el plano cortante contiene al vértice y dos 
generatrices del cono, como se muestra en la figura 10

Á
T

i-s -2l

U » 21 _ U S)-
I a

MGUR.\ 11

^ EJEMPLO 5 Los vértices de una hipérbola se encuentran en 
(-5,-3) y (-5.-1), y los extremos de su eje conjugado están en (-7.-2)} 
(-3, -2) Obtenga una ecuación de la hipérbola y las ecuaciones de las asín­
totas Dibuje la hipérbola y las asíntotas

Solución Ladistanciaentrelosvérticeses2n,portanto,2íi = 2>n = I 
La longitud del eje conjugado es 26. de modo que 2¿> = 4y6 = 2 Debido a 
que el eje principal es vertical, una ecuación de la hipérbola es de la forma

(\ - i)2 (r - /i)2 ,

«2 ¡,2

El centro í/j. A) está la mitad de la distancia entre los vértices y, por tanto, se 
encuentra en el punto (-5,-2) En consecuencia, una ecuación de la hi­
pérbola es

(V -t- 2)2 (I -I- 5)2

1 4
I
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1

Ul

Al susliUiir d miembro derecho por tero, a fin de oblemer las ecuauo- 
iies de Lis asintolas, se llene

0

\ + 2 = ^(r + ■í) > \ + 2 = -^íi + 5)

La liiperhola \ las asinlol.is se muestran en la figura I I ^

Itl

IIGIRA 12

Como ton la elipse la lorma de una hipérbola eslá determinada por su 
e'ieenirieidad, definida de igual manera que para 11 elipse esto es. si e es 
la excentricidad de una hipérbola entontes

6 = 1 
(i

Sm embargo par.i una hipérbola c > 1 Esto es una consecuencia de 
(|ue t > a, debido a que para una hipérbola

i- = a- + h- (3)

A partir de esta etuaeion cuando n = se obtiene c = 2¡i Por lo que la

extenirieidad de una hipérbola equilátera es 2 Consulte la figura 12(b) 
Si c se aproxima a I. mientras que a permanece fija, entonces c se aproxi­
ma a a y, de la ecuación (1) h se aproxima a 0, por lo que la forma de la 
hipérbola se hace “flaca" en torno a su eje principal La figura 12(a) mues­
tra una hipérbola con t = i 05 > el mismo \alor de a como en la figura 
12(b) Si f se incrementa conlorme a pemianece fija, entonces c y h se 
incrementan, y la forma de la hi-perbola se hace ’gorda" en tomo a su eje 
principal Refiérase a la figura 12(c), la cual presenta una hipérbola con 
I = 2 y el mismo\alor de (I tomo en las figuras 12(a) y 12(b)

L.i propiedad de la hipérbola dada en su definición constituye la base de 
xarios sistemas de naxegacion Estos sistemas están constituidos por una red 
de pares de radiotransmisores en posiciones fijas y a una distancia conocida 
entre si Los radiotransmisores en\ lan señales de radio que son recibidas por 
un naxeganie La dilerencia de tiempo de llegada de las dos señales dctermi- 
n in la diferencia 2c¡ de las distancias con relación al naseganle Así. se sabe 
que la posición del naxeganle se encuentra en algún punto a lo largo de un 
arto de una hipérbola cuyos focos están en las posiciones de los radiotrans­
misores Se determina un arto, y no ambos, debido al retraso de la señal de 
los radiotransmisores que integran el sistema El procedimiento se repite 
para un par dilerenie de r.idiolransmisores y se determina otro arco de hi 
perbola que proporciona la position del nasegante El punto de inliirseccion 
de los dos arcos hiperbólicos es la position real del naxegante Por ejem­
plo en la figura 1 suponga que un par de radiotransmisores se localizan en 
los puntos Ti y S| y las señales desde este par determinan el arto hiper­
bólico A¡ Otro par de radiolninsmisores ubicados en los puntos Ti y i'; 
delerrmnan, •! partir de sus señales el arco hiperbólico .^2 Entonces, la in­
tersection de A| y A’ del navegante

La hipcrhola posee una propiedad de reflexión que se emplea en el di­
seño de ciertos telescopios Las hipérbolas también se utilizan en la guerra 
para locali/ar la artillería enemiga mediante el mido de sus disparos, este 
método se denomina lomlizüutm aiusiiut Algunos cometas se desplazan 
en órbitas hiperbólicas Si una cantidad vana inxersamente con respecto anr.uR \ i.t
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otra, lulos como la presión y el volumen en la ley de Boyle para un 
ideal (PV - A), la gráfica correspondienie a esta variación es una hipérbolj, 
como se verá en la sección A 10 del apéndice.

EJERCICIOS A.8

f'ii /(II fjiTi i¡ un I ii f). [¡(ini lii htptrliola ijiic lime la euiuaiín 
iiulií íulu. ilíli nmitc (al el it riini. (h) el eje pnmipal.}, U! loi 
I c lili I í (ih Ihhiije la liipérliola \ mueUre !m foun.

ü - a: ,
M

1.

25 144

- 4i-

= 1

ii-l: =
4 4

_ £1 = 
16 9

25v- - 4r- iOO

tu lin ejen imn 7 a 2U. para la hipérbola ana ecuación se ¡ii- 
Jica. (ihiení:a la) 11 eciilm. Ib) el eje principal, y le) los \ énicci 
U) Dibuje la hipérbola \ niiunire el recláiij’iilo aiuiliar y las 
asiiuoias

1: = 1 K. a-2 >: = i
16 9 25

-i: = i 10. >•-
16 líK) ’ 49

11. 15\- - 36t- = 'JOO

12. 4r= - 9i* = 144

13. + 6t - 4v - 4 = 0

14. 9»' - 4r’ + 32t - 36> - 64 = U

15. 9x' - 16\* + 54t - 32v - 79 = 0
16. 9\' - 25i- - 50i - 72v - 106 = 0

17. 3>- - 4r- - 8i - 24v - 40 = 0

18. 1»- - + IZr + 8i -6 = 0

19. 4i = '- 9r + Kn i8.r = 29

20. 4i- - V- + 56t 2v + 195 = 0

Di los cjeraaos 21a 26. obleitiia la\ ecuaciones de las usiiilo- 
las Je la hipérbola del ejeri icio indicado.

21. Ejercían 7 22. Ejercicio 10

23. Ejerciai)1.3 24. Ejcfciao 16

25. Ejercicio 19 26. Ejercicio 18

Di los ejert iiios 27a 36. obleiiau una eaiaaón de la hipérbola 
ipie MiInfaLC tas londiciimes señalailas y dibújela

27. Vértices en (-2, 0) y (2.0». y eje conjugado de longitud 6.

28. Focos en (0.5) > (0. -.5j. y un sértiue en (0.4)

29. Ceiilro en el ungen, sus focos sobre el eje y. y pasa por los 
pumos (-2.4) y (-6. 7)

31). Exircnios del eje conjugado en (0, -3; y (0.3). y un foco en 
(5.0)

31. Un foto en (26. Ol V como jsínioi.is las rectas 12v = -tSv. 

.'2. Ccniro en (3.-.5j, un sértiee en (7. 5) y un focoen (8,-5l

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

41).

41.

42.

43.

44.

Ceniroen(-2,-l j.un vérticeen(-2.11 )yunfocoen(-2.14| 

Focos en {3,6) y (3.0). y pasa por el punto (5, 3 + 5 5) 

Focosen{-1.4)y (7.4j,ylalongiluddelcjelranssersoes'

Uníococn(-3 - 3-.13. I). los asínioias se intcrseclan en 
(-3. 1) y una asíntota pasa por e! punto (1.7),

Los vértices de una hipérbola se encuentran en (-3. -1) j 
(-i.-l) y la distancia entre los focos es 2%5 Obtenga 
|a| una ecuaejón de la hipérbola, y (b) las ecuaciones de 
las asíniotas

Los focos de una hipérbola están en (2. 7) y (2. -7). y Ij 
distancia entre los sértices es 8 •. 3. Obtenga (a) una ecua­
ción de la hipérbola, y (b) ecuaciones de la.s asíntotas

Obtenga una ecuación de la hipérbola cuyos focos son lo% 
vértices de la elipse 7.T* + Ih’ = 77 y cuyos sértices son 
los focos de esta elipse

Obtenga una ecuación de la elipse cuyos focos están en los 
vértices de la hipérbola I li‘ - 7>* = 77 y cuyos vértices 
son los focos de esta hipérbola

El costo de producción de un artículo es SI2 menos en un 
punto A cjue un punto I¡. y la distancia entre A y fl es de 
1(X) km. Suponga que la ruta de entrega del producto es una 
linea recta y que el costo de entrega es de 20 centavos por 
unidad por kilómetro, determine la curva en cualquier pun­
to al cual pueda surtirse el artículo desde A o al mismo 
costo .Sin;crenaa: considere los puntos Ay Den (-50.0) y 
(50.0). respectivamente

Dos estaciones LORAN (lonjí-nimie navii'aiion, es decir, 
/ifiit'gocifín de iarfjo alcance) A y B están situada.s en una 
línea recta este-oeste y A está a 8ü mi a! este dcB Un av lén 
V uela en una línea recta ubicada a 60 mi al norte de la nieta 
que pasa por A y B Se envían señales simuiláneanienie 
desde A y Ü. y la señal de A liega al avión 350 ps l35() mi- 
crosegundos) antes que la señal de B. Si las señales viajan 
a rarón de 0 2 mi/ps, localice la posición del avión por 
medio de la definición de una hipérbola.

Demuestre que la ecuación

,,(.t - r)- -i- y- - ^‘(.r + c)- + y- = ±2a

puede simplificarse y expresarse como

£i - z:
o- b-

I

donde h~ — c' - a~

Para una hipérbola la excentricidad e es mayor que U y 
paraunaelipseO < f < I Explique por qué la excenlnci 
d.id de una parábola es igual a I.



A.9 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 1201

A.9 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

. kr.

lu)

il)l

lis pt>siblc ijuc haya osludiado iritronomctría en algún curso anicrior al de 
CVikiilo; stii embargo, en csla sección se presenta una breve revisión de las 
íunemnes Irigonomélricas debido a su importancia en Cálculo.

lin geometría, un ángulo se dcllne como la unión de dos ra>os. denomina­
dos lados, ciue tienen un origen o extremo común, llamado vértice. Cualquier 
ángulo es congruente a algún ángulo cuyo vértice esté en el origen y tenga un 
lado, denominado lado inicial, que coincida con la parte positiva del eje x. De 
dicho ángulo se dice que está en la posición estándar. La figura 1 muestra un 
ánguloen la posición csl.1ndar con OA como lado inicial. El otro ludo, OÍi, 
recibe el nombre de lado terminal. El ángulo0/1 puede generarse ul rotar el 
lado OA hasta el lado OH, y bajo tal rotación el punto A se despla¿a. sobre la 
circunlerencia cuyo centro está en O y nene radio ] 0/\ [. hasta el punto íi.

Al tratar con ángulos de tnúngulos, a menudo la medida de un ángulo se da 
en grados Sin embargo, en Cálculo se estudian las funciones tngonomélricas de 
números reales, y éstas se definen en términos de medidas en radianes

La longitud de un arco de una circunferencia se emplea para definir la 
medida en radianes de un ángulo

A.9.1 Definición de medida en radianes
Sea AO/1 un ángulo en posición estándar y I ¿>/T I := 1. Si t unidades es 

la longitud de un arco de lu ctrcunferenciu recorrido por un punto A 
conforme el lado inicial so rota hasta el lado terminal OD, la medida en 
radianes, r. del ángulo AO/Í está dada por

l = s SI la rotación se efectúa en sentido contrario al giro de la.s 
manecillas del reloj

y
f = ~s si la rotación se efectúa en ci mismo sentido del giro de las 

manecillas del reloj

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Del hecho de que la medi- •
• ‘ da de la longitud de lu circunferencia unitana es 2n, puede detemiinarse lu

I" medida en radianes de los ángulos de las figuras 2(a)-(f), éstas son -i;!, j/r.

T/r.-j/ry respectivamente. 4

En la derinición A.9.1. puede haber más de una revolución completa en 
(t) la rotación de OA, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente.

*

--

Id)

FHJURA 2

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 3(a) muestra

un ángulo cuya medida en nidianes es '/r y ia figura 3(b) presenta un ángu­

lo cuya medida en radianes es-^/r ^

Un ángulo formado por una revolución completa, de mudo que OA 
coincida con (//i. tiene una medida en grados de .‘'60 y una medida en radianes 
de 2;r. En consecuencia, se tiene la siguiente correspondencia entre medidas 
en grados y medidas en radianes (donde el símbolo - indica que las medicio­
nes dadas son para el mismo ángulo o para ángulos congruentes);
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fk;ura 2

■ i'

Tabla I
M< ¡lililí 1 n vriiiliii iW> iliilii 1II riii/iiiiiri

10
as •j/r
M) i /t
■>l) ir

120 y

l.l.S

150 íir
tKO /I
271) 2,t
560 2ff

360' - 2/TMil IKO'" ~ ntaá 

De esto se deduce (|ue

« 57^18'

Observe que el símbolo = anlcsde57‘'18'Índicaque I rad y aproximadamen­
te 57^18' son medidas para e! mismo üngulo o para ángulos congruentes.

A partir de esta correspondencia la medida de un ángulo puede conver­
tirse de un sistema de unidades a otro.

^ EJEMPLO 1 Obtenga: (a) la medida en radianes equivalente a

162': (b) la medida en grados equivalente a — ;r.

Solución
(a) 162’ - 162- 7~/rrjd (b) ;^;rrad - ^

InU 1- 7T
162° - i^;rrad ¡i/rrad - 75° ◄

La tabla 1 proporciona las medidas correspondientes en grados y ra­
dianes de ciertos ángulos.

A continuación se dcfininín las funciones revio y fottviw de cualquier 
número real.

A.9.2 Definición de seno y coseno de un número reo!

Suponga que i es un número real. Coloque un ángulo que mida i ra­
dianes en posición estándar y sea P la intersección del lado terminal 
del ángulo y la circunferencia unitaria cuyo centro es el origen. Si P es 
el punto t.r. v). entonces la función seno está definida por

sen I - y

y la función coseno está definida por 

eos i = X

De esta definición, sen r y eos r están definidas para cualquier valor def 
Por tanto, el dominio del seno y del co.scno es el conjunto de todos los números 

reales. La figura 4 muestra el punto (eos/, sen/) cuando 0 < / < rnienincs 

que la figura 5 presenta el punto (eos /, sen /) cuando ~\j: < i < -n.

' r
* X

FIGURA 4 FIGUILV 5
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I K.URA (>

rabia 2
t ^cn 1 eos í

0 (I 1
1 ,

> ; =
1 _ 
v •

1

1 _ I 1)

1

\ ^
4

_ 1 T

> 1 -1 1

r 1) -1

-1 II

2r <1 1

L\ valor mas jiraiidi. t|ue estas funuones pueden tener e*s I y ed valor mas 
pei|uerm es -I Se demostrara después c[ue las funeiones seno y eoseno to 
iHiin todos los valon.s entre ~l y I. y de este heeho se deduee que el 
eontraüominio de las dtis lurte iones es [-1, 11

Para eierios valores de I el seno y el enseno se pueden obtener fácilmente 
a p irlir de un i fiyur.i F n la figura 6 se observa que sen 0 = 0 y tos 0=1. 

sen \ n = 2 yens = 1 2 sen -i/r = 1 yens \ n = 0, sen ;r = 0

) eos /r = -1, sen ^ ;r = - I y eos ’ n’ = 0 La tabla 2 eonliene estos valo 

res y .ilgunos otros que se utilizan ton frecueneia
Una eeiiaeion de la eircunferencia unitaria que tiene eenlio en el ori­

gen es i- + \- = I Como t = eos / y \ = sen/, se infiere que

sen’ / -1- eos* / = 1 (1)

Observe que sen* / y eos- / significan (sen /)* y (eos /)-, respectivamente 
La eeuaeion (i) es una identidad debido a que es valida para cualquier numero 
real / Esta identidad se denomina identidad pitagórica fundamental > 
muestra la relación entre los valores de senoy eoseno, ademas, puede emplearse 
para ealeular uno de ellos cuando el otro se conoce

Las figuras 7 y X presentan ángulos que tienen una medida negativa de 
-/ radianes y ángulos correspondientes que tienen una medida positiva de / 
radianes En estas figuras observe que

sent-/) = -sen/ y cosí-/) = tos/

Estas ecuaciones se cumplen para cualquier numero real / porque los puntos 
donde los lados terminales de los ángulos (que tienen medidas de / y -/ 
radianes) inierseetan a la circunferencia unitaria tienen abscisas iguales y 
ordenadas que difieren sólo en signo En consecuencia, estas ecuaciones son 
identidades A partir de estas identidades se infiere que el seno es una fun­
ción impar > el coseno es una función par

De la definición A 9 2 se pueden obtener las siguientes identidades

sent/ + 2;T) = sen / y eos{/ + 2n) = eos/ (2)

Li propiedad del seno y del coseno establecida en las ecuaciones (2) 
recibe e! nombre de periodicidad.

A
I <1 \)

Definición de función periódica

Se dice que una función/es periodica si existe un numero real positivo 
p tal que siempre que t este en el dominio de f, entonces r + p también 
estara en el dominio de/ y

Av + p) = /(O

A! valor mas pequeño del numero real positivo p se le llama periodo 

de /

Compare esta definición con las ecuaciones (2) Ya que puede demostrar­
se que 2/Tcs el menor valor del numero real positivo p que tiene la propiedad 
de que sen(/ + p) = sen / y cosí/ + />) = eos /, el seno y el coseno son 
luncioiies periódicas con periodo 2;r, es decir, siempre que el valor de la va-
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H(;HU8

n.iblc indL-pciidicnlc i se incrcmettte cii 2n, d valor de cada una de las fun- 
dones se repelirá. IX'hiüo u la periodicidad del seno y del coseno, estas 
riiiiciones lic-nen aplicaciones imporlanlcs en relación con fenómenos que 
se repiten periódicamente, tales como el movimiento nndiilalono. cómeme 
eléctrica alterna, vibraciones, oscilación de péndulos, ciclos en los negocios 

^ , y ritmos biológicos.

^ BJBMPLG 2 Utilice la periodicidad de las funciones seno } 

coseno así como los valores de sen l y eos ¡. donde 0 £ f < 2it, para deter­

minar el valor exacto de cada una de las siguientes expresiones: (a) sen ~jf. 

(bjeos ^;r;(c)sen ^;r; (d) cus(-^;r).

Solución
(a) sen j ;r = sent \n + 2 - 2iti 

- sen j/r

= Í--

(c) sen = '•en( '-n + 3 • 2;r) 

= sen In 

= -I

(b) eos ^;r = eos (l;r +

= eos '-i:

_ i

(d) cos(-í;r)= cos(^;r-i- l-li2;r| 

= eos 7/rr*
= -i 3 ◄

A continuación se detlmrán las otras cuatro funciones irigonomélrícus 
en términos de seno y coseno

A.9.4 Definición de las funciones tangente, cotangente, 
secante y cosecante de un número real

Las funciones tangente y secante están definidas por

tan / = see t - ——
eos / eos /

para todos los números reales tales que eos t * 0.
La funciones colanRcntc y cosecante están definidas por

cut i = ese / = —i—
sen I sen /

para todos los números reales tales que sen r 9^ 0.

Las funetonei tangente y secante no están definidas cuando eos i = 0 
Por tanto, el dominio de estas funeiuaes es el conjunto de los números reales 
e.vecpto los númenis de la forma |;r + Avr. donde A es cualquier número 

entero. De manera semejante, como col r y ese / no están definidas cuan­
do sen / = 0, el dominio de las funciones cotangente v cosecante es el 
conjunto de los números reales excepto los números de la forma kiz, donde 
A es cualquier número entero.

Rs posible demostrar que la tangente y lo cotangente son funciones 
perióilicas con periodo n: es decir.

tañí/ + ffl = tan / y cotí/ + n) = cot/

\demás. las funciones secante y cosecante son periódicas con periodo 2/T. 
por tanto.
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+ 2n) - see/ > + 2n) = tsc í

/\) •-•mplc.ir t.i idcnlid.i(J pilJi!<ín<.a fundamcnuil (I) y ladcfimcióa A.9.4. 
se Dliiiencn oir.is dos idenlidadcs miponaiiles Una de csias idenlidades se 
ohtiene al di\ idir los miembros de (1 > enire ais- t, y la otra so deduce al dividir 
ambos miembros de (I) enire sen- / Así.

sen- / tos-j _____ sen- r ^ cus- / _ ____________
LOS- I eos’ I eos- f ^ sen- f sen- r sen- i

lan* / + I - see- / y I + col- t = ese- /

hstas dos idenlidades lambién se ll.iinan identidades pitagóricas.
CJtras tres identidades importantes que se obtienen a partir de la defini- 

Lion A 9 4 son las siguientes

sen/Lscí - 1 COSÍ see f = I tanícriir = I

íistas tres identidades, las tres identidades pitagóricas y las dos identidades 
de la delinición A 9 4 que deUnen a la tangente y la cotangente constituyen 
las ocho identidades trígonnmctricus fundamentales. Éstas, así como otras 

tórinulas de trigonometría, se resumen al final del libro
.Se han deilnido las funciones trigonométricas con dominios de núme­

ros reales. Sin embargo, existen aplicaciones importantes de las lunciones 
trigonométricas para las cuales los dominios son conjuntos de ángulos Para 
esto, se deinie una función trigonométrica de un ángulo 0 como la lunción 
correspoiuiiente del iiúrnero real l. donde / es la medida en radianes de 9.

Si Oes un ángulo cuya medida es r radianes, entonces

sen 9 = sen / eos 0 = eos r tan 0 = tan r

col 0 = cot i see 0 = sec t ese 0 = ese í

Cuando se considera una lunción trigonométrica de un ángulo, con fre­
cuencia se iilili/a la medida del ángulo en lugar de 0. Por ejemplo, si la 
medida en grados del ángulo 0 es óO (o. equivalentemente, la medida en 
ladiancs de 0c‘s ' K), entonces en lugar de sen 0 puede escribirse sen 60’ o 
sen ' n Observe que cuando la medida de un ángulo se presenta en grados, 
el símbolo correspondiente de grados se escribe. Sin embargo, cuando dicho 
símbolo no se expresa, se considera lu medida del ángulo en radianes, 
i'or c'iemplo, eos 2 significa el coseno del ángulo cuya medida en grados 
es 2. mientras (|ue eos 2 denota el coseno del ángulo cuya medida en radia­
nes es 2 l.sto es consistente con el hecho de que el coseno de un ángulo que 
tiene una medida de 2 radianes es igual al coseno del número real 2.

Ahora se explicará a'imo las ecuaciones paraméiricas que coiutenen 
lunciones trigonométricas pueden emplearse para tra/ar elipses e hipérbolas 
en la graUcadora.

A fm de tra/ar la elipse

(3)
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|-6. ft] por |-J, 4| 

4-3 LOS ( ) k = 4 Sl'tl I

FKiURA 9

se utili/iin las ecuaciones paruinéincus 

X = <1 eos t y y - h sen i

A fin de dcniusirar que estas ecuaciones representan la elipse, se elimina el 
parúineiro f de las ecuaciones. Primero se esenben las ecuaciones como

- = cüs/ y 
a

sin /

Al elevar al cuadrado los dos miembros de cada una de las ecuaciones y 
sumando, se tiene

y-
ir-

eos-; + sm- /

la cual es la ecuación í3)

r EJEMPLO 3 Trace la elipse del ejemplo I de la sección A 7 di¡l 

apéndice empleando ecuaciones pammétncas.

Solución Una ecuación cartesiana de la elipse es

Por otro lado, las ecuaciones paramétricas de la elipse son 

.r = 5 eos / y y = 4 sen r

Bn la graneadora, en mudo paramétrícu, se permite que i tome todos los nú­
meros del inters'alo cerrado (0. 2;r). La ngura 9 muestra la gnifica trazada 
en el rectángulo de inspección de 1-6.6) por (-4.4) con /,,,5p = 0.05. Com­
pare esta gráfica con la de la figura 6 de la sección A 7 del apéndice, la cual 
se obtuvo a mano. ^

Con objeto de trazar la elipse cuyo eje principal es horizontal, se utili­
zan las ecuaciones pnramétricas

.t = ü eos / -1- /i y y = h sen / + k

Bn el ejercicio 34. se le pedirá que demuestre que éstas son ecuaciones pa- 
ramétricas de la elipse representada por la ecuación cartesiana

(.r - h)' , (y - k)- _ ,

Si el eje principal es vertical, se emplean las ecuaciones paraméincas 

t = fo eos / + h y y = «sen t + k 

A fin de trazar la hipérbola cuya ecuación cartesiana es 

í.x - Id- (V - k)- _ ,

(i- ir-
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se iilili/un Ijs CI.U.1UOIICS p.iraiiit(n<..is

» = » see / + /) > \ = h tan I + k

tliindc I esta en U inler\alo |0, 2/r| í:stc método se basa en la lüenlid.id 

see l - tan- / - I Kefierase al ejercicio 41 Si la hipérbola tiene la ecua­
ción cartesiana

- k)' (X - h)' ,
------,— + ----- -------- — I

a- h-

entonces se emplean las ecuaciones paramelricas 

i = h lan f + /i j \ = íi see f + A 

Consulte el ejercicio 44

^ EJEMPLO 4 Trace la hipérbola del ejemplo 4 de la sección A 8 

del apéndice empleando ecuaciones paramelricas

1 IGURA II»

Solución Una ecuación cartesianacn lomia estándar de esta hipérbola es

ít -I- 2)- IX - I)- _ ,
9 4

Las ecuaciones paramelricas de esta hipérbola son

\ = 2 lan / + I ) \ = .1 see / - 2

La tljiura 10 mucstrti la yrallca de estas ecuaciones parametncas trazada en 
el rectángulo de inspección de j-K, I0| por (-8. 4) para / en el iniersalo ce­
rrado (0. 2n\ con r^|^.p = 0 Os Compare esta gráfica con la de la figura 9 de 
la sección A H del apéndice, la cual se obtuvo a mano ^

rEjlRCICIOS A.9

l II liiujt n H ii‘\ I \ 2 iilih in’ll la nil ilnliiiiiiiniikiili iiirailiaiH i l.ii lin iji n /i/ím ? u /2 lUuniiiiii 11 uilnrih fiimuiii t uuio

1 (a) W» ll» IVi (O 210 (di -ISO 5. (a) sen ¡ ff Ib) cus iff
le) 20 iT) 4 SO Ig) Ib) IIM) le) Sen (- Iff) ,(d) COS jff

2 l.i» 4S Ib) 120 k) 240 Idl -22S
(>. (al cos ' ff Ib) sui iff

(f) l-t (f) Sil) (g) -4K Ib) 2 4
k) cus(- ' ffj (di sen (-2ff)

III hi\ iji ii II iii\ í \ 4 iihti in,ii la imiliilii 1 iiiiiuili lili iin;riiiliii 7. (II) eos ‘ ff (b) sen iff

\ ff rad . 11 a (c) cos Sff- (d) sen (-Sff)
J. la) ' -T rad Ib) (c) -ffrad

‘ r 111 (f) tffraJ
8. lal sen i ff (b) cus (-1 ff)

Id) ' n rail U) 1
lel sen 7ff (di cus (- ' ff)

Ití» -2 rad Ib) 1 ff r ni
y. lu) lan 1 ff (bl col iff

4 (a) ' n r.id <1 Ib) \ ff rad til ^ ffrad
(c) see (-ffi (d> ese ’ ff

Id) -'iff rad le) ‘rad (0 -S rad II). lal col ' fffi Ib) lan iff

(«) }', ff rad Ib) 1) 2 rad (c) ese (- |ff) Id) sec ff
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M. (ill

(C)

12. luí

see (- ' ni 

i.m ^_n 

..ve (-‘,-71

(hl

(di

• 1»

uve jff 

eiii.- Jff)

'.-•U ffr*

27. (a) sení = 0 (b) cus / = 0
(c) l.in( = 0 (d) col) = 0

2H. (u) seni = 1 Ib) cos;= -1

(c) col í = 1 (d) see / = 2
Icl i.in Iff (d) uol |ff 29. (a) sen;= -1 (b) eosf = 1

hi 1.1% e¡i ri n u<\ U a 20. iililu e la penoJii iJaJ Je las fian lo- 
««•V %tiw. (i>%ciiii. Sil.inte \ 1 tunante a\i laiiio los uilnrcy Je

(c) e«it t = -1 (d) ese f = 2

.30. (a) sen/= --?-.2 Ib) eosf = 1-2

ven / eos / scl 1 V ese t, i 
1 / X alar Je tiait inii e un tu

13. lili ven j/r

iianJi) 0 C / < 2ff. para i ah alar

(b> uis jff

(c) l.in / = Id) col/ =7.3

Jl. i.Para qué salores de t en [0.2ff). la) (un t no esü derinid» 
(b) e&c t no está definidn '

ICI

14. (ai

Icl

see jff

sen ff

see L ^

(d)

(1))

(d)

ese jff

eos 12 ff

ese 12 ff *1

32. , Para qué salores de t en [0. ff). (a) eol ( no está dermiJo, 
(b) see / m> esiá definido'’

33. í.Para qué valores de f en |ff. 2ff 1. la) coi t no esiá deflniili), 
Ib) see t no eviá definido'*

15. lu| sen I - ■ ff) Ib) eos (- * ni 34. üeinuesire que la elipse cu>a ecuación es

ICI see (- 'jffi Id) use í-2ff)
(r - /()• (y - A)*

16. <al sen í-jff) (b) eos (--jff) íi- ¿J-

(c) see I- j ff) (d) ese 1- Iff) nene l.is ecuaciones paraméincas

17. (a) sen 8ff (b) eos lOff T = u eos t * h > \ ~ h sen / + A

Ic) see 7ff (d) ese Vff

IK. la)

(el

sen p ff

see A-ff

(b)

Id)

eos Iff
i>esu ^ff

En las ejeracias 35 a 42, escriba las ctiauiniiex paramétruat 
tpie Jefmen la elipse Jel ejerciew inJuaJa Je la sección d 7 
V iitilieelax para trazar la elipse

ly. (a) sen l-^ff) Ib) eos (-'ff) 35. Ejercicio 1 36. Ejerciuio 2

le) see (- -,-ffi (d) esL (-2ffj 37. Ejercicio 3 38. Ejercicio 4

2«. (ai sen (-Hff) Ib) eos(-lOff) 39. Ejercicio 9 40. Ejercicio 10

(c) see l“7ff j (d) ese l-')ff) 41. Ejercicio II 42. Ejercicio 14

43. Deniuesire que la hipérbola cu>a ecuación es

Eit lin vjiriiiiin 21 ii 24. iiiiliie la pcninJuiíJaJ Je fmu tu- ^ ^ ^ - A)-
ne\ lámanle \ touiniienle ii\t coiitit ¡o\ ialoref Je Van Ieol I. --------------------~¡)^----- ~ *
lUíinJiiU í I < /iptiríiiiilttilarehaliirjfjunaiiiiextiuii

21. la) tan 2ff (b) col 2ff
tiene las ecuaciones paramétneas

(c) tan (~} ffi (d) toll-'ff)
.X = asea + li > y = />tan/ -i- A

22. (a) i.in Iff (hl eiit 2ff
44. Demuevt/e que la hipérbola cuya cx-uación es

(O laiií-lffl (d| eoll-lff) (v-A)= |t-/i)-

23. (a) lan 11 ff (111 cot ijff
ir Ir

(C) Mnl-5ff) (d| coK-^ff) tiene l.is ecuaciones p.araniétricas

24. (a) 1.1(1 (-l'ffi (b) uot(-üffj r = /> lan / + /i y y = a scc r + A

(C) lan I Iff id) col VíT

En lox ejertiiuis 25 a 30. ohleiiíta tinlax lux lalarcx Je l in el

En lax ejeri icios 45 a 52. escriba lax ctffí/fío/it'r paraiiiciricta 
i/ue Jefaiai la bipérbiila Jel ejercicio inJicaJo Je la src-

hiterxala |l) 2ffl tpie xatixfaipiii la eciiai nín
ciiinA.fi. y iiiiUcelas para trazarla hiperhala

25. (a) ven r = i Ib) eos/ - -1
45. Ejercicio 1 46. Ejercicio 2

ic) lan / = l Id) see / = 1 47. Ejercicio 3 48. Ejercicio 4

26. (a) sen / = - 1 (b) eos/ = 1 49. Ejercicio 13 50. Ejercicio 14
(C) lan / = - 1 Id) ese / = 1 51. Ejercicio 17 52. Ejercicio 18
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A. 10 ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO 
EN DOS VARIABLES Y ROTACIÓN DE EJES

1' if jN 1 j

I K.l lU 1

I n l.ts sd-uones A 7 y A X se dijo t]ue la gr.ific.i de la ecuación genera! de 
'■eguiuin giado ui dos variables,

//u + C\- + 0\ + L\ + f =0 (1)

es una elipse o un e.iso degenerado si l¡ = 0 y AC > 0. y es una inperbola 
o un easo degenerado SI/7 = 0 y \C < 0

Ahora se eoiisideraru (1) donde/i = OyAC = 0 Ln la! caso A = Oo 
C = !J. pero no ambas, ya ijue si los tres números \. ¡i y C son cero, en- 
lonees (I) no sena una ecuación de segundo grado Suponga t]ue en (1) 
/í = ü. \ = 0 y C 0 Por lanío. (1) se Iranstorma en

Ti- + !)\ ~ L\ + [ = {) (2)

Si í) V* 0. en la sección A b se indico que la gráfica de esta ecuación es 
una parabola la tercera sección comea La parabola se obtiene como una 
sección comea si el plano enríame es paralelo a una y sólo una generain/ 
del cono Consulle la tlgura I

Ln la sección A 4 del apéndice, se definió la parabola como un conjunlo 
de punios de un plano La demostración de que esla definición se deduce de su 
dellmeion como sección comea es semej.iiile a la etecluad.i para la elipse Sin 
embargo para la parabola se necesita solo una esfera tangente al plano cortante 
en el loco y tangente a! cono a lo largo de una circunlerencia L i intersección 
del plano de la circunierenciay del plano cortante es la dircclri/ de la parabola 

Los casos degenerados de la parabola, que ocurren si D = 0 en (2) 
son dos rectas paralelas una recta o el conjunto vacío

I ine 1 rc< 11

11GUU\ 2

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gráfica de la ecuación 

4\ - - y = ü

consiste de dos rectas paralelas 2i - = 1) y 2v + 3 = 0 LagráUcade

9\- - + 1 = 0

es una recta debido a que la ecuación es equivalente a (3\ + 1)- = 0 Como 

2\- - t + I = 0

no nene soluciones reales, entonces su gráfica es el conjunto vacío ^

Una discusión similar a la anterior se puede reali/ar si. en (1). /? = 0. 
( ' Oy l 0 f'stos resull.idos se resumen en el teorema siguiente

Ln la ecuación general de segundo gr.ido (I j, si /] = ü y si /I = 0 y 
r 0. o C = o y A 56 0. entonces su gráfica es una de las siguien­
tes una parabola, dos rectas paralelas, una recta o el conjunto vacío.

hl caso degenerado de una parabola, una recta, se obtiene como una 
sección cónica si el plano cortante contiene al vértice del cono y a solo 
una generatn/. como se ilustra en la tlgura 2 La p.irabola degenerada que 
consiste de dos rectas paralelas no puede obtenerse como una sección plana



do lili cono u monos que se considere iin cilindro circular recio como un 
cono dejienerado con su vémce en el infinito. Entonces, un plano paralelo a 
las generatrices de! cilindro que contenga dos de éstas produce las dos rec­
tas paralelas.

A partir de los teoremas de las secciones A.7 y A.8 del apéndice ) (]¿l 
teorema anterior de esta sección, .se puede concluir que la gráfica de la ecua­
ción general de segundo grado en dos variables, cuando B = 0, es una cóni­
ca o una cónica degenerada. El tipo de córnea puede dctcmiinarse a partir 
del produelo de A y C. De este modo se tiene el teorema siguiente.

A. 10.2 Teorema
La gráfica de la ecuación

Ax- + Cy- + Dx + Ey + F = (i 

donde A y C no son ambos cero, es una cónica o una cónica degenerada. 
Si es una cónica, entonces la gráfica es

(i) una/Jíjr<//w/fiSÍA = 0 o C = 0, cstocs, AC = 0;
(ii) una c/z/Jic si A y Clienen el mismo signo, es decir. AC > 0;
(lü) una/jz/itT/w/íí SI A y Ctiencn signos opuestos, esto es. AC < I).

^ EJEMPLO 1 Identifique la gráfica de cada una de las siguientc> 

ecuaciones, así como el tipo de cónica o cónica degenerada

(a) 9.r- + y- - I8i + 4y -t- 4 = 0 

(c) Ir- -h 111 - 5v + 28 = 0 

(0) - 2y- -I- 12i - 4y -2 = 0

(b) .r- -I- 4y- = 0 

(d) X- - 4 = 0 

(f) - 4y- = 0

Solución En cada inciso, se tiene una ecuación de segundo grado un 
dos sanables. Por tanto, la gráfica es una cónica o una cónica degenerada. 
Del teorema A. 10.2, el producto AC determina la cónica.

(a) Como A = y y C = I. AC = 9 > 0. En consecuencia, la gráílca u-- 
elipse o una elipse degenerada. Al completar los cuadrados, la ecuación 
puede escribirse como

de modo que la gráfica es una elipse
(b) Como el Unico p.ir ordenado que satisface la ecuación es (0.0), la gráfica 

es el origen, una elipse degenerada.
(c) Puesto que C = 0. AC = 0. Por lo que la gráfica es una parábola o una 

parábola degenerada. Si se compleian los cuadrados, .se puede escribir 
la ecuación como

(i + 3)- = ^(y - 2>

la cual es la ecuación de una parábola.
(d) Debido a que la ecuación - 4 = 0 equivale a la ecuación 

(.1 - 2)íi + 2) = 0. su gráfica consiste de las dos rectas paralelas 
i = 2 y .V = -2. una panibola degenerada.

(e) Como A = 3 y C = -2. AC = -6 < 0. Por tanto, la gráfica es una 

hipérbola, o una hipérbola degenerada. La ecuación es equivalente a

II -1-2)- _ (l -r 1)- _
4 6 “

cuya gráfica es una hipérbola.
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[K.UlUJI

(D I a CLiiaLinn es <.t|uivaknii, a í» - 2\jfi + 2\) = 0. de modo que su 
{¡rafiea eniisisle du las dos redas que se interstuan r = 2\ y r = -2\

^ < una hiperhola degenerada A

II Ahora se csludiara la gráfica de la ecuación de segundo grado en dos
Sanables euando U 0, eslo es, una ecuación que nene un tennino en rs 
1 sia ecuación se Iransforma en otra que no contiene termino en t\ al rotar los 
ejes coordenados Mientras que una traslación de ejes proporciona un nuevo 
sistema de coordenadas cuyos ejes son paralelos a lo ejes \ y \ originales 
una rotación de ejes origina un sistema coordenado que en general sus 
ejes iii> son paralelos a los del sistema original

Suponga que se tienen dos sistemas coordenados cartesianos rectan 
gu lares con el mismo origen Sea uno de los sistemas el sistema ts y el otro 
el sistema r \ Ademas suponga que el eje s forma un ángulo a con el eje s 
Vea la figura 3 Por supuesto, el eje \ también formara un ángulo cr con el 
eje \ En tai caso se dice que el sistema de coordenadas r\ se ha rotiuh un 
ángulo a para lormar el sistema de coordenadas Ts Un punto P que tie­
ne coordenadas (s, \) con respecto al sistema coordenado original tendrá 
coordenadas (c, s j con respecto al nuevo sistema A continuación se obten­
drán las relaciones entre estos dos conjuntos de coordenadas

Pn la figura 3. r denota la distancia no dirigida | UP\ j 6 el ángulo 

medido a partir del eje t hasta el segmento de recta OP De la figura se ob­
serva que

i = rcosO y \ = rseii0 (3)

fambicn de la figura se tiene

V = rcns(0 - ct) j T = rseníQ - ai
Al emplear las identidades de coseno y seno de la diferencia estas dos 
ecuaciones se transforman en

\ = reos 0eos a + r sen 0sen «

y
7 = rsen 0cos a - i eos 0sen cr

Si se sustituye de la ecuación (3) en las ecuaciones anteriores, resulta

t = reos a + V sen a y 7 = -\ sen a + \ eos a (4)
Al resolver las ecuaciones (4) simultáneamente para i \ v en términos de 7 y 
V (relicrase al ejercicio 3S). se obtiene

V = V eos a - \ sen u y \ = 7 sen a + 7 eos a (5)

F ste resultado se establece de manera lormal en el teorema siguiente

A.10.3 Teor«ma Fórmulas para la rotación de ejes

Si (r. \) representa un punto P con respecto a un conjunto de ejes dado 
y (\ . V > es una representación de P después do que los ejes se han ro­
tado un ángulo a. entonces

(i) \ = V eos a - V sen tt y v = 7 sen o: + 7 eos a 
00 I = reos úf + V sen a y 7 = -i sen « + v cus a
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V

= I

FIGURA 4

^ EJEMPLO 2 Duda la ecuación

.T.V = 1

(a) OhteFi{!a una ecuación de la gráfica con rcspccio a los ejes x y y después 
de que estos se han rotado un ángulo de rad. (b) Dibuje la gráfica y 
muestre los dos sistemas de ejes.

Solución

> X

(a) Con a = ^;r en (i) del teorema A.10.3, se obtiene

_ J_v y ^2 -;2- ^ >’ = 72" *
-.'2-

Al sustituir esta.i expresiones para xy y en la ecuación jv 1. resulta

i___ ¿- = I
2 2

(b) Esta es una ecuación de una hipérbola equilátera cuyas asíntotas son 
las bisectrices de los cuadrantes del sistema J v. Así. la gráfica de la 
ecuación xy = I es una hipérbola equilátera que se encuentra en los 
cuadrantes primero y tercero, y sus asíntotas son los ejes x y y. Refié­
rase u lu figura 4. la cual muestra la gráficu requerida. ^

Del teorema A.10.1 se sube que cuando/I = 0 y A y C no son ambas 
cero, la gráfica de (1). la ecuación general de segundo grado en dos varia­
bles, es una cónica o una cónica degenerada. Ahora se demostrará que si 
Ü ^ 0, entonces cualquier ecuación de la forma ílj puede transformarse, 
mediante una adecuada rotación de ejes, en una ecuación de la forma

AJ“ + Cy- + Dx + £y + F = 0 (61

donde Á y C no son simultáneamente cero.

Si se ruta el sistema .t.v un ángulo ce, entonces para obtener una ecua­
ción de la gráfica de (I) con respecto al sistema Jy. se sustituye x pur 
J eos a - y sen a y y por J sen a + y eos a. De esto resulta

Ax- + Bxy + Cy" + Dx + Ey + F = 0 (7)

donde

A = A eos- a -f fl sen cr eos a -i- C sen- a

tí = -2A sen a eos a + flfeos- a - sen- a) + 2C sen u eos a

C = A sen- or - fl sen a eos a + Ccos- ot

Se desea obtener un ángulo a de modo que la rotación trasforme (1) en una 
ecuación de la forma (6). Si se considera la expresión para B igual a cero se tiene

B(cos- a - sen- a) + (C - A)(2 sen orcos a) = 0

o, equivalentemente, mediante identidades trigonométricas, 

B eos 2cí + (C - A) sen 2or = 0

Como B * 0, entonces se obtiene

cot la
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Así. se Í).i d(.m(>slr.ido i|ue uiu rotation de ejes mediante un ángulo «que 
satislagaesla etUation, (ransformarát I f. la ecuación general de segundo grudo 
cu dos variables, donde II 0. en una ecuación de la lorma (6j Ahora debe 
deiiu'strarsc (|ue/I ) C en (6) no son ambas cero Para demostrar esto, obser­
ve qiic I7| se obtiene a partir de (1) al rolar los ejes un ángulo a También (I) 
puede obltnersedel7Ml rotar los ejes un anguIo-a.es decir, en sentidocontra- 
rio Si A y C en l7) luesen simultáneamente cero, entonces las sustituciones 

X = i tos a + i sen a y v = -t sen a + v eos a 

en esa ecuación daría como resultado la ecuación

/Jtccos a + \ sen ti) + ¿t-i sen o + y tos a> T = 0

Lsla ecuación es de primer grado, y en consecuencia diferente de í 1) debido a 
que se supuso que al menos U # 0 Por tanto, se ha demostrado c! teorema 
sigutcnte

A.10.4 Teorem^/

Si // (j. entonces la ecuación

Al- + llxx + C\- + D\ + E\ + í = (] 

puede Iranslormarse en la ecuación

Ai- + C\ ‘ + /Ji+£v+r =(J 

donde A y C no son ambas ccm. al rotar los ejes un áiigulu a para el cual 

col 2a = ~ ^

De lo. teoremas A l(l2j A 10 4. se infiere que la gráfica de la ecuación 
general Je segundo grado en dos sanables es una cónica o una cónica 
degenerada Para determinar que upo de comea Cs la gráfica de una ecua­
ción particular, se examina la expresión ¡i- - 4AC. Se Utili7a el hecho de 
que A. II y C de (I). y A fl y C de (7) satisfacen la ecuación

II- - A \C = ¡i- - AAC (8|

lo cual puede demostrarse al sustiiiiir las expresiones para A . U y C. dadas 
después de la ecuación (7j. en el miembro derecho de (8) Se le pedirá que 
haga esto en el ejercicio 37.

La expresión H- - 4 \C se denomina discriminante y la ecuación t8i 
esiahlece que el discriminante de la ecuación cuadrática general en dos va­
riables es invarÍJiite bajo la rotación de ejes

Sielanguloderoiacumseehjedemodoque/í = 0. entonces (8j se trans 

lorma en

/l- - 4 \C= -4.1C’

Lxcepto par.i casos degenerados, al aplicar el teorema A 10 2. la gráfica de la 

ecuación

1 i - + C \ - + Di + £v 4- / =0

es una parabola SI,\r = 0. una elipse si A C > 0 y una hipérbola si/K* < 0. 
o. cquiv.ilemenienle. una parábola SI-4AC = 0. una elipse si-4.4 C < U y 
una hipérbola st -4A C > 0 A partir de estos hechos y de la ecuación (9l 
se deduce i|ue. excepto para casos degenerados, la gráfica de (1). la ecuación 
ücneral de segundo grado en dos v anables. es una parabola, una elipse o una hi­
pérbola. dependiendo de si e! discriminante li- - 4AC cs cero, negativo o po­
sitivo. respcctixainente De este modo se ha demostrado el teorema siguiente
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A.10.5 Teorema

La gráfica de !a ccuuciún

/1t- + fí.K\ + C>“ + Üx + Ey + F = 0

es una cónica o una cónica degenerada. Si la gráfica es una cónica, 
entonces es

(í) una/;flní/w/íi si fl- - AAC = 0;

(íl) una si - AAC < 0;

(iii) una hipérbola si D- - 4/1C > 0.

^ EJEMPLG 3 (a) Identifique la gráfica de la ecuación

17c- - I2xy + 8>- - 80 = 0

(b) Simplifique la ecuación mediante una rotación de ejes, (c) Dibuje la 
gráfica de la ecuación y muestre los dos sistemas de ejes.

Solución

(a) De la ecuación,/\ = 17. fl = -12 y C = 8 Por tanto,

B- - AAC = (- 12)2 _ 4(17)(8)

Como D- - AAC < 0. del teorema A.10.5. la gráfica es una elipse o 
una elipse degenerada.

(b) Con el fin de eliminar el término en .c\. se debe elegir un ángulo a 
tal que

cot 2a = ~ ^
= 17 - »

-12 _ ^ \

Existe un ángulo de medida 2cr en el intersalo (0. ti) para el cual 
cot 2a = -4 Por tanto, aesiá en el mtersalo (0. ■?«■). Para aplicar li' 

fórmulas de rotación de ejes, no es necesario determinar a una vez que 
se obtienen eos a y sen a. Estas funciones pueden determinarse a partir 
del \ alor de col 2a por medio de las identidades trigonométricas

cosa= , L+ eos 2a ^ ^

Como col 2a = -4 y 0 < a < |/r. se infiere que eos 2a = Do 

modo que,

ÍT~'
eos a = y sen a = ^

_ J_ _ _2_
s5 ^5

AI sustituir.; = .v/%5 - 2y¡,5 y y = 2a/s’5 + y/V5 en la ecuación 
dad. se obtiene

- i2(-‘- - + 8(í?~ t.* '•-) - 80 = 0
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-Si sc siMi[>l¡l’ic.i c^l.i cuiiiciiín so ohiiono 

I ’ -t -l\ ' - 16

l’or t.mid. la ”r.itloa os una elipse cu>o ojo mayor mide K unidades y su 
OJO menor mide 4 unidades.

(c) A IIn de dibujar la elipse se aplica la información ohienidaen el inciso (b). 
La lí¡.’ura fi muesira esta elipse y los dos sistemas de ejes ^

Como se puede ver en el ejemplo anterior, dibujar la grátlca de una 
ecuación de segundo grado, i|ue posee un término en i\, mediante una rota­
ción de ejes requiere frecuentemente cálculos tediosos Trazar la gráfica de 
una de estas ecuaciones en la gratlcadora también puede implicar cálculos 
complicados cuando primero se expresa v como dos lunciones de .v. como se 
muestra en el ejemplo siguiente.

IKiURA 5 ► BJBMPLO 4 Trace la gráfica de la ecuación del ejemplo 3.

Solución La ecuación define a v como dos funciones de .\. Para deter­
minar estas luiiciones se considera la ecuación como cuadrática en v y se 
escribe como

Hv- - I2\v + (17x- - Kü) = 0

Üe la tórmula cuadrática con £J = X./> = -llv y t = 17\- - 80. se tiene

-h ± .1)-- 4<;c-
2í/

± (-I2v)’ - 4(8)(I7.\- - 80)

2(8)

12v ± 4 160 - 25.\-
16

3i ± , 160 - 2.*i.\’
” 4

Ln el rcciaiigiilo de inspección de |-7.5, 7.5] por [-5. 5] se trazan las gráfi- 
Ciis de

.3v + 160 - 25,\- . ,. _ 3v - 160 - 25.\-
'i 4 > 4

con el propósiio de i’bteiier la elipse de l.i figura 5. ^

r.ii l,i\ cjt n i< un I ii 4, iili nliliijiif lii e'o/ir o de til < < mu i"n mi 
I iiiiiii 11 iijii) ilt‘ < nuil II o I ihiii II ilri;i'iii’imlii-

I. (al 1- - 4\- - (u - 24v - - 0

Ib) 4i- t 1- + Ki - I4v - 47 = (I

Id \ • + 4i - S\ + 4 = (1 

lili i- - Ifn- (I 

2, la) 2\- 1- V* + - 2v - >1 -- 0

lili li' - 3v- + 16» + 12» + ,ts = n
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■ + 24» +•) = ()
Id) 4» » Ifvt - 4» + \>) I)

3. lu) 4- Sv- + f)i - 20» + 2) = 0
II» 4»- - S»- 4 16» 4 ID» 4 111 = I)
le» 2» lln - 5» 4 22 = I)
Id) ‘>1- 4 31)1 4 2') = 0

4 lu) 5v- 4 4» 4 H)\ - 3 = (J
li» 4 7\- - l.r 4 28» 4 37 = 0

(O !»• - .3\- - lit - 6» 4 J*» = 0
Id) 4»= - y»* - 40í - 54» 4 55 = 0

Ln Im fjtríic¡oí 5 a «S. {n) i¡Unli/¡iiui la i^rafica ilv la ciiia 
lian th) <il>uiii{a iimi naaaini ilc la \irufua uní n y>ct lo a l<n 

rjc% X \ X dexpuei de rolarloi un uiifiulo de jKrad \ U}dihiije 

la geafua x nuii ure lox dox utnjiiniax de ejet

5. »» = 8 6 i» = -4
7. »' - »’ = « 8. - t* = lf>

£fi lot ejeniiios V <i 16 (a) uhiiiijupie la urafica de la icua- 
cuín, (hí ehonne el uniiino tn t» nicdiuntc una rotation de 
ejet. x(íi dibuje la grafua x imirxtrt los dot tonjunlot de ejes

9. 2-ixx - 7»=> 4 36 = 0

10. 4t» 4 3t= = 4

11. t- 4 ln 4 »• - 8x 4 8» = 0

12. I* 4 n 4 »- = 3 

J.3. n 4 16 = 0

14. 5t* 4 6n 4 5» • = 9

15. 31t- 4 10 3n 4 2h- = 144

16. 6t- 4 20.3n 4 26»* = 324

En lot ejerauot 17 a 26, (a) uUntiJiiiiH la trafica di la una 
iión. Ib) tmiiilifnjiie la uiiauon imdianie una niiaaoii x una 
tratlaaon de ejet x f< J dibiiji la ftrujha » iiiiieUre los dos ton 
juntos de ejes

17. X* 4 j» 4 »• - 3\ - 6 = 0

18. 19»* 4 6n 4 II»- - 26r 4 .38» 4 3| = 0

19. 17»* - llt» 4 8»- - 68í 4 24» - 12 = 0

20. i* - lOí» 4 »• 4 r 4 » 4 I = 0

21. »• 4 2r» 4 »- 4 t - » - 4 = 0

22. 16r- - 24r» 4 9»* - 60.t - 80» 4 4Í/J = 0

23. lit* - 24x» 4 4>- 4 30r 4 40» - 45 = 0

24. 3t- - 4u 4 8i - I = 0

25. 4r* 4 4x» 4 »^ - 6t 4 12 = 0

26. t* 4 2t» 4 » = - T - 3» = n

En lot ejercicios 27 a .14 Iraie la f-rafica de la ecuarion drl 
ijcrcicio inditado

27. Ejcrcitio 9 

29. Ejercicio 11 

31. Ejercicio 17

28. Ejcfucio 10 

30. Ejcrucio 12

32. Ejercicio 18

33. Ejercicio 21 34. Ejercicio 22

35. Deniucsire que la gráfica de . t 4 _» = 1 es pane de 
una parabola al rotar los ejes un .'íngulo de ^;rrad Sii^e 
renna elimine los radicales de la ecuación antes de apli> 
car las formulas para rotación de ejes

36. Dada la ecuación (u* 4 6*)t» = I. donde u > 0 ) 
/> > 0 obtenga una ecuación de la gráfica con respecto a 
los ejes X y X después de rotar los ejes un ángulo de 
tan'’(/)/o) rad

37. Demuestre que para la ecuación general de segundo grado 
en dos sanables, el disenmmante ¿I* - 4 3Ces in»anante 
bajo una rolaciun de ejes

38. Obtenga las ecuaciones (5) al resolver las ecuaciones |4) 
para » } \ en Icmimus de 7 j » Siiiiertncui para des- 
pej.ir T multiplique los dos miembros de la pnmera ccua 
Clon por eos a y los dos miembros de la secunda 
csu.ición por sen a. después reste los miemhnis correspon 
dientes de Us ecuaciones resultantes Utilice un pinccüi 
miento similar para despejar»

39. La rotación de ejes no hace ningún cambio en la grJflca ni 
en la posición de la gráfica en el plano Esplique cuando 
la rniacion de ejes es una v enlaja para dibuj.u' la gráfica de 
una ecuación de segundo grado en dos sanables v cuando 
es una dessentaja

A.11 FRACCIONES PARCIALES

Usted ya sabe cómo combinar dos o más expresiones racionales a fin de ob­

tener una expresión raeiunal mediante adición o sustracción Por ejemplo.

3 4 ^ 7\ - 1
r + 2 » - 3 (c + 2)( t - 3)

En ocasiones es necesario invertir el proceso, es decir, representar una 
expresión racional simple como una suma de dos o más cocientes simples- 
denominados fracciones racíonalc-s. En Calculo se necesita hacer esto a
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Im di. cIcLlu.ir 11 upi.riii.iun de inlf^r.iuon de iiij^iin.is lunuonus rationjles 
í un triLiieriu.i su emplean sisiuiiia-. de ecuaciones para descomponer una 
expresión racional en Ir.icciones p irciales

C un idcic una liiiiuon racional //delinida por

//(u
h\]

(JiU

donde /'(u > (Jf\l son polinomios Se a urnira c|ue 'e nene una fracción 
propia, olo es una Ir.iccion para la cual el grado de l’l\) es menor que 
el grado de Qi\¡ Si se Nene una luncion racional para la cual el grado del 
numerador no es menor que el grado del denominador entonces se tiene una 
fracción impropia, > en este caso se divide el numerador entre el denomi­
nador liasla i|ue se ohienga una Iraccion propia Por ejemplo.

- I = - r, + IlzlJJ
V- - 4 I- - 4

I n general, se tratara un método para descomponer una fr.iecion propia de 
la lorma I‘l\t¡Q{\) en dos o imis tracciones parciales Los denominadores 
de las fracciones parciales se obtienen al lactori/ar Qi\) en un producto de 
lactores lineales j ciiadralicos [:ii ocasiones puede ser dilicil encontrar es­
tos tactores Sm embargo un teorema de algebra establece que un polinomio 
con coeticienles reales puede expresarse como un producto de polinomios 
liiic.iles o cuadralicus con coeticiciues reales

Después de que Qt\} se ha lactori/ado como un producto de factores 
lineales o cuadratteos. el método pira determinar las Iraccioncs parciales 
depende de la nalurale/a de estos lactores Se consideraran xanos casos en 
lorma sep.irada

( ow» / Todos los factores de Qí vi son lineales. > ninguno se repite Esto es,

Q{\l = fijji f

donde ningún par de tactores es idi. n'ico En este caso se escribe

Q{ V) </, i + a y \ ~ />; a„ \ + h„

donde \|. W. , son constantes a determinar Observe que esta ecua­
ción es una identidad debido a que es verdadera para lodos los valores de \ 
tales t|ue ningún denominador es cero F1 ejemplo ilustrativo siguiente 
muestra un método p.ira deleninnar los valores de

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 a Im de descomponer la
Iraccion

. - I
\ - 6

cii Iracciones parciales, se lacton/u el denominador \ se obtiene 

_J\- 1_ =___7i - I____
r- - \ - 6 ( \ + 2)U '

Por tanto, se tiene

_ 7^ - 1 = _iL ^ j.
(V + 2)(.v - .T) V + 2 V
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La ecuación (I) es una identidad para todos los valores de .t diferentes Je 
-2 y 3 Ai iiiuliiplicar los dos miembros de la ecuación por el MCDn 
(mínimo común denominador), resulta

- I = A(x - 3) + ¡i(x + 2)

Hsiu ecuación también es una identidad y es verdadera par.i todos los \a- 
lores de .r incluyendo a -2 y 3. Ahora se determinarán las constantes A y [j 
Al sustituir 3 por A en la ecuación anterior, se tiene

20 = 5H « // 4

Si se sustituye -2 pora en la misma ecuación, se obtiene

-15 = -5A A = 3

Con estos valores de A y tí. se tiene de (1)

___ 7.r - I ^ 3 , 4
(a + 2)( r - 3) .r + 2 .r - 3

Observe i|ue esta ecuación es equivalente a la ecuación con que se inició 
esta sección. A

► BJEMPLO 1 Descomponga la fracción

en fracciones parciales

Solución Al faclori/ar el denominador se obtiene

j - I _ ________ A - 1___
-t' - r- •• 2.V \(a - 2)(.t + 1)

De modo que

.... - p,
.r(v - 2)(a + 1) .V A - 2 -t + I

l.a ecuación (2) es una identidad para lodos los valores de \ diferentes de 0. 
2 y 1. Si se multiplican los miembros de la ecuación por el MCDn. resulta

X - I = A(t - 2)(x -( I) + /htr + l) 1 Cx(\ - 2t

Lsta ecuación es una identidad que es verdadera para lodos los valores de t. 
incluso para (I. 2 y -1. A lin de detenninar las constantes, primero se susti­
tuye 0 por X > se obtiene

- I -14 <=> A = i

Al reempla/ar 2 por \. resulta

1 = 6/i « tí ^ '
ti

Si se sustituye -I por.r. se tiene

-2 = 3c c = -
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r<m L-sins \.iiurcs p.ira A. H ) C. de 12) ‘<0 ohlicne

1 ' ' - 
' “ ' - + :• . + 

x( I - 2)( I + I) .r 1-2 A + i

í=> = _L 4. ......!___ __ ___=___
\(« - 2)(\ 4 I) 2i 6(a - 2) 3(a + ij

( liso 2. Todos los laelorcs de Qí\) son lineales y algunos se repiten
Suponga i|ue se tiene ía\ + h)'' como un factor de Ql.\) Entonces se 

tliLc i|ue í/\ I) es un tactor p-niúlllple (o de multiplicidad p) de ^ív). y 
a este facior le corresponderá la suma de p fracciones parciales

4 - 4 _ 4 ^____'llí____
a.\ + h (a\ + /»)- (dx + h]'^ ' '' (ra + h)i‘

donde /f.A;. . , A¡, son constantes a determinar. El ejemplo 2 ilustra este 
caso y el método para determinar cada A,

^ EJEMPL0 2 Descomponga la fracción

r* - V- + Ifu - 12 
a'U - 2|-

en fracciones parciales

Solución .Se escribe la fracción dada como la .suma de fracciones par­
ciales siguiente:

+ A- + 16.V - 12 ^ £Í 4 A + ^ + P , £
i'(t - 2)' A .V- .r’ A - 2 (A- - 2j-

Í3)

Al multiplicar ambos miembros de (3) por el MCDn, resulta 

+ Kn - 12 = ÓA*(i - 2)* + tí\(\ - 2)- + C(\ - 2)- + Di’ír - 2) + E.\^ (4)

Se siistituse 0 pora en esta ecuación y se obtiene 

-12 = 4C « C = -3 

Si se reemplaza 2 por a en (4) resulta 

40 = H£ » £ = 5

Con estos valores de C y £ en (4) y desarrollando las potencias de los bino­
mios, se tiene

ifu - 12 = /U-ÍA- - 4i + 4) + £\(i- - 4a + 4) - 3(a* - 4v a- 4) + D.vY\ - 2) ^ 5.v^ 

Ifu - 12 = [A + /))f‘ -t- (-44 + ¡i - 2D + 5)a' + (44 - 4fí - 3)v- + (4/i + I2)a - 12

Como esta ecuación es una identidad, los coeficientes del miembro iz­
quierdo deben ser iguales a los coeficientes correspondientes del miembro 
derecho Por tanto, .se tiene el siguiente sistema de ecuaeione.s:

/\ + /3 = l 

-4/1 + fí - 2/) -r .*> = Ü 

44 - 4fí - 3 = I 

4/f + 12 = 16



Dl* Iu cuarta eciiución, ¡i = I. Al sustituir H por I en la tercera ecuación ) 
resnKer para A. se obtiene A = 2. Con A = 2 en la primera ecuacitín resulta 
l) ~ -\ Lasegundaecuaciónseempica para verificar los valores encontrados.

'4A + li - 2fJ + 5 = -4(2) + 1 - 2í- I) + 5 

= 0

Por tanto, los valores de las constantes son

.A = 2 li = C = -3 D = -I £ = 5

Con estos valores, de (3) se tiene

■V-* > X‘ +16,1-12 _ 2 J_ 
x*x^-

Cciso i' Todos ios factores de Qlx) son lineales y cuadráticos y ninguno se 
repite.

Al factor cuadrático ax~ + hx + c del denominador le corre.spondc b 
fracción parcial de la forma

A.V + ü
ÍLX~ + hx + c

BJEMPLO 3 Descomponga la fracción

en fracciones parciales.

Solución Se pretende factorizar el denominador empleando división 
sintética para dividir .i-' 4- - 2 entre expresiones lineales de la forma

.T - r.donderesun factoreiiterode-2 Ladnisiónentie.r - I escomosiguc

I 110-2
1 2 2

12 2 0

Por tanto, x^ + .r* - 2 = (r - I Kt* + Ir + 2). La fruLcióii dada se es­

cribe como una suma de fracciones parciales en la forma siguiente:

X- - .V - 5 _ /Iv + B C /j)
í.r - l)ív- + 2.r + 2) x' + 2.r + 2 .r - 1

Al multiplicar ambos miembros por el MCDn, se tiene

r- - .r - 5 = (A.V + fl)(.r - I) + Cí.i- + 2v + 2) |6)

Se calcula C al sustituir I por.r en (fi). obteniéndose

—5 = 5C C = —1

,r- - ,r - 5
.i" + - 2

Si se reemplaza C por-1 en (6) y se multiplica en el miembro derecho, resulta



»- - t ' 5 Sí f.-\ - hi- + (/i - \ - 2)t + (-H ~ 2)

Al igu.il.ir Ids Lí.dlucnlcs de (KiiepiLias de v iguales se tiene el sistema

.1 - 1 ss I

n - A - 2 = ~\

I ~n - 2 = -5

por lanío,

^ 2 y n = 3

Si se sustituyen estos valores de A y H en I5|. se obtiene

x‘ - \ ~ 5 ^ 2a + 3__________!__ ^
(i - 1)( r- + 2a + 2) t- + 2x + 2 .r - I

Oiwí •/. Los factores de OIa) son lineales y cuadráticus. y algunos de los 
factores cuadráliciis se repiten.

Si íir- + l>\ + c es un factor cuadrálieo de multiplicidad p de Q(i|, 
entonces al tactor (íct' + bx + (.)>' le corresponde la suma de lu.s siguientes 
/»tracciones parciales'

í/| Ai-T + lii
Í/A* + hx + C {iLX- + hx + í )- ' (íM- + hx + cV

_____________________________ A. 11 FRACCIONES PARCIALES 1_2_21

' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si el denominador contiene
el factor (t- - 5a + 2)^. se tiene en correspondencia a este factor la suma de 

las tracciones parciales

/U + ¡i . Ci + D Ex + F ^
x‘ - 5a + 2 (.V- - 5r + 2)- (\- - 5v + 2)*

^ EJEMPLO 4 Descomponga la fracción

3.r* - I2a^ + 4a- + I l.v + 4
“ 3.r - 2)-

en tracciones parciales

Solución La tracción dada se escribe como la suma de fracciones par­
ciales siguiente;

.3a» - 12a^ + 4a- + lit + 4 ^ A\ -i- Ü ^ Cv -f D , £
A(A^ - 3.r - 2)^ A- - 3.t - 2 • (.Y- - 3a - 2)^ ^ .t

Al mnlliplicar los dos miembros por el MCDn resulta

3x'» - 111-’ + 4i- + I I.T + 4 = .UAa -i- liUx- - 3y - 2) + .y(Cv -r 0t + £(.\- - 3.r - 2l- (8)

Si se sustituye 0 por.t en esta ecuación, se obtiene 

4 = 4£ e» £ = 1
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Con /: = I oil (K) y muliiplicundo los pohnormns se nene

+ 4»' + lU + 4
/U-* - -14\’ - 2/U- 4 /a' - y¡K- - 2/A + Cx- + I)x + r-* + 9x- + 4 - 6x' - 4x’ + llr 

(,4 + In'* i (-3.4 ¡I 6)i' + (-2/^ - 3// + C + 5).r- + (-2/i + D + I2).v + 4

Al ij2u.ilur los cocficitínlcs de kis polencius de .r correspondienles se obtie­
ne el sistemj

A + \ =3 

-3/V -h /i - 6 = -12 

-2/1 - 3¡i + C + 5 = A 

-2/i /J + 12 = II

Si se resuelve este sistema resulta

/I = 2 /i = 0 C = 3 D = -] £ = I

AI reemplazar estos valores en (7) se tiene

3-t'^ - I2x^ + 4.r- + 11 V + 4 _ 2.t 3.v - I____  ^ 4
-t(.v- - 3.V - 2)' .X- - 3.r - 2 (v- - 3x - 2j- .x

Observe que en cada uno de los ejemplos, el número de constantes a 
determinar es igual al grado del denominador de la fracción original que 
se descompone en fracciones parciales. Este lieclio siempre ocurre.

EJERCICIOS A.11

Eti los íjt rtiiios I II 10. ilcsuiiiipiins;t¡ hi Jracaíin ai fnu- 
nones paruiiU's

l. 12 1
-r* - 4 2.1- - »

t - 1 t + 15
. .t- - y

5. 1 + 5 3v
X- - 4» 3

ri1

+<

7. « 12 3i - 7
3t- - 5\ - 2 4v- 4 3x - 1

3i- 4 .U 12 2»- - iiv - y
íu' + 5t- - b\ j 1

.1- - 11 r + 6 r- 4 11
(r 4 2)(.t- - 4.r 4 4> (r - 5)( T- 4 2v 4 l|

3x 4 15 y.r’ - 8.t- -4x4 48
i2t- - .1 - D- Ix- - 4)-

C 4 6v - 4 tí 4 2
U - 2)' (X - 3)’

23. 3t- - t 4 4 24. 3v 4 K
l' 4 t- 4 .T l' 4 4.x
3t- 4 2.V - 4 26. X- - ÍJ.t 4 2

-v' - H .r' 4 1
2i- - 7i 4 1 28. 3.tí - y.r 4 8

t* - 4 .V - l x’4.rí43x43

l.ii los ejeriKiiis II a ¡4. vxprvsi In Jnitnnn impropia ionio 
la suniii ilf un pnlinomio \ Irai 1 iinies piiraules.

2x' 4 4 x‘ 4 5
.tí - 4 tí - 1

4.x’ - H\- - lOx 4 .30 Í)X' - \í - 5.x - 7
2x^4 X - ó 3xí - r - 2

Eu los ^■Jl■rl■ll ios !5 a .IH. lUsioiiipimna la fraiitóii ai Jrai- 
nones parniiles

,5 I3i -- 11)
•t' - 2.1- - .x'

M xí 4 1 l.t 4 8 3.tí 4 2.t 4 3
2.v' 4 8rí 4 3.V 4 12 ' ' 

yx'-Ax „

f* 4 .t' 4 .tí 4 .t

4t - 3
(.xí 4 l)(.tí - .t - !> *’“■

.t 4 6 ,,

.t^ 4 2x’ 4 3.tí

3.f‘ 4 4
x-‘4 2.x’4 3tí

3f.

X* 4 4.tí 4 4

-t-* 4 2xí - 2.t - 4
•f* 4 2.tí 4 1 (.tí 4 3)’

.t'* 4 .x' - 5-xí - I4.t - 1

38.

x' - 4 4.t' - 4.tí 4 4.t

11.V - 28

- 4

•t’ 4 2.t^ 4 2t’ 4 4.tí 4 X 4 2
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Secciones
suplementarias

\\S\ON

Suplemento 1.5 

Suplemento 1.7 

Suplemento 1.10 

Suplemento 2.8 

Suplemento 4.5 

Suplemento 5.1 

Suplemento 8.2 

Suplemento 8.5 

Suplemento 8 8 

Suplemento 12.3 

Suplemento 12.4 

Suplemento 12.8

slas secciones, designadas mediente el nú­
mero de la sección del cuerpo principal del 
texto, contienen discusiones teóricos y algu­

nas de las demostraciones más difíciles
En el suplemento 1 5 se presenta un ejemplo sobre 

limites de moyor sofisticación, también se dan aquí 
las demostraciones de los teoremas 1 5 5, 1 5.12,
1 5 13 y 1.5.16. Lo prueba del teorema 1 7.4 se 
efectúo en lo sección suplementaria 1 7, mientros que en 
el suplemento 1 10 se demuestro el teorema de estric- 
ción

La reglo de la codeno, teorema 2.8 1, se prueba 
en la sección sumplemenlaria 2 8.

En el suplemento 4 5 se demuesjran dos teoremas 
importantes ocerco de la integral indefinida la integral 
de una suma de funciones y la integral de una función 
como la suma de dos integrales que se obtienen al 
dividir el intervalo de integración en dos subintervolos 

los teoremas 5.1 5 y 5 1 7, que tratan sobre los 
funciones inversas y sus derivadas, respectivamente, se 
prueben en la sección suplementaria 5 1

En el suplemento 8 2 se demuestran dos teore­
mas importantes sobre sucesiones monótonas En la 
sección suplementaria 8.5 se presenta la prueba del 
teoremo 8 5 4 acerca del residuo de una serie al­
ternante, mientras que en el suplemento 8 8 se 

tratan las demostraciones de dos teoremas so­
bre senes de potencias.

Los suplementos del copilulo 12 presentan 
las demostraciones de algunos teoremas 
acerca de las derivadas porciales, la diferen- 
ciabilidad y el criterio de la segunda derivo 

da pora funciones de dos variables
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SUPLEMENTO 1.5

^ BJEMPL0 ó Ulilico 1.1 dcfinicKin de límile para demoslrur que 

hm »- = 4

Solución Como v~ está definida para todos los núinerns. entontes tual- 
i|Uier intervalo abierto que conlenitü u 2 satisfará el primer reijuerimieniode 
la delinitión 15 1. Se debe demostrar que para cualquier C > 0 e\istc una 
i) > 0 lal que

SI (J < ¡i - 2¡ < ¿ entonces |.r- - 4| < C

» si 0<|a:-2|<5 entonces 11 - 2 j| \ + 21 < C 14)

Observe en la conclusión de (4) que. además del fuctor | r - 2 |, se tiene el 
factor 11 + 2| l>e modo que. para demostrar (4) se debe imponer una 

restricción a S con el fin de obtener una desigualdad que contenga al factor 
|t + 2| Dicha restricción consiste en elegir el intervalo abierto requerido 

por la dermición 1.5.1 de modo i|ue este intervalo sea (1.3). lo eual im­
plica que 6 5 1 [intonces

0<jr-2|<5 y 

t) < I r - 2] < I 

=» -I < V - 2 < I

=> 3 < í + 2 < 5
li + 2| < 5

.Así.
0 < 11 * 2 [ < i> y Oil 

=> ()<¡i-2[<5 \ jt-t-2|<5

=> |T-2||i-f2l<0-5

Recuerde que la proposición (4) es el objetivo, por lo que debe pedirse que 

tí • 5 £ C « <5 < c/5

De esl.i torina. se han impuesto dos restricciones a (5: 5 1 > 5 < f/5 Para
que amhas restricciones se cumplan debe lomarse <5 como el menor de los dos 
mimeros I y f/5. esto se puede escribir con símbolos como ¿) =mín(l. €¡5) 

.Si se utili/j esta «'). entonces se tiene el siguiente argumento:

0 < |r - 2| < ¿' 

h - :| < ^ > Ir + 2| < 5 

|r - 2||, í 2| < f 5 

-r> IV- - 4 I < f

I.ii consecuencia, se ha demostrado (|ue para cualquier f > 0 la elección 
de () = niíntl. (/5) hace verdadera la siguiente proposición.

SI 0 < I r - 21 < 5 entonces 11- - 4 ] < f

l-sio demuestra que lim v- =s 4 <
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1.5*5 teorema 4 de íin 
y de Id díferene!.

Si lim /íu = /. y = A/, cnumccs

lim 1/(1) ± ;;(.»)! = L ± M

Demostración Se prnbjrá d icnrcMiu con d signo más Scjn

lím /(i) = L í5)

liin^'(r) - A/ (fi)

lo que se descM deniostrar es que 

lim I /(u + ¿ + A/

De 1.1 dellniuóii 15 1. p.ir.i cu.ilqmer f > 0 se debe probar que csisie 
una c) > 0 lal (¡ue

SI 0 < I r - (/1 < 0 entonces | (/(ti + i;(')| - (í. + A/) | < f (7)

C'onio d limite (5) existe, entonces de la definición de li'itme se in­
fiere que para 'c > (I existe una 5| > 0 tal que

si 0 < 11 - íi I < i5j entonces \fix) - ¿[ <

De manera seme|anle. de (6). para > 0 existe una iSs > 0 tal que

SI 0 < |i - fi| < Si entonces - A/[ < f

Aliora considere tí como el menor de los números tí| j 62 Por tanto, 
tí < tí'i y tí tí'; De este modo,

SI 0 < |t - «I < t) entonces |/n) - L\ < €

y
si I) < |i - tí| < tí entonces |i,'(\) - A/1 < '€ 

lili consecuencia, si 0 < 11 - u | < tí. entonces

|[/u) 4 dul - (/- A/)| = j(/t\) - /.) + {,dO - .'/)|

< |7(v) - + li;(0 - A/|

< íe 1- le 

= €

De esta lornia se ha obtenido la proposición t7l, por tanto s^ ha demostra­

do que

liiii \Hx] + ,dr)l = /--*- A/
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Se deja como ejercicio la dcmosiración del (corema 4 de límites con el 
signo menos (refiérase al ejercicio ‘J de esta .sección suplementaria).

La demostración del teorema 6 de límites (1,5.7) es más sofisticada 
que la de los teoremas de límites l-S. Los pasos de la demostración se indi­
can en los ejercicios 11 y 12 de esta sección suplementaria.

1.5.12 Teorema

Si a es cualquier número real dircrcnic de cero, entonces

• -•j X a

Demostración Se probara el teorema para u > 0. La demostración 

para a < 0 se deja como ejercicio (consulte el ejercicio 14 de esta sec­
ción suplementaria).

Como l/t está definido para todo x diferente de cero, entonces el inter­
valo abierto requerido por la definición I.S 1 puede ser cualquier intersa- 
lo que contenga a a pero que no contenga a 0. Se debe probar que para 
cualquier € > 0 existe una 5 > 0 tal que

M 0 < Ix - íil <5 entonces - -i < f (8)
|x til

Como

\x «1

= IX - tj I • {ya que u > 0)
a] r|

la proposición (8) es equivalente a

si 0 < \x - «I < 5 entonces ¡x - <r| • —¡^ < e (9)
t/|x|

En la conclusión de (9). ademis del factor |x - «| se tiene como factor el

cociente —j—¡. Por tanto, para demostrar (9) e.s necesario restnngir 5de modo
«|v| .

que se obtenga una desigualdad la cual contenga al cociente —¡—¡. Al elegircl
a\x\

iniersalo abierto requerido en la definición 1.5.1 como el imcrvalo(ia, 

el cual contiene a a pero no al cero, .se deduce que 5 £ í o Entonces

0 < ] \ - í/1 < 5 y 5 £ ^ íi

=> -\o < X ~ ti < ¡

é< < 2

o

(porque íi > 0)

(10)
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Alinra hicn,

0 <• I » - <í I < t") y i- < -I
«Irl «-

< ó (ID

l'ULsto que d objelixti consisic co obtener | r - « | —^— < €. la propo-

siLiiin (III indita que debt requerirse ó £ f. esto es. 5 £ \a- € De
a-

esic modo, ton las dos restrittiones sobre 5 se elige S = mint \ a. \a-€ ) 
Con esta áse tiene el siguiente argumento

0 < I r - í; I < 5
1a\ ~ < 5 — 

íi|v| fl|\|

nK'lhi <'! M
“I < o -¡L

íí|r|

i-ii<á -V- «I tí l

(puesto que tí > Ot

iiI - I < 6 ^ (de(10))

=9 |1 _ 1 < |íi-f (debido a que á 5 Ití'f)
\ íJl 2 ti-

\ tii

Asi. se lia deiiuistrado que para tuaiquier f > 0. si á = min( 'ti lt/*f). 
entonces la proposition siguiente es \erdadcra

SI 0 < i r - tí I < á entontes ¡i - i| < f

la tual es la proposition (H) b

fn la demostration del teorema 1 5 13 se uli!i7a la siguienie lorniula 
donde n es tualqmer numero entero positiso

a" - h" s (ti - ájití""' + tí" -/> + tí""'/»- + + + /)""■) (12)

I.sla formula se deduee de

,í(fi" ' + <i'‘--h + + iih'' - + /»"■') = a" + a"-'l) + +

y
h{(¡"-' + a" -h + + iih" ’ + />"-') = + + ti/>"-‘ + h“

al restar los términos de la segunda eeiiaeion de los de la primera

,1.5.13 Teorema .

Si tí > o > 11 es un numero enteni posiuso, o si a s 0 y ii es un 
numero entero positiso impar entontes

lini " V = " tí
1 ~wa
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Demostración Su dcmosiriirá d tcorcmj si u > Ü y /> es un número 
entero positivo Rl cuso cuumlo o £ 0 y n es un número entero posittvo 
iinpjr se deja tomo ejercicio (refiérase al el ejercicio 15 de esta sección 
suplementariül

Como " X está definido para todo número no negativo, el intersalo 
abierto rc(|uerido en la definición I 5 I puede ser cualquier intervalo abierto 
que contenga a u y tenga un número no negativo como extremo izquier­
do Se debe probar que para cualquier C > 0 existe una ¿ > 0 tal que

SI 0 < ¡O' - íi¡ < 5 entonces | " .t - " a | < e (13)

A fin de expresar | -. .r - ■ a | en términos de [ t - a j se utiliza (12).

t - .fi
(yl/n - + (.r'^"ü'-t- ... -I- .t''’'’(a'^"

(t'"’)" ' + (.r'/")"-2fll/" + ... + íl/níal'njn-^ + í
Si se aplica (12) al numerador, se tiene

I", t - '?.«! = Iv - «I
+ jf»i-2)/n¿(l/n + + fl/n^in-2)/n ^jOi-U'bj

Al considerar

_ l^ln-ll/n j(n-2|/H,,1/n ^ jl/ny(n-2j/n ^ Qln-l)/n|

en la ecuación anlenor se obtiene

|".t - %| = |.r-o|.-^ (141

De modo que la proposición (13) equivale a

si 0 < l.r - í71 < 5 entonces Ir - al • -—?—; < € (15)

En la conclusión de (15). además del factor | r - a | se tiene como factor la

fracción ¡—í—¡ En consecuencia, para demostrar (15) se necesita res*
|0(v)|

tnngir ¿de modo que se tenga una desigualdad que contenga esta fracción 
Si se elige el intervalo abierto indicado en la definición 1.5 1 como el inter­
valo (0. 2«), se requiere que ¿ S « Entonces

ü<|t-íí|<5 y 5 < a 

I r - o ] < «

-a < - a < a

0 < .X < 2<i

(,oi-\)ln < |(^(v)| (puestoquex > 0)

](;^(x)| tí''’-"/'’
(16)
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Alinra Inai.

** < I c - í/1 < <5 y
I <í( rj|

=> I i í/1 —' í- ¿ >

f'l abjcii\o consiste en obtener I t - r/

.i'i- h'n

I <í( i)i

(17)

< € Así. la proposición

(17) indica i|ue se debe retiuenr <5 ----- !-----  <: e esto es 5 <•
jP'i-ll/n

Demodoquesceliüed = mínlfi, (/"'-"/"£) Con esta 5se liene d siguiente 
argumento

0 < ¡ t - o ¡ < 5

=> I V - i r, —, < <5 • , -

" \ - " íi I < ¿)
lól

" X - '■ </ I < J ■ !-----

" r - " a \ < f|(" I >1" e

" X - " í) I < e

(de(14))

(de (16))

(debido a que 5 <

Así. se ha probado que para cualquier f > 0. si 5 = min(i/. 
entonces

SI 0 < I X - íí I < <5 entonces | " r - " rv ( < f 

la cual es la proposición (13) ■

Si lim/’tT) = L] V lim/(x) = L^. entonces L^ = L-,

Demostración Se supondrá que L\ ^ ¿s- V probará (]ue esta suposi­

ción conduce a una contradicción Como lim/íx) = L\. de la denmciún 

I .S l se deduce i]ue para cualquier f > 0 existe una > 0 tal que

SI 0 < |v - íi| < 5| entonces j/(x) - í.¡ | < e (18)

Además, puesto que lim/(x) = Ls, existe una 5s > 0 tal que

SI 0 < jx - </) < ($2 entonces |/(x) - ¿s | ^

Ahora bien, al expresar ¿| - í.s ‘•omo L] - /(x) + /(x) - í.s > aplicar la 
desigualdad dd triángulo se tiene

- Í.2Í = ll¿-i - /'<')! - ¿2II

< - Ax)| + |/(x) - ¿2I (20)
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Así. ele ( ÍM). (19) y (20) se puede concluir que pura cualquier f > 0 existen 
¿>i > 0 y > 0 tales que

SI o < I \ - ii| < ¿)| y 0 < IX - í/| < ¿2 entonces |¿] - /-t | < £ + e (21j

Si 6'es la menor de 5| y entonces 5 < 5] y 5 < y (21 ( afirma que
para cualquier f > 0 existe una S > ü tal que

SI 0 < I V - fi j < 5 entonces \L¡ - ¿i I < (22)

Sin embargo, si € = 1 |L| - líntonces (22) afirma que existe una 

(5 > 0 tal que

SI 0 < I r - I < 5 entonces \L\ - ¿i] < |í.| -

Es claro que \L\ - | no es menor que sí mismo De modo que se tiene

una contradicción, por lo que la suposición hedía al principio es falsa En 
consecuencia,/.] = /,2, con lo que se ha demostrado el teorema ■

EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1.5

Eh Im i'jcn u ios I a fi. ilcnuifsin-, eipiti ando la dffiitu ion 15 1. 
¡¡uc 11 niiiiii ro mdiaido i's 11 linuiL

1. Iim »- = I

2. Iiin I* = y

3. Iim (x- - 3\) = lü

4. Imi (»* + 2x - 1) = 7

5. Imi (5 - V - r*) = - 1

6. Iim (3 + 2» - r*l = 0

7. lim (fn- - I3t + 5l = 3

8. Iim (4x- - 13t + 12l = 3

y. l iilice la tleílmcmn I 5 1 para üemosirar que si 

lim f{xí - L y lim a'{t) = ,U 

entonces

hin [ /(V) - ^'(\)| = /, - M

10. Demuesire el leoreiiu 3 Je líiiules aplicanJu el teorema 4 
Je limiies c inJuccuiii nialei[i.ltiLa

11. Emplee la Jefimcuín 1 5 1 para Jeiiiusirar que si

lim/(O = L y hm ^,’(1) = 0 

entonces

lim(/(r) • di)| = 0

Stt};ert'/uur p.ira demostrar que lmi[/(.t) • .ijíx)! = (I se

Jebeproharqueparacualquier € > Ocxisieunao > Otal 
que si 0 < 11 - <i| < 5. entonces |/(»| ^(t)| < € 
Primero demuestre que existe una 5| > 0 tal que si 
U < |t - «I < <5,. entonces |/(r)| < I + |¿|. apli­
cando la Jellnicion 15 1a Iim/(t) = L con € = 1 )

5 = (S|, y después utilice la desigualdad del triángu­
lo l.uego. pruebe que existe una 5, > Ü tal que si 
0 < |\ - </| < <5„ entonces |í,’(tj| < €/íl + |¿|) 
aplicando la definición 1 5.1 a limíjli) = ü Si se toma 5

como b menor de 5, y á>. el teorema se demuestra

12. Demuestre el teorema 6 de Ifmiies si lim/(i) = L y 
limglt) = A/, entonces

lim[/(r( g(x)| = L - M

Sioicrenua sea

/tr)-g(t) = |/'(t) - ¿lg(r) -1- ¿I,g(r) - .U) + L Af

Aplique el teorema 5 de límites y el resultado del ejerci­
cio 11 de esia sección suplementaria.

13. Demuestre el teorema 7 de límites aplicando el teorema ó 
de límites e inducción matemática.

14. Demuestre el teorema 1 5 12 si u <0

15. Demuestre el teorema 1 5 13 si o S 0 y n es un mimen' 
entero positiso imp.ir.
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SUPLEMENTO 1.

Si <i es un miiULTo re.ll. > SI = 0 y = í. donde tes
un.i toiisiiinle ililcreiile de ecro, enlonecs

(¡I SI ( > Oysi /f i» —W) a iMvcs de valores posilivos de f(x).

S-(r)
lim

/ir)

(i¡) SI < > Oysi /(i)0 a través de valores negativos de /(v). 

lull ------  - -co
■ yu)

(íií) SI t < Oysi /(V)—t 0 a través de valores positivos de /(v). 

lint -— = —03
«—■/ /(I)

(iv) si( < Oyst /(i)—» O a través de valores negativos de /í\).

, Vlr)lim -------  = +CO
' - « / (.11

111 teorema también es valido si •'i ^ a" se sustituye por“v —» a' 
o "\ —> <i'”

Demostración del inciso (i) Con el propósito de probar que

lim
- /(O

se debe demostrar que para eu.ilquierA' > 0 existe una ¿ > O tal que 

SI O < I r - í/1 < 5 entom.es > N (7)

Como liing(v) = l > 0. si se loma € 

tiere que existe una (5| > O tal que

y(o

= en la defimeión 15 1. se in-

si O < |r - í/| < ó'i entonces |i>(\) - r] < U

SI O < I i - u I < J| entonces -U < ^

» SI O < I r - íí I < c?| entonces U < [>(\) <

De modo ipie existe una c)| > O tal que

SI O < |i - </| < entonces i>t\) > l,c (8)

Ahora bien, puesto que lim f(\) = O, entonces para cualquier f > O 
existe una > O tal que

SI O < |r - a| < ^2 t-nlonces |Ar)[ < €

Debido a que /(i) se aproxima a cero a través de valores positivos de 
f(\), las barras del valor absoluto no son necesarias y pueden ser elimina­
das, en conseciiencui, para cualquier € > O existe un.i > O tal que



SI 0 < I r - m] < íSt entontes 0 < f(x) < € (9j

Dt las proposiciones (8) y (9) se puede concluir que para cualquier € > 
existen 5| > í) y <)2 > Otales que

SI 0 < I t - o I < 5| y 0 < I r - a I < ¿I entonces 

Portarlo, SI € = í¡i2N) y 5 = mín(5|. ¿2)'‘Entonces

SI 0 < I T - «I < 5 entonces 4^ > —— = N 
' ' f{x) iK2N)

la cual es la proposición (7> De este modo se ha probado el inciso íi)
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EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1.7

1. Demuestre que lim---------- ^ = +oo usando la derini-
».iun 17 1 ' (r 2j-

2. Demuestre que lim ^ ^ = -oo empleando la defi­
nición I 7 2

3. Demuestre el inciso (ii) del teorema 11 de limites (1 7 3j 

•1. Demuestre el muso ín) del teorema 12 de Ifmilcs (17 4)

5. Demuestre el inciso (iii) del teorema 12 de límites (17 4)

fi. Demuestre el inciso (iv) del teorema 12 de limites (1 7 4) 

7. Demuestre cl teorema 1 7 5 

8 Demuestre el teorema 1 7 6

9. Demuestre el teorema 1 7 7

10. Utilice la definición I 7 1 para demostrar que

SUPLEMENTO 1.10

1.10; 1 Teorema de esfricción
Suponga que las funciones f ^ y l¡ están definidas en algún iniersalo 
abierto / que contiene a a y posiblemente no definidas en a mismo 

Además suponga que/ÍJ) £ gív) 5 li{x) para toda i de I para la cual 
r íi También suponga que lim /(c)y litn /jíi)existen > son iguales

I I -• J
úL Entonces Ifm gír) existe y es igual a ¿

Demostración A fin de demostrar que limg(r) = ¿ se debe probar
c-**;

que para cualquier e > 0 existe una 5 > 0 tal que

SI 0 < 11 - «] < 5 entonces |g(r) - ¿| < e 119)

Se sabe que

lim f(x) - L y lim/iír) = L

de modo que para cualquier € > 0 existe una 5| > 0 tal que

SI 0 < [r - «I < 5| entonces |/(r) - Lj < e

o SI 0 < I r - a I < 5, entonces L - € < /(v) < L + € (20)
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V cxislc mía 0% > 0 lal (|ui:

SI 0 < I» - fi| < ¿2 cnlontcs |/j{r) - /,| < f

c=> si o < 1» - «I < ¿2 iinlontos L - € < li(x} < L + € (21 >

Sea A' = mín(¿|. 52». por lo que 5 5| y 5 £ 5i. Por lanío, de lu pro­
posición (20) se deduce que

SI 0 < 11 - íj| < 5 cnlontcs L - € < fix) (22)

y del enunciado (21) se infiere que

SI 0 < |.t - «¡ < 5 entonces hix) < ¡. + € (23)

Por hipótesis se sahe que

AO < ,i,'(v» < hix) (24)

De las proposiciones (22). (23) y (24). se tiene que 

SI U < jv - <i| < 5 entonces L - € < fix) £ ),'(4:) £ /i(.t) < L + € 
por tanto.

SI 0 < 11 - <r I < 5 entonces /. - f < i,'(a:) < L + €
<=> SI 0 < 1» - </| < 5 entonces |,i;(i) - L\ < €

la cual es la proposition (l‘J) En consecuencia

!im t»(r) = L ■

SUPLEMENTO 2.8
Un paso importante de la demostración de la rejtia de la cadena consiste en 
introducir una nue\a función /' que posee ciertas propiedades útiles Este 
procedimiento de "inventar’ una función es común para los matemáticos

"-2.8.Í Teorema La regla déia cadena

Si la función )> es diferenciahle en \ \ la lunctón/es diferenciable en 
i-lt). entonces la tunción compuesta/' ° ^ esdilerenciableen i y además

I/’» !.’)■(») = /'í«(v))«U) (15)

Demostración Sea i| cualquier número real del dominio de .i* tal que n 
es diferenciable en x\ \ f es dilerenciabic en i,’(\|). Considere la función F 
delinida por

/(/) -
fin - fieuI ó

/ - «ü,)

í'iitonces

SI I :A «u,) 

SI / = ,i;(ti)

(16)

liin lii) i,.„
'-ro,i / - t»( X] )

De (7) de lu sección 2.1. la función del miembro derecho de la ecuación 
anterior es igual .17 («t »i)) Por i.inio.
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litn ¡(I) =
I M7»

Peni de (16).

/'().'(í|)) = A(),'(A|))

Al susliluir de csla ecuación en (i7) se tiene 

lim /■•■(() = R).’(.\|))
I -•*( >|i

Por tanto, /-'es continua en Además, de (16),

rífj = />!) - /fg(-t|)) ^ j

I ~ a(.X\)

.Si se multiplican ambos miembros de esta ecuación por í - );(-ti). resulta

/(O -/(íft-íi)) = - «(-^1)1 M ( ^ «(r|) (18)

Observe que (18) se cumple aún si / = ) debido a que el miembro iz­
quierdo sería

/(jí(.í|)) - /(í,'(.r|)) = 0

mientras que el miembro derecho sería 

/^(«(íi))Ií;(-íi) - í;(-ri)l = 0

Por tanto, la estipulación en (18) de que ( ■* ),'(.r|) no es necesaria, de modo 
que se puede escribir

/(/) - = F(i)[l - «(.r,)l (19)

Abora bien, sea h la función compuesta / o f-, de este modo 

/i(.r) = /(«(t))

Entonces, de (7) de la sección 2.1. si el límite existe

.... , /l(.í) - /í(.V|)
/i(.r,) = lim ------------------- --

I-.., .X - .T|

Al sustituir de (20) en el miembro derecho de esta ecuación se tiene

(20)

= Un, /l«¡.v)) - /(«(X,))
' >«.| .t - .V,

si el límite existe, Al considerar f = x’( '^) <-*n (19). se infiere que para toda .x 
del dominio de i> tal que ,v(.t) pertenezca al dominio de/,

/(A>(.r)) -/(.v(r|)) = F(.i;(t))[í'(,v) - j;f\,)|

Si se sustituye de esta ecuación en (21) se obtiene

= Un,
>-'«i .V ~ .t|

y .si el límite existe, entonces

/i'(t|) = \Ím FifiU))- lim ~ (22)
«*«ll J-4*| ,t — ,t|
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(23)

l\ro iIl‘ (I6j,

/ ( t,'(V|)) = /■< I,’|X|))

Al susiiiuir dc esta cuiation cn (23) sc obtiene

Inn /u;U)) = yíA'(i|)) (24l

Adtmas. como es difcrenciable cn r|.

lim t) - 
i -

A* ( V I )

Si sc siisiiiuvc dc esta ecuación y de 24 en (22). y se reemplaza /líiji por 
I/" ) se tiene

< f <» A’)’(t|) = /U’(M)> VÍM)

la cual es la proposición (l'í) con i| en luyar de x De esta manera se ha 
demostrado la reyia de la cadena ■

SUPLEMENTO 4.5

Si las runciones f y f{ son iniegrables en |<]. />). entonces /" + ^> es inte­
grable en 1</. h] y

í' r
!/■(») + i>(y)|íA = /lr)</t + i-(Oí/r

Demostración Las funciones / y )■ mui integrables en [o. /;]. por tanto.

/(\)(/\ = M y r t,'( o t = i\

A tin lie probar que ¡I’ |_/(i) + )»(\ll d\ = M + N. se debe demostrar que 

para cualquier f > 0 existe una «5 > 0 tal que para todas las particiones A 
y para cu.ilquier u, de \,1) si ]|a|| < 5. entonces

¿[/■( i.) + .i,'(u,)|A,x - (M + N) < €

Como

A/ = bm y/(u,)A,t \ N- lint y.i»(n’,)A,v

se deduce ijue p.ira cualquier € > {) existen i5] > 0 y 5; > 0 tales que 
p.ira Indas las particiones A y para cualquier ii, de |x,_|, (,]. si ||a|] < (>| 
y IIA |[ < di. entonces

I I

M < €
•> y

¿^-(tvjA.r - N

I I
< i

t
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Por lamo, si 5 = mín(5|, ¿2)- entonces para cualquier € > 0. para todas las 
puniciones Ay para cualquier u’, de si ||A|| < 5,

¿ /(u-,)A,.r - m\ + < I + f = € (13)Xí(u-,)A,jc - N

Por la desigualdad del triángulo se tiene

I + (z - /vj I
^ jz - A/j + j¿ g(»'í)A,j - N

De las desigualdades (13) y (14) resulta

I (Z/<“’.)^.-f + Zs('‘',)A,-rj - {M + N) < €

Del teorema 4.4.4.

¿/(u-,)A,.r + ¿g(«v, )A,.r = ¿(/(»»‘,) + g(»e,)]A,.r

Así, al su.slítuir de esta ecuación en (IS) se puede concluir que para cualquier 
C > 0, para todas las particiones A y para cualquier h',- de Í.r,_).jri|. si
||a|[ < donde ¿ = mín(¿|.

(14)

(15)

Zl/‘“-> + g(»vJlA,.r - (A/ + N) < €

Esto demuestra que / + g es integrable en (a. b\ y que

rJa

[ /(.V) dx + í 

Jü Jú
I/Í.V) + g(.t)] íi.v = f{x)dx + glx)dx

4.5.12 Teorema

Si la función / e.s integrable en los intervalos cerrados (a. /;]. (a. c) y 
je. A], entonces

í /(.t)J.i: = Í f{x)dx + í f{x)dx

Ji\ Ja Je
donde íj < c < b.

Demostración Sea A una partición de (a. />). Forme la partición A' de 
[o. b\ de la manera siguiente: si c es uno de los puntos de la partición de A (es­
to es. c = X, para alguna 1) entonces A' es exactamente la misma que A. Si c 
no es uno de los puntos de la partición de A pero está contenido en el 
subintervalo .v,), entonces la partición A’ tiene como puntos lodos los 
puntos de A y. además, al punto c. Por tanto, los subintcrvalos de la parti­
ción A' son los mismos que los de A. con la excepción del subintervalo 
(.r,-_|. .v,j de A que se lia dividido en los dos subintcrvalos d y (c.-Tí).
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Si ||A'|| y ||a|| son las niirnus de A > A. rcspctli\ami.nli; entonces

llAlNllAll

Aluira hicn. st en la pamuiin A’el intercalo \a. i) se divide en rsubintervalos 
> el inicrvalo (r. h\ se divide en (h - r) subintervalos, entonces del primer 
intervalo, de a a r. se obtiene una suma de Riernann de la forma

¿ /(»,) A,r

I I

y del otro, de t a b. resulta una suma de Riernann de la forma

I fi

AI emplear la definición de la integral definida y las propiedades de la 
notación sigma resulta

r /(r)</r = lim ^ /(u.) A,r

lim 
l'a -.11

¿ /he,) A,v + ^

= lim y./(»,)A,v + lim y,/U,)A,r

Como 0 < IIA'II S ||a||. se puede sustituir jlA||—por ||a'||—>0. 

obteniéndose

r /ÍT)dt= lim y/(«,)A,r+ lim y/(u,)A,v 
■i rí i

Si se aplica la definición de la integral definida al miembro derecho de la 
ecuación anterior se tiene

í /(t)í/t= í /(v)dx + í /iv)i/v 

Jit Ja Ji

SUPLEMENTO 5.1
En la sección 5 I se pospusieron las demostraciones de dos teoremas para 
este suplemento, y la demostración de otro mas para los ejercicios suple­
mentarios El primero de estos teoremas es el teorema de la función inversa 
para funciones crecientes

5.1.5 Teorema (Teorema de la función inversa)
Suponga que la función /es continua y creciente en el intervalo cerra­
do {ív. b\ Entonces

(i) f tiene una inversa/*' definida en \f{a), fib)].

(¡I) /*' es creciente en \f{a), f{b)],

(ül) /■' es continua en [f{a), /</;)]
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Demostración de (i) Si/es continua en |o. h\ y si k es eual(|uier núme­
ro tal tjiie Jill) < k < /ih). entonces, por el teorema del valor intermedio 
< l.y.Kj. existe un número r en tí/./í) tal que/(<•> = k Por tanto, el contra- 
dominio de J es el intervalo cerrado \fi(i).fU>)\ Como / es creciente en 
|o, h\. /'es uno a uno, por lo queJ tiene una inversa/'*. Debido a que el do­
minio de / ' es el contradommio de/, / ' está definida en IfUi), /(/»)].

Demostración de (ii) Para probar que/'' es creciente en (/(«)./(/>)| se 
debe demostrar que

.'I < V;¡ entonces /''(Vt) < /"'/vi)

donile V[ y vi son dos números de \fiti). fih)\. Como /'' está definida 

en [/(<!). /í/»)|, existen números .t| y t; en \it,h\ tales que vq = Jix\\ > 
V, = /ttj) Por tanto.

r'fvi) =/-'(/(.t,t) y /-'(.Vi) =/-'(/(.viH 

c=> / '(.V|) = .T] y /''(Vi) = Vi (8)

Si-ti < .r|. entonces, como/es creciente en \t¡,h\,fixi) < /(.tiJocqui- 
valentemente. Vi < .V|.Pero ,vq < \i; por tanto.ri no puede .ser menor que .tj.

Si .ri = T|. entonces, puesto que/es una función./(tj) = /(.vi) o. 
equivalentemente. V| = vi. pero esto también contradice el hecho de que 
V| < Vi Portanto..ri ^ .V|

Así. si .Ti no es menor que .t| y .ri ^ V|. se infiere que .t| < .vi, en 
consecuencia, de las dos ecuaciones de (8). /''(.V|) < /”'(vi) De esta 
manera .se lia demostrado que j ' es creciente en \fi(i). /(/»>).

Demostración de (iii) A hn de probar que y'' es continua en el inter­
valo cerrado l/(«). fih)\ se debe demostrar que si r es cualquier número de) 
intervalo abierto if(a).f(h)), entonces/'' es continua en /•./“' es continua 
por la derecha en fUi) y además/"' es continua por la izquierda en fih).

Se demostrará que / "' es continua en cualquier número r del intena- 

lo ubierio (/l(i),/(/>)) mostrando que el teorema 1.8.6 se cumple en r. Se 
desea probar que para cualquier €* > 0. suricientementc pequeño, para el 
cual l'Ur) - € y f'Hr) + € estén en 1«. /j|. existe una 5 > i) tal que

SI l.v “ r| < 5 entonces |/~'(.v) - /"'(r)| < €

Sea/-'(r) = 5. Entonces/(v) = r. Como, de (i)./'* es creciente en 

!/(«)./(/>)|. se concluye que íí < v < />. Por tanto.

II ^s-€<\<s + €^h

Debido u (¡ue/es creciente en [«. /j].

f(ii) S /(v - f ) < r < /(V -I- é ) s fih) (9)

Sea S el menor de los dos números r - f{\ - €) y f(s + €) - r: a.sí. 
5 < r -/(T - O y o á /(V + €) - r o. equivalentemente.

f(.\ - €) ¿ r - 6 y r + 8 < /is + €) (10)

Si |v - r| < 5 entonces -cí < y - r < 5 o. de manera equivalente, 

r-5<y<r-i-á

De esta desigualdad y de (9) y (10). .se tiene que

SI |v - r| < Ó entonces /(«) < /(v - f) < y < fis + €) £/(/»
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PiKsid ijut; / ' ts Lftcicnic en | (ia), fU>)\, de lo cintenor se deduce c|ue

SI I \ - r j < ó enlnnces / Hfi\ ~ €)) < f < / '(/í\ + €))

<=> SI I \ - r| < 5 cnloiices s - C < f 'fy; < y + €

SI I \ - / I < t) entonces -€ < /~'(>J - y < €

<=> SI I y - ; I < ó' erilonces \f'Uy) - / '(r)l < €

Por lanío, J ' es coniinuj en el intervalo abierto (f(a).fíh))

l.n el ejercicio 1 de esta sección suplementaria se le pedirán las de 
inosiraciones de que f ' es continua por la derecha en /ía) y continua por la 

i/c[uierda en f(h) ■

Se le pedirá (|ue demuestre los incisos (i)-íiii) del teorema de la lun- 
cion inversa para lunciones decrecientes en los ejercicios suplementarios 
2-4. respectivamente

Ahora se enunciara el otro teorema cuya demostración se apla/o

5»1«7 Teorema
Suponga que la luncion/es continua y monótona en el intervalo ce­
rrado [<i./r], > sea \ = f(x) Si /‘(r) existe y es diferente de cero para 
toda \ de [<i h\. entonces la derivada de la función inversa/'' defini­

da porr = / esta dada por

íL' = J_
dy d\ 

d\

Demostración Como/es continua y monotona en («. h\, entonces por 
los teoremas 5 I S y 5 1 6./ tiene una inversa que es continua y monotona 
en lytíi) /(/»)! (o |/(/A./(fill SI/(/;} < /(«))

Si r es un numero de (u./í|, sea Ar un incremento de v. Ar y* 0. tal 
que t + Av pertenece también a [<i./í| Entonces el incremento corres­
pondiente de \ esta dado por

A\ = f{\ + Al) - /(i) (11)

A\ yt 0 ya que Al ^ 0 y/es monótona en [«./>). esto es

/(c + Al) < /■(i) o fix + Al) > f(\) en[ti,/>l

Si i esta en \a />| y \ = /(r). entonces \ pertenece a (o
]/(/>), fin)]) También, si i + Ai está en |ít,/í|, enlonces \ + Ai per- 
lenecera a 1/(o) /f/;)l (o [/(h)./((/)]) debido a que \ -i- Ai = y(\ + A\l 
por (11) Asi.

r = / '(\) y \ + Al = /"‘(\ + A\)

A p.irlir de estas dos ecuaciones se tiene

Al = / U\ + Al) - / 1(1) (12)

De la delinicion de derivada,

d\ .11 Al

Si se sustituye de (111 y (12) en la ecuación anterior resulta
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=
í/v

lím ________A£________
fix + A.t) - fix)

y como A r 0. entonces

Üí = lím _________ í----------------
í/v /(r + “ f^x)

Aa

(13)

Antes de obtener el límite de (13) se dcmustríirií que con la hipótesis de 
este teorema At ^ 0 equivale a Ay —> 0 Primero se probará que 

lím Aa = 0 De (12).

Jim^At = Jim,(/"‘(y + Ay) - /‘'(y))

Puesto que / ' es continua en |/(íí)./(fo)l (o \fib). fia)\). el límite del 

miembro derecho de la ecuación anterior es cero. Así,

lím A.r = 0 (14)

Ahora se demostrará que Jím^^Ay = 0 De (II). 

lím Av = lím í/(.t + A.t) - /(.r)J
K m ^11 ' 4 . ^ '

Como/es continua en \a. h], entonces el límite del miembro derecho de la 
ecuación anterior es cero, y por tanto.

lím Av = 0
Ai-*IJ •

A partir de esta ecuación y de (14) se infiere que 

A t 0 M y sólo -SI Ay —» 0

De esta proposición y aplicando el teorema concerniente al límite de un 
cociente a (13). se tiene

íh = ___________ !___________ (15)
lim /(-y + - fix)

AI-.H Aa

Debido a que / es diferenciable en [ü./;]. el límite del denominador de la
íi V

ecuación antermr es fix) o. equivalentemente. ^ De esta forma.

Í¿I = _L
í/v </ V

J.v

■

EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 5.1

1. Suponga ({ue l.i función/es conliim.i y creciente en el in­
tervalo cerrado (u. h\, y considcrjiiilo válidos los teoremas 
5 1 3(i) y 5.1.5(11) demuestre que J ’ es continua por la 
derecha en/(<;) y que es cuntmua por la i/quicrda en f(b).

2. Demuestre el teorema 5.1.6(i).

3. Demuestre c! teoremas.] 6(ii).

4. Demuestre el teorema 5.1 6(iii).
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SUPLEMENTO 8.2
8.2.10 T«or«ma
Una sui-esHÍn monolona dLOlada es convergente

Demostración Se demostrará el teorema para ei caso cuando la función 
monolona es creciente Considere la sucesión \a^]

Como |í/jJ es acolada, entonces existe una cola supenor para la suce­
sión Por el axioma de completez. (íz„| tiene una mínima cota supenor. 
sea ¡i esta cota Entonces si € es un numero positivo, fí - f no puede ser 
una cota superior de la sucesión debido a que D - € <ByBcsla mínima 
cola supenor de la sucesión Así, para algún numero entero positivo N,

« - f < üv <9)

Como li es la mínima cota superior de {a^\, por la definición 8 2 6 se 
deduce que

íi„ S n para todo número entero positivo» (10)

Debido a que |<i„) es creciente, de la definición 8 2 5(i). se tiene 

S íi„^l para todo numero entero positivo/; 

y por tanto.

SI II > N entonces ^

De esta proposición y de (9) y (10) se infiere que

SI II a N entonces B - € < <>t. < ^ B < B + €

de donde.

SI n > N entonces B - € < < B + €

si n S N entonces -€ < - B < €

es si II S N entonces - B\ < €

Pero por la definición 8 2 2. esta proposición es la condición para que 
lim ii„ = 5 En consecuencia, la sucesión es convergente

Cuando demuestre el teorema para el caso en que (a^) es una sucesión 
decreciente, considere la sucesión la cual será creciente, y después
aplique el resultado anterior Se deja como ejercicio detallar esta demos­
tración (consulte el ejercicio suplementano I) ■

8.2.13 Teorema
Una sucesión monótona convergente es acolada.

Demostración Se hara la demostración para el caso cuando la sucesión 
monótona es creciente Considere la sucesión (a„)

A Un de probar que \a^] es acolada, debe demostrarse que la sucesión 
tiene una cola superior y una cota inferior Como («„) es una sucesión cre­
ciente, su primer elemento sirve como cota inferior Solo falta determinar 
una cota superior
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Deludo a que |o„) es címvergeme. la sucesión lienc un límite, sea /.este 

lítniie Por lamo, lim = L, y así. por la dennición K 1,2. para cualquier 
f > 0 existe un número N > 0 tal que si n es un número entero y

SI // s /V entonces |<i,j - ¿| < f 

« SI ;i > A/ entonces -€ < - L < €

» SI II > N entonces L - € < < /. + f

Puesto que (<i,J es creciente, se deduce de la proposici<3n anterior que

(1,, < /, + e para todos los enteros positivos n

Por lamo./. + € servirá como una cola superior de la sucesión {«„)
Cuando demuctre el teorema para el caso en que |(i„| es una sucesión 

decreciente, haya lo sugerido en la demostración del teorema 8,2 10 Conside­
re la sucesión la cual será creciente, y aplique el resultado anterior
En el ejercicio suplementario 2 se le pedirá que detalle esta demostración ■

EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 8.2
1. Utilice el hedí» de que el leoreiiu K 2 10 se cumple para 

una sucesión ereeienle ) demuestre que el leurcma se 
cumple cuando |<i^| es una sucesión decTccienic. Sune- 
rciiiui considere la sucesión

2. Demuestre el teorema 8 2.1.1 cuando es una suce­
sión deerecienle de manera semejante d la empleada en el 
ejercicio I.

SUPLEMENTO 8.5

8;5.4 Teorema

Considere la sene altemanie X*“* >" *^ * donde
n-l L " »

> ü y < íi,, para todos los números enteros positivos /i. y 

suponga que lim = 0. Si/í¿ es el residuo que se obtiene al aproxi­

mar la suma de la serie mediante la suma de los primeros A- tér­
minos, entonces

Demostración La sene dada converge por el cnlerio de las seríes al­
ternantes. Suponga que los términos impares de la .serie son positivos y que 
los términos pares son negativos. Entonces de (.1). de la demostración dd 
teorema 8 5.2. la sucesión es creciente. De modo que si S es la suma 
de la sene dada, entonces

s^,^ < s-n^2 ^ ^ para toda/. > I (11)

A Un de probar que la sucesión | v,,,-, 1 es decreciente, se escribe

I = ''i " (‘'2 ■ «s) " - «5) - - . • “ (Ü2„.2 - «2.1-1^

Como < í/,|. entonces cada cantidad entre paréntesis es positivo Por 
tanto, puesto que «, > 0.

'1 > > .í, > . - > .V2„.| > . .

En consecuencia, la sucesión 1 es decreciente. Así.

para Vida K S 1 112»
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Como S < |.

S - Í-.J < par.ilnd.i¿ > ! (13)

I)l (11) s,, < S iJe tmido cjuc.

0 < V - i).ira loüaA Sr I

l’or l.mlo. de esui desigualdad > (13).

0 < S - para toda A S 1 (14)

De til) -V < De donde.

¡ - S < j - = at^ paralodaA > 1 (15)

De (12).

0 < I - .9 paralodaA > I

bnlontes. de esta desigualdad > de (l ?).

0 < f,|.| - i < íi-,¡^ para toda A > 1 (16)

Como de la delmiuon 8 5 3. = S - entonces (14) puede escribir­
se como

0 < Rti < íi-n.i para toda A > 1 (17)

y (16) puede expresarse como

0 < < till para toda A S I

Al e<imbinar esta desigualdad y 117) se tiene 

|/?J paralodaA > 1

por lo que el teorema queda demostrado ■

SUPLEMENTO 8.8

8.8.1 Teorema

.Si ^ r„t" es una sene de potencias tuyo radio de convergencia es
n II

H > 0. enttiiKcs ^ m „ ' lanibieit tiene a R como radio de con-
n I

\ ergeiici J

Demostración Sea t cualquier numero del intervalo abieno (-R. R) En­
tontes IV j < /í Llija un número tal que 1 v | < | i, | < /Í.Conu) | V| | < R.

y I,.i,'' es tonvergenie En conseeueneiu. Iim c„\|'’ = 0. De modo

que SI se toma f = ! en l.i defimuón 3 7 1. entonces existe un número 

V > l) tal que

SI II > .Y entontes jc„r|"¡ < !
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Sea A/el mayor de los números [ci.t||. |t'i-V|-|. 
Entonces

|í-„.V|"| S A/ para todos los enteros positivos n 

Ahora bien,

fi“ l

k„-r,"| rt-l

De la ecuación anterior y de (7).

nc„x''-' £ « 7^ —

k,v-íi''|.i

(7)

(8)

Si se aplica e! criterio de la razón a la serie

(9j

entonces

«n.l
(/t + Di.ti" i-t,r'

"n

n + I 
n

Por tanto, la serie (9) es absolutamente convergente; de modo que de (8) y 

el criterio de comparación, la serie también es absolutamente
n.l

convergente. Como .r es cualquier número de (-/?, R). se infiere que si el 

radio de convergencia de ' ‘íf’tonces R' > R.
n -- t

Para completar la demostración se debe probar que R' no puede ser ma­
yor que/?. Suponga que/?' > /?. y sea.r, un número tal que/? < |.r,| < R' 
Puesto que |.ri| > /?. se deduce que

es divergente (10)
n .(i

Debido a que |.V21 < R\ se Infiere que absolutamente con­

vergente. Además.

y del teorema 8.3.6.

X I I es convergente (111
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Si II Ls cual(|uicr nuiiiLro Lnicru posiiivo, entonces

Dl esta dtsi¿;ua!djd de la proposiuón (11) y del cnterio de comparación se 

umcluyc que Xl‘<t'‘2"! ‘-on'^'-Tgente Por tanto, la sene
«I n (I

es uinsLígenle, lo cual conlnidiLe la proposición ÍIO) En consecuencia, la su­
posición de que ¡i > Res falsa Por tanto R no puede ser mayor que R, y como se 
niostro que R > R. se deduce que R = R. lo cual demuestra el teorema ■

8.8.3 Teorema

Sea una sene de potencias cuyo radio de convergencia es
II IJ

R > 0 Si/es la función definida por 

/IW =
n n

entonces /ít) existe para toda r del intervalo abierto (-R, R) y

/(V) =
n I

Demostración Sean v y o dos números diferentes del intervalo abierto 
(-R R) La formula de Taylor (formula (2) de la sección 8 1 j, con n = Les

/"(v) = Jíü) + (i - £/) -f- í t - fí)‘

De esta formula con/(\) = v" se infiere que para cada entero positivo/i,

\" = a" + na” '(\ - a) + !m(m - lKC;,)"'-(t - a)~ (13)

donde z„ se encuentra entre a y \ para todo entero positivo n De (12).

lU) - fia) =
I) n n

= ^n +
ni n I

= - «")
I

Al dividir entre v - r/ (ya que x a) y emplear (13), se tiene de la ecua­
ción anterior

^ - ü)-I

Asi.

f(\) - fui)
n I

i(T - «) - l)c„(c„)"-- (14)
V a

+
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Como ti csij en (-W. /O. del icorcmj 8 K I se concluye que L sene 

^/lí „(/" ' es .ibsoluiamente convergenle

Debido .1 que ijtiiti ii como r perieneten d í-ff. fi). entonces existen dlj;un 
numero A' > 0 tal que |n| < A" < /í y 11| < A' < /? Así.del teoremaH82.

£/((// - l)f„A"' -
'T •

es .ihsolutjmente consérvenle Entonces, puesto que

|íi(/i - < |/(0i - l)c„A"--| (15)

pura cada z„ se puede concluir, por el cnteno de comparación, que

II '

es .ibsolulamente consergcnle 
DetUt.

Í(t -/(X) - fin}

Sin embargo, si es absolutamente convergente, entonces
n I

IS"''' ^ Sl“.l

I >; I < ni

Si se aplica esto al miembro derecho de (16) se obtiene

De esta desigualdad y de (15) resulta

/(i) - fin)

tí\) - fio}
\ - (I

£
i/| ¿M(/j - I)|í jA'"-- (17)

donde 0 < A' < A Como la serte del miembro derecho de (17) es abso- 
luianienie convergente, entonces el límite del miembro derecho, con 
lorme \ se aproxima a ii. es cero Por tanto, de (17) y del teorema de 
esinccuin. se tiene

liin
/(t) - yuo

S - (i

-I

<=> fia) ~ «-1

> puesto que u puede ser cualquier numero del intervalo abierto (-/?. R). el 
teorema se ha demostrado ■
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SUPLEMENTO 12.3

lIGLRA I

Sii[)oní2.i tjuc f c'y iin.i ruiiLum de las di)s \anablcs i y definida en un 
disto abierin //((»„. \„), r) y que > /^, eslan definidas en ¡i
Ademas supnnjja que J y son continuas en li Entonces

A/V'n» = Vi»

Demostración Considere un cuadrado que tenca su centro en \„) > 
quel.i lonjjiluddesus ladossea2|/i |. ton lacondicionde(|ueO < 2 |/; j < r

Lnionces todos los puntos interiores y de los lados del cuadrado están en el 
disco abierto l¡ írellerase a la figura 1) Así. los puntos (r„ + li. + lii. 
(q, + y f qc Vi + /ifcstanenW Se define A como

A = y(t|| + h. q, + /i) - y(q, + /;. - /(q,. + li) + /(q,. \„) (13)

Considere la luneión C definida por

Cd) = /(\. \|, + /;) - \„l (14)

Entonces

r;(\ + /i) =/(i + /i. + /ij -/d + /j. \„)

l’or lo que (11) puede escribirse como

Ahorabien,como/j(\ + /n j /^d. \„)esiandellnidasen/Vemonces 
G (U e\iste SI I está en el inters alo cerrado que tiene como extremos a > 
\j, + h En consecuencia. (/ es continua si \ pertenece ueste inters alo cerrado 
Por el teorema del salor medio, existe un numero í I entre S(,) s„ + /i tal que

A = f'd,! + lii - C(S|,) (15)

De(l4i.

O'(s) = f^i\. + h) - s„) (16)

6( \|| + h) - CU ^
( q, + m - s,i '

de donde

6'd|, + /i| — C(q,) = liCi'it |)

\l sustituir de esta ecuación en (13) se tiene 

A =

IJe esta ecuación > reemplazando s por t, en (16) se obtiene 

A = /í|/,(<i.\„ + //) -y,í«|d„)| (17)

Ahor.i. si [> es l.i luneion definida por 

«fs) =/,lí |.Sl (18)

se puede expresar (17) como 

\ = + Id - x'(s„ií (19)

DellS)

‘,’íd = /,»(« |. d (20)
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D)mo/,^(í |, \) está definida en li, entonces ^'Yv) existe sj y está en el 
intcrsalo cerrado que tiene como extremos a y + //. en consecuencia, 
fí es continua si y pertenece a este intervalo Por tanto, por el teorema del 
valor medio, existe un numero entre >f) y V(j + /i tal que

+ h) - = iia'ici])

Si se sustituye de esta ecuación en (19) se obtiene A = /i^^’(t/|) por lo que

de (20).

A = ]. í^|) (21)
para algún punto fC| r/,) de) disco abierto B Ahora considere la función (¿ 
definida por

4>í\) = /(x„ + h.\) -/(rf).v) (22)

de modo que <^( \ + h) = f{x^^ + h.\ + /i) -/(Vq,\ + h) Portanlo.(13) 
puede expresarse como

A = + lo - <¿(\„) (23)

De (22).

^’(\) =/,ír,) + /i.-v) (24)

Puesto que. por liipotcsis. cada termino del miembro derecho de (24) 
existe en B, entonces <i>' existe si \ esta en el intervalo cerrado que tiene 
como extremos a v,j y + h Por tanto. es continua en ese intervalo De 
este modo por el teorema del valor medio, existe un número J, i^ntre
y Vy + /i tal que

+ h) - <í>(Vy) = /iií'td,)

De esta ecuación y de (23) y (24).

A = h[fJ\Q -f- (25)

Ahora considere la función x definida como

/(r) =/,(r í/,) (26)

> esenba (25) como

A = hi/ivn + ¡I) - xl\o>\ <27)

De (26).

/(') =/,,(t í/,) (28)

y porel teoremadel valormediocxiste un númeroc-, entre Vj,y r,, + /iialquc 

X(\¡ + li) - x^W =

De esta ecuación y de (27) y (28).

A =

Con esta expresión para A y (21) se tiene

f/,) = /r^^Ui.í/,)

> como h 0. entonces se puede div idir entre Ir. lo cual proporciona

/n<^i = A,lc,.í/,) (291

donde (C|. r/,) y (tn. t/,) pertenecen a B
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Debido .1 i|UL í I > í 1 esUii enere y + li se nene i, - + € ¡li
tiondc 0 ■' f| < í. y í T = e,, J- donde í) é, <' I De m.tnera si
iiid.ii, tomo f/| > (ly esuin Liare v,, y + h. se nene fl^ = * e^/i
donde 0 < f, I y J, = \|j + f,/i. donde 0 < f, < I Al eleLlii.ir estas 
siisiiiiKiones (.11 (2‘>) restill.i

^,'bl + 'n + + ^2^'- 'n

l'uesio tjue r, y y,, son Lonnnuas en It si se loma el limite de los dos 
mlelnhro^ de esta eeiiauon conlorme h tiende a eem. se obtiene

=yw''^n-'n'

SUPLEMENTO 12.4

12.4.4 Teoremo _________ /L.
Sea / una funuón de r y \ tal que I)^f y /J,/ existen en un diseo 
abierto ¡t^¡\^ r\. donde es e! punto (r¡, | Si /J] f \ Dyf son ton- 
tinuas en ¡\^, enioiKes/es dilereneiablL en /•’„

Demostración Consulte la lljiura I donde el punto i -r AAt i 
está en el diseo ¡t(¡\,. ri CiitonLCs

Ayti,,, \„) = /ti„ + A\. + A\) •• /(\„ t„i

Si se suma y resta /li„ + A\ t,/ en el miembro derecho de esta eeuauon 
se obtiene

= l^(t„ + Ai.\„l - + \H\„ + Ai.t„ f A\) - + A\ t„ll (‘>1

tyo \ I ii\ ' \i \ • \\i ii\ \ >

Aiii • Al ^|, • A I \ I

11, • \i •> /I- tul 

M| 1 Ol \„ll

íjii * Al . 01 ,♦ ti >1 II

fi\ • A» > ,1

«I.

1 (1,1 - \i i|, • \(l

H(;i K\ I

íin el plant) t =: t„. \ es constante y i \ iría C'omo ¡)^t existe en el 
plano t = t(). se sabe por el teorema del valor nieilio que ‘xisie ileiui 
número t entre v„ y x„ + A \ t.il i|ue
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l<\„ 4 Al. li,) /(To. '(.) _ f) )

( 1„ f Al/ “lo

ík ilnmic

/(l„ ^ Al. \„) - y(4(,- '()> = ÍAi>/-),/{£, V„) (1(1)

I n d pl.mi) i = lo + Al. i c>v conslanic y i \.in.i Puesto quecxisii;en 
el plano i = i,, + Ai d teorema del valor medio afirma que existe al^iin 
punto </entre v„ > + A\ tal que

/■(i,, + Al. i„ + Al) - /(lo + Al. \o> = (A\)/)j/(io +- Ar.f/)

Si se sustituye de esta ccuaeion y de (10) en (0) resulta

A/'tio lo) = (Ai)W,/(f. lo) + (Ai)/),/(io + Ai.J) (II)

Debido a que (q, + •i'’, 'o + '-‘'’b» i=n /Í(P,¡, r). i esta entre q, >
q, 4- A r. y eonio/J]/es eontinua en Po entonces

,1. '!-) 

y como «/esta entre lo y + Ai.y es Lonlinua en Po’'^'’•‘’ntes

^ ^lim ^ ^ Dt/^(1(( + Al il) = D-,flx^y\,^) (13)
Si

'()) ~ ’■(i-'o)

>

e, = + Al. (/) - D,/'(qi q,) d?)
entonces de (12) > (13) se obtiene, respectivamente.

lini fi = 0 > lim €■, = 0 ll6)
111 In-M'l III ' ' I l 1 Jl I-.CI Mi -

Al sustituir de 114) y (15) en 11 i) se tiene

A/tq, q,) = Ai|D,/lq,. q,) + €¡\ + Ai¡D;/(q, q,) -r E,! 

de donde

Apio i(,) = /J| fix,), q,) Al + ¡)2f(x,) '()) Al + E,Ai + Ai 

De esta ecuación y (16). se cumple la dellnicion 12 4 2. de modo i|ue j es
dilerenciable en ( q, lo) ■

SUPLEMENTO 12.8

112.8.5 Teorema Cri^rio de la segunda derivada'

Sea / una función de dos variables tal que/y sus derivadas parciales 
de primer y segundo orden son continuas en algún disco abierto 
/)((íi b),r) Ademas suponga que/j(o./ji = 0 y f^iu.h) = 0 Sea

/)((;./;) = l^^<a.h)l^^ui.h) - 1/,^(íi./j)|-

(i) f llene un lalor mínimo relativo en ((/./») SI

IHa.h) > 0 y í^^ia.h) > 0 (o > 0)
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(i¡) / liL'ric mi v.iliir iii.i<unio rcKilivn lii (a. ht si

Dlii.hi ^ (i y />» 0 lo / (a.hí <" 0)

(iiil /(«/. h} no es un exlrumo rcl.iiiui. pero / nene un punió sill.i en 
(ii. h. JUl. /J») SI

ÍMo.hí < 0

(ix) No se puede coneluir nada aeerea de los extremos si 

Uíti. h) = 0

Demostración eíel inciso (i) Con el fin de simphtar la noiaeión se 

dcline

/;i». V) = /„íi. W V) - I / ,,(v. \)]-

Dado (¡ue/.)(</./») > <)>/’,,(«./») > 0. se desea demostrar que/ío./rj es un 
\alor mínimo relativo de la luncn'm Puesto que ^ continuas
en //((o./i): n. entonces O también es continua en ¡i Por tanto, existe un 
disco abierto W((n,/>); r’). donde r' r! r. tal que/í( i. \) > 
para todo punto (\. \) de ¡V Sean /j > A constantes no ambas cero, tales que 
el puniólo + li,h + A) esté en/T íinionces las dos ecuaciones

.t = </ + hl y y = h + kl 0 < f £ I

delmcn todos los puntos del segmento rcctilíneode (<i./>)a (íi + h.h + Ai.y 
lodos csios puntos están en li'. Sea f- la función de una variable definida por

/■in = l(a 4- hl. /i + An (5)

Por la tónnula de Taylor (fórmula (2) de la sección H I).

/••(O = /-(O) + /••’(())/ + —iv r-

donde está entre 0 y í Sw = 1 en esta ecuación, se tiene

/th = /'(Ot + / '(Oi + 1/•"(,-) (6)

donde 0 < c < 1. Como /•‘(Oi = Jio.h) \ A-(l) = Ha + h.h + A), en- 
lonces de (6) se obtiene

Ha + /t./i + Al = fUi.h) + /•••(Ol + \F"C) (7)

donde 0 < r < I
A fin lie calcular ru) y /•'"(/) a partir de (.“s) se util¡/a la regla de la 

cadena, obteniéndose

r(n - /!/,(<! + hl.h + kn + kj^ti + hl.h + kl) (8)

\
rm = 4 hki\^ 4- /lA/,, + A’/„

donde cada segunda derivada parcial se evalúa en (</ + lii.h + Af). Del 
teorema 12 3 3. v) = v) para lodo (v._v) de /i'. Así.

ru, = h'-f^^ + 2/iA/-„ -i- A-7^, 19)

donde cada seguiula derivada parcial se evalúa en (o + hl.h + kn Al sus- 
tiiuir I) por I en (H) y r por i en (9) resulta
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/'(Oj = /») + kfjaj))

= 0

>
;■(.-) = i,-i„ +

dondL' c.ida segunda derivada parcial se evalúa en (<i + h:. h + kz} y ilon
deO < r < I Si se susinuyen estos valores de r'(0)y r”(r) en (7) se obtiene

f(ii ■*- h.h + ki -fUi.h) = 11*1)

Los lerinimis entre paréntesis del miembro derecho de (10) pueden esen- 
birsc como

/,-V„ + =y„

Asi de (10),

Jfd * h h + k) - /(<i. h) =

ir~ + 2hk -- +
(i ¿ir + r-L

' L.i y../ A.J

A. U, /" A,/.. - A>-
•s

^ 777 '•)
" /, — k‘ (11

roino_/,,y^^ - y,,-evaluado en (</ + hz.h + ¿c) es iguala 

/)Ui 4- hz.h + kz) > 0

entonces la expresión entre corchetes del miembro derecho de (II) es po- 
•itivo Ademas, puesto que/, ,(í/ + hz.h + kz) > 0. entonces de 111).

f)a + h.h + k) -f{a,h) > 0

Ln consecuencia se ha demostrado que

Jía + h. h + k) > JUi, h)

paracadapuntotíi + h.h + L) de/i'diferente de (</./>) P<ir tanto, por la de 
linieion 12 7 ](ii), lia. h) es un valor mínimo relativo de J m

EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 12,8

1. Dcmuevlic el muso lindel Icore'ina 12 K ^ 2. De'inuesire el meiso liu) de'l te'orcma 12 b 5



TABLA DE INTEGRALES 1 253

TABLAS Y FORMULARIOS

I. l>,Ul I lili ' /»,!/

2 i\ui - n /;,!( i),i

3. /> I n I ¡i¡),\ > í ¡>,ii

A. /),(■;)=.

5. t'o,//

f). D^hi ‘i - ii" In II l) II

1. /J.iin ii> ~ ^ ¡) II
II

X. /J,(st.n (/) tos II f)ji
'). /í,(tOslí) -'tHlí />,»

10. III SOL' II l),ii
I I. /),(LOl III - -LSL' II I) II 

12. /J.fSLLÍíl = SOL 1/ l.m///.>,!< 
1.3. />,(tst 1/) = LSL » tol f(

14. /í.tson ' íi) ' l),ii

I II'

15. /J,(los ' ni - - ' í>,ii
1 II

U>. ' III —/>,»
1 *• ir

17. il— . D u
1 t (í-

IX. /í,(sct ' ni =
II U" - 1

!■>. />,(t't ' ») - ' ¡>,ll
U II - 1

20. 1) ('.lili III tosí) II ¡),ll

21. l> íuo.h n) - senil II ¡),ii

22. I) U.iiih III - sllIi’ (/ />.((

2.3. 1) (tulil l/l - -cstlr II 1)^11

24. />,!'.th ni Ltli 111 mil 11 /),ii

25. /),(tstll ((1 t'th II toll) II ¡>^ii

Algunas formas elementales

'■J|" lili II ) ( 4.

|" II lili mi ‘ ( 5.

J|"|/iin ■ •ui}\ilii JHIII lili 1 J t'lll) l/ll

í" t { III 11

In! íi - (

Formas racionales que contiener. u hit

Jr II lili

1 II • All
1 i 

h r
' luí II In 1II 1 hll! j ‘ f

r II lili

1 II • hii

1 11
Id 1 /lili’ 2dld > hll] 1 II lii|ii

«. Jr II lili

1 In 1 huí

1

h'

1 "i ' *"l" '

1 II 1 I’ll '

' hll 1 1 1 (■

J 11 lili

(di hii)

1

/;’

III 1 hll "

[ II \ /'I.
.'•ilnlii 1 hll

1 '

10. jr II lili

Id 1 Allí’
I

h

Il
1 .’1(1 1 hll]' d 1 1 hll I

< (

í
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"■Jr ,hi *iiii ", 1 + í
*■ l'ii 11 iiiii • /lili ‘1 1II

p 1r lili 1 /» , ' II + luí 
«• ( IIJ1 irici /’iij lili

1 ^
r _ .III___ 1 ^ ' Inl
1 ii(ii»/'iii' a(ii 1 /’III .1* III

Formas que contienen

14. I i( ü + hii <¡u = —iVni - 2iiHii + + C
] \5h'

15. I u’ . u + hii iln = —=— (15/rir - [lulni + 8«*M« + /«/)’* + C
J lOV/'

♦ lili lili —
16. jti" .a

17. í _J"Z‘L.

J + lili

IH. f

J . fí + hii

V).
J + hii

20. r .
J II .11 -r lili

2h"(« + 6m) V:

/>(2»i + .1) IX2ii + ■íl J u + hii dii

-2:—(lili - 2<i) .11 + /)tí + C
V)-

—(Vi’íi* - 4i»/»h + Xíi’) .11 T lili + C 
15/»'

2¡i
/>(2»i

. II ■<■ /»« _ 2<i»i j »" '
!íi + Ij /í(2/i + IfJ -.'(i +

J |„| M<J>0

. (/ 1 . U + />« + -. fl I

< íLUüí s.« < 0
-II \

,, f i/ii % II + hii
J ii" . 11 + /«I iKii - hii'’''

,, j % II I- /'II lili = 2 . (1 + /'II + II

17 I . II ♦ /'II </ll _ /ii + /'II1*^-j iiíii - Dii"''

Formas que contiener

24. ‘ lair' ~ + cJ II- 4 II- ll ll

1 , 1 II + Ü i
2íi 1II - II1

' lili" "“111■ ’■ J ,r- - II- 2a Ifi + (¡\

- f Ju
- I) J h" ' - <1 +■

' r '• **'''
J h"

/»(( lili

- unli ' - + C SI III i < «
II II ' '

- trnli ' ií + C M 1HI > ü

— Linlr - + C M III < II 
II II ' ‘
- Linlr' -
II II

1...... \ «- -cuth ‘ - + C M II > II 
a II
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Formas que contienen \ /r ± a-

!ji lJ^ liiimiilus 27 a se ptieile susiiluir 

ItHti *■ . ir' i ir' I ptir senli ‘ "

III;ri t ,ir ■ II' ]>i*r ciisii ' " 
' ' <1

In -i; • ir 4- a' piir senil ' “
II

- In líí ± (i- ! +• (

ir ± II*

27. í -

J .11- ± ,r
28. J .ir ± ir iIii = ÍJ ,ir + «’ ± Inj» + .

29. I ir .//- ± (/- ílii -- ~l2ir ± irj .ir ± rr - —Inlii
J O K I

3(1. ¡
J

i< I . “ "■ -• ’31. ------------------- ---- .ir - ir - IIJ

ii + -.ir + ir

see ' - + r

,, f \ii~ ± ir lili -_ir ± ir . i i . . I
32. I ---------- --------- ---- ----------- -------- + Injii -f -.ir ± ü* | +

f ir Jii II 2 , +„- I ' i
33. j —-------- - -- - -.11* ± ir - — lii|ii 4. -.ir ± ir •

J •. ir ± <1* *■ “ '

- Jn II 1- . ir -+ ir34. í-™;/"--- 

J II . ir </-

Tff I 1^^ I I r"'35. ---------------------- _ I _ + t
J II ir - ir “ “

36. í------- ^ c
J ir \ ir + ir tu'ii

M. I (ir ± aV'^ i/ii - (í(2ii- ± 5í/-)-.ir ± ir + -¿^Inlii
I O

38. í------------ í*'-

J (ir ± ir )’/* ±t¡' \n' ± <»■
+ C

Formas que contienen ^Ja- ~ u-

-- sen 'íi 4 C’39. f_'^'1--J -.li- - II-

40. í -.11- - ir’ lili \<r - II- 4- ~ sen'* - 4- C

/ 2 2 ti

41. I ir . II- - II- i/ii = (2ir - n’)~ + —
I 8 * H

42. I

sen-'ií

, ir - II* - II In II + vn* - II"
4 C

V<r - ir - II cusir' -

4 r

I|- ± «■ I 4 C

c

r

c

4 -.11- ± ir I + C

+ C

•f c
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43.

44.

. ti~ ir lili 

ir 

ir lili

-17-

scn + r

. fj » + • son - t C

45. í - f , 

J II . ir ir ti j II

J t “

f r

r___ j/ii_____

' ir \ ir - ir

"■J («- - ii’i' ’i/ii

"■Jr i/ii
1 (<r

- - cosii '" + r
li li

7
\u‘ ■ ir

irii
i- C

+ C

H

Formas que contienen 2au - i¡‘

5(t. J li . 

51. J.

2aii - w lili 2iiu - + — Cüs ■' f 1 - - ) + C
2 2 ' III

2 lili - ir lili = —2h- - (iii - •, 2ii(í - M- + — cos'M 1 + C

2uu - ir lili •.2aii - ir + í/cds-'f l - - j + C

I ,2<;« - 1/- lili 2.2iiii - ir -i. , *■ i y^2. I--------- -------------- ------------------------- eos ' I------ + C

c«s-'(l-üUc 
J . 2(jii - ir ' “!

i. í - —; - - 2uii - H- + <JCOs‘'fl - - ] + C

J •, 2aii - ir ' II /

í tr dii (u + 3<i) - n .3(i- -\(, n\ „
J , 2mi - ir - 2 \ dj

J II \ 2dii ~ ir

. 2iiii - ir

”-í

-í
l2«/i - ir-.2iiii - ir

II lili___  _ II

i2aii - H')’/* fis2im -- ir

+ C

+ (•

Formas que contienen funciones trigonométricas
59. J'icniiflii = -eos» + C 

(il). J eos II (III = sen II + C

61. Jutni/ílii = Iii[seeií[ + C

62. J cot lí í/ii = In j sen h j + C

63. ^sccHíy» = ln|secií + tanií| +

64. j"csci(t/H = Ín|escH - cotii| +

= In I «un {iff + iti) ¡ + C 

= ln|tan iji| + C
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l'-L" (I

lili I.IIUI - ('

lili UlI /» • <■

77.

<>7. I set II t.iii 1/ lili set II * ('

<.S.

f.').

7«.

71.

72. 

7.1.

74

t'C (í t*’I if l/n - -tst (f • (■

'til' II lili - [ii I sen 2(1 f C

eus-i((/n = \ii isenZff + ('

|j!i‘ II lili - i.m ((-(/ + C

tof II lili - -t()l (f - » + C

J'itt"

J'

mili - -see 
n I

mili - tsc"'* »tol II

" ' II iJd II + - - f
- t J sec"'‘ II lili

- II lili

I , seii(iti + ftiíi serum - «i» ^ f
l't. sen mil-en ri«f/(i  ----------------------- ---  —r-----------------*■ C

2(m * n) 2lm - nt

u,, I , en(m * mu sen(m - nirf <•nO. I tos m(í tos firí i/(í = —----------------- C
2ím s- fi) 2im - m

í'

-í , eosfm fim tu Im — fi)i»sen m» LOS nif f/(f *-----;........— • - — —-------- C
2(m * fi» 2(m - n»

H2.

K3

^II sen (í I

•í
lili = sen II - II eos II + C

II cos II lili = eos II + li sen II C

sen'»(/(( --sen" 'í(tos(f + '-— sen” ' mlii »* n = 2rf sen (t + (2 - n') tos (/ + C

tos"ni/H = -eos" 'f/senif i-

j"sen” 'i(í/(i ^

—- Icos" 'mili H5. I if'eos (((/(( = 2iit«>sii + (n* - 2j sen n + C
" J J

75. (lan"m/i( = —^-rC.in" ’ * » - Man" ' mlii

J " - ' J
76. (Lot"j(f/H-------!—toí" ' í» - I tot" 'mil

J J

86.

'•I
J lí” sen (I lili = -h” eos ii + ii ^ ii"'' eos n i/(f 

»" sen H - fi J" (('
87. fi" eos 1/ </n sen u lili

,1 r m ni sen" ' neos"’’ rf m - I í n
sen «tos‘H//(f = ---------------------------  ^----------[sen *neos u

j III +• II III n J
sen”"' HtOs" ' »i /( - I f „ . s

------------------------- — «. ----- ' 1, eos'' - „
III + II i’i " I

Formas que contienen funciones trigonométricas inversas

8'J. J[" sen’ ’ II lili = 11 sen ' 1/ + . 1 II- + C

W. j[” eos
' U lili - II eos ’ (/ - . 1 - ir + C

■H|" l.m
' li lili - 11 i.iii ' II - III . 1 • ir + r

... 1 lOt ' li lili II LOl ' II • In . 1 . ((• + (■

'J3. Jsee ' mhi = i/sec"‘(( - Inju + , ri- - 11 + C 

= (I see ' If - eosir'(I + C

‘í4. Jese"' II i/ii = II esf-' lí + ln|i( + \ (I- - 1 j + C 

= Mtst'' II + tosh"' li + C

Formas que contienen funciones exponenciales y logarítmicas
‘J5. Je'i/n

(•" + r
98. Jii"i"(/ii = H"t" - 11 Jij""'t" i/ii

•Jíi. 1 ii“ lili = t r
99. íii"fi"f/ii= Ü!íí1--ÍL + C

J In II J liiii Inu J

')7. Jlie'' i/ii
= ."(II - h f C

mil f - e“ ^ 1 r lili

J li" (rt lili"*' M - 1 J ll" '
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1(11. ií“ lili
(/I lili" ' 

102. I III II lili II III II ~ II f C'

Iik; i d" lili 
.■ 1

KI.L n'’Iniii/i/ - ——[111 + llliiii - l| + r
(-1 • h-

KM. jJiL. - |nhiu,| f C
J II 111 » ' '

IOS. c“‘ sen lili lili ■til sen iw - II eos mi) c

í. Je-‘i
100. I t'"‘eos 111/í/ii = —-(iimsiiii + /iscnwo + C

/)• *■ II'

Formas que contienen funciones hiperbólicas

^esLh // ailti //107.
J"senh 1/</ii -

ui-hii ’■ C lio.

lOH.
^ eiisli »lili =

senh II + C
117.

109.
^l.inh 1/í/ii -

In j Losh 1/1 + C
lis.

no. ^ aitti // lili —
Ifi j senil II1 J- C

119.

IM. seeti 11 ilu = i.iir'(senli II) + C
120.

112.
j"eseli 11 i/¡i =

111 1 i.iiih -tII1 * r
121.

113.
J” seetr II lili =

: l.inll 11 f C
122.

114. CStll’ II ílll -: -eulh II t C
12.3.

115.
^sedi H Unli 1/ íUt = -sedi // - C

124.

lili = -Lsch II f C

eiishKi/ii = 1/senil II - cnsli » + C

12.^. /'"'sentí lili lili

124. CDsti ;iif í/ii

-((/senil m/ - iiaishiii/) + C

(«eiisli/i;/ - /; senil Hii) + C



FORMULAS DE ÁLGEBRA 1259

■•V •.■i 1 -fí®.ffifiC

Productos notables
n X • /'I 1 ’ • (ti * />h i ah (</. + /'XllíX + (/.) = tit >■ huí

i' • 2.11 » V ’ ( 1 4- X l’ = t ' +- It'x +■ 3xx - + V

1 ■ - 21X *- \ ‘ It - Xr = t* - 3tn' 4- 3tx- - X ’

. I 1 “ \ ■

Factorízación de polinomios
.M • m ii: - ii(» * > t :i 

X ■ \ - = (X + v)( r - V)

• (u -f h)\ +<//> = ( i + í/)(i + h)

> - • 2> V • \ - • (i ‘ \ )-

i- - 2rv + \- = l.x - xj-

ai X' + {tul + hc)\\ + luly = lux + + ilx)

\ ’ = (X + \ H i:* - -vy + X-(

t’ - X ' = IV - X H X - + TX ,v ■)

Exponentes

(,/”r =

:ll = a * 0
II ’’’
\ilh)'- -

(" r = lii /, X ü
' /■' I,"

a” =1 í/ s 0

<j'" = — (í (I
í;^

r/* = "I </

Radicales
ah

" /; í II

SI /I es iinpjr 

si n os par

Fórmula cuadrática
Si u p I), las Mi|uumu.'s de i.i cc uaeión

-hi.'. />■ - -líír
•2.i" ■

Desigualdades
SI (I < h y h < X’. eiilimLCs a < c 

SI (/ < h. enUinccs a + <•</> + c 

M íi < h. cnlDiKcs a - V < h - r 

SI a < h y I- > 1), entonces iir < ht 

si (/ < h y c < 0. entonces lu > hi

- + /n + <• = () están dadas por

si I) > o, j,x|

si /) > 0. IXI

si h > 0, X-

si h > 0. h ■

< h equixalea -h < .x < h 

> h equivale a .r < -h o \ > h 

c /) equixale a --.h < .\ < \h 

,x' equivalen .v < -%/■ o .x > -,h
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Logaritmos
< llY, » M ) Milu •.! « /)'

t..¿, 1 - n

Ivv h I

lin.’/, US = l‘’í-V " *’ *

iop,, = lü^, II - Inj!,,»

loüia = ---— (tiiinbio dü basg) 

In V = log, <

Teorema del binomio
u, + hf = „C„u'’ + „C|íi" 'h +

dimdi. ^C, = __
Ui - r)'r’

+ „C,ii"~'h' + ♦- „C„b

► FÓRMULAS PE geometría

La ‘'[guante smihulogía se Ltiiplcd para las medidas

r radio h altura h base <i base C longitud de la urtunferenLia
\ area S area de la superficie ft area de la base V' \olunien

Circulo /\ = nr-, C = 2nr

Triangulo /\ = J hli
Rectángulo > paralelngramo /I = Wi

Trapecio A = 1(« + l>¡h

Cilindro circular recto I' = ftr'li.S = InrU

Cono Circular recto = \Kr'h.S = nr .r' -<■ Ir

Esfera V' = i;rr\ S = Aitr-

Pnsma (con bases paralelai) V = Bh

Pirámide V = i/í/i

I eoreinu de Pitá^’orus: En un triangulo rectángulo, si a > li son las longitudes de los lados per]>endiculares ) < es la longitud de la 
hipotenusa, entonces

(- = íi - + li-



FÓRMULAS DE TRIGONOMETRÍA 1261

g^giA$ PiJTRIGQNOzmm

Funciones frígonométrícas

Identidades trigonométricas fundamentales
M II l fV. l I

I.lIJ t

.11 I - Cll^• I I

eos t ‘te » =

col t eio > 
'Cll I

I - l.m* V -

!

•■CL* l

I.in r uil 1 = I

I + col \ = C'C i

Identidades de sumas y diferencias
k II (if ■ k I 

'sil Ul \ I 
eo, Ul • II 
eo. Ii> - 11

-Cil II LOs 1 
^Cll II LOk I

- eo II eOs 1
- LIO If Ll>« l

eo ic«cni
- eo' II scn » 
• 'cn II 'til 1
- sell II M.T1 V

l.m 11/ I} =

l.in 11/ - 11 -

l.m II - l.m I 
1 un II un I 
un II - un I 

I • Ul) // Un I

Identidades para ángulos dobles y semíángulos
Cll 2ii 2 III .1 tos 11 ir' II II 1 to.2n tos- ' /

un / =

1 • LOS/

IOS Jl/ tos II Ul’//
1 ' tos 2ii

*)

1 - tO'r

tos 2ii - 1 : n’// -» sen I

l.m II - 1 - tos 2// sen /
1 ‘ to, 2/1 1 tl's t

l.m 2ii 2 t.iii II • en’ ‘ 1 1 tos /
1 lili 11 *»

Identidades para el producto, suma y diferencia de senos
y cosenos
Stlll/tosl - ‘ l'CIll// • II - 'fill// I/| 

- '[scill/l •• II SflK// I )|

U>s//tOsl = ' (COMl/ I- \ I 

\ [tosfi/ - r)

tO'l// - 1 i| 

tosí// * 1 1[CU' II Sfll l en 1/ •■eii I



1262 TABLAS Y FORMULARIOS

sen \ f sen i 1 seiij ^ • (■)los( ' M eos s t LOS / = 2 Los| l*j)cnsí LtM

-
2 r i 2 /

sen \ - sen r 2 Lllsj . • ( )sen( ' '1 eos s - eos / -- -2 senií L2-_Msení " ~ ' 1
: 2 ) l 2 i ' 2 /

Algunas fórmulas de reducción
'••m-vj -• '■en \

•■nn ' .T - XI = u's i 

í ,T ♦ 11 = ui)'' V
'lTI'.T - Xf = SLTl i

C(l^(- X) - LOS X

tosí ' ;r - ij = sen t 

Losf ' ;r + X) = -'•en .r 
Los(;r - V) = -cus X

lan(-jrj = -un x 

uní 'yTt - x> = COI X

uní \n + X) - -Loi X 

Unirt - X) = -tan t

Leyes de los senos y de los cosenos
Ln estas Jurinulas n. h \ t representan las nte Jidas de ¡os lados de 

un tn-injiulo a. ¡i > 7 denotan las medidas de jos áiipiilos 
opuestos a los lados de medidas a. hy t, resps'Ltivamente

Ley de los cosenos Leyes de los senos

ti- = 1)- + ~ 2hi eos a sen ft _ sen p sen 7

/>- = ti* + t * - 2(U LOS l¡

a h

" -

(•

__ (•

t ■ = <i" -f h' - 2íil> LOS 7

sen u sen /J sen 7

Tabla de valores especiales de las funciones trigonométricas

Ü radianes 0 sen 0 0 cus ü 0 tan 0 0 tsc 0 ü see 0 u col 0 0

numero real \ Aerados sen X COs X un X ese r see t Loi r

0 0 0 1 0 Indefinido 1 Indefinido

1.T
Mi J_ T 2

.36 2 • 3 .3

‘;r
4

4S 1 -.2 -.2 1

',T
3

íiO l
-.3

2 1

.. 1

1
^ n ‘in 1 0 Inilelnndo I Indefinido 0

K ISO 0 -1 0 [iideílnido -1 Ilidcnnido

270 1 0 Indetlmdo -l Indefinido 0
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Funciones hiperbólicas

lllli 1 LO ll X

1 mil X lili
LOlll X = LO h 1

U ll 1 ■•Llill 1

,Jl X 1
. il X

lslIi 1 - 1
•-vnli 1

Identidades hiperbólicas
I lili) I - —^ —

lOlll l
LU ll » - ‘.Ulll \ I

I i.tiih i = sLi.h i

I v.nlll 1 - 'Lss.l( 1

SUll|(-l I - Lllll I 

inshl- ll lU ll \

SLIllKl + \) =. M.rill l l-ijsh \ + tcf-ll \ SLllll \

tu>h(t 1- \) l.l>^h i Liisli \ -I s.iih i'cnh i

siíiili 2i — 2 '•Liili I u)\h \ 

l.u^ll 2i LOili I + >-i.nli X 

tci ll 2i 2 '-Liilr i + I

LO ll 2» 2 tiivii \ - I

lO'Ii i - Liih i - < '

LO ll I - LLiili 1 - ( '

1 mil I —I-'-- Luili i = :——
l •* l ' í - .

nLlIi l = — ------ l'lI) i -------=--------

Funciones hiperbólicas inversas

X lili ' I Ini 1

LO<!i ' I lull

mili ' X ' III ' '

’ I X

I I |> ir.i LU ilijuiLr iiiiiiiLrn au!

II X I

M I

M ILolh ' X
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FÓRMUJ^S DE GEOMETRÍA ANALÍTICA

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Fórmula de la distancia
I .1 di'l.iMi.1,1 Liilrc tills [luiiiDs /'|l*!•' I) i *’■'d-ida por 

- |/’|/';l - ,'* 'i I' “ 'i •'

Fórmulas del punto medio
Si í/u. 11 os d punto Tiicdiii dol sopinonlo do roela do /'|( i,. v,) a 

ont<'ni.os /•'.( r. \

Uu.v)

Fórmulas del punto de división de un segmento 
en una razón dada

Si í’lx.M os ol piitilu i|uo divido al sojrinonlu dingidi) on la ra/ón 

r = /y onioncos

X = 'I ''^2
I ^ r y I ♦ r

Área de un triángulo
o t,

, h' ‘i 
Area ( Uíf i ' U. v, l

Ohxt 11 iK lull

!;l áfoa sera positiva solo si so rooiirrori los vóriioos dol inanpulii on ol 

soniidii unilrarui al ¿'iro do l.is inanouillas dol reloj

l'na oondiouiii iiOLOsanay sufiaonic para que iros punios diferonics 

H| 1 ,ld';.' O V (X|. V») sean oolinoalos oimsisto en c|uo

i 'i 'i 

Ir, 1,

>!
ii

I)



Gráfico de uno ecuación y lugares geométricos

Problemas fundamentales de la geometría analítica

•.1.'Ji. j.:ij .. jj-.v'.'i c r L u'rrc pt'iiiliL'nu'
. .i.... L.'u 5.r.,n; > Je 1_ í '•’Ji.i. n 4';.- Jeher.cumplir kis pllnll>^ Ji 11 iuimiij

Principio fundamental de la geometría analítica
uc I.T r-T ui Lcifi jtu t-uj.KO 11 % --'iiir vj L'sc pan i pcncnc^c a la frailea de C'.i ccu.ilion

Gráfica de una ecuación

_____________________FÓRMUIAS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA 1265

I_ I ¡Uj.a; CJ uracvU»ciuni:.n í<- c» ci ctiTijiinin Ja todo- lus punitK en R-. LUvasLnorJciiada-. mn
....■■'nv dii.il__ ...ii n

Construcción de curvas
D.:,t ' r.

a» IjL irjcraap.i'na-.cn !• •-ai.'ux^rJenaJuv,
'h- la vinictna Ja livur.a .un rcspai.;(' a lo'Cjcs ti'ordanjJo>« \ al i>nucn,
'Ll lac'lcn h n da la Luna idnmmiii \ ..nnir-Jummu))
'di la -'ir.'iit-' vortiaalc'- u honzi'niala- que la cur\a pueda lanar
'ci !a^ L.h'rdcnaJ- Ja un r.untaro ‘-•afuiínia de pantii- a Un dauhlonar a un.i urafiLa adecuada.

Pruebas de simetría
I a uf.ifÍLa Ja una avUa.n n en i > \ ce

lu I'll.(rica Lon rL'-.pc..lii al eja i i > miIo *.1 V ubiiena una CLUaCion 
cqui.alcnicuundu \ iC su-liiuvc fKT-\ en la CLUacion.

Iiil am-áinLa «.on ^c^pv•L^o al c;c » si y suki si se ubliene una ccuaaion 

Cíjuii.liante cuando i sc su'iilir.e por - i en la ecuación,

<iii) ••linc'inua con rc'pcdo .d unecn si y 'oln m se okiiene una ecuación 

equis .denle cu.inJo i se su.niusc poi - i > i por *-i en la ecuauon

RECTA

Pendiente de una recta
Si \ |i s /’ (r., \ i) solidos puntos dilcrenies cualesquiera de una recta no \ cnic.il. entonces la pen Jicuic de la tcd. 

es m. y C'ta d.ida por

m IUL.lL
- ‘I

i, ¿ I-
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Ecuación de una recta
Forma de los dos puntos

\ 1 ^ I
V - = --------- i- (l - Ij) T| -*■ ti

'i >1

Forma simétrica

-í + i = I ? o % /> .í o
ii h

Forma general

Ax. + í¡\ + í = 0

Forma de determinante
V V ll

t. 1| - o 
'i

Forma de punto pendiente

\ - \| = lltlx - l,)

Forma pendiente-intercepción

Forma normal

Angulo formado por dos rectas

laii 0 = —í----------- mi/iii f -1
l * m|iMi

Coniliunii nutc'arij y Mifiuenlc para i|iu; dos rectas sean paralelas

»»! = /Hi

Condiuón necesaria y sulleienie para que dos rectas sean perpendiculares 

«ll «Is ~ -I
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CIRCUNFERENCIA

Forma centro-radio (canónica o estándar)
Conitjnli's

R.hllil t
Ahsus.i del Lcniro li 

Oiilciudj dd Lcniro k

Ftujuñn

C'iiordcnad.is dd «.cniro

f + \* = r* 

C(0. (I). d on¡.*cn

I

<t - /i>- + <\ - t)- = r*

a/i.A)

Forma general + /a + ¿v + / = o
Ca<(. I l>- + - 4/ > 0

l-n.ir».unlcronti.i nene tcntrii en (-I/>. - !/;) J radio r = .1)- + C- + 4f

Caso 2 l)‘ + r* - 4/' = (1

La eireunfereiiua es el punto (- l). -\¡ t

Ca.o V />■ t - 4/ < (I

1^ Lireunlerem-ia es el uinjuniu \.ilui

PARÁBOLA

Formas canónicas o estándar

Cnnstunles

nisijiiuj entre el séniee s d toco />

I im;’ilud del lado redo 14/i [

I'jc p.ir.ik lo al eje x ^
Al> poolisa

\

Jirewtri/

director

eje
► t
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/> nL'j.’jlivd

(lircLiri/

i-ji.

I t-Uauini r' = 4/n

C (Hirdcnad.i'i dL‘1 nl-iiilc VíO. 0) 

f Diirdcnad.is dcl f(K.n /(O /»)

[a.ujuiin de 1.1 dircLln/ s = ~¡>

' '-J'-

ti - /i)- = Ap(\ - L¡

Vih.k}

nil. k -i- p)

\ = k - p

p nc^ali\ii

í-tuauuti \- = Api

(’iK)rdeitadai del veriitc l’fO. O)

Coordenadas del fiKo Fip. 0)

Ix'uaLKm de la direcin/ x = -p

(\ - fi)- = 4/j(r - l¡) 

V(lt.k)

Fill + p.k)
X = h - p

ForiTIQ 06l1Gt*Ql (Ii A.»' + ¡)x + /iv + / =0. eje paralelo al eje \ 

l2) (\' ¥ Di + E\ F = I). eje paralelo al eje t

di
re

t-l
n/



FÓRMULAS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA 1269

ELIPSE

Formas canónicas o estándar
< lllKl.lIlCl S

I I'M 'lililí iLI i.'|o III Ivor 
I linjiiiiil (IlI l'ij iiiL'iKir
Uivl itu.1.1 i.nlic los ln<.o-< 

LM.uiirii.iil 111

I on;2i(u(l iltl l.iilu auii

Kd.ii iones

:«
2I>
2,

( ti - h

¡I II

II >
II

I < II 
ii > h

¡r

I

I je pnnup.il iiiiri/nnt.il

f-cUJLnm

C oiirJi.iijd.is Je los Verilees 
C oordeii.iJjs Je" los loeos 
CoordenjJ.is Jel eeiuro

lau.ieiones Je Lis Jireelriees 

í‘je principal uriieal

I cu,telón

CoorJeii.iJas Je los vertices 
C'oorden.iJas Je los tocos 
ConrJeiuJas Jel cenlro 

I eluciones Je las JircUrites

s,
r:

'■ '■ 1 _ + =1

1(0. 01. 1 I-(| 0)

/(r Oí í (-I.OI
OO. 0i

1 = ±íi 
(

dirsciri/

l

r.
^ .

i

Jireein/

X ' \
= 1

1(0. «1. \ lO. -II) 
I(0. < I / (0. í 1 

Gil. ())
V = ± "

(> - /ir (\ - L)’ _
</• />•

\\li 4- íi. L). V(li - II. k) 
l\li + í. Lt. Fill - t. k}
Oh.k)

\
dirctln/

(r - h)- l\ ^ k)- 

h' tr
\ l/i, k + ril, V’(/i. k - n) 
r</j, k -r I ), F {h.k - t) 

CVi.k)\ _ I ± li
Forma general U’ r í V />i • G 4 / = 0 /\C > 0
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HIPÉRBOLA

Formas canónicas o estándar
Constanti'H

I «injjiiuil dd cjc tniiisscrM) 
I (Id cjü conju^aJo
Uislanuj cnirc los tocos

I:\ccniriL’idatl’

I.oniüiud dd lado rcUo'

> I

Rdacioni's (' > n
(• = «’ + /»-

Kje princip:il hori/onlul

íícuadiin'

Coordi;nada.s de los séniccs- 
CtMirdcnadas de los ftKos. 
Coordenadas dd centro: 

Ecuaciones de las directrices'

i’iu. oj. r<-íí. 0)
/•u.oi.n-c. oi 
Cío. 0)
» = ±ü

o bien. - o

Eje principal serticn!

liciiaciúii'

('ooidcn.idasde los scriiccs 
Coordenadas de los focos 
Coordenadas del centro:

Ecuaciones de las directrices 

o bien.

í?

- -■*- • - - ► t

l'íO.í/l. V''(0.-íi) 
no.«)./io. -o 
ÍÍO. 0)

(X - h)- _ (V - <■)• 

íi‘ h'

ri/i + «. k), V'th - a.ki
rill + c.k). Fill - c, k)
Cí/i.Ll

J = /i ± - 
c

(T - hr _ (\ - k)- 
a- /»*

(y ~ k)' _ (X - Itj- 
u- h-

VUi.k + tD.VVi.k - a) 
Fih.k + (). F'(/i, <: - cf 
Ct/i.A)

X = k ± - 
e

i\ - k)' __ u - h)- 
u- h~

Forma general A\- + Cv- r>x + /ú + F = o AC < 0
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TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS

Traslación de ejes

Si u ij un punió /' (.mi n.-.pi.xtii .1 un •
^oiiiMiitnilv-qc-il lijo >(i' \ )cs I I itpiusailauim lie
/’«li 1'Ui.s de (|iie loi ejes ‘lui lrasl.nl.idos a un nuevo
oripen ijue iiene tomden.itl is l/i /) ton rcspLLlo a los
ejts (lados enimitts

- h > - k

O Oi i i \

Rotación de ejes

Si li. \) represLiiid un pimío /’ ton ftspetlo a un 
ton|iiniodetjesdailoy (1.1 jesunareprtsenlatimiile 
/’después de tjiie los ejes ti m sido mi.idos un .iiij.niIo 
(t. tnloiKts

’ i - i tos (/ t sen (í
IV - i sen // •- V tus a

j i = »tos (I •* V stn (í 

11 • '» sen u + \ tos a
(iil

ri\ .)

ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO 

EN DOS VARIABLES

I.a er.die.i de l.i etu.itimi

/U’ + Cv’ + ¡>i + L\ * I =1)

Lii.indo \ y C no son amhos tero, es iin.i tmiita o un.i tonita degenerada Si f' una tornea, entonees la grafifa es

li) un.i/'(ím/'d/o si \ = 0 o = II esUtt's.ií’ = 0 

(ill uii.i (li/ni SI y C (itnen el mismo signo, es Jetir,.!(' > (I.

(iil) uii.i/»/>[si .1 y ( llenen signos opiieslos. eslo es./IC < (I

I a gratic.i de l.i ttiiation

/U' ¥ lh\ ■* fv- + l)\ ¥ l.\ + ¡ (I

es una tmiita, o liien, una tome.i degenerada. Si la grafita es una tonita, enlontes es

(i) un.i/mrí//'o/<r SI//’ - 4U — (I.
(Ü( una c/r/ne SI//’ - 4 \C‘ < ü. 
lili) iiiuliipi'ihtiliisi li' - 4 ir > 0



COORDENADAS POLARES 

Transformaciones de coordenadas 

Coordenadas polares o cartesianas

» = reos o y V = rsenO

Coordenadas cartesianas a polares

r = ± ^ t* + >• y tan 0 = -
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Criterios de simetría

Una gráfica polares

U) simétrica con respecto al eje polar si se obtiene una ecuación equivalente cuando fr. Of se sustituye por (r. -01o 
port-r, ;r - 0):

(¡i) simctnca con respecto al eje I;r si se obtiene una ecuación equivalente cuando (r, 9f se sustituye por Ir, n - 0) o 
por í-r.-O);

(iíi) simétrica con respecto al polo si se obtiene una ecuación equivalente cuando (r, 0) se sustituye por (-r, 0) o por 
(r. n + 0).

y

Ecuaciones polares de rectas y circunferencias

C. II y b son constantes

0 = C 

rsen 0 = b 

r eos 0=0 

r = C 

r = 2u eos 0 

r = 2b sen 0

Recta que contiene ul polo, forma un ángulo de C radianes con el eje polar.

Recta paralela al eje polar, amba del eje polar si ¿> > O, debajo del eje polar si 6 < 0.

Recta paralela al eje i;r; a la derecha del eje l;r sí o > 0. a la izquierda del eje l;r si o < 0. 

Circunferencia, centro en el polo; radio C.

Circunferencia; radio | o |; tangente al eje Irr; centro en el eje polar o en su prolongación. 

Cia'unfercncia; radio 101; tangente al eje polar; centro en el eje l;r o en su prolongación.

Tipos de caracoles

De la ecuación r = « + ó eos 0. donde ii > 0 y h > 0:

Curucul con lazo. Consulte lu figura (i).

Curdloíde. Rcnéra.sc a la llgura (ii).

Caracol con hendidura. Consulte la figura (iii).

Caracol convexo (sin hendidura). Refiérase n la figuni fiV),

un 0 < Ü < I 
b

(b) Íí = I 
h

tr) I < Ü < 2 
h

Uh 2s J
4f
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Tipos de caracoles (continuación)

Simetría y dirección de un caracol

ii > o y l> > 0

r = o + h uis 0 

I = (I - l> uis 0 

r = a + I) sen (I 

r = <; - /»sen 0

.SiiiKlrí.i con respccui j1 eje pobr: apunln hacia la derecha 

Simeiría con rcspecio al eje polar, apunta hacia la irquicrda 

Simetría con respecto al eje Iff. apunta hacia amba 

Simetría con respecto al eje iff: apunta hacia abajo
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Ecuaciones polares de las cónicas

) puede delimrsc^miuMinuiDiimlode piiiilus
I’ lji im pljnn tal que la r.i/nn entre la iliMatKtj no dirijiida a /' 
•I.'Je un pumo lijo \ ladistaneia no dinjtidaa /'desde mía reUa 
ti|jque vonlenjia al pimío lijo es una t<instante posiliu e Ade­
mas SI e 1. la fconiLJ es una parabola, sj (( < <• < I. es una 
ilipsc. >sií > 1. es una hipérbola

SiipmtL’aque se tiene una s«iniea para la sual e \ </ son. rcspevli- 
\ ámente, lactsenlrteidad s la disiansia no dirigida entre el loen 
\ l.iditestn/ uirrespondienle

(il SiunfocodelasóniLueslacnelpoIo) ladircslri/correspon- 
dienie es perpendieular al eje polar, entontes una ctuauon 
de la tóniea es

liil Si un foto de la tonita está en cl polo > la dirctln/ tn- 
rrespondienlc es paralela al eje polar, entontes una ccu.ietiin 
de latonaacs

ij
I ± «• LOS ü

111
1 ± <■ sen 0

donde el signo mas se loma euando la direttri/ torrespon- 
dienie al finro. el cual esta en el polo, se entuenlra a su 
dereüia. y se loma el signo menos cuando la diredri/ esta a 
la i/quierda del íiko

donde el signo mas se loma cuando la direcln/ correspon 
diente al foco, el cual esta en el polo, se encuentra .imba.) 
se loma el signo menos cuando la direcinr esta debajo Ud 
liKO

► ALFABETO GRIEGO

•\. a alta 1.1
tí l¡ beta K. V
r./' gama A. ?.
Xó delta M./J
E.f epsilon N. V
7-? /ela
H. n eta 0 (1
o. 0 liiela n JT

iota P.p ro
kapa E.fi sigma
lambda T. r Uu
mu Y. V ípsilon
nu '!>. tp fi
XI J»
oniicrnn T. psi

P' ÍL ui omega



RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS IMPARES

EJBROaOS 7.7 (página 10)
1. (ulilimiimi) [4.+CCI, (li) dnimmo i-eo.-2] IJ |2,+ooi. (i-| il<i!mnn> |-2.2|. (d) mi es fimuún 
.V luídnmimii i-co,+CC), (blimcstiinuón, lc|iloimnio f -m. *oof, (d|ilummiii l-co «-cej

5. lai-i. tbi 5. (VI -1. I«I|2« + l. (c»2.i + I. if)4» - I. im 41 - 2, Ibl2í + 2/i - I. (í)2c f 2/i - 2: lj»2
7. lai -5. lili • (}. (el -1. Ul» .11). <t‘) 2lr + b/i + 4. If) + lOt* - 1; (k) 2»'* - Ib) 2«'

(4// > ,«iM - (2/r 4- ‘ih - 1). li>2»' + S( + (2/r 5/i - (m. (j)4i ^ 2A + 5

9. (al i + IH. Ib) ] ri: (c) (d) 11 + l|. le) I > - - l|. Ifl-------------------- !--------------------
' ' T + /i + *) + . t + y

II. doininiu l-co +m>. II. dominio l-oo.+cc>; f5. dominio: i-co.+oci.
contradominio' l-co. rcoi eonlraduniimo |(). -f oo) coniradoniinm. l-oo. 5]

17. dominio'[I,+0OJ,
Loniíadominio |().+oo)

19. doinmio l-oo.-2| U 12. -^ooj; 21. dominio (-1. .1); 
tonlradommio ¡0,+oo) toniMdoniinio [0.1]

23. dcmimio. (-00.+coj; 
contradomimo' [0. *oo)

25. dominio l-oo,+ oo); 
cimtradominio: jO. +ooi

27. dominio (11 r ^ -5|;
coniradummio |vlv?e-H)|

1275
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2‘) ilxmmio |»|» * 1| 31. duniimii (-00.+co).
u>iilr.idi>minii) (\|x * -2| tdniriilmimiio (-2.2)

33. dominio (-co. +co)
conir.idominif) | í | v * 3|

35. dominio í-00 +00). 

lontradoniiniu (-4 +00)

37. dominio t-oo. +coj, 

comradumtnio (-00.+ooj

39. dominio f-00.+ooj, 

conir.idominio l-oo. fu

* \
kC

41. dominio l-cc, tOoj.

tontradominio f-00.-2) U (0, S|

dominiu {r j r ^ 2), 

Lonlradominio (0,-foo)

i \

45. dominio (-00 +cc). 

(.oniradominio (cnltiros)

r

-8 -f. -4 -2 -2 r ■'•-0 
9-0

-ir
y -íi 
-

47. (u)
A 1

HÍ-
f.r

-H -f> -4 -25

-6

-K

fb) U{t - 1}

ÍO SI r < I 

M I S t

(C) U(x) - I

-1 SI 4 < o
n SI ü s t

2 4 ft «

I' t \

-8 -ft -4 -2
-8 -ft -4 -2 2 4 6 8

I
•”F

2 4 6 8

(d) t/(t) - LUx - If

SI r < 0 
SI 0 á t < I 

SI 1 £ I

8

6
4

’

. \

-8 -6 -4 -2
--

; 2 4 6 8

-4 -

-6 :
-8 L

1-
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51. /lu -

I-2i -2 
i V * I 
' -» + I
I 2i - 2

M -2 -- i < ~\ 
M -1 •- l < 0 
SI 0 r •' I 
SI I - i •' 2

53. /|*u = Mtl = -r. o. /,(ií = l.t|. /;li) = -1

59. iluiimiin i-co, +ooi; 
L-inir.Klomini» (0. 11

(i* ’

•l -

61. ,V /ui =

V yui - IV

I SI (I < t < I
2-1 SI I r í < 2.
\ - 2 SI 2 \

SI -I < \ < 1

EJERCICIOS 1.2 (página 19)
1. (ii) r* + » - 6.dommiu:í-c>o.+00), (h)-i* -r

iliiminio. i-co.+00); iil) A;—^.iJiiinintfi (iji

t - 4. dominio, (-co. +co). (el i' - 51* - i + 5.

* -1. i * 1). (t) dominicv |.t|.v ^ 5)
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' > I 2 I
3. (ul ’ ■ — . ilntmnui (b) —, domini» | c I r ^ 0. j: ^ I}.

\ i- - X

(el -\— * . iloininiii 1 (11 * 0 t ^ 11. (<l) * . dominio 11U ^ I}.
« X - \

(O * .dmmiiui l»lv í -1 i * ()|
»• + i

5. (ul i + x' - 1 dominio [0.-*-co) (bl t - x* + ¡.dominio [0, + oo), (c) .x/j’ - 1),dominio [ÍJ.+co)

Id) ~-í—.dominio [0. I) U (I. + cc). le) ------- •*.dominio íO.+oo)
i- i t

7. (j| X* + 3 V - 1 dominio (-cc. +oo|, (b) r’ - ? x + 3. dominio (-cc. +cc). (c) 3x^ - 2x* + 3 r - 2.

dominio í-cc.+co). (d| 4—^-4.dominio Irlx * Ti. íc) ^dominio (-cc +cc) 
Iv - 2 i r- + 1

9. (jl
t- - X - 2

- dominio ¡ x 11 ¡e -I. i 2}. (b) -r^ x' - 2
- r - 2

.dominio (t|x ^ -l.t # 2).

(el —X--------------.dominio {XI r -1. X xí 2). (d) -4—. dominio |x|r -l.x ^ 0).
X* - T - 2 X- + r

(el — "4 • dominio (t|x *■ 2). II. 15 13 '

15. (d) X + 5. dominio (-cc. +cc). (b) t + 5. dominio (-cc. +oo). (c) x - 4. dominio (-oo. •^cc). (d) t + 14. 
dominio (-X». -xcc). 17. (u) x’ - 6. dominio (-cc. +oo). Ib) t* - lOx + 24. dominio I-ce. +cc), (c) x - 10 

dominio |-ec.+cc). |dl r'* - 2x%dominio (-cc.-t-oo), I9.(u) \ - 4,dominio í-cc.-2j U [2. + cc). (b)x - 4

dominio [2 +oo), le) . ,t - 2 - 2.dominio [6,+oo). (dlx"* - 4r’ + 2.dominio í-oo.+cc)

21. Id) —. dominio (0 + cc). Ih) -- dominio lO +cc). (c)t,dominio lxlrs:()|. (d) -. r . dominio 10. + cc)
« .X

23. la) I t + 2|.dominio (-0O.+00), lb)[x| + 2. dominio l-cc.+oo). le) | x¡ .dominio l-oo.+cc). (d)lx + 2| +2, 
dominio (-oo tco) 25.1a) |x|.dominio l-oo.+c«). (b) r. dominio í-oo, 4-00). (c) %”x . dominio (O.+oo).
(d) r. dominio í-co ü]. 27.y|x) = ^,'x - 4.),’ír) = t-.o./(r) = -Jx.gfx) = r* - 4

29. yu) = t’.jíít) = -^-7^.i>./(x) = (")*.íf(r) = v - 2

31. /(X) = i;(T) = i' + 41 - S.o.yit) = (t - 5)^. ;í(t) =: t’ + 4r 33. (a) par (b) ninguno de losdosupos
35. (d) impar (b)par .37. (a) imp.ir. (b)par 39. (a) impar, (b)par, (c)por

41. (ai
1

'I X < 0 (e) impar 43. la) J_2i
M 0 < í ,

SI X < -2
SI -2 s V < 2 (cj impar 
SI 2 s X

45. No

51. sgn(f/'(t)) = t/(sgn(x)) = L'(x). sea la figura de la rcspucsía del ejercicio 47(a) de la sección 1 1 
5.3. Id) impar, (b)par. (c)par

0 SI X á 0 (1 M 1 < X X

55. U' oy)ix) = X SI (1 < 1 s 1 41- 57. 2t - 3,-2t + 3
1 SI J < r £ 1 4̂

 r

'Ir
59. La función definida por/(t)

X

-4 X -2 -1 I 12 3 4
-1 f
-2 .

-
-4 -

EJERCICIOS U3 (página 25)
l. (a) 11 inibajadorts /’dolares /•’(n) = ft75u, (h)S10125()

3. (a) xpie./’s /’(t) = (b) Is
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ic) H17 Ht. III M).
420 414 10 418 20, 122

(U 4(lc. 70c.SI.SI Si ^0.SI(>0

•). (al MM 2 000(KH)___
(í- + 7f 4- 100)'

(lo 78

II. (ul fj urca dcl.1'.upcrfiue (JJ ííinho Jcspucs tic í >.i;gundi)-. os Vj/rruiir (It) “ITfí;:!.!!!- = ISIOun*

13. (a) rmetros,4 mtiriisLuadr.uliK .Ut| = 120( - i'. (h)|0, 120) (clítOm x 60ni
15. (a) i metros. metros Luadrailus .U u - 120i- J (lil|O,240| (O 120 m x (i() in
17. (aMpulgadas pulgadas Luhisas \ti| = 4t ’ - dfu- + I2()t. (bl[(l.4|, (el 1 7 puíg. 91 piilg'
19. (uM pulgadas, pulgadas utbiLas i H) = 4 i' - 34»- 4- IHOv. (li)[0,(i| (el 2 21 pulg. 177 pulg’

21. (a) rpulgadas. ('dolares (ir) = —- + 4;rr’J, donde SA/pulg'es el losIo de! material p.ira la tapa \ el fondo.

ll)| lr| r > 0). (el t ()K pulg 23. (a) t ¡nilgadas .\ pulgadas tuadrad.is U u - 3 \ + — + 30, (li) (0. i-oo), 
(el (i pulg X 9 pulg '

25. (a) I pulgadas, 1’pulgadas túbieas It v| = u |ÍK) - t)\ (lil [20. 100| (c) 33 pulg x 17 pula x 17 pulg
27.(a)/(t)= O.51K10 - i) (lil 17 (t personas por día le)23(K)

EJERCICIOS 1,4 (página 37}
ISola LU.iI([Uier salor par.i (Smas pei)ueñoi[ue los mdiLadiis también eseorrselii I 1.0 1 3.0 23 5.000.3 7.001 9.0005
11.001 13.0015 15.0268 17.0082 19.0093 21.0183 23.0084 25.0 23 27.001 29.0013 31.1 33. ¿
35. 37. denirti de 1 niin .39. dentro de 0 01 pie 41.denlrode : pulg 43.denlrode Is

EJERCICIOS 1.5 (página 47}
11. 8 13.7 15.30 17, \ 19. ' 21. ; 23. ' 25. (al 0 3333. 0 2837. 0 23í,4. 0.2306. 0 2301. 0 2000. 0 2222, 0 2439. 

02494. 02499. (h) ' 27. (al 02.300. (120110. (I 1519. 0 1441. 0 14.30 0 1429. 0. 0 0769. 0 1.3(W. 0 1416. 0 1427. 0 1428. 
(It) ! 29. (.1) 0 1716.0 Kt'iO.O 1671.0 I6()7.0 16íi7,0 1623.0 |(s44.0 Ifi!,2.0 1666.0 1667. (It) i 31.14 33.-6

/ (i

35. .37. 12 39. ,
53. Iim ¡i\) 3. /(2)

..30 41.

3 -2 -I

43. j 2 45. -1 49. 0/0 no esta denmdo. 2 5!. 0 0 no esta definido, i

si X 5* 3 
SI T = 3

55. (a) /I I) u + 3 
1 s (IDO.3.2: (0 0.3.6

2~ 3

6 SI \ = -4
57. (a) f[\\ = -1 SI I = 3

^25 - i- SI V G 1-5.-4) U (-4.3) U (3.5] 

(10.3.4,6.3. (0 3.4.4.3
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EJERCICIOS 1.6 (página 53)
1. (u) -5. <b) 2: fe) no existe 3. (b) 8; (l>) 0; (c) no existe 5. (a) 4; (b) 4; (c) 4

pítrque lim fit) * lím fit) porque üm fin ^ lim /(/)
t-«l* 4-»l'

V. (a)(); (b)0; (c)0 11. (a)ü; (b)0; (c)Ü

13. (a>-4. (b)-4; (el-4 15. (u)l. (b)-l; (c)nocxiste 
porque lim fit) * lim fix)

«-*()♦ í-»0"

-2r
I-

1

17. (a) 2; (b)0; (c) no existe
porque lim /í.t> T Um /í.t);

(d) 0; (e) -2; íf) no existe 
porque lim_/(x) ^ lim fix)
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y>. -í) .11. a = -l. h - \ 35.

.17. • ‘ 39.

00 0. (loo. 
(f)o. (no

(tjO. (dio. 23.
25.

/

\
4| ^

\
Y ] Y

-4 -2 1 2 4

-2‘-

-.r

(a) 0. (1)1 3. (el 0 (d) no c'lisic.
(jl2. (kiO
(a) 110; dolos. (Cl420. (d|410 41. 
(a) lim fix} = 4. Hm Jiu = 2. (b|

\ - 1 r 1 •

(c|/ítlA-íi) =
1 + 3i* XI

1 2.r + 2 si
l

l > 1 ■

1
-4-

I-

i-.r

(d|4

EJERCICIOS 1.7 (página 65)
I. Uii 1. 2, 10. ion. 1000. lO(KK). (c) +00 3. <a) 1. 4 100. 10(100. 1000000. HHIÜOOOOO. I. 4. 100. lOOOO. 1000000. 

10000f)0(«). (el +00 5. (u)-4.-7.-11.-101,-1001 -30.001. (c)-m 7. (a)-2.-.5.-29.-290.-2000.-290^0.
(c)-oo 0. (a).5.9.41.401.4(K)l.40(Hll. (c)+co 11. (al 2.1.4 3. 20 3. 200 .1. 2000 5. 20037. lc)-rco

13. -►oo 15. -oo 17. -00 10. +CO 21. -ce 23. +co 25. +co 27. -eo 29. -oo 31. -oo
33. (10-5. (c)-'. ídi-oo, (t‘)+oo 

35. (a) I = 0. do » = 0.

.17.» = 4 39. t = -1 41.

(el t = 0. (d)c = 0

-(, -4 -2 " ^ V ‘
A t-í'"

-4

•-f)

X = -3

J

. \
(.

p 4

-h -4 -2 .246

-4 !!
-f

. e = -5. -t = -3
. , \

-6
-st
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45. (aMí. (b)-oo (c) + co. ícl)0; (c)+w; (f)+oo; (R)+eo; (b) I; íl)“Oo; (J)0

EJERCíCIOS 1.8 (página 74)
1. -3;/(-3)nt> existe 3. -3; lím í,'(x) * S. 4; /i(4) no existe

t-t-i
7. 4; lint /íx) no existe

l-«4

iti) w2
13. 0;/(0) no exile

15. (a) remnvible; (b)4 17. (u) rcmoviblc, (b) 6 19. (o) rcmoviblc: (b) ^ 21. <a) rcmnviblc:
23. (a) rcmoviblc: (b) ~ 25. (a) rcmoviblc; (b) 1 27. (a) esencial 29. lodos los números reales 
31. lodos los números reates distinlus de 3 33. todos los números reales dislinios de-2 y 2
35. todos los números reales disimius de 2 37. lodos los números reales distintos de-I y 3 39. (a) todos los números reales
41. k = 5 43. c ~ -Xk = 4

45. (a) lim /(x) lím /(x). esencial; (b) lim/(x) #/{ 1). rcmoviblc: defina/(l) = 5; (c) lim/(.t) no existe, esencial
I-.I t-»S-
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49. “id lim f(\) * lim /(v), 200 llm fix) * litn fix)
I .5t) t-.yi‘ !-.:«)•

51. liin « lim pjM cualquier número entero positivo n
I -•« ’ C -♦/! *

59. fU)
f 0 SI r < rt 

ll SI M £ r

[1 SI » < H

lo SI ü £ t

BJERCiaOS 1.9 (página 83)
I. (a)(/oí;)í‘) = -.9- i* .continua en lodos los números de (-3. 3).

(b) (/o ^')( tj = % r* - 16, conlinua en lodos los números de (-co. -4) U (4. + oo)
3. (aM/«.«r)lr) = ----- ^-----. continua en lodos los números de (2. + oo|.

. r - 2

(b) (fe ^>)(o = ----- .continua en lodos los números posiiisos diferentes de 4
, r - 2

5. ^. continua en todos los números de (-2.-I) U (1.2)
\'M - 1

7. todos los números reales distintos de-5, continua en (3. 7) (-.5, + co), (-10,-5), discontinua en (-6 4|. (-oo. 0). [-5, + co) 
9. todos los números reales distintos de I > -I, continua en 10. 1). (-1. I). (-1.0]. (I. + co); discontinua en (0, I (. (-oo, -1 j 
II. (-00. -3) U |3. + OO). continua en (-oo. -3), (3. + oo), (-oo. -3|. (3. + oo); discontinua en (-3. 3)
13. lodos Jos números reales distintos de I. continua en l-oo. 1). (I. + oo). discontinua en (-oo. 1). (-1. 1). (-1. +co)
15. |-2. 2|. continua en (-2. 2). |-2, 2], (-2. 2]. [-2. 2): discontinua en (-oo. -2| > (2. + oo)
17. la) [-3, 31. (b) (-CO.-4] U |4. + 00) 19. (a) (2. + oo). (b) [0.4) U (4, + oo) 21. (-2.-I) U (I. 2)
23. (-oo.-2)U(-2.2J UI2.+00)

25. 27. 35. c = i(l 4- ^3)

43. -2 67.0 52.2 15 45. -I. l 17 49. [O.o 55. no
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EJERCICIOS 1.10 (página 92)

1. 4 X 5. ' 7. 9. 0 11. 0 13. 12 15. -j 17. 0 19. 3 21. +oo 23 0

25. -I 29. 0 31. -4 33. I 35. 0 45. no existe

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 1 (página 95)

1. (a»3 ibX). (O-*!. + 2» + 3. (cj4 - lf)-2r - li

3. tal •. t ♦ 2 + X* - 4.dnniinio. [-2. + 00): Ib) ,x + 2 - t* + 4.dominio. [-2, + oo),

le) \ I + 2 («’- 4).(lominio-1-2. + 00), (d) .dominio (-2. 2) U (2. + oo);
X' - 42 .

(O --- - - - - .dominio (-2. + 00); (f) % .t- - 2 . domtnin: í-oo.-^2) U 1 v2.+oo); (j») x - 2.doiiiinio. (-2.+oo);
% A + 2

1 1 - 1 5. (a) —í- + •. t. dimiimn-(0. + 00). (b) — - %’.r,dominio: (0.+ oo); (c) -?=. dominio'(0.+ oo); (d)
'■ NJ^

dominio (0,-foo); (c) % r'. dominio (í).oo); (f) 1, dominio. (0.-f oo); (c) —.dominio
’ |x

7. t « I) (a) impar, (b) par. (c) ninguno de los dos tipos, (d) impar
9. (a) dominio'(-00.+00). contradiiminio {-oo.+oo); (b) dominio; (-oo. + oo). contradominio: [-4.+oo):

(c) dominur (-00.-4| U (4.+oo), Luniradomimo (ü.+oo); (d) dominio (-4.4), eontradomimo'|0,4);
(e) dominio (-oo.+oo). tuntradominio. (0.+ oo); (f) dominio; (-oo. + oo), eontradomimo: (-oo. 5]

II. (a) dominio |a|x * -4}: (b) dominio: (-oo. + co), 13, (a) dominio; (-oo,+oo); (b) dominio: (-oo.+co);
controduminio |> |v * -K| uintradommio’ |vjv ^ -K) eontradomimo (3.+ooj eontradomimo (-l. + oo)

(Nula para los ejercicios 1.5-25; cualquier valor de ¿menor que los indicados también es corTCCtol.
15. (u) 0025, (c)()025 17. (u) 0.1; (c) O I 19. (u) 0 074. (b) 0.06 21. \€ 23. | f 25. J f

27.9 29,-6 31. ’.2 33. -i 35.-5 37. J 39. 1 41. -00

43. (u) h. Ib) 8, (el 8. 45. (u) -I; (b) l. (el nocxislc 47. (a) -8; (b) 0; (c) noexiste

49, (a) +co; (b) 00 51. (o) i 00; (b) -00 53. (a) +oo; (b) -00 61
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69. -2, 1./(-2) y/( I) nocxisicn

5
4
)
s

-5-4 -3-2-1 1

12 3 4 5

-2

1.
-4
-5

71. -2: !im ^'rtinoexiMc
I —• -2

♦ *
5'
4 -
3 i-
2r

73. 0. I. /jíO) net existe, 
lim /ill) nn existe

75. remmihie; ^

H3. (a) (/ok)I«) = 

fill (/c;,'|u( =

(C) (/oí,-)(l) -

77. esencial 79. remmihie.-1 81. remoMblc;6

\25 - X* conimuj en todos los mímeriis de (-5.5);

2 ,
~—^—.continua en iodos los números de (-3, -2l U (2,3).

- i.t|

I SI .X < -I
0 SI X = -I
-1 SI -1 < X < 1. cmilmua en todos los números reales dilereiues de-1 y 1
0 SI X = I

1 SI X > 1

85. (I - 10./. = -23 87. (h) lodos los xalores de ü.
(c| en IikIos los números reales 

(]ue no son enteros

1

-4 -3 -2 -1
-'r

-■«I
-4-

3 4

89. (a) [-.‘i. 51: (h)(-oo,-51 U [.5, + ec) 
91. (u| (-00.2) U (2.+00):

(ii) (-00,-2) U (-2. 2) U (2.+00)



1286 RESPUtSTAS DE LOS EJERCICIOS IMPARES

9J. 2 - /13 - -I 6056 95. -I + " I 6458
(b) -00,
(c) 3:
(d) -oo.
(e) +00.
(f) 1.
íg) 4.
(h) -3. removiblc,/(-3) = 0; 

-2. esencial, 0, rcmovible, 
/(O) =5 3:2. esencial;
3. esencial

103. (a) corte cuadrados de X pulgadas del lado. V = (|4 - 2x){18 - 2t)r. (b) [0.7]. (c) 2 60 pulg. 293 pulg^

105. (a) X pulgadas de ancho. /I = 82 + 8x + —. (b) (0,+oo), (d) 9 m de ancho por 18 m de largo

107. F(í)

-1 0 
-1 • I 

0 1 
1 I

0 si X < -I 
-I SI -1 S X < 0

0 SI t = 0
1 SI T > 0

f csdisconimuaen “1 y 0 porque los 
límites por la izquierda y por la derecha 
son distintos en esos puntos

3
2

1

>

X

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-3 •

EJERCICIOS 2,7 (página 107}

1. > = -4x + n 3. > = -4x - 8

109. 0 111. (a) sí, (b) sí

8
/

\4

........................^

/

[ .................. "

-’b -4 -2

y = 3x + 1

2 4 6
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7. (ul fill 12, |I>M2. t) 

t ‘

4

2

i__L _i 1_J.

11-
-4 -2 -\'-l 4

-2

-4
. AZ

9. - 12-t, + 9. (l»Ml.2),(3.-2)

II. Ijfigcnlc \ = + j.nomidl \ = -4t + 14 13.i.ingonic y = -lOt - l6,normjl 3 = ^

15. tangente t = -x + 3. normjl \ = r - |
17. (a) y (c) 5 3() 5 27. 5 24. 5 21, 5 18. 5 15. 5 12, 5 í». 5 <)í». 5 03 4 70. 4 73,4 76. 4 79.4 82,4 85 4 88.4 91. 4 94. 4 97. (b) y (d> 5 
19. (a) y (c) -0 2516. -0 2514 -0 2513. -0 2511 -0 25(W. -0 2508. -0 2506. -ü 2505. -0 2503. 0 2502. -0 2485. -(»2486 

-0 2488. -0 2489, -0 2491 -0 2492. -0 2494. -0 2495. -0 2497. -0 2498. (h) y (d) - i 
21.-1 23.1 25.0 27.0 29. -I 31.0 33.7 35. 5 - 4t 37. -3«*

3y. —liL.- 41. í _ 11 43. -1(1 _ I) '2 45. \ = Ht - 5 47. 4t - 4\ = 1 51. «(<i) S3. 2ti 
(3/- - 2)* t

EJERCICIOS 2,2 (página 116)

Ib) s[. 
(O l.-l 
<d) nn

Ib) sí. 
le) 0. I 
(di no

lili SI.
U) nocMste. 0 
idl nn

(b) sí.
(c) -l. 1.
(d) no

(b) sí. 
(O 0.0. 
(d) sí

(b) sí. 
(O 8.8. 
Id) sí
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I - r* SI j £ -I ~t + ^ SI X £ -1

21. (a) fix] = X + 1 SI -1 < r £ 0. 23 -f' <X£0 25 =

-r + I SI 0 < t £ 1 v‘ ^ SI 0 < .T £ l.

r - 1 SI r > 1 r SI t > 1

SI r < -I 

SI -1 < .t S f) 

SI 0 < t < 1. 

si -t > 1

27.

(b) 2. (c) I. (d) 
íc» -1. (fl -I:

(B) I. (Ii) -1.0. I

• \

4h

35. ti = 2.h = -I

(1)1 (c)
(d) -M.íe) +oo;
(f) i; (8) I. (h) -1,1). I

(b> -2. (cj -2;
(d) 0: (c) 0:

(f) -2; íg) 1; (h) I

1» , , . (6(H)t M 0 £ .V £ 20
3Í>. (a) /(r) = , ; (c) no

(900t - 13r- si 20 < r £ 60

43. (a) 0. (b) I, (c) nocxisltt
47. (a) 0 pjtj lodos los números males; (b) Osi.r ^ 0
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EJERCICIOS 2.3 {página 122)
I. iikIos Miti 5 lili (I2S(|()|‘J. II 25(l(l|íi.-0 2VX1I2 -0 25{»)fiy.-0 25U'JOÍ’i.-(I 251)005.-0 25001)4.-0 251)002. 

025(H«)|.-0 2i(M)IHI.lu-.iniMin)s |0niimcr*»'.. ■ | •). (u) 2,<lH \ = It - 3 II. (a»4,(l)j i = 4r - 13
I. 3.01) ‘ -1 N.07. H» i ^ lW.671-53333 15. (u) 0 4- (hl . = 0 4r - 0 4

17. Olí MhlS, Ih) V nsiKv- 05103 10. (u) -0 H317 (l>M = -0 83l7r + I 2501
23. lio \ Oh X > (I. (c) > Icl « <• (I 25. Il» > (€l| I <r 0: (c) y (e) t > 0 27. (u) 100 2<>. Il» 0

EJERCICIOS 2.4 (página 131)
1. 7 3. -2 - 2i 5. 3»- - íu + 5 7. t’ - 4t' •). i’ - i 11. 4ffr-

13. 2x + 3 - ^ 15. !(>,' + 17. ^ !<,. 3 3^ - 2 3i 21.70i*' f fiOx" - I5v' - f.

2.3. -!Hx-i7 - 3»’) 25. lOt^ - 24i' + lli- + 2r - 3 27.-------- 2'3. 31. ~ ‘
11 - Ir (t - I)' (I + 2/- r

33. —35. ■*' 37./(U = 30t^ + I2r - 6r + lOt - 8./"lt> = I20r + 36i* -
(X + Sr ( X + 5)-
llx 1- 10. / (t) = 3(i0r + 72v - I2.;'^'(xi = 720i + 72,/'''(ij = 720,/'"‘ft) = 0 si /i S* 6 39. -lOr^'

41. 2 + fit ^ 43. X = I2x - 20 45. x = - .^x - j 47. x = It - 3 49. t ^ 8x + 2 = 0. t + «x - 2 = 0

51. 2Hx - X - 99.4x - x = 3 55. 2(3r + 2)(fir + Ix - 3) 57. 3(2x^ + t + ir(4t ^ li

EJERCICIOS 2.5 (página 142)
1. ifo = Of. 18 3.1(f) =-----^.“1 5. x'(f) = 6r - 2f.8 7. Uf) = ----- íí—-

4f í4 + f )* 2
9. I < -3.'0 mm;\L‘h.icu l.i dcrcdi.i,-3 < i < 1, se inucxc lucu la i/i]ujcrdj, f > I, se muuxc hacia la durcciia. cambia de 

dircccu'in ui.indo f = -3 > / - 1
II. f < -2. se muexc hacia la dcrcclia.-2 < f < se muexc lucia la izquierda f > su muexe hacia la derecha: cambia de 

dirección cuandii f = -2 > f = ^
13. I < -3. se imiexe luud la i/quicrda.-3 < f < 3. se muexc hacia la derecha. ( > 3. se muexe hacia la izquierda, cambia de 

direcciúii cuando f = -3 > f = 3
17. luí X = -Ifif- + 256. (b) -32 pie/s.-(>4 pie/s (ci 4s. (d) -128 pie/'
19. (ül X = -lOf-- 48f + 160. (hl -8(1 pie/s,-96 pie/' (c) 2 s, (d) -112pic/s
21. (a) X = -16/- s- 560/, (b| \ (c) 17.5s 4900 pie. (d) 240 pie/s,-240 pie/s. (e) 240pie/s.240 pie/s. (f) 560 pie/s
23. 25. !s. ’pie.-jpie/s

\ = 3/- - 18f + 15: tf = 6f - IS, cuando 0 < / < I. la panícula esiá a la dere­
cha del orieen. se muexe hacia la derecha, la xeiocidad es decreciente, y la rapidez es 
decreciente, cuando l <r< -^19- 211. la panícula está a la derecha del orijten.
se muexc hacia la i/quierüa. la xeiocidad es decreciente, y la rapidez es creciente; 
cuando '(9 - 21) < f < 3. la partícula está a la i/quierda del origen, se muexe
hacia la i/quierd.i. la xelocidad es decreciente, y la rapidez es erecicnle. cuando 
3 < f < 5. la partícula está a la i/quierda del origen, se muexe hacia la izquierda, la 
xclocid.id es creciente, y la rapidez es decreciente, cuando 5 < / < ^(9 -(■ •. 21). 
la p.mícul.i c-'la a la i/qiiierda del origen, se muexc hacia la derecha, la'xelocidad es 
■.reciente, y la rapidez es erecienle, euandn ^(9 + -, 21) < f. la panícula está a la 

derecha dil origen, se muexe hacia la derecha, la xeioeidad es creciente, y la rapidez es creciente 
31. (a) 44 pie. (I>) -22pie/s. le) 22 pie/s, 33. (a) 8 25ni/s. ib) 12.96 m/s. 35. 16()cm/s,

EJERCICIOS 2.6 (página 150)
1. (II) 86. (h) 8 3. (el 8 I. (d) 805. (e) 8 3. (a) 65(KHMK)ü)l. (b) .32(MH)000/l 5. (a) 2iír. (b) 2rt 7.
9. (al 1 2 - 021/ (h) tOI 12 .048 /dí.i.(c) l00 52'.-072 /día. Id) lOI 6 en 5 días 11. (a) 9n\im'l\im.{b) 16/rnmVpti 

13. (a) 12ffiuii7|uii. (h) 16;rnjn7|un 15. (a)-29 ,hr. (hj -3/hr 17. (a) 18 750 lilros/mm. (h) 17 500 litros min 

19. (al C(x) = 3 + 2x. (h) S83. (c) S84 21. (a) R'{x) = 6(K) - (h) S.540. (c) S536.95
23. (a) $3 6 Huilones por año. (hl 23.Kl. (c) $6.8 millones por año, (d) Ih.T'^r 
25. (a) 920 personas por año. (h)6Kc’ (c) 140(1 personas por año. (d)6.4^í 
27. (u| es xenlajoso; (h) noes xentajoso. (c)90. 29. x'(-l) = 5.v'(~) = -j
31. (a) 3.2 m/mm; (h) I6m/min; (c) I6m/min
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EJERCICIOS 2.7 (página 160)
3. 3cd»j 5. sec^x - 7, 2(cos/ - /seni) 9. jcosx II. 4cos2x 13.-x^senx

15. 3secx(2un^x +1) 17. -sen y col y - cosycsc^y
2<; + Usen : + 2cos 2 I __ ] - 4sec( + sen^ r19. - 23.

27.

39.

(2 + I)’ ' COS X - 1

(I - cosxKx + cosx) + (1 - senx)(x - senx) 
vl 41. -iS

cos f(cos / - 4)^
S csc I col I

25.
2 cosy 

n - sen y)*

29. - (csc / + 2)^ 31. I 33. -i-
it

35. /H 37. 2

43. (■» 0 0226.0.2674.0.4559.0.4956.0.4995;0.8188.0.6915.0.5424.0i(M3.0.5006; (b) 5
45. (•) 2.2305,2.0203.2.(X)20.2.0002.2.(XK)0:1.8237. 1.980.1. 19980,1.9998,2.0000; (b) 2
47. (a) -0.477!.-0.4886.-0.4977.-0.4989,-0.4998;-0.5224.-0.5113,-0.5023.-0.5011.-0J002; (b)-i

49. (a) 0.4929.0 5736,0.6468,0.6567,0.6647; 09116.0.7770.0.6872,0.6768,0.6687; (b) 5
51. (a) X - y = 0: (b) x - 2y + V3 - = 0; (c) x + y - = 0

53. (a) X - V = 0, (b) 4x - 2y + 2 - ;r = 0; (c) 4x - 2y - 2 + « = 0

55. (a) 4 cos /; (b) i-(0) = 4. i< 5/0 

57. (a) 3sen;; (b) s-(0) :
59. (a) i ViH'; (b) 2W

0. Vi iff)

2. xi jff) = 0. xi fff) = -2, xim 

J, »<iff) 5= JA/S.l^iff)

-4
3. Vi iff) I VS.s'ilff) f. v(n)

EJERCICIOS 2.8 (página 170)
1. 6(2r + 1)2 3.8(x + 2)(x^ + 4x - 5)^ 5.2(2;^ - 7/^ + 2/ - 1)(8/^ - 21/^ + 2)

-4x
(X* 4)^

9. -12(sen3x + cos4x) 11. 2sec2xtan^2i 13. 2sec^xtonx(2tan^x + 1) 

17. s i5íf—^ 19. 6; sen{6/^ - 2) 21. 6{lan^x - x^)^(lanxsec^x - x)15. 4col; csc^; ... - --------- t-
(X + 2)^

23. -12cos3xsen(sen3x) 25, y = 24x - 39 27. (a) v = |ffcos jfff.a = -jff^sen jffc (c) ,4 = 6,p = 8./
29. (a) V = -8ffsenff(2; - i).a = -16ff^cosff(2; - j); (c) A ~ 4.p = l,f s I

31. (a) -6* senil; + c)\ (b) -blrcos{kl + c) 33. (a) v - 5ffcosff; - 3ffsenff/, a = -5fl^scnff/ - 3ff^cosffr
35, (a) V = -20 sen 4;, a = -80 cos 4; 39. (a) (b) | 41. -0.6 rad/s
43. (a) 6000cos y/r 5 824 volts/s; (b) 6 000ff« 18 8S0volts/s 45. decrece 16.6 juguetes por mcs
47. (a) 3x^: (b) 6x^ S3, (b) fix) = | ^“"tl/x) - cos(l/x) si x ^ 0

I 0 si X = 0

EJERCICIOS 2.9
1. x*'/^(2 - |x‘‘) 3,

(página 180)

vl + 4x- (5 - 3x)'/^ (25 - y^)^/^
sen V;

V;

■. sen ;(1 - sen 4-J9 + ^/9 ~ s V9 - x >’

23. 25. 27. , 29. !2¡LL^
vx x^y - y scn(x - y) - 1 cot y csc* y

33. y « ix + I 35. y = -Jx -t- f 37. (1.0).(i. \)

39. (a)/||x) = 2 Vx - 2. dominio; x a 2;/2(.t) = -2'Jx - 2. dominio: x

19.
8y - 3x^
3y2 - 8x

3j y sen .t - sen y 
X cos y + cos X

& 2;
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Id) /,'(0 = (i - 2r'^.dominio i > 2;/j'(i) = -(x - 2)*'^.dominio:x >2; (e) (f) J - y - I = 0.x + y - 1 = 0

41. (a) /,(!) = Vx^ - 9.dominio; |x| a y,f¡tx) ~ -/x^ - 9.dominio' ¡x| S 3;

(d)/,'(x) = x{x^ - 9)'’^^dominio; |x| > 3;/2'{x) = -x(x^ - 9)"’^^dominio: |x| > 3; (e)
(f) 5x + 4v + 9 = 0; 5x - 4y + 9 = 0 ^

47. (■) 0; (b) (c) pañi ningún valor de { 49. (a) 50 centavos por litro; (b) 25 51. 100 53. 2.7km/min

2x(x* - 4) , , , ,57. ^ 59./'(xj = 3x|x|;rW = ójxl

61. (a) -0.1957/1 pie/s;(b) ü I4454A pie/.s, (c) 0.1035/i pic/s; (d) 0.0430/i pie/s 

63. v"3x - y + =0; V3x + y + jV3 = 0

EJERCICIOS 2,10 (página 187)
1. -3 3. -2 5. -J-/3 7. -j 9. |pic/s II. :j^pie/min 13. ^m/min 15. ypie/s

17. O.fXHrrcmVdía 19. 0.004jrcm7día 21. -|-m/min 23. ]800lb/pie*pormin 25. l28;tcmVs 27. 14pic/s
25/r

29. $1020 por semana 31. 875 unidades por mes 33. decrece a la ia.sa de 55 playeras por semana 
37. 22mVmin 39. ¿(3/97 + 97)pic/s - 0.65 pic/s 41. ^pie/s 43. ¿rad/s

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 2 (página 192)

1. 15r= - 14x + 2 3. -í - 5. x"'/- + ix-’/^ 7. ^Of* - 39r* - 6/ - 4 9. ,
2 x^ ■' (x^ - li­

li. 4(2í’ - 3s + 7)’(65- - 3) 13. t(4r - 13)(x= - - 4)-'/-

15. íx + Ijsenx + xcosx
17. ipil!- 

^ inn 4/
19. -3 sen 3h’costeos 3»v) - cosu'Cos3iv + 3 sen ir sen 3«’

21. 8r(l - t-)
(X- + D’

23 <1 x) scc'x - tan X 
(1 + x)2

25. 8.r
3y* - 8y

27. ■>' - see- X 
see-y - X

29. (ul/(x)

(b) -A-.
(c) -2; 
ÍR) -2;

X- - 4 
4 - .r^ 
4 - Ir
2-

(c) 4:(d) 0; 
(f) -2;
Ih) -2.0

si X S -2 
si -2 < X S 0 

si 0 < X S 2 
si X > 2

33. y = 9x - 17 35. x - 2y + 9 = 0; 27x - 54y -7 = 0
37. 5.V -‘4y - 6 = 0;4x + 5y - 13 = 0 39. (-1.0)
41. -3(3 - Zr)'*/- 43. x < -3 o x > -1

31.
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45 »e mueve htu-ia ludcrcchj t < ~2 y l > I, se mueve hacia lu izquierda -2 < t < I, invierte la direcciAn r » -2,1 
47. i i a Conclusión

0 & I < \

1 « 1

I < r < 2

1 = 2

2 < I < 3 

I = 3

3 < I < 4 

r = 4

4 < /

+ - +

0 0 •f

+ + +

+ + 0

+ + -

+ 0 -

+ - -

0 - -

La partícula está a la derecha del ongen. y se mueve hacia la izquierda. La veIcKidad 
es (.reciente La rapidez es decreciente
La partícula está en cl origen, y esli cambiando su dirección de movimiento de 
izquierda a derecha La velocidad es creciente La rapidez e& creciente 
La panícula está a la derecha del ongen. y se mueve hacia la derecha La velocidad 
es creciente La rapidez es creciente
lai panícula está a la derecha del ongen, y se mueve hacia la derecho. La velocidad 
no varía, de modo que la rapidez no varía.
La panícula está a la derecha del ungen, y se mueve hacia la derecha La v clocidad 
es decreciente La rapidez es decreciente
La partícula está a ladercchadel ongen, y está cambiando su duecaón de movimiento 
de derecha a izquierda La velocidad es decreciente La velocidad e.s creciente 
La panícula está a la derecha del ongen, y se mueve hacia la izquierdo. La velocidad 
es decreciente La rapidez es creciente
La panícula está en el ongen, y se mueve hacia la izquierda La velocidad es 
decrcaente La rapidez es cieacnte
La panícula está a la izquierda del ongen, y se mueve hacia la izquierda. La vcloaúad 
es decreciente La rapidez es creciente

49. I = 2-'3'^/^í = |Í3 + \.v = 3'^’ 51. (al i = 200 - 16/^(b) -32pic/s,-96pie/s,(c) 354s,(d) II3pic/s

53. la) j = -I6r^ + 96/ + 112, <bl y (c) 3 s, 256 pie, (d) y íel 7 s, (f) 32pie/s,-32 pie/s, (g) ambos 32 pie/s.
(b) -12bpie/s

55. (a) V = -2 sen 2/ + 4 eos 2/. o = -4 eos 2/ - 8 sen 2;

57. (a) /(X)
200x SI U 5 X ¿ 800

. (Ono 59. (a) 8005; (b) 8 61. (a) 33122, (b) 32125
360 r - 0 2t^ ti 800 < X á 1 800

71. (a) » = |»cos¿;r/.íi « -¿ff^sen ¿ff/.(c) A = S.p =12,/= ^

73. (a) V = -6sení3/ + j/r) + 12cos(3r - |ff). a — -18cos(3/ + \ti) - 36sen(3/ - ¿ff) 

77. (u) C íx) = 2x + 40. (b) $80. (c) S81 79. 648 peces por semana 81. l24nudos
83. -^^pulg/s • 0 26 pulg/s 85. 9 6 pic/s

EJERCICIOS 3.1 (página 206}
1. ^.-5 3.0.2 5.-1 + ^10.-l - ^^t) 7. 2.-1, i 9. (a)-5.-¿,-3 11. (a)-2.2.0

13. (a) 2 + ,2s2.2 - 2v'^ 15, ¿(2A + l in', donde 1: es cualquier número entero 17. ^JI;/i;dondeÁ:escualquiernumerDente[o
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31. rnin. abs

:

«lOí = 2

-4 -2 1 2 4
-2

-4

33. nüx. abs /Í5j = 2

V

2 •

-4 -2 ■ - K*
-2 \

-4 \
-fi

35. mín abs ./(2) = 0 37. mín abs.: /;(0) = l

-3 -2 -I I 2 3

t>
7-
6-

s
i
-Ih

39. (a) min. abs. /«-2) - 0, máx. abs ./(-4) = 144 (bl mín abs./(-2) =/<2) = 0. mó.x abs./(-3> = 25 
41. mín abs.yi-j/rj = -2. máx. abs.,/( = 2 43. mín abs..j?í-0 = -1, mix. abs,. «(2) = ^

45. mín abs./(-l) = 0. máx. abs /(l) = %'4 47. mín. abs.:/(-3) = -46. mix. abs.;/(-l) = -10
49, mín abs.-í;(0) = 2: mix abs.u-íjff» = 2^2 51. mín. abs.:/(O) = 3; mix. abs../(2) = 5

53. mín abs-^ílO = 0; máx abs /(-3) = 3 55. mín abs.:f(-3) = -13. máx abs.F(3| = 7 59. no

EJERCICIOS 3.2 (página 213)
1. (ü) i; (1)1 j 15. 225 17. 30 19. 6.6 21. Fcstá a 20/% 39 a 3.2kmdc¿í 23. radio'3 s'2 pulg . aliara. 6 % 2 pulg.

25. (a) \ 50 - 6.41 unidaJas = (*.41 - 3)unid.idcs « 3 4 unidades, <b) -.50 + 6%4I unidades s {%41 + 3)umdades e
9.4 unidades
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27. 29. el anchu es 48cm. el grosor es 48 V^cm

.U. (r1 [ i radio de la circunferencias es —~—pie y la longitud del lado del cuadrado es —pie,
;r + 4 ft * 4

Ib) □ radio de la circunferencia es — pie y no hay cuadrado 
71

33. i;r 35. 7 produce A, 8 produce 0

EJERCICIOS 3.3 (página 22 7)
1. 2 3. ^ir 5. (b) (i). (n). (ill) se satisfacen (c)(-,4 4 K
7. Ib) (I) no se satisface 9. (b) (ii) no se satisface 11. |

13. Tj 15. 0 17. 4 19. cose = » 0 88(17 21. Ii) no se satisface 23. (ii) no se satisface

EJERCICIOS 3.4 (página 229)
1. extremos /(2) = -5. mín reí. 

creciente (2.+ oo), 
dccTecientc (-00,2)

3. extremos f(-\) = máx rcl. 
/(l) = -l.mín re).creciente

5. extremos /(Oj = 0. mín rcl.
/(!)= i, máx rel./(2) = 0. 
mín reí.creciente (0.1].(2, +00). 
decreciente (-oo.OJ. (1,2]

7, extremos f{-n) = -4, mín rcl. 9,
f\.n) ~ 4, máx rcl. creciente (-n.;r|, 
decreciente. \-2n, -ffj. (ir. 2n\

extremos no tiene extremos 
relativos, creciente (0,+ 00), 
decreciente en ninguna porte

11. extremos /(j) = máx rcl.
/(l) =0. mín reí. creciente (-00. Ij. 
[I.-fco),decreciente (^. I]

13. extremos f{-\) = 2,máx rcl. 15. extremos /(i) = -|,mín rcl 
f{\) ~ -2 mín reí.creciente creciente l¿. + oo|.
(-co.-1). 11, + 00),decreciente |-1.1) decreciente (-00. i]

17. extremos no tiene extremos relativos, 
creciente (0. + 00). decreciente en

19. extremos /(O) = 2. max rcl ./(3) = -25, mín reí, creciente (-00 0], (3,+00). decreciente (0.3) 
21. extremos/{-2| = -^.móx rcl,/(-!) = -^.mín rel,/(l) = ||. máx. rel./(2) = ^.mfn rcl;

creciente í-».-2j,I-l I], (2,+00). decreciente |-2.-l). (1.2)
23. extremos/( ^'2) = 4V2,niín rcl. creciente (-00.0). ( +00). decreciente (0. ^'2|
25. extremos/(2) = 4. máx rcl. creciente (-00.2], decreciente (2,3)
27. extremos/(4) = 2. máx rcl. creciente (-00.4), decreciente [4,+co)



RESPUeSTAS DE LOS EJERCiCIOS IMPARES 1295

29. extremos/(-Iff) _/( iff) = -i, max reí ./(O) = i.mín rcl .(losextremosdel intervalonopuedenserexlremosrelauvos).

Lrccicnte [-^ff, -^ff).(-¿n.-iff].[0. iff),(iff, {nl.deuccicnle l-iff.-iff).(-ifl;01.(iff, iff).(^ír, ^ffl 

31. extremos/(4) = iV4,máx reí. creciente (-4,4], decreciente (-«,-4), [4.+co)

33. extremos /(-2) = 5. máx rcl. 3S. extremos /(-I; = 2 máx reí. 37. exuemos /(-9) = -8. mín rcl.
/(O) = I. mm reí. 
creciente (-oo.-2), [ü.+cxj), 
decreciente 1-2 OJ

/(O) = I.mín rcl ,/í2) = 5, 
máx rcl, creciente (-oo,-IJ. (0,2], 
decreciente l-l, 01.12.+ oo)

/(-7) = -4. máx rcl ,/(-4) = -5, mín rcl, 
/(O) = -3, máx reí ,/(2) = -7. mín rcl. 
creciente (-9.-7], (-4.0]. |2,+co). 
decreciente (- oo, -9). [-7. -4J. (0,2)

39. números críticos -3. 1.3, creciente (-oo.-3], (1, 3], decreciente (-3. IJ. [3.+oo), extremos máx rcl -3.3.mín reí I
41. númeroscriucos 0.2.creciente (-oo.0]. (2,+oo).decreciente [0.2).extremos máx reí O.mín reí 2
43. números críticos I,-2.0.2. creciente [-2.0), (I,+oo), decreciente (-oo,-2), (0, 1), extremos máx reí O.mín reí .r-2, 1

EJERCICIOS 3,5 (página 240}
1. punto de mflexión í-i, i^). cóncava hacia abajo para r < -i, cóncava hacia amba para x > -i 
3. puntos de inflexión (O" Oj. (4.-256), cóncava hacia amba para r < 0> r > 4. cóncava hacia abajo para 0 < x < 4 

5. punios de inflexión (-1. i).(l, i), cóncavahacia amba para r < -lyt > l.cóncavahaciaabajopara-1 < r < 1 
7. puntos de inflexión (-iff, Oj. (0, 0). (jff. 0). cóncava hacia amba para -iff < r < 0. y iff < r < iff. cóncava hacia 

abajopara -iff < t < --|ff y Ü < t < -^ff 

9. punto de inllexión (0.0). cóncava hacia abajo parax < 0, cóncava hacia amba para r > 0 
II. punto de inflexión (l.Oj.cóncavahaciaabajopara t < I. cóncava hacia amba parax > 1 
13. punto de inflexión (-2.0). cóncava hacia amba para t < -2. cóncava hacia abajo parax > -2 
15. punto de inflexión (0.0). cóncava hacia abajo para-ff < x < 0. cóncava hacia arriba para 0 < x < ff 
17. no tiene puntos de inflexión, 

cóncava hacia amba parax < 2, 
cóncava hacia abajo para T > 2
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27. (a)

21. (0.0).
cóncava hjcia .ibajo par.i t < 0. ó 
cóncava hacia umba para t >0 4

-1
-3 -2

25. (a)

ic.fu 11

I 2 3

le,/(O)

•41. (a) (A;r, 0) donde X es cuakjuicr enterd. )bl I
43. csc( + 2knt = I. donde k es cualtiuier entero, mín reí.. csc( iff + 2Aff) = -J. donde k es cualquier entero, máx. reí.
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51. 53 (j - 2, li -fi < = 0 (/ = 1 55. f licnu un min rd tn t = 4 2 y un tiux rd tn t = - 4 3

57. íCMonliiuii / > y nn ritucs irumLiilL s(jn ttiniinuo-, 5‘J. a lo-. 10 40 *-i

EJERCICIOS 3.Ó (página 245)
1. puntos de iiiílcxKin -I 2 

toiis.ix j hat-ia amlij (“I 2) 
uinsjva h.iua abajo t < -1 t > 2

-4

7. LrcLiLnie (-co.+coi nn oem; 
extremos
tuiie.ix i batía arriba r > 0. 
tontaxa batía ab ijo i < 0

3 no llene punios de inflexion, 
tontaxa h.rcia arriba t < 0. r > 0

!>. trecienie [-1 I|
deurecitmc r í -l.r a 1. 
extremos r = -1 niin rd 
1=1. max reí. 
umcavi hacia arriba r < 0. 
uintaxa batía abajo r > 0, 
no llene punioi de mllexion

5 pumos de inllexiun -1 2.
cóncaxa ha..ia arriba r < -1 i > 2. 
concaxa liatia ab ijo (-l.il (! 2)

\ i-

1 V
-4 -2 1 ' 2 4

-2'L

-4

11. trecicnie r < 2 
dctrecienle t S 2. 
extremos t = 2. max rd 
concaxa hacia arriba r < 0. 
toncaxa hjeia abajo t > 0. 
pumo de inflexion x = 0

13. trttitiilL 1 < -2. r & 0
detretitnlt [-2, 0|. extremos x = -2 

max íel. i - 0 mm rd 
tiint.ixa batía arriba x < -2 (-2.2) 

toiitaxa h iLi.i ab i|u x > 2. 
punto de mllexion i - 2

15. tretienle r £ -2. 
dccrteienie r £ 0, 
extremos x = 0. max rul . 
eóntaxa hacia arriba (-2. 0), (0. 2). 
tontas a hacia abajo x < -2. r < 2, 
punto de inllexion t = -2.x = 2

17. crcticnle |-1 01.x S 1. 
decrctienie x < -1. (0. 11 
extremos x = -l.min rd .
X = 0. max rd , X = 1 mm rd . 
toncaxa hatia .irnb.i x < -l. x > 1 
concaxa batía ab.ijo (-1.1). 
no nene pumos de mfle-xion

-2 1- 

r
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V). trcLionic t S -I. v S 2, dirtrecicniL- [-1 2| 
extremos > -l.max reí, r = 2. míii reí 
trtneava h iu.i arriba t > I), (.onea\a haua ahajo r < 0 
punto de mllcxion i = 0

21. creciente [-2.1), decreciente t £ -2. r S 3. 
extremos x = -2, mín reí .x = 3. máx reí, 
cóncava hacia amba t < -1.(0. I), 
cóncava hacia abajo (-I.Oj.x > 1. 
puntos de inflexión x = -l.r = 1

23. crcLieme |l 1|. decreciente x S l.t S 3 
exiremos r = l.mín rcl. r = 3. max rcl 
concasa hacia arriba (0.2), x > 3, 
concasa hacia abajo x < 0,(2 3). 
puntos de inflexion t = 0, x = 2

25. creciente x < x > 2, decreciente [-3,2). 
extremos x = -3. max rcl.x = 2. mfn reí, 
cóncava hacia amba x < -3. (-3.-1), t > I, 
cóncava hacia abajo (-1, I), punto de inflexion x = 1

EJERCICIOS 3.7 (página 258)
I. 4.1.0 2*!. 0 1111.0 0625.0 04(K). 0 (KKM. 0 (KKXKM. 4. 1.0 25.0 1111. ü 0625.0 0400, 0 (KKM. 0 000004. (a)-(c) 0 
3. 1.0. 1250 00156,0(XM6.0(X)20.0(X1I0. 10 10 ''.-1,-0 1150.-00156.-0 0046.-0 0020.-00010.-lü-^.-lO'^ (a)-(e)0

5. 0. -1 5, -2 4. -2 823, -2 9I‘J. -2 953. -2 970, -2 9997, -2 999997. 0, -! 5. -2 4, -2 823. -2 919. -2 953. -2 970. -2 9997, 
-2 999997. (a)-(e) -3

7. 3.2 273,2 I58,2()I5.2Ü015.2(XX)15,2ÍKX)Ü15. l 4. 1 769, 1 857, I 985. I 9985. 1 99985, 1 999985. (a)-(e| 2 
9. 0 75, 0 1944. 0 I HX). 00101, OOOIÍXII, 0 (XMII, 0 (HXKll. -0 25, -0 1389. -0 0900, -0 0099, -0 0010, -OOÜÜl, -0 00001. 

(a)-(c) 0

11. I 13. 15. ] 17.0 19. +CO 21. i 23. +00 25. -oo 27.1 29.-1 31. 0 33. -oo
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35. y « 2,x = 3 37. y = l.j = 0

47. X = i.y = .r + 1 49.x

55. (a) 1. (b) 0; (c) 1;
(d) -co; (e) 3: (f) +oo; 
íg) 1; (h) -2

3,y = j: + 3 51..t = -2.y = x ~ 6 S3.x O.y = X + 2

BJBRCICIOS 3.8 (página 266)

I. f{0) = l.mín.rcl.;(^. §). 

(1.2). punios (le inflexión.; 
decreciente: (-00,0]; 
crecienic: |0, + 00); cóncava hacia 
arriba: X < j.x > l; 
cóncava hacia abajo: ( j, 1)

3./(-l) = ^.mín. rel.;/(0) = l.máx. reí.;

/(2) = -|. mfn. reí.; punios de inflexión.: x = 
j¡(l ± ■^);dccrcc¡cnte:(-w.“l),[0.2): 

creciente: [-1.0], |2, + 00); cóncava hacia arriba: 
X < 5ÍJ - \l},x > 3(1 + V?): cóncava hacia 
abajo: \0 - V7)< x< j(l + 4l)

5. yiO) - 2, mín. reí.;
no tiene puntos de inflexión.; 
decreciente: (- co, Oj; 
creciente: (0. +00); 
cóncava hacia arriba en 
todos panes
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7. f{{\) » 0. mín rcl. muienc punios 
de inllexion, (Jccrcbicnlt; i-oo.n|; 
crecicnic [()• oo). cóncava hacia 
amba en lodas panes

13. /(|) = ^^.mJx.rd.;/(2) = 0. 

mín rcl. punios de inflexión. (-1, U),
X = j|j(8 ± 3 ,6j;crecienlc (-oo. i), 
[2.-f 00): decreciente 1^.2); 

cóncava hacia abajo, r < -1.
1^(8 - 3s'6>. í|¡<8 + 3V6)i;

cóncava hacia amba
(-1. iIjíS - 3%6)), t > ||jl8 + 3s6)

9. no tiene extremos rclaiivos. (ü. 0) 
punto de inllcxión, creciente:
(-00, +0O). cóncava hacia abajo. 
(-oo,0).cóncavahaciuamba (0, + ooj

puntos de inflexión, creciente'
[U, ¡¡n). I ^n. /r], cóncava hacia 
abajo- 0 < c < |;r. -í/r < X < ;r

11. nn tiene extremos relativos: (2.0) punto 
de inflexión, decrccicnlc; {-oo. +oo); 
cóncava hacia amba'X < 2: 
cóncava hacia abajo: X > 2

17. /(O) = 0.mix.rcl,/(2) = 4.
mín. reí. no tiene puntos de inflexión, 
crccienic' í-oo, 0), (2, + oo); 
decreciente. [0, 1) y (1. 2J, 
cóncava hacia abajo, r < 1, 
cóncava hacia amba. t > 1, x = 1 y 
y = X -«■ I son asíntotas

19. /(O) = -l.móx rcl.. no tiene puntos 
de inflexión: creciente. (- oo. -1) y 
(-1. ü|; decreciente. (U. I) y (I, 4- oo); 
cóncava haua amba. x < -I. i > I. 
cóncava hacia ubajo'-I < t < I.
) =.|,x!=-l.yx = I son asfnlota.s

/(-l) = -l.mín.rel./(l) = I. 
máx. rcl., (- -V 3. 3). (0,0),
( vX 3), pumos de inflexión; 

decreciente. (- oo, -I ], [ 1. + oo), 
creciente (-1. I]: cóncava hacia 
abajo' t < -\'3.0 < .r < %^3; 
cóncava hacia amba: - ^'3 < x < 0, 

X > V3:v = ü es una asíntota
V

3

-3 •

23. /f-l) = 0, máx. reí,
/{!) = -V4. mín. rcl., punto de 

inflexión; (2,0); decreciente (-1,1); 
creciente: (- oo, -1 ], j 1. + oo), 
cóncava hacia abajo: x > 2; 
cóncava hacia amba. X < -l,(-l,2); 
y = X es una asíntota
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25. - | n29 ■ \,u = ; -J2'l •
-UKT ♦ ^|.V4= i(.H7 - í). 

/(»,) = yu,) • 25.
lililí tcl: M 1) = nü^. reí. 

punlDMlc inllL-xion (v,.- <‘4, -
crcuenu* [t,.- 1 j. | r,. + ooj. (Jccrcciimic- 
(-00. t]¡. <- í. t^|. enneava hacia amha 

X < (v 1 > T4; cóncava hacia ahajo

<tl. »4*

* t

27. y<-5) - /(5) = 0. mín. reí;
yiO) s 25.111.ÍX reí; no nene punios 
(le mtlcuón, creciente |-5. 0),
|5, +CCJ. ticcrecienle. (-00. -5|.
|(J. 5|: cóncasa hacia arnha 
t < -5. X > 5; cóncava lucia 

ahajo -5 < r < 5

29. /r-1) = -3. mín. reí.; 
puntos de inflexión. (0. Oj.
(2. ó % 2): creciente l-l. + ooj; 

deca'cienie í-oo.-ll. 
cóncava haci.i jmba'X < 0.

.\ > 2. cóncava hacia abajo*
-1 < X < 2

31. /(-^/T) = -•.2,mín reí;

/(-^m = \2. máx reí;
(- 5^. ()>. ( ^;r. 0). punios de inflexión; 

creciente* |-jff. |ni. 
decreciente: |-n; - ^/rl. (n\. 
cóncava hacia ahajo. (- ^j;r. ^ ni, 

cóncava hacia amha* i-n. ~ iff).

( jff. ff)

A V

EJERCICIOS 3.9 (página 272)

1. altura. W>/V225ff = 6 73 pulg. radio \ l5/ff = l.fiKpulg 5.45mpor60m 7. 12 pulg por4 pulg por6 pulg. 9.90km/hr

II. 144 s 13. Ir - V + I = 0 15. 1 mes. 7 S'"! 17. 40 unidades 19. S I50Ü 21. | jO unidades; (|. i)

3'’ 3’’ - r 123. radio de la sciniurcunrerencia. pie. altura del recuinutilo. —=—pie 25. 5\5pie 27. '.2 29. 2V2 31. ^ff
4 + ff “4 + ff

EJERCICIOS 3.10 (página 286)
1.4 1179 3.-1167.3 5. 2.W9 7. 0 507 9. -I 128 11.17.3205 13.1.81712 15. 0.7391 17. 0.8767

19. tu) I + 2(r - 1); (c)/* O.KI. 0.9801. 1. 1.0201. 1 21: aproximación 0.8.0.98.1.02.1.2 
21. (u) 2 + (T - l); (c) / 1.897. 1.98997. 2. 2 ÍKW98. 2.0976; aproximación 1.9. 1.99, 2. 2 01.2 I
23. (u| 0.540.10 - 0.84147(1 - I); (c) /. 0 6216. 0..54869, 054030. 0.53186. 0.4536; aproximación: 0.6244. 0.54871.0.54030. 

0.5.3189.0.4562

25. </v = 2.A = 2.25 27. dv = ^ = .083. Ay » .080 29. (a) 0.0309; (b) 0.03. (c) 00009

31. (u) « 0.0238; <b) ¿ = 0 025. (c)-j^ « -ÍHKI12 33. (a) -0.875, (b) -I..5; (c) 0.625

35. .3(3r- - 2x + lí’ífu - 2),/i 37. x(5x + 6)(2r + 3r'/'í/r 39. ~ + 2cosx)dt
(2 - sen .r)*

41. 2lanxscc-.t(2lan-.r + l)<ír 43. (al 6.75 cm'. (1)10.3 cm* 45. ^ffm’ 47. 0.4ffcm* 49. 0.9ffcm'

*1. 45! 53. lOpie' 57. 20288.4.9132 59. .3.14159
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EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 3 (página 289)

l. mín. abs /(-5) = 0 3. mín. abs.:/(3) = 0; 5. no tiene Miremos absolutos
máx. abs.: /(O) = 9

7. mín abs.:/(-g;r) = -2; 
máx. abs.:/( = 2

9. mín. abs.;/{-2) = -1: 
máx. abs../(2) = 8

11. (a) mín. abs.;/(./6) = 0; 
máx. abs.: /(3) = 9;
(b) mín. abs.;/{>/6) = 0; 
máx. abs.:/(-4) = 100 

13. mfn.abs.:/(-I) - -0.301 

máx. abs.:/( jrr) - 

15. i(l - VÍ3)

17. 19. 1.269. 1.872

23. /■(l) no existe

25y37. /(-2) = 0. máx. rcl.;/(0) = -4. min. reí: (-1, -2). punto de inílexión; creciente; í-oo. -2) y (0, +oo); decrecien­
te: [-2,0]; cóncava hacia abajo .1 < -l:cóncava hacia ombax > -1

27 y 39. no tiene Miremos relativos; punto de inflMión; (3. 1); creciente; (-oo. +oo); cóncava hacia abajo: x < 3; cóncava hacia 
omba: x > 3

29 y 41. no nene Miremos relativos; punto de inflexión: (0, 0); decreciente: ^;r); cóncava hacia abajo: (0. |;r); cóncava
hacia amba; (- ^;r. 0)

31 y 43. /(-l) = O.min. rel.;/(0) s 9. máx.rel.;/(3) = 0. mín. reí.; puntos de inflexión en: x = ± |^/5; decreciente: (-oo.-11 y 
10.3J; creciente: (-1.01 y (3.+oo); cóncava haciaarriba:x<-|>/5yx> |V5;cóncavahacia abajo:-|->/5<x< |i/5

33. /(fj = máx. reí.;

/(4) = O.min. rcl.; puntos de inflexión:
X = -2.x = i(8 ± 3V6);
creciente: (-00, |l. (4,+oo); 
decreciente: (|,41; 
cóncava hacia arriba:
-2 < X < ^(8 - 3V6).
X > {(8 + 3^6): 

cóncava hacia abajo: x < -2,

|(8 - 3/6) < X < i{8 + 3/6)

/(l) = 0. mín. rcl.; a y t
no tiene puntos de inflexión.; 7 L
dccrcciente:(-oo, 11; l6
creciente: [1.+ 0O); \5
cóncava hacia arriba: para U /
toda X V ; /

v.y,,
-i -i -t ti 5 ■

-1

(b) (c)45. (a)
(c./(c» (e.f(c))

(d)
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49. crccicnic: (-00.-2); 
dccrccicnlc (-2.+oo); 
mix rcl -t = -2: 
cóncava hacia amha: (-1.0); 
cóncava hacia ahajo- x < -1. ar > 0; 
puntos (Je inflexión: x =.-J,0

creciente; (-oo, 2|; (Jecrecientc: (2, +oo); 
mix. rcl.:x = 2. cóncava hacia arriba:
X < O.x > 2; cóncava hacia abajo: (0.2); 
punto (le inflexión'X = 0

51.

53. creciente: (-00,-3).[I,3..^1:(lccrcacnlc [-3. J |,(3.5. + oo): 55. creciente: I-l. +oo);decreciente (-oo,-lj. (l. 2.5);
mix rel.x = -3,x = 3.5; mfn. rcl:x - I; mix.rcl.x - l;mín.rcl:x = -i.x - 2.5;
cóncava hacia arriba; (-1. 2.5); cóncava hacia abajo: cóncava hacia arriba; x < I, x > 1; no tiene puntos de
X < -1.x > 2.5; puntos de inflexión.: X = -I.x = 2.5 inflexión.

57. 3 59.-00 61. 0 63. x = 2. r = -2.y = 5

. y

3 ■

--------—
--------------------I

-3-2-1 \~2 3
-t . 

-2 -

65. X = 3.V = X + 3
67. r, = i(9 - V56l)..t2 = ,^(9 + S6\).

Xi = -i(s'i.37 + 5)..T4 = ¿(Vf37- 5); 

creciente: |-3.Xil. (.rj. + oo); mfn relulivu.'
/(-3) = 0,/(rj) “ -75 1; mix. rel.;/(r|) « 48.1; 
cóncava hacia amha; r < .r^, c > X4; 
cóncava hacia abajo: (íí,.r4); puntos de inflexión.: 
X = x,.x = »4

69. creciente: l-2sf2, 2^2); decreciente- (-00.-2s'^2], 

12v2.-foo);
min. rcl.:/(-2s^) = -4>/2; 

máx.rel.:/(2v'2) = A^f2

cóncava hacia arriba x < 0; cóncava hacia abajo: x > 0 
punto de inflexión ; (0,0)

X
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71. I- ¡f 73. (I = 2,h = -6 f 3 79. 9(H) 81 12 km del puniü sobre Id orilla mas proximo a/\
«3 S2(HH) HS. SlhOO 87. 1^(H) 89. 2‘i radios, S525 91. i^m 93. -^/rpulg'

95. dr.iiliocs 'r tm \ l.i nllura ci 3/i cm 99. el alambre debe torldrsc ü la miiad 101. 1000.Sil 103.-0 482 
105. 449U 107. I.) (19998.0 999998. 1,0 999998.0 9998. aproximación 1. 1. 1. 1. I 109. (a)-0 16. (l>)-0 M
111 2;:puli:‘ 113. I'. 117. (u) (O

21-

EJERCtaOS 4,1 (página 307)
I. + C 3. -z;K + C S. 4- C 7. + C 9. + C 11. - ^\^ + C

13. ít' + - 2í' - 2x2 + 5i + C 15. + C n. - ^ - 1 + 5x + C

19. + »^V2 _ s^i/: + c 21. ^x-*^ + + C 23. -3 eos r - 2 sen r + C 25. see r + C

27. - 4 ese X * 2 lan T r 29 -2 col 0 - 3 (an 0 + 0 + C 
31. .a) i 1 33. (ul

-I I : 3 4

(b)

37. X = X- - 3r + 2 39. 3x = -2r’ + 3r’ + It + 6 41. 12x = -f* + (ix- - 20r + 27
43. Cid = x' + 4i- + 4r + 6 45. (u) Cfr) = 3x‘ + 8. (b) S800 47. (a) lUx) = 15t - It’. (b) /» = 15 - 2t
49. Il7/rm' 53. (x) no existe en r = 0

EJERCICIOS 4.2 (página 318)

1. -¡il - 4x)V; ^ r 3. ^ c S. ^Ix’ - d‘' + C 7. + c

9. ^(x - 2)"/‘ + C 11. f(x + 2)''* - ^(x + 2)’'2 + c 13. -^(1 - rf^ + i{l - rf'’ + C 

15. -](3 - lx}'>- + Ao - itjVi _ ^,3 _ 2^,7/’ ^ c
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17. ^NLti4í> ♦ ( I*). 21. Junlr + C 23. - i ese + C 25. ¿(2 + sen t/‘ -► C

27. -2jl . I ‘ r 2'>. - ;il * U.-I.J-’/’ * r 31. -‘tos’/ + C 33. |lan2r - | cot 2\ + C

35. ■; . 3»- + 1 * C 37. 3(3 - - lKí3 - * C 3V. 1/'’ + 2)’ + C

•11. ,• * 4 1- - ‘ + r 4.3. K.s(uH t> + C 45. C(t) = ^ 5x + 4 * ^ 47. /. = iLíJr

49. kuulomhs 51. S32.5 53. 3 | j.mi' 55. (u) 2i' + 4v’ + 3i* + r + C, (b) ¿ílr + Ij'* + C.(c)C = ¿ C

57. <u> - - h ■>■ Z\'‘' * C. lio jl .t - I)' C. IclC = -= -t- C

59. iu> 'cn* \ * Cf, (III -to\- i + C;. (cj - -i eos le ■<■ Ci. (d) C; = C, + 1. Ci = C| -t- 4

BJERCiaOS 4.3 (página 326)
X - Zx- - 5x + C 3. s = »' + I- - 7i .*■ c S. X = —- 7. 2 .T+ ir = 3»- + C

3i* -f C
9. tan » - tan \ \ = C 11. s = ^ x'’ -i- i r* + Cjt + CN 13. t = - ^ (sen 3/ •(■ eos 3o C|/ C;

15. \ = • t * - t* - 4r 6 17. 4sen3t * 6cO'.2\ +7 = 0 19. h = 3i'‘ -f- 4» ’ - 2t * -(- 2i

21. i = i(2/ 4i’'- - ? 23. » = 2 + 5/ - I = 2/ TÍ* - \l'

2S. X ~ \i' * I- - -i. \ = '2'^ * {/ ' - 4/ + I 27. \ = -2 2 sen(2f - 3;:), s = 2 tos(2r - i/rj

29. 160(h = t- + 12W 31. -t- 4i = »- -t- 12
.33. A los i s su posición es 5 tm a la dercLlia del ungen, donde I = (-3».os3ff/ ■¥ 3>/ff

(al í = (-^ - 3 .5 l/ff - 0 1824.(1» 5 = 3//r « 0 9549. (c)-(d) x = - 3 .5 i/n- = 0 6598

35. (.1) 0 625 s. d» 6 25 pie. (c) 1 25 s. (e) 20 0 pie/s 37. (a) 5 89 s. (b| IRHpie/s 39. lu) 3 39 s, (I» 98 5 pie/s.

41. (ai 3 54 s, II» ll3pic/s 43. (u) s = -4 9f- a- 150/ a- 2. Il» 523 6 m. (el 3 79s. 26 8 s

45. -^rad/s 006rad/s 47. 1 62 m/s' 49. (al 3 47 s. Ib»48 2 m 51. 20in/s = 72km/h 53. i* a- 2i* = C

EJERCICIOS 4.4 (página 337)
1. 51 3. 147 5. 2025 7. 9. 11. ^ 13. 104(XI 15. 2" - 1

19. »■= - 7»i' - 3/i' - 21. " unidades cuadradas 23. 7 unidades cuadrad.is 25. 9 unidades cuadrados

27. unid.iJesLU.idr.idas 29. ^unidadescuadradas 31. ¿//(/13 - 6» unidades cuadradas 33. 9 unidades cuadradas

35. 15 unidades cuadradas 37. 1 0349 unidades cuadradas 39. 1 8530 unidades cuadradas 41. 1 5912 unidades cuadradas

EJERCICIOS 4.5 (página 350)
I. ' 3.114 5. :^{IOa- .2 a- 3-3) 7. (a) 0 2672. (Ii) 0 3 9. (uj 2 672.5. (b) 2 6339 11.2

—4
1.3. ir 15. 6 17. 12 19. 10 21. j 23. 28 25. ^ 27. 0 29, (a) 12. Ihl 49; (c)-5

.31. 15 33.0 35.-21 .37.-^ 39. 4 4!. ^;r 49. J x'dx 51. J ~dx

EJERCICIOS 4.6 (página 359)
I. ca 3." 5.(0.01251 7.12.2.31 ( ir* TI'-U- |0. I 5) 13. |0. 15.12,2.5]

17. [-2. -'l 19. [ ^ff.O] 21.11.5 2.3.155 25.258 27.0 29.266 31.066

41. -7. ouineeiit « 43. ^ -- sen 0 69 45. » = 32/. 32 47. ít

EJERCICIOS 4.7 (página 370)z
I. 12 3. .36 5. 5 7. i), 9. 11. -8 13. I 15. ¿(27 - 2s2) 17. 2-13 19. ^

21. 23. ; 2 25. 27. ^ 29. 31. 0 33. J 35. sT-i-"r^ 37.

39. y^-2 -*>- +1 *13. 1 45. 6. ocurre en r = s3 47. 27 49. ^ 2 - ¿ (sen =■ 1 2873 59.
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EJBRCICtOS 4,8 (página 379)
i. T 5. ^ unidjdes cuadnida'i 7. ^unidades tuadradas

I unidad Luadrada II. I unidad cuadrada 13. •y unidades cuadradas 15. y unidades cuadradas 
17. unidades cuadradas 19. y unidades cuadradas 21. ^unidades cuadradas 23. | V2 unidades cuadradas 

25. p iiniiLidescuadrad.is 27^ [-¿unidades cuadradas 29. y unidades cuadradas 31. ^unidades cuadrados 

33. ^ unidades cuadradas 35. (v2 - IJ unidades cuadradas 37. ¿unidades cuadradas

.39. (al ±v2 “ 1 4142. (c) 2 unidades cuadradas « 5 2797 unidades cuadradas

41. (a) ±1 4045, (O 2 2032 unid.ides cu.idradas 43. (u) 1 3146, fe) 3 7545 unidades cuadradas 
45. (u) 1 1274 (c) 2 S079 unidades cuadradas 47. 12 unidades cuadradas 49. ^ unidades cuadradas 

51. f)4 unidades cuadradas 53. ( 4/r - 1) unidades cuadradas 55. (I - ¿;r) unidades cuadradas

57. y/»*un“í‘“lc‘s cuadradas 59. 32 61. m = 63. El dominio de/W/i) es |0. rj

BJERCICtOS 4,9 (página 389)
I. ^;rr^ unidades cubicas 3.

9. unidades cubicas 11.
17. ¿ffr’unidades cubicas 19. 

25. (4ff - unidades cubicas 
33. ^rrumdades cubicas 35.

41. 15 15 unidades cubicas 43

49. 20 28 unidades cubicas 51

59. 396 y unidades cubicas 61

laZ
34Sli

7. ^rrunidades cubicas

;runidades cubicas

ffunid.ides cubicas 5. 64ff unidades cubicas 
n unidades cubicas 13. ¿y rrunicbdes cubicas 15.^;

-^rr/i(<i* ah * 6') unidades cubicas 21. rrunidadescubicas 23. ¿;r‘unidades cúbicas 

27. ( .3ff - ¿ff^junidadescubicas 29, ^^rrunidadcscúbicas 31. ynumdadcscubicas 

y/runidadcs cúbicas 37. í*;r^ - 2 %^;r) unidades cúbicas 39. 2 

. 39 69 unidades cubicas 45. 2 822 unidades cúbicas 47. 6 923 unidades cúbicas 
32 % 2 unidades cubicas 53. %^cni^ 55. ^cm’ 57. ¿r'unidades cubicas 

¿r'cin’ 63. IROffcm'

BJBRCICIOS 4,10 (página 396)
l'll. Vea las respuesiasdc loscjcrcicius 5*15 de la sección 4 9 13. unidades cúbicas 15. -¿^;runidades cubicas

17. ¿/runidades cubicas 19. unidades cubicas 21. I6ff unidades cúbicas 23. ^;runidades cúbicas

25. unidades cubic.is 27. |;r unidades cubicas 29. ;r unidades cubicas 31. ^ffunidades cubicas

33. yffunidadescubicas 35. y¿;r unidades cubicas 37. -i(2 -f ^ 2);r unidades cubicas 

39. /rumdades cubicas 41. 20 37 unidades cúbicas 43. 62 67 unidades cubicas 45. 2 038 unidades cubicas 
47. 7 707 unidades cubicas 49. 6 763 unidades cubicas 51. ^n'unidades cubicas S3. 2744

BJBRCICIOS DB REPASO PARA EL CAPÍTULO 4 (página 398)
1. ^x* - ¿r’ -r 3r -r C 3. - 1)’/* + C 5. s 2s + 3(5 - 3) + C 7. ¿tan 30 - 6 + C

9. 5sent - 3seci + C 11. y 13. ¿i 15. ¿ 17. \ 19. 21. 4 - ¿;r 23. v’ = —- + I

25. s = i|2t - I)'/* + C,x * C, 27. > = IQr - 2r- - 9 29. (a) i?(t) = it' - 5t‘ + llr.fb)/) = i t* - 5r + 12 

31. fu) V = ;íl+ I)'^- -i- ¿í- + y. (b) 64cm’ 33. 146cm^ 35. S5

37. \ = 3 sen 2r -I- 3,1 = -i eos 2/ -r 3/ + -¿(5 - 3n)

3 sen ^ jzi39, A los I s su posición es ? cm a 11 dereclia del origen, donde r = ——

(a) j - 04541. Ib)>(c) J = -04541. (d) r = — = Ü4775
3jt

41, (a) 25 .3s - 43s. (h) 800s3 pie/s «» Í400pie/s 43. (a) ^s. (b) lOOpie, (c) 4 s, (d)-80 pic/s

45. (a) l5(K)m/s.(b)45(KK)m 47, (II + sl87)s = 25 s. 88(14 + VT87)pic « 2400pie.(88 + SVÍSTlpic/s = 200pic/s
49. 1'2 - 3 53. 10, n\ 55. ^ 57. -(3t’ - 4)’'- 59. i 61. 0 63. ^ 67. f unidades cuadradas

69. ~ unidades cu.idrad.is 71. 36 unidades cuadradas 73. 21 88 unidades cuadradas 75. 0 9678 unidades cuadradas
77. ^ unidades cuadradas 79. 2 slZ unidades cuadradas 81. (- 1) unidades cuadradas 83. ¿«unidades cubicas

85. « unidades cubicas 87. «unidades cubicas 89. 250«unidades cubicas 91. 1024 unidades cúbicas
93. 3«unidades cúbicas 95. y«umdades cubicas 97. 558«cm^ 99-101. 44 96 unidades cúbicas

103. I 535 unidades cubicas 105, 25 17 unidadescuhicas 107. 90pic^ 109. íy«unidadcscúbicas
111. i«* unidades cubicas 113. 12,c = ^3 119. ¿« +
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EJERCICIOS 5.7 (página 416)
I (lO uiu).iiini' (h) no c*. uní) ü uní) (c) uno .i uno 3. (ii) uno j uno. (b> uno a uno. íc) no es uno j uno 
5. Iiif uno a uno (l>) uno a uno (cMmo a uno
7. f.il / '<u '(I + 7),doirmiio (-oo.+oo). conlraiinininio (-co,+cc>, (b) no nene instr^a
V. la) / '(») 4 - ’ t. dominio (-oo. n»), Loníradoniimo (-co, +oo) (b| h '(t) = í¡jr + dominio 10. +oo)

uiiiiradominm +co) II. (j( / '(rj - t' - 1,dominio (-co +co), toniradominio (-co.+co>. (I>) no tiene inscrsa 

13. (al / '(i) = Yj ‘̂■'nunio (-co tco).(.onlradominio (-co.+coj

(III ! '(«) + 3 .dominio (t|j/ 1 ].coniradorninio (\|) *-i)

15 (a) e 'l'l = » - ‘^.dominio [5 +-co) conUndominio fO. + co) (b) = |( ’, r - I| dominio [0. S] tomnidominio [-| y)

17. F '(U - .9 - C-.dominio (0.3|.Lonlradoininio |0.3] 25. (a) ¿,(b) ^ 27. (a) (b) ^ 29. (a) -2 (b)
31. (a|--L (h)-i 33. tUYJAlfy 35. ^/^(| + ./21) = Ü0SIS2 37. 1334 39. \ 41.r'W = + 3)

43. f '(TI = r - 2 45./ '(.) = 47./ '(i) = ^(» - 32) 49. u«i) = r 1 - SI. (b) 6 (c) ¿
3 " i r \ ' m)

55. -I 59.(b)/|(t) = t- + 4. V 2 ()./4t) = r* + 4. i < 0. íc)/, '(r) = ~ r - 4 t > 4./r'(r) =-../r“-“4. r 2: 4

61. / '(t)

(éí

SI r < I 

SI 1 r: t £ 81

SI 8! < t

63. (/ ')(()! ^ 65. (/-')(())= ^

EJERCICIOS 5.2 (página 428)

19. 2sec2r 21.
2 tan i

9.
4 + 5r 8 + lOt 3í + I

see- c 23. --

11. 6 in(3f + 1)
3í +

13. -- 2r

31. - n + \ 33. r + t 35.

2(2u - 5)(3u + I) 
4c^ - rv - 2^ 

(m - + c

25.

12 - 3v- 
In t - 1 1 - 2t - t-
(In Il­

ls. 5 Lol 5v 17. - 

29.
3(r 4- l)(r- + 1)

sendn r)

2(1 + -.''r + i)

55. (a) SSportadaSl de cambio en el presupuesto, (b) S688

EJERCICIOS 5.3 (página 435)

3t- 3 sen 3t 4-1-!• — 3. -22HL22 5. .iscc4i 7. ——■— 9. 2i(t l)^’(r - l)-(6t* - 2t - 1)
r + I eos 3c t( i- + 4)

11. I^l^:-Üil±ÜÍ(2i' - 3()r - (K . 16, 13. ^
15. -|ln|3 - 2r| + C

(r-4)" “ ■ 5(t’ + l,''^'
17. ^InjSt’ - I I + C 19. ln|ln \ I + C 21. ^ln(l - cos5x) + C 23. In(l + sen It) + 4ln|coslr| -f C

25. t- + 41n|i- - 4| + C 27. -^ln’(3i) + C 29. ln| ln-(r| + In t | + C 31. ln| sec(ln t) | + C 33. 4ln2

35. ilnj 37. 4 + li,2 39. |ln3 41. i|n(4 + 2^3, 43. 47. iln5 - 040236
' ’ In 4

49. 2(XK, ln21b/piL- = 13861b/pie- 51. In 4 unidades cuadradas = I 38629 unidades cuadradas 53.rr(ll + 81n2)uni-
dades cúbicas = 5| 97821 unidades cubicas
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EJERCICIOS 5.4 (página 446)
l. ui) 2()(^5. (I» 2.%$ 3. (u) 15,15; (b) Sfilb 5. 5/' 7. -ru.- ’*’ •). -f""'‘scnr 11. r-'ctK<>' + r'sen«-'

«• • ‘ see’ «’ ‘ í‘ ■*
le' + f2 . »

23. ^ 2\c-' 25.-ie’--‘ + C
2.-' + 3n

.33. <- 35. 2 37. i 39. jlc-' - 1)

45. V = - 4r + i + -1 In 2 47. If' +

17. 2j i*). 2«^'scc f*'lanf*' + 2c’‘ scc.t lan x 21. -c' ‘

27. e‘ - c ' + C 29. ------- !—r— + C 31. <r* - 3 ln(c' + 3) + C
6(1 - 2c-’')

41. íu) I: (b) 0; íc) r. (d) no. pero liin t* = 0 43. íc^ - I) unidades cuadradas
^ípic = 2f)586pic 49. (-9.17 Ib/pie’) por s

51. (MIGO 53. SIO<XX):S33834 ciemos *> S3383382 55.Ib) 27181459. 2.7184177;27182818
61. Consulte la tlgura adjunta (a)ylb) /(l) = e'* es un máx. fcl.. (c)(-oo. 1); (d) ] I.-«■ oo). (c)|j:|.t > 2}; (f)(t|.t < 2); 

<í>l 1.a pendiente de la recta tangente u/en .1 = 2es-e‘*

EJERCICIOS 5.5 (página 454}
1. 5ln3-3*‘ 3. 4’''-ln4 • 6/ 5. 4'"^ - 21n4 • coslr 7. 2-''3^'75 In 2 + 8t1n 3) 9. -iylog,,,- 11.

13. 3'" see 3'" tan 3'’• 2/In 3 15. ,r • ‘1 + '

19. isen.t)^^'''(1 + In(scnx) • sct“.t] 21. ^

6'

2

+ C

17. r^^'-'lcos: - cln.-.sen:) 

<»V . ^ 10''
23. + C 25. + C

27. - C
2v. üíkJi:. c

2 1n 3 I + In u 3 In 10

31. (a) 0.62133. Ib) 1.7712 33. (a) 3.3219; |b) 043429
In 6 In 2

45. (a) 61 ventas por día. (h) 2 26 semas por día 49. la) y = 200 • 2'^'", Ib) S12 ROO. (c) $877 por año 
SI. (u)

«[
6

4

2

-H -6 -4 -2 / 2 4 6 H
-2

-4

-ti

-8

iog.,j;_
2r^log„ .r

35. 2.999

53. ( - 11 unidades cuadradas
1 In 5 i

55. - l) unidades cúbicas
' In 5 /

57. 0.73306 unidades cuadradas

(b) /(I) = 1 es un mínimorelaliso;
(c) ll.+co);ld)(0. 1|.
le) La gráfica cs cóncava hacia 

amba en todo su dominio;
10. +00).

lf) no tiene puntos de inflexión
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f)7. iluiiiimii (0. 11 IJ (I. &3(, t'MrciTKi cti /(O) = 0. iiu .itotada en t = I. deLiccicnlc en iodos tos imersalns dd dominio; 
punió lio inlloMon cni< 1 lo cóncava lucia arriha cii [Ü. c ‘| y íl. +«‘>, cóncava hacia abajo en |t’'^ 1)

EJERCICIOS 5.6 (página 467}
1. laii 40(10(111(1 ‘5)"^’. (t)|W(H«).(c)2()2T 3. Iii) i 40(0 175)'"'’'. (b) 5 625 amperes 5.506 7.106
*). 1214‘i(. Il.20|5.imis I3(alS5256 355.(l»S.5256 357.(c)5 127':í !5.l58años 17.430g 

l'>. lldki: 21.h.uc6 600.iños 23.7(1 25. (a) I min 42 s, (lij 42 I'
27. (al V = 60 60(0 75)''-'', (c) 15, (iJ) 55 26.014114 31.084270 33. In'in-

( V

EJERCICIOS 5.7 (página 482)
\. (a) II» -^,T. (ct {/T. (el) l/r 3. (al (hl -[;r, (c) ¿;r. (d) ^/T

I _ . I _ , . I _ , I _ . . . . ’ „ I _ . . . r

+ il

1» » ' r> ' ' »i
5. (a) y7. (bi - \rz. (c) \n. (d) - U- (c|0 7. (a) ^ . 2 . (I» { . 2 (c) 2 .'ll. (dj j , 2 . (e) 3

6. tal • 2 (b) .2. (el -2-.2, (di .2. (el -1 II. (a) -f V5:(l)| \-.5. íc) (d) ■ 5; (e) -\-.5

13. (al 7,". (1)1 ,-/T. (el '-n. (di 15. (a) |;r, (bi (c| (d) =k

17. (al 1-7. (b| - ',;r, (t) ,'^7, (d) - ’,;r 16. (u| (b) (el j;r. (d)

'• • • ' 23. (al { ..l.(b| 1-.321. (al 

25.

1, (h|
27.

-.T*-

26.

-1

-ir*-

31. (a) (bl

-7S

I
-‘•r

i-

doininio | 1, 11 

conifailriiiiinio |-l, 11 

2

dominio (-00. +00);

tonlradominifi [-—. — 1 
2 2

. (bl
4 + V

33. (a)------i . (bl ----- - 35. (.1)--------- !------ , (bl 0 37. (ul
.4-1^ l + 4v- j Í.T|-.'l-.r2

36. (a) - (bl 2 \ 4 - i- 41. (a) lan ' v; (b) —__—
Icos v| •.4c"' - I

43. (a) / = ^ ^.paracualquicrcntero/i ^ 0 o r = 4^''^='''’ “ g ParacualquierenicroA- a 1,

ü- ÍT' 1:
45. rect.i (.ingenie v = - ^ + rect.i normal, v = -•.3r -f + £

16 1 2 3
47. .lOpie llbpie 46. i|f^,rad/s (|(l7Hrad/s SI. ^;rkin/min 53. 8pie/s 55. —____

ATV-t" ~ 64
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EJERCICIOS 5.8 (página 488)
I. jscn'2t + C 3.^lan'|í + C 5. wc ' + C 7. ¿ sen ' + C 9.Xtan-'^ + C

II. lian ' Vi + r U.-L ian-‘+ C 15. sen"'+ C 17. jff+^In2 
V7 V? 4 4 2

19. \x 21. lan'e-A;r 23. 25.-Vs - sen*'f + 3 - 0 0342044

27. + |ín3 + js^2(Uin*'v^ - /t) •• 103273 29. ;r unidades cuadnidas 31. |;r unidades cuadrados

EJERCICIOS 5.9 (página 501)
1. <a) 0.(b) 1. (c) ^(e - e - I 175, Id) i(c-' - e) - -1 175

> -2
3. <B) ^ ‘ - O9M0. (b) ^ - -0 9640 (c) (d) |

e- ■¥ e ^ e'- + c‘
5. (a) , ^ , - 02658, Ib) ' ' , - 0 2658. (c) " , * ^ - -1 313. (d) ^ 

e* + e"^ e - + e^ e*' - e
13. (a) 2xcoshi^ (b) -8sech^4ii Ianh4u 15. (a) -^-csch^-. 2 csch 2r, i > 0

X senh X cosh x

17. (a) 2 scch 2x; (b) (coshj;)^ (Inlcosh r) + xtanht] 19. ^senh^i + C 21. --jcolhx^ + C

23. ^InWhlx) + C 27. i = 08 29. 2(cosh2 - cosh 1) = 4 438 31. ¿(tanh'^3 - lanh®2) - 0 02800

33. (a) 0. Ib) \ ln^ 35. (a) ln(} + ^v3). Ib) |lnj = -iln3 41. (a) •. (b)

43. (a)
Vtan* X - I

49. senh*' i + C 
' 2

-. tan X > 1. lb)-csCi

X + + 4 + C

45. la) É£Í££í!lld2Í.(b) 
1 - :■*

51. jcosh*' X.* + C

e'
•Jíbx^ > - i'*

47. senh*' x

•Ul > I

5 ln(x^

eos

+ fx* - l) + C

53. iln 2 -I- e'
2 - í'

06044
4ianh*'(Ae') + C. si «4 < 2 ,j ,3
* ^ 55. cosh ‘ I - cosh * 4
^colh*'(^e') + C. SI e' > 2

57. lanh*'^ - tanh*'(-{) - 1 099 59. j(cosh*‘| - cosh*'j) = 0 2319 63. 105 unidades cuadradas

isenhO 69. 4000(31 - 20scnh 1) 29 98365. (a) V = senh f + coshr). ct = e*'^^(2coshf + jsenho

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 5 (página 504}
1. /“'(x) = Ifx + 4, dominio (-oo, + oo). coniradominio (-00,+oo) 3. no tiene inversa

5. /“'(x) = ~—.dominio (x|x ^ 3}.contradominio (>|y * 0) 7./*'(x) = x^ - 1 9. ¿ ^

13. (a) -3tan3x,eos3x > 0. (b) 15. (a) 4e'*'eose"*', (b) 2“”' ln2*sec*f 17. (a) —l__-,(b) —---------
i* + I 1 + e“* 1 + x^

19. (a) 6scnh*(2iv)cosh(2n). Ib) scnh(2H^)6»v* 21. (a) -sech(lanx) tanh(lanx) scc^xt (b) sech*(secx) tanxsccx

23. --------- í---------  25. (scn0^'(21n(sen0 + 2/coW) 27. —=4==^ 29.-2sech(2x)
(I - x-)ln 10 2-lx^x - 1

31. t‘(x- + l)(x - D’dlx’ - 7x* + 7x - 3) 33. (a) 4 7288. (b) 8 8250 35. |ln(l + e^^) + C

K**'' ^ ^ ^ ^ “**■ ^ 5>an-'í-^ + C 45. i ^Í2scn-'2V'2e-* + C

47. H - -f C 49.^{e’*-l) 51.|ln2 S3.1+5In| 55. 4^r + V5 - 2

57. :i(e + e*') - 1 59. ~ 61. (a) In{2 + V3): (b) ¿In4 63. > = (2In2 + I)x - 41n2
- c* + re*^ + 1 2 3

65. i = e' - e ' + 1, j = e' + e*' + 1 67. |;r( 1 - e 69. ^(xj = dominio (-00.+00)

73. (a) V = 65(05)'^^, (b) 81 años a partir de ahora 75. Ia)> = 50 - 50(06)'^^. (c) 32. (d) 3 horas. 50 minutos 

77. 866años 79.187500 81. 8212años 83. 863min 85. 737’’
87. (a) / = ^ + -4—cos*‘^.paracualquicremeron a 0 o r = --------í—eos*'—.paracualquiercntcro* a I.

60 120ff 20 60 120ff 20
(b) (c) 00035. (d) (e) 00048

89. 9 sen*'( | V2) unidades cuadradas 91. (a) 120 rad/h. (b) 60 rad/h 93. 0 007 rad/s 95. ^/r h. el recorrido lo hace ca­
minando 103. (sgnr)ll - e*^'^)
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EJERCICIOS ó. 7 (página 514)
I. 10 3. 07 5. '* 7. ’’ >). '-(97'^* - 125) II. 12 13. ^ 15. |

, , , y, ’ í' 3 K
17. ~-*‘C ^ ‘>1, ^ii, _ „ 19. 2/3 - i 21. In( .2 +1) 23. 2 25. 4 M7 27. 3.820

8(<j^ - /»•) ^ ^
29. ! n«9 31. HHL5 33.2422 35. 400 senh í pie - 328.9 pie

EJERCICIOS 6.2 (página 52 7)
1. 2501b 3. 4000dina.s 5. ^ni/s* 7. 5 slugs 9. 4 11. 6 13. 54 kg; y m del cxlrcmo dado

15. 171 slugs, 5 92 pulg del exiremo dado 17. 42g. y cm del extremo izquierdo 19. "^kg. ~m del extremo más ale­

jado del punto externo 2). lóslugs. pie del extremo dado 23. - m del extremo más alejado del punto externo 
25. 8 In 2 g:| j ~ ij cm del extremo dado 27. I2kg/m

EJERCICIOS 6.3 (página 529)
1. (2, 3.^ 5. (^.1) 7.(0.?) 9. (0. i^) II. (ií. y> 13. (i.-|) 15. (2,0) 17.(0.-0.4762)

19.(0,-0.1020) 21.(0.5126.1970) 23. (0.4910.-1.083) 25.(1048,07793) 27.(1504.2.375)
29. (04183, 05792) 31. (0 53(K). I 590) 33. ?/j 35. El centroide está sobre el radio que biseca la región, a una

distancia de ^ \cces la longitud del radio a partir del diámetro 37. (i;r + |)r^

EJERCICIOS 6.4 (página 534)
1. íypie-lb 3. i^joulcs 5. i(3 -i- %'393j 7. I80pulg-lb 9. Sjoules 11. 1350ergios 13. 4095(X)pic-lb 

15. 50 185pie-lb 17. l(X)(H)0pie-lb 19. 5.500pie-lb 21. 2.9 X 10^joules 23. 3.20 X I0*joulcs 25. 163.4s 

27. 2-v'3pie 29. 31 2ff(c‘‘- e'“) pie-lh « I32pic-lb 31. 3 000 In ^ pulg-lb = 12l6pulg-lb

EJERCICIOS 6.5 (página 54 7)
1. 199681b 3. .3993.61b 5. i40.4lb 7. 942 000 N 9. 4 09 X10'’N 11.2.54 15.8740001b

17. 6.24 X l(/'pie-lb 19. 7561b 21. 3 15 X lO'lb 23. I 22 X lOMb

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 6 (página 542)
1. -.3 3. ^(i(I0999)^'--(225l)’/-) = 7.03 5.1 7.(^,2) 9. lóslugs, ^ pulg del extremo izquierdo ll.(~. j)

13. (i, 15. 2S;rm’ 17. (0.0) 19. (0 3597. 0.53571 21. 3214 23.1876 25.1 27. 6 000 ergios

29. 400pie-lb 31. 44 145(XKijouIes 33. 57262pie-lb 35.2261b 37. ¿i^lb 39.888 694 1b

EJERCICIOS 7.7 (página 553)
- -i- C 3. X sccx - ln¡ sec.r + tan 11 -i- C 5. x In 5x - r + C 7. i(ln /)’ + CI. ixc’

9. i(.x- + l)iarr'.x - \x + C II. + C 13. i\sen(lnv) - i\cos(ln\) + C 15. ir'lcos.r + senx) + C 

17. -r^ , I - I - + c 19. r*coshx - 2 tsenh r + 2cosh.t + C 21. 2 . zcot"' + ln(l -i- c) -i- C
.X + I

23. 2 •. X sen \ .x + 2 eos x + C 25. -------=—í-
ln3 (in al­

isóos 27. 1 = 0.5625 29. ^In2 - =5 « 4.2825
lo 3 9(ln3)’

31.^/r- .3 + I *■ 1.8859 33. Qc’ + 2e «« 246463 35. (e- + 1) unidades cuadrada.s 37. i;r(3e'* -i- 1) unidades cúbicas

J' - 7
m de algún c.xtremo 43.(0 267,0.604) 45. 48.86 pic-lb39. (8 - 24e -) unidades cuadradas 41. 2(1 - e"^’) kg;

47. C(i) = .xln.x - X + 6 51.
23 25

- 1
55. 50(6e-‘ - - I)

EJERCICIOS 7.2 (página 563)
I. (a) ^‘•en'.x + C; (h) -lcos''4x + C 3. (a) |cos’x - cos.x + C; (b) /sent -i- C

5. (o) isen^x - isen^t + C. (b) *cos’^*c - |cos’^*; + C 7. Isen7.x + ^ sen x + C; 9. -IgosSy + icos2y + C 

11. /anSx - X + C 13. -icol2t* - ^x^ + C 15. -icot’f - ln¡senr| + C
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17. i lan' .1 r - ¿Un’ ^ Uin i\ - i + C 21. | tan’ e' - \dn c' + e' ■* C 23. iun*^ j: * ¿tan’x + C 
25. - ¿Uit'Jt + C 27. ^(Idn2^ - cot2r) + C 29.2scc»v - taniv- + C

31. -2toc2t + C 33.-!csc^t + C 35. = 37.’ 39.' 41. l(;2-lj 43. ;i-'ln2 45. 5| 47. i
' jHjifi ‘♦R J5 3

49 l/runi(lddesk.uaürada.s 51. ^ unidades cubicas 53. | ;r* unidades cubicas

/ t ff - eos l - sen I i ;r - ¿ sen 2 - 41 ,
55 '------ ,-------- 7---------.-------- ;----------- ;----- i| 57. íl - i ;r; unidades cuadradas

' I - sen I I - sen 1 / ••

59. 4 ^ unidades cubicas 65. (b) ¿sec’tlant + ^secaianr + jlnjsecx + tanj;| + C

67. (b) - J sen"* ieos c - sen’icos r - ¿cosa: + C 69. (b) ^scc"x + C

BJERCICIOS 7.3 (página 571)

1. * C 3. l|n|-íÍ-^:-Í—-= + C 5. - 25 + C 7. -
4t 2 a: 9 4x^-9

+ C

------[5?li----- + C 11. \ Vln^H - 4 (8 + InM.) + C 13. -UndÜ - 4 6) « 03199
4 4 - lan’a ^

15. i In - 0 10345 17. In(3 + 2%2j - ln(2 + ^3) = 04458
5 9Í^41 - 5j

19. - 24 ,3 = I 097

21. ¿ 5 - 0 09938 23 J.Í6 - 2 3) - 009392 25. |cos''i - in’- 017808

27- 12272 29. ¿ ¿ .3 - 0010588 31.scc‘'?j+C 33. 4 - .t’ + In 2 - '.'4 -

2 .i - x~
35. Iní—+ %'10 - si 37. unidades cubicas 39. --—^~¡—- cm del extremo izquierdo 

'3.2-3/ 60 + 27 In 3

/ 20 - 15 cos'* j ifi \ . _
" ' * 43.(|n + 3 3)(624)lb

+ C

^ In 3 - 4 • 225(5 In 3
8471b

45. ( iie;r T 192 3 ;(0 39) oz « 338 8 oz 47. ía) 15 In 2 - 1040. (b)^íi¿^- 739 49.(a)ilní 
3 ^8/3 + , 43

EJERCICIOS 7.4 (página 582)
I ' T - 2l

1. 7 In -—7 + C 3. In 
4 I r + 2

C(u + 4)’
2iv - 1

. l,|C(a:-2)^
5. X + 7 in-------------r—

5 I íx + 3)’*
7. ‘ ^,n|£Ü±^|

/ + 2 ' r + 2

2c - 1
t-t I . _-l A 1 , í13, jun j + + c’• “• 5'"

15. ¿Inil^^l - ;|ian-‘2t + C 17. In|x - I | + lan''c + C 19. In|tan c + I [ + + C

21. 4lnj - I 23. In^ - 2 25. 6ln2 27. 13ln2 - 4ln5 29. Iln2 + |/r 31. ^In? 33. In 4 5 unidades cuadradas 

35. 2íT(2 + 6ln3 - 2 In 2) unidades cubicas 37. ~ ' *^^*4(2 In1l^-^ln ^)"“j

41. (i 3 - I ffin 3) unidades cubicas 43. (a) ¿ln|C(t’ - 6x* + I8x)|, (b)

45. (a) /(/) 5000
ríi77 (b) 1328. (c) 4075, (d) 5000 47. (a) \(f)

9r + 8 
6(x + 2)^ 

5000

+ C

l + 4999e-’'"' ..................... - . ..................... 1 + 249e-^'/’®
(cj v(20) = 123. (d) \Í30) = 297. (c) v(60l = 2491. (f) >(180) = 49999 - 5000 (g) 60

4.1. lOa. 51.^ 53. 741b 55. ¿  ̂_ 4 ^ ^

. (b) >(10) = 50.
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EJERCICIOS 7.S {página 589)
I. \x''‘ ~ X 54ln(<+ .r) + r 3. In .1 + 4i - 1

I + 4 c + I
+ C 5. ‘.1 +’2t’(2i’+ 7) + C

. . . . .J J ^ . 2 lan .r + . 2
1 1 + t - .2 tan r - . 2

1 1 
Jan , t -l|n + r 13. 4 - 2 In 3 - 1 8027» 15. InL - 0W53102
lan « t + 3

j . 3 Im 1 + \ 3 ) - 0 540236 21. 2 ,3ln(l + .3)- 348l/yW 23.1

25. t * + I2ln|6 - j| + C 27. l(3x - Ijri + 2xí'>‘ + C 29. \ ln‘^!^l +
4¡X“2I

31. In| t ♦ 3 + . t- + b.x \ + C 33. -,9 - - 3 In 3 + n9 - 4t- 
2r

+ C

35. - t - 6) ,Ax - X- + 4cin + C 37. - ^ sen"* .t eos t - isen’xcosr - íjcost + C

39. /■* sen / + 4/’ eos í - 12/' sen f - 24/cos / + 24 sen / + C 41. r sec‘‘ 3r-iln|3i + . 9x" - 1 | + C*

43. - 4.C + I) + C 45. y^(4In3r - I) + C 47. ^>u.sh5.v - :isenh5s + C -*9. ¿¡ + i|n?

51. - 8In2 53. -í'lnZ - ^ 55. - 8ln2 57. > + i .3 59. i - 1 .'2 61. 0 63. i(e' + 3)

61. 2ln| s r - l| + C 71. tan|x + C

EJERCICIOS 7.6 (página 602)
1. (a>4 25ü. (bl 4 3. (a) (I. (bj 0 5. la) 0 696. Ib) 0.693 7. (aiom Ib) 0 881 9. Ü.248

11. ^689 13. -0.5 5 £ 0 15. -0.161 S ^ £ 5^ S -0001 19. 4.IMX)
21.(3)0 69.32; Ib) 0.6931 23. (a)06<m. Ib) 0 6(H6 25. 0 27. -0.(XH)5 £ S 0 29.0.2.375
31.1.5690 33.1.4022 35.3.090 37. (a) 0..3401; (b) 0.3414 39.38203 41. (a) 1595; Ib) 1603
43. 26 6 unidades cuadradas 45. 5.9millas 47. 8 218 unidades cuadradas 49. 306m/s 51. 56 53. 222

EJERCICIOS 7.7 (página 611)
1. 1 3. -K 5. In2 - ln3 =■ -0.4055 7. I 9. 1.5 11. 15 13. 2

15. -i 17.0 19. i 21.1 23.1 25. 2 27.-1 29. 1 31. í;r 33.—^
» r . 5 ’ - In 3

35. Iniíe- + I) 37. y 39. 43. tí = -3.6 =

EJERCICIOS 7.8 (página 617)
1.0 3.0 5.1 7.1 9.0 11. I 13.1 15. e’ 17.0 19. e- 21.1 23. 0 25. f*

27. e-"’ 29. 1 31. 0 33. I 35. (a) +oo; (b) 0 39. 1 41. -i-
- In 3

47. yiei = iiiáx. reí.: t = I es una asínlota 49. I 51. (a) 0. (b) 0; (c) no

EJERCICIOS 7.9 (página 625)

1. 3 3. - 5. 7. disergenlc 9. discrgenlc 11. l;r 13. 2 15. 1 17. discrgcnle

19. la) discrgenlc; (b) 0 21. la) 0 23. ;r 25. iff 27. la) 0565. Ib) 0.287 29. (a) 0.20.3; (b) 0.188

31. 6.95 mi'la-s/s 33. ^ ddlany. » S129341 39. « > 1 41. 1 ; i m ]l
0 08 + In 2 ’ ' •'
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EJERCICIOS 7.10 (págna631)
I. 2 3.-4 5. 7. divergente 9. divergente 11. divergente 13. X;r 15. divergente 17. 0

19. divergente 21. 0 23. | ir 25, divergente 27. n > -1; ^ ^ ^ 29.n > 31. sf;6ff

EJERCICIOS OE REPASO PAA EL CAPÍTULO 7 {páginQ 634)
1. j j - jji&cn 16x + C 3. -I'Ja - e* + C 5. + l)tan"' ^ - *fx + C 7. Ísen|x + C

9, ln|x - I I - 2(x - 1)-' - (X - ir* + C 11. iscn2x - lscn4x + C 13. 3 In 

15. ilan 3x - icot 3x + |ínj tan 3x1 + C 17. 2i + In —-—¡77
' t 3 1 I 2)10

xi/3

1 + x'/3
+ C

-1^ + C 19. X - tan*' X + i ln|i—[I + C 
r + 2 2 X + M .

2'- 5- - sen I2x - f^sen’ 6r + C + C 25. ix^senx^ + icosx^ + C

27. ie'^^4sen2/ + cos2r) + C 29. iian''(iscn^x) + C 31. -tan*‘(cosx) + C
33. Zsen-'^í-pj + |(í - 2)V4r - /- + C 35. iln|x - 11 + |ln|x + 11 - In|x¡ + C 37. iscn-'(|e*) + C 

39. -¡3C0l^3x - Jcol’3x C 41. ir'sen 'x + |(x^ + 2)Vl - + C 43. tan-'(cosx) + C

45. |sec*'(2scn3í) + C 47, -JTl - - 2i sen*'V^ + C 'll

51.
—(-cosnx + Icos^/ix - icos’iix) + C sin ^ 0 
n 3 t 53.

4 . lanix - 3
— in ------ :----------

tan i X + 3

' In X x"*'

+ (n -r 1)^

+ C

• In^x + C SI n = -1C SI n = 0

55.4 S7.1+21n2 59. y - 5 61. - jit 63. i 6S.Y-^ln2 67. V5 - |ln(2 + V5)

’'-5 73. i + Ini 75. i 77.l-iln3 79. ¿ff 81.1lnj 83.^
85. 2 977 87. 2 958 89. (a) 1624. *(b) 1563 91. I 93. 1 5 95.-03 97. 1

99, -1 101. 0 103. l IOS, +00 107. j 109. +00 111. c'- 113, 0 115. I 117. « 119. divergente

121. i 123. divergente 125. 7^ 127. divergente 129. iff 131. divergente 133. « > I. ------ ^—r
2 ^ ^ In2 4 f r\

135. iJt(l - e'"') kg.^ m a partir de algún extremo 137. 9 V5 - 3V5 +-ílnf | 139. i ff unidades cuadradas
' 3(e^ - J) * \ V5 + 2 ^ "

141. ff(e-ln2 + le' *■ 1) unidades cubicas 143. (a) x = 30oí----- ~ ------\ (b) 35 941b 145,ío. —\
2 " \3 18'-2 17'/ \ 15ff^

147. (iff- 1, i) 149. 18721b 151, (a) r días a partir de ahora,/’(O = --------(cj I193;
^ 1+11(11/29)'^'

(d) -5
In 11 

ln( 11/29)
- 12 37 153. M 155. 1 157. SI52500 159. (a) -00. (b) 0

EJERCICIOS 8.1 (página 646)
1. w--i - it - ix^- Ix'- -^.^cntreoyx

3. P^ix) = l- x+ |r-y + ^- ~.It^(x) = ^t^^cnlrcOyx

5. /VO = I - ■ V = ^^x^;e^I^eOyx

7. Pi(x) = X + ix' .A','r) = jijj(coshr)x'.:enireOyt

9. /Vt) « I + Ir + ix- - lx'./?,íx) = jl(l + z) '/^r-'.icntreOyx

11. />dr) = 8 + 3(r - 4) + l(x - 4)^ - X(r - 4)', «di» “ ~ ^^\;cntre4y r

128r'^2
13. «d-t) = J + J-/3' - i«) - “ ]y-^3(x- iff)'.«d-i) = ^senz(x- i ff)"*. j entre i ff y t

15. P^(x) = X - 1 - i(x - 1)1 + i(x - D’ - i(x - ])* + i(x - ll»:«di) = "¿2'V - l>^:cnt^e 1 yx 

17. /’di) = "lo2 - ^f^(x - iff) - 2(x - iff)^ - jV3(x - iny';/?dx) = -^(3sec'; - 2sorzXx - iffl^icntre i/ry.i
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19. 271828 21. 0S15 23. Icrrorl < < OOÍKXWS 25. ¡cmtrl < = 00000125
24 o

27. Icrrorl < (001)^ = 0 0CKXKXH7 29.01821 31. . Icrrorl <
' ' 6 672 7680

35. I - - 37. 2(x - l) + 5(x - 1)^ + Ifx - 1)’ + (x - ll^
2(1 m)

39. (a) son el misino, (b) 1. (c) son el mismo

EJERCICIOS 8.2 (página 658)
1. i 3. tliscrgcnie 5. -2 7. 0 9. 1 11. divcrgcnic 13. divergente 15. 17. 1 19. 0

21. (al 0, (b) 4 23. (a| (b) I 27. creciente 29. decreciente 31. no monótona 33. no monótona

35. decreciente 37. creciente después de los dos pnmeros términos 39. creciente 41. decreciente 43. no acotada

57. converge a ^

EJERCICIOS 8.3 (página 670)

1- = 

’• i
3. i„■ 2n + I '2

2 2 
(3n - 2)(1;i + ll' 3'

5n 5 
3/1 + 1 ' 3 5. s„ = -ln(/i + ll.divcrgcntc 7. s„ i(' -

11. i - o 13. ^ Iní ™ --y ] divergente 15. divergente
’ „.i 12/1-1;

17. 2 19. divergente
63 2'“ + 1

21. 1 23.

n^2
1

e - 1
33.

45.

216 35. divergente 37. I

n- I

25. divergente 27. divergente 29. 3 

39. divergente 41. divergente 43. 2

31. ^

47. 49. 8 tn 51. 84 pie 53. (b) (6 + ^ 3 )s 55. 24 unidades

57. (a) 3 8160, (b)44'W2, (c) 4 9014, (d) 5 1874 59.12367

EJERCICIOS 8.4 (página 683)
1. convergente 3. convergente 5. divergente 7. convergente 9. divergente 11. convergente 13. divergente 

15. convergente 17. divergente 19. convergente 21. divergente 23. convergente 25.divergente 27,conveigcnte
29. convergente 31. convergente 33. divergente 35. convergente 37. convergente 39. convergente 41. convergente

un .
43. convergente 45. divergente 53. 0 7032 < ^ — < 0 7134

m-so

EJERCICIOS 8.5 (página 694)
1. convergente 3. convergente 5. convergente 7. convergente 9. convergente 11. divergente 13. comergcnle

15. |«4|<1 I7|/Í4|<1 19. |«4¡<X 21. 23. 0 333 25. 0 632 27. 0113

29. absoluiaincnlu convergente 31. absolutamente convergente 33. absolutanicme convergente 35. divcigenle
37. absolutamente convergente 39. absolutamente convergente 41. absolutamente convergente
43. absolutamente convergente 45. absolutamente convergente 47. divergente 49. (b) convergente

EJERCICIOS 8.6 (página 697)
. 3 15 6J 2SS 4" - 1 I , . - . » . - -
*• T5 ' Sí • 256 ’ Üi24 • 'n = “4^^ * 4 Convergente 3 5. divergente 7. convergente. 4 + 2 v 3

9. convergente. ¿ II. convergente, ^ 13. convergente 15. divergente I?, convergente

19. divergente 21. convergente 23. divergente 25. divergente 27. convergente 29. convócente 
31. absolutamente convergente 33. condicionalmcnte convergente 35. divergente 37. absolutamente convergente 

39. absolutamente convergente ^ 43. ,2 + 3 3)s
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EJERCICIOS 8.7 (página 706)

I. (h) 3. d» 7.I-I.IJ ’-í-i.j} n.(-3.3j 13.í-co.+oo)
n o n < 0

15. (-S.-1) 17. (-9.9) 19.(ü,2) 21.(--V--V1 23.(-I.H 2S.(-4.6) 27.[4.6) 29.[-l.I)
31. (-e.í) 35. too ' '

EJERCICIOS 8.8 (página 716}
1. (■) « = l,(-l I], (b) ¿ = l. (OI-I.D 3.(a)/? = 1,1-1. l). (b) X .ñt"''« = 1. (cM-1.1)

n.l ”

5. (a) ff = +00, (-00,+00). (b) ^(-1)'’
(2n - 2)'

./? = 00. (cj (-00,+00) 7. (a) R = i,(0. 2),

(b) + 1H3j - lAR = i. (c)(0.3, 9. (a) R = 3.[-2,4). (b) ' ,R := 3. (c)(-2,4)

ft í rt«l ^

II. 13. £(-in„ + i»" 15. n.M X^. c>) X^ i».06O653

■ n.l) «rO " n.O "

;r r2»*i ir tr r"-*i
+00 31. ~ .R = 2 33. 1 718 35. 0693

-Ti h2"

37. (b) T-v^.R = +« 39.1318 41. 0485 43.00413 45. 0450 47.02450 49. 024

-.1

51. (a) 55.

EJERCICIOS 8.9 (página 726)

■ A (2/,)-

II ■’ + 25^ l(--2)í-5) (4 - 3n)
24" «'

l)'

(t - 8)",R = 8

7. y
A «’

9. D"

13. i - ^ ,,3(t - i;r) - i(x - ¿ff)* + v3U - + ¿(J - iff)"* - . .R = +oo 15. i ^
“ n.l

17. X + ix’ + ^x' 19.1 + X- + 21. ir + + ¿x** 23. 0 5299 25. 197435

1 V (-n"''(2x)2"
(2n)'

27. -02231 29. 27182818 31. 00115 33. 0 0048 35. (a)

37. = 3.rt, = -S.üi = 2.ü| = -l.M(i = 6

-(-!)"*'t-" 
2«(2«)*

. (b) 0 2398

EJERCICIOS 8.10 (página 733)
1. 10986 3. 03365 5. Itui + V L±Ü_11L:Líí11 7. In 2 + £(-1)" ' ~

„ 1 >i‘i" ni''

9. 1 +1+ £f-'»'’*' ‘ ^

ft»2

2 5 8

2”n'
(2h - l)x"

8"m'
.R = 4

-i^í^x’".R =1 15. i 4 i £ t-l.r ’35^. (2a-l)r^"^ ^ ^ ^3

(-1)" 1 3 5 (2« - l)x"*“

13. 1 + X
n •» I

17. t* + £

ft 1

19. (II) I 4 ^ r £---'’^‘ ^ ^ -----------<■*« " 5)^i„ 21. 03349 23. 2 0271

2"h'
:R = I

25. O 1970
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27. <h> X 
I

M. 0 2424

(-1)" 't"
29. O.MWO 31. í + S

n I

(-1)" 1-3-5 I2n -
2"H'(2n + 1)

;/? = I

35. -0 1494

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 8 (página 736)

.1. P^{X) SS X J _ 2* eos 2;

3. /V») “ ^ 2519424

jr*. z cnlic (J y j:

(X - 9í^;fí^(x) = - V.renlrcOy t

5. P,fxi = X ■*■ X' * 

13. 0. I . z . n • 1

2 A X •''' J. •** . D /
* ^ II * Jt * <• • ^6*-''^

(z + l)e‘ .t’.:cmrcOy.i 7. 0.0873 9. i if. 1. j.3.2;3

15. 1.3. l..3;noiienelínmc 17. 4. 19.0 21.-2 25. (-1. I)

27. (-.3.31 29. t = 3 31. (-7.5) 33. (-1.31 35. Í-I.I) 37. (a)/? = i. [-1. 1): (b) £(-l)V"'',« = I;
#ls]

(c) (-1.1) 39. (a) R - +00.(-00.+00); (b) T —-i-./f = +00;(c) (-oo. + co) 41. T i ^- 4

43. (H(il 45.0-493 47. (d) 0.261 49.00124 51.1.2840 53.0 1947

59.3.1416 61.0577155. 0.9986 57. I 6094

65. ¿llíLü^:,-co.+oo, 67. gM)'’V34: + ;r)í-''

« 0 " n - 1

63. I + í + X ^ ^ (2/1 - 3)4:"

(2/í - d:
69. 2; 

n* I

n:2 
<x + D"

2"n!
;(-l.l)

71. 0 73. 1 + ^ 'x^"

n 'I (2/1)!

EJERCICIOS 9.1
1. X- + = 16

(página 746)
3. x‘ + V* 16. X z 0 5. (.r/4)2 + (y/25)^ = 1

í + In / . (2 + O - (1 + In /)(2 + 4t + (^),
r<-'(2 + />' íV'(2+o’

15. --col/;-4-c.sc’( 
II a-

13.
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17. (a) langen'c hon/onial > = l, 19. (a) nnposee tangentes hon/onulcs, 21. (a) tangentehonzontal y = 0.y =2^^^,
tangenteserliLa] x = -I.
(b| Loncasa hacia arriba / > ', 

1 ^
cóncava hacia abajo >< 2

tangente'vertical x = 0. tángeme vertical x = 0,x =
ib) cóncava hacia abajo para toda t (b) ci^icava hacia ambo. / < -1. -1 < r < 2"'^^

cóncava hacia abajo i > 2"'^^

31. Ib) es la línea continua, (c) csló punteada 33. (a) 3 cúspides, (b) 6 cúspides 35. (b) es la línea continua, (c) cstó punteada 

8r

Í
,r

-8 -6 -4 -2 _ 2 4 ó H 
-2- 

'-4Í

EJERCICIOS 9.2 (página 751)
1. 1 + i .2In(I + ^2) 3.2,10 + 2in(2+ -,'5) 5. |Í40)''- - (13)’

11. inll 4 .2) 13. 15.39 19 17.3 966 19.8462 2ir 55 31 23. 6ti
7. 120 9. -/2(e - 1)

25. o[ln(cosh 2) - Inícosh !)j

EJERCICIOS 9.3 (página 764)
5. (a) (-3,0), (b)(-l.-|), (c) (2.-2 3 ), (d) ( j ^ .3 .-^)

7. (a) í 2, ~n). (b) (2 5^), (c) (2^1. ¿;r), (d) (5. ;r) 9. (a) (v* 4 v*)* = 4tr. (b) (x* 4 vV = x-

11. (a) X - -1. (b) 4r- - 5\* - 36v - 36 = 0
13. la) recta que pasa por el polo con pendiente \3. (b) circunferencia con centro en el polo y radio
15 (a) recta que pasa por el polo con pendiente tan"'2. Ib) ciaunfcrencia con centro en el polo y radio 2

17. fa) Recta paralela al eje i /r y a 4 unidades a la derecha de ól, (b) Circunferencia tangente al eje | a; con centro en el eje
polar y radio 2

19. (ai Recta paralela al eje polar y a 4 unidades debajo de el. (b) Circunferencia tangente al eje polar, con centro en la pro- 
longactoiMleleje J radio2

21. Cardioide, simétrica con respecto 23. C.irdioidc. simctncu con respecto 25. Caracol con un lazo, simétrico 
ai eje polar .luunla hacia la aleje 1 ff. apunta hacia amba con respecto al eje ^ ;r.

i/quic-rda apunta hacia abajo

8
6

.....................

^.....................

Í~5 4 ó «
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27. Caracol con hendidurj, 

simétrico con respecto al 
eje polar, apunta hacia la irquierda

8

6

h........................
J 2 4 6 H

33. rosa de 8 hojas

29. Caracol convexo; simétrico 31. rosa de 3 hojas
con respecto al eje \ rr, 
apunta hacia amha

4
3
2

, . , ,
( ^12 3 4

37. espiral logarítmica, algunos de sus puntos (r. 6) se muestran en la tabla siguiente

39. espiral recíproca, algunos de sus puntos (r. 0) se muestran en la tabla sigutente

r ^ = 1.9 
n

- • 0.95 
n

^ » 063 
n

- = 0.32 
n

= 0.16 
2n-

~ » 0 12 = 0.08 ~ = 0.05

0 K 2;r 3;r 4;r 6;r
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53. rectas tanyerues hori/oiitalcs en (7. ’ iti. (2. .3 K7). redas tangentes verticales en (5.34.046j. (5.34,2 6Sj
55. redas tangentes hon/ontales en (4 73. 1 95). (4 73.4 .34); rectas tangentes verticales en (2.0). (6. n)
57. rectas tangentes hon/nntales en (-1. Íd.(-1. ^ff). (|, Ü.42). í j. 272). (-^. 5.86): rectas tangentes verticales en (0. I). 

(I.rti.t--,. 1 y9).(-^4 29),(--’.5 13)

59. recUs tangentes hun¿ontjlcs en (O.Oj. (■* 12 . | ffj. (-\ 12 . ^ rt); rectas tangentes verticales en (0. ^/r). í 2. ¿ ;n. (--. 2. ¿ rt) 

61. (I 5.2 60); (I 5.-2 60) 63. (0.0). (1 73. 1). (-1 73. I) 65. (.3. Í rt), (3,-1 rtj 67. el polo. (2. ¿ rt); t2. - ^ rt)

EJERCICIOS 9.4 (página 773}
1. 5rt 3. 2ffü 5.32 7.12 9. ¡ 5(e**-l) 11. 6rt 13.19.38 15.2.505 17. 4 455

19.2<)22 21. ^ ;r unidades cuadradas 23. 4rt unidades cuadradas 25. 4 unidades cuadradas 27. unidades cuadradas

29.'^rtunidaJcs cuadradas 31. ('j;r- ','•'<•‘6 'i - 3-. 2) unidades cuadradas 33. (yff- y % 3 ) unidades cuadradas 

35. ( - 9) unidades cuadradas 37.(18- ^ rt) unidades cuadradas 39. ^ lira- 1) unidades cuadradas

41. (u) (l,± I rt). (-I.± ^ rtj, (li) í ff - 2 >3 1 unidades cuadradas 43. (□) (2,± ¿rt), (2. ± ^ff); (-2,± ^IT), (-2, ±-70: 

li)) ( ^ rt a- 4 .3 ) iinuiidcs cuadradas 45.4 unidades cuadradas 47. Xrt'u* unidades taladradas 49. unidades cuadradas

EJERCICIOS 9.5 (página 781)
1. (a) e . ; 5.

tucos-(± 5.0); 
directrices, t = ± j 5

l.h-os. (+5.0), 
dircctiices i - i ;
II»

3. (a)e = i .21;

Uxios- (0. ± ■ 21). 
dircetnccs v = ± 21;

5. (a)r .29;

focos: (± .29.0). 
directnces,.« = ± ^ 
(b)

29,

9. (a) p.iralKila. (b) hipérbola, (c) elipse; (d) ctreunfenincia
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15. (al ^; ll>) dipsc. 

(el rtm ú - -1.

21 luí '. (1)1 iiipcrholü.

(circo'. 0 = 2,

17. (ul . (i>) hipcrhohi. 

(c) r .-en 0 - - j.

V). (a) ^ ; (lj) clip'.c. 

(c) rsen 0 = -5:

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 9 (página 783)

13.

17.
23.
25.

_ f/v _ 1 t/*V
Tx~ Zt -7^ 108^

(a) (2, j'ffl, (-2. jffi: (li) (-3. - ' ;ri. (3. ' (el (-2 .2.-2•.2).l-^^3.-^l.-ri II. (a) (0.1). (h)(l.-,3i;
(al (4 .2. -]/:»; (li| (2. ,/ri. (el (6. J ;r) (til (4. ’ ff) 15. r’(4cos*(l - ‘)'.cn-0l = 36

r = y eos « - 8 sen W l'J. rv = 2 21. + 2.x-y' + - y* = 0
(al recta i|uu pasa por el pulo con peiiJienic 1. (iil circiinferenaa con venir»* en el polo y radio 4
(u) retía pei7iendiciJl.iral eje polari]iie pasa por el punió 1.3. ()|, (h) circunfereneia con eenin) en ( 0) y lanjtenle al eje \n en el polo

27. caracol con lina lienüidiiru; siméinca 29. tardioide, simétnca con rcspecUi al
con respecto al eje polar 
apunta hacia la derecha

eje polar; apunla hacia la uquierda
3i. caracol con un lazo; .simétrica con

respecto al eje ^/r; apunta hacia ahajo
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41.j-.37 + iln(6-f v37) 43.32 45. (a) (16/r - 24v'3) uiüdiKfcscualiaílas-. (b) í32ff-f 24 ^^) unidades cuadradas

47, I -f 4 '/3 ) unidades cuadradas 49. -—jr—^ unidades cuadradas 51. r~ - Ir^rcosiB — Oq) = o* 

53. (a) f j¡ (b) elipse; (c) rscnfl = -2 55, (a) e = |; (b) hipérbola; (c) 3rcos0 = 4

S7. r = ^ ^ g 59. r = t _ g 61.38.014 63.26.73 65. (o) 28.6 millones de millas (b) 43.4 millones de millas

EJERCICIOS 10.1 (página 797)
1. Ib) 5 3. <b) iVTTdP’ 5, (a) (b) n. (c) tan*'0.4 « 0.38 7. <2.-3) 9. (5.6)

II. (-4.3) 13. (12.-5) 15. (u) (-1.9); (b) (1.-.5) 17. (a) (-9.-4); (b) (4.-e)
19, (a) (6. 1); (b) v74; (c) ^1061 21. (a) lOi + 15J; (b) -241 -i- 6j; (c) 61 -i- 2j; (d) 2n'Í0
23, (a> .13 + ̂ 17: (b)-141 -I- 2Ij; (c)7-.l3; (d)5%13-6V17 25. (a)-281 -i- 6j. (b)2vTÓ5

27. + 29. (a)5(^l - ij). 2| - ij; (b) 2 V2(cos l;rl-i-sen i s^2l + i V2 j

31, (a) 8(cos|«l -I- scn|;rj).-ii + j v3j, (b) l6(cos;ri scnn'j).-! 33. h = 2.k = 3
37. (a) 135 Ib; (b) 17“ 39. 29*0“ 41. (a) 364.1“: (b) 243 miUa.s/li 43. (a) 28.1“; <b) 1.7millas/h: (c) 033 millas 

51. (Bí (I.-2); Ib) (I.-2)

EJERCICIOS 10.2 (página 809)
1. (b) (7.2.0).(0,0.3).(0.2.0).(0.2.3).|7.0.3).(7.0.0i; (c) >Í62 __
3, (h) (2. I.2).(-I.3.2).(-1.1.5). (2. 3. 2). (-1.3.5). (2.1.5); (c) ^22
5, (b) (3,-l.0).(.3..3.0).(l..3.0).(|..3.5).(l.-l,5).(.3.-l.5); (c)3,5 7. (a) 3: (b)(2.5. 4)
9. (a) 1,3; (b)(?.-l.2) 11. (a)7.2; (b)(-l.2.-l) 13. (±4 v 6.4. 2)

17. (a) |/l//| = 9 -.'2: |/lí'| = 2 s'62; |^1 = s62; (b) pumo medio de vlfl; (1.1. 3); punto medio de AC: (-1,2,5);

punto medio de fiC (-'.8, j) 21. esfera con centro,en (4,-2.-I) y r = 5 23. el punto (0,0, 3)

25. el conjunto vacío 27. + (y - I)’ -h (c -h 4)- = 9 29. (u) (21.-13.-2); (b) (-25.-26.5);
(c) 7.59 - 5/41, (cl).v1326 31. (a) (-19.-16.-I); (b) (-6 ^ 91.-8 C9I.-2^91) 33.u = 0.fc = 0

35.
4

V89
_3_
.89

8
.■'89

37. -

43. (u) 7(-f I + -;j -*■ Ik):

v'86 '

(b) ^'I4(-

1
^86

_L
s'86

.39. ( 41. (^. 1.-61

“ I + - j - - ^ k
14 vl4 ■' -.14
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BJERCICIOS 10.3 (página 819)
I. (a) UJ, (h) -t 3. (u)-^; (h) 9 15. (u) 0, (l>J paraningún valordc/.

19. ;Jv5() 21. <a» -44. (b) -46«. Íc)-3I. (d) <-84. I9«. I24> 23.

17. ía) - --- 
.8.5

25. -.6. (hl \]
46

) 27.

(b) -3. (c)<2. l.-2>
4422 31. I v'3 unidades cuadradas 33.<j^ -.17. ^ nT7>;{- ^ vT?)

35. -

59. K

19

E

37.

II

(al 24pie.lb; (b> 24 v3 pic-lb 39. (IR - 9 ^3) pic-lb 41. 25pic-lb 43. 45. |

II • II
II. E: = E - E • H 

II • II

EJERCICIOS 10.4 (página 832)
I. i + 2>- - 32 + I = o 3. > - 2 + 3 = 0 5. X - 3>’ - 42 - 3 = 0 7. 3x -<■ 2> + 62 = 23

17. 2t - y - 2 + I =0 19. 4y - 32 - 115. 5x - 3\ + 72 -f 14 

21. 67.6° 23. 69.2°

31. .1 = 13/.) = -12/.:

: 0

25. s6 27.

Í3 = IT2 -R

29. X = I + 4f.y = 2 - 3/.: = l. 

33. X = 2/ - 2,y = -16/;:

0 y 2 = 
X - I

4

13/ -H 3:

35. V = 4 + /, V = -5 + 3/. 2 5= 20 - 61. r - 4 y + 5______________________ 2 - 20
1 " 3 “ -6

41. 8t - > - 66 = 0. 13r - 5: - 102 = ü. I3v - 40: 42 = 0
43. 4x + y + 3 = 0. 3x - 2 + 4 = 0. 3\ + 4: - 7 = 0 45. ¿ -. 6

37.

V - 2 
” -3
X + 2 \

-16
2 - 3 

13

49. 4x + 2y -32 + 5 51.(;.-^.A, 53. T - 3 _ y - 6 
I “ 2

47. 4i + 7) - 3: + 7 
 ̂ 55. =^70

= 0

61. X •rciO'

EJERCICIOS 10.5 (página 844)
1. <7.13.-11) 3.-490 II. <9.-1.-23) 15.5 .2 17. %'89 unidades cuadradas 19. 9-. 29 unidades cuad/adas

1 I21. 5x - 2y + 72 = 0 23.x + 2) + : - 2 ^ 0 25. ± -^-(1 + j - k) 27. ± —(1 + 2j + k)
3 "

29.20 unidades cúbicas 31. 33. I87 9pulg-lb

EJERCICIOS 10.6 (página 857)
13. r- + 2- = 4v 15. t* + 4\= + 4:’ = 16 17. = 9t' + 9:* 19. + 2* = sen’s il. r- + 2* = 16:

cjex o eje i; o I" + 2* = 16. eje t o eje 2: o v* + 2* = 16. ejes o eje: 23. x* - 2’ = 4. eje 2; oy* - :* = 4. eje 2
25. t* = |\j.ejc>;o2* = jyj.cjey 27. >* = 9t-.ejcy;ov* = 92%cjcy 29. (i) (d>: paraboloide elíplico 

(ii) (el* elipsoide; (iii)(b). paraboloide hiperbólico; (i>)(D hiperboloide de 2 hojas; (\) (a)* hiperboloide de 1 hoja: 
(slllc) cunoelípliio 31. elipsoide 33. hiperboloide de I hoja 35. cnnoelíptico 37. paraboloide elíptico 
39. paraboloide liipeibúlito 41. hiperboloide elíptico de 2 hojas 43. (u) I < ¡ | < .2: (b) |i] < 1

45. vértice: (I.Oj. foco 11. o. o» 49. R/r unidades cúbicas 51.—¡r—/T unidades cúbicas 
* 2r

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 10 (página 861)

1. -251 + 63j 3. .4.594 5. 15.2 - 14 13 7. 92 9. l------ II./i = -i A = i
>. 106 •. 106

I3.-!J!-.2 i7.-j3-.i3 19. ,’,(80 ± 58 .3) 21. I + 26J - 16k 23.-3 25. 7 s 1270

27. - \ V2I 29. ¿(I + 2J - 2k) 31. <60. -40. 80) 33. 16 35. 295 37. Un punto del eje t en R. una recta
paralela al eje y en /?*. un plano paralelo al plano ye en R^ 39. El eje .t. 41. Lai circunferencia del plano x: con
centro en el ongen y radio 2. 43. El plano perpendicular al pliimiry que lo interscua en la rectay = .x. 45. El parabo­
loide de revolución generado al girar v ’ = 9: alrededor del eje 2. 47. El cono circular recto generado al girar v = x
alrededor del eje x.
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49. (Ki 1044lh. (h> 35.5“ 51. I27.28pielb 53. (-3. Vl67. 0.(-3.-Vl67. 1)
55. {X + 2)^ + (y + 1)^ + (: - 3)^ 57.

2
deje y 59.3 
5 . 261. (■> ctK a = —^.cos p = —^.cos y = —(b) —^ I-----^ J----- — k

. 78 ^ .'78 ’ V78 V78 -/78 ' V78

63. (a) - J %3; (b)-gl + Ij - 65. .r - 6y - JO: + 23

.X » 4f.y » -3í.z »

67. 69. 3

73. 5 JL
-3

77. ^ ;r unidades cuodnuJus 79. 24 unidades cúbicas

kJERCICIOS 11.1 (página 870)
1. (-OO.0) U (0.41 3. (-1.1) 5. 1-2.0) U (O.ff) U (ff.41 7. (-4.U (-«; 0) U (0. m U (n. 4)
9. (a) 2/1 + /-j + 2/k, (b) 21 + {/^ - 2)j - 2k. (c) 3/’ - 3; (d) (/^ + /^ - 2/)í - 4/j + (2/ - /' + r,k 

11. (a) (COSÍ + scn/jl + (cosí - sen/)J; (b) (cosí - scn/)l - (cosí + sen/)j + 2fk;
(c) -/*, (d) ílscní - cos/jl + íísení + cos/)j + k 

13. la) (/* - Di + (/^ - í’ - f + DJ + - 2/ + l)k; (b) (r - 2/ + Di + (í - Dj + (/* - Dk;
(c) (2 + í)l + (/^ + 2í)J + ík; (d) íi + J + (/ + 2)k r—

15. la) seníeosíl - sen*íj + ísen/k; (b) sen^/l + senfcosíj - ísenfk; (c) Vi - i - (j + scn”*ík;
(d) il + si - /2j - sen''ík

17. 4j + 2k 19. j + k 21. -i - i/rj + ..k 23. di + J + k| 25. (1.2) U (2.+ooj

27. Todos los números reales distintos de (1; + j)íC.dondel: es cualquier entero

45.(8)10.0.10): Ib) (-10.0.0) íc) (10.0,0)

EJERCICIOS 11.2 (página 880)
í. R'ií) = I - í 'j.R'íí) = 2f'j 
5. R' = 2f^'i + / 'j + 2ík:R"íí) 

1 . 17. R'(í) = i + -===
I + /* Vi -

9. R'íí)

j-

3. R’(í) = (2í + l)'*l + 2í'*j.R"(í) = -4(í + D’'I - 4/'’j 
4e^'¡ - / 'j + 2k
' • ...... 2/ . í .----------

vr-'/í
k. R"(f)

(1 + (2)2
i +

(I - ■* (1 - (2)3/2

10cos2íi - 4sec4ítan4/J - 8 sen 2/k; R"(í) = -20 sen 2/1 + (I6scc4f - 32.sec'4/)j - 16cos2/k

II. (2/ - 3)(2(2 - 6/ + 5r'/2 j3_ 12e'" 33.1n|scc/|l - ln|/|j + C

35. (finí - í)l + lí^J + C 37. 39. ln|scc rll + ln¡ scc / + tan/] j + In|r|k + C

41. (!/' - 7)1 + Íln|í - 2|- 5)j 43. [|e'(scnf - cosí) + i]l + (sen/ - l)j + (2 - c')k 45. \2 + y- = |;0

47. 0 49. .’21 + j . Jln(4 + v'2l 1 51. 13 53. 9.571 55. 3.096
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EJERCICIOS J 1.3 (página 888)
I. Tío « -senil + cos/j.T(i;n = -l;N(0 = -cowl - scnij.Ní^ff) = -j 
3. Tío = eos li + sen ij; Tí i ID = J. N(0 « -sen i\ + eos ij; Ni ^ irj = -I

5. Tío
r - I 
r + l

I + j:T(2» = |l + *J;NfO
I* + I * ' 1^ + I

I - /'I + V-^J;Ní2)
/* + I

7. Tío = sen/í + eosíj, Nío = cosil - scnij 9. Tío i + ik
; Nío =

í‘-il

-ij + k
Vi + ’ Vi +

II. TíiíO - l;Níim = = -k 13. T(l) = J/Zlj + k):Níl) = jv'2í-j + kj;Bfl) = k

15. Tío = -emil + scniJ;NíO = senil + cos/J-.Bío = -k IT.osculudorz = 2;reciificadnry = ^;r;normal:x = 1
19. osculadorx = I. rectificador.-í v - + (: - = 0; normal; íy - ^) + (z - 5) = 0

21. üsculador z = 2; rectificador íx - ^ -/^) + íy - 3 V2) = 0; normal: -íx - i ^^) + íy - i v2) = 0

23. Tí i IT) = j v5í-21 + k); Ni ^ irj = -J; B( ^ = j s^íl + 2kK osculador x + 2z - 4 = 0; rectificador y = 1;
normal. 2x - z + 2 = 0

25. ¿ V273 27. iff 29. j = ¿(í4 + 9/)’/- - 8J

31. Rli) = Íscnv2í - v'2ícosv2í)I + (cosv2f + \2sscn\^)i + 2k

33. Ríí) = I + i[í3í + \r'' - Hj + i(í3i + - li’'^k 35. Ríj) = íI - + í=j)’'^j + 2k

EJERCICIOS 11.4 (página 896)
1. A' = i;o = 3 3. K = l.o = 1 5. A' =

17. KU)

j; p = 3 3. A' = 1. p

V2|l -iM’

h-p 1 15, 2
M líl + r)’'-

. ^ = s^2;p(0) = i ^^2 19. A'=i;p = 2 21, A'= i ./2;p = 2 V5
íl + 6|- + |-‘)’/2 • j •

23. A- = ¿ V7;p = I s7 25. /: = ¿5 vl7;p = V Vl7 27. 29. j^íl6x- + SlyV^^

31. 33. 4|osen i|| 35. (-i In 2, ^ ^/2 ) 37. Í-3.-I) 41. A'= 2: p = i; (0. - i)

43. (3x + 2p.~ 45. (íi-^cos^i. ^l-^scn’l) 47. C = (-J. g).p = 49. (x + 2»= + (y - 3)* = 8

16i«|51. K MV7:p V7 53. A'
I6|íi • P ^’•2Í

EJERCICIOS 11.5 (página 907)_
1. (a) Vil) = 2il + j;A(0 = 21; ||Vío|| = ||A(oH = 2: íbl V(3» = 61 + j: Al3) = 21
3. (a) Vio = -10scn2/l + 6co.s2iJ. AíO = -20cos2ii - I2scn2lj; |jVíl)|| = 2/25^0^21 + 9cos*2r ;

II Aíoll “ ** ^^25 cos^i + 9 sen^ 2i ; ib) Vi iff) = -lOí; Ai iff) = -12J

5. ía) Vio = e'i + 2e‘'j;Aío = e' + 4e*'j; l|Víi)|| = e'Vl + 4e*' ; 11A(o|| = e'Ví*’+ 16c*'; 
ib) Víln2) = 21 + 8J;Aíln2) = 21 + 16J

7. la) Vil) = I + Uinij;Aíl) = scc’/j; l|V|i)|| = Isccij; ||Aíi)|| = sccri; |b) V(iff) = 1 + j;A|iff) = 2J
9. ía) Vio = (2/ + 3)1 - 6/J. AíO = 21 - 6J; ||V(i)]| = V-ÍÓl* + 12l + 9; ||A(i)|| = 2vTÓ; (b) Vi i) = 41 - 3j;

A(i) = 21-6J 11, V(iff) = -2l + k.A(iff) = -2j: ||Ví^ff)|| = s<5 13. Ví2) = I + 2J + 2k; A(2) = 2j; ||Ví2)|l =3
15. VíO) = 1 + j + k.AlO) = 2j + k; HV|0)¡| = V3 17. 14 - j^)i + (i|* + l + 2)j

19. fe-' + 3l - 1)1 + f|e’' + 5/ + ^)j 21. |l + 1)1 + Íí + 2)j - 16rk 23, (/’ + 2ol + li^ + 3/)J + (^1* + 4)k
25. Vio = 21 + 2íj;Afo = 2j;Tíi) = i + - ‘ , jiNíi) = i + ■■.■-L.-}-. ijV(i)|| = 2%'l + r;

s/l + r \1 + I Vi + /■ vi +1~

= 21 . 4J;T,2, = ± I 4 ^ J.A,2, = 2J:

27. Vio = -15 scn3ii + 15 eos 3/J: Afi) = -45cos3íl - 45scn3/j;Tíi) = -sen 3/1 + cos3ij;N(i) = -cos3il - scn3ij; 
||Víi)|| = 15; AyíO 0; A^ÍO = 45; A'ÍO = i: Vi i ff) =-15j; Ai i ff) = 451; Tf iff) =-j; N( i ff) = I; ||V(iff)H = 15 

A,(iff) ^ 0;A^(iff) = 45:/((iff) = i
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2V. V(0 = .-'I - I- 'J.A(0 = . 'i + e 'J;T(D

l|V(M|| + 1 - \
+ I Vf-" + I 

2e‘

J:NO) I -

Avío = -7-V - ;K(t) 
<r*' +1 ■ + 1

Ví-«' +1 + 1
j;

ír^' + 1)^/-
:V(0J = i - j.AíOí = I + j.

T(l)| = - -L J.N(O) = -”i + -J-J: ||V(()j|| = = «^í/ÍOí = = -j-l
■Í2

_1_
■Í2

Jl. - ------T(») +
\ 4r- + 2 ■. 4r + 2

N(0 33. IT(0 + /Nío 35. 2V2íT(0 + 2N(fJ 39. 3(t - 1) - 3(>’ - l> + íz - I)

41. (a) 1N)v21 + IW) .2j. (b) A(/)l + >(oj = 1A0V2/J + (160^Í2< - 16rjJ; (c) 10-.Í2s; (d) 3200pic;
(e) KOüpic. (f> IMI-.2I - IW)/2j;320pic/s;
(R) R(h( = yftO .21 + (960.2 - 576)J.V(6j = I6()^^2I + (l6üV2 - 192jj;64v'34 - \5^ “ 229pic/s;

T
(h) V = t - 45. (25 + ^63l ) s. (20(KKJ V3 + H(K) VÍ893)pie 47. 283 m/s

49. Caerá en el a$ua .1 24 3 pie (id hjrco. 51. 4(J'8' 53. Pa.saní 5 pie por amba del íírbnl y caerán 25 pie del banderín
55. (c) Til) = -senw/l + coso»J;N(o = -eos íjíÍ - senwrj.A^i) = 0;A,v(/) - río', (d) secuadriplicaní

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 11 (página 910)
1. |0.3) U (3.+CC) 3. (-2.-iff) U l-iff,-ll U li. iff) U ( Jff,21 5. i i

7. k y. (0.4) II. Todos los números reales 13.

17. R'd) = , I - 4r j - U. R'd) = 6-
(1- + 9)* r t (

19. «,i|R(i)i| = ——: |Uí,R(0|| = 3<-' 21. [Inlr + 2) - !n2]i + (tan"'/ + Uj
•, 9f-' + 8 ___

23. (4t-'í* - 2c)l -*• (4c"'í* - 6c'')j -i- (4 .sentí ir - 4 senh 1 + I )k 25. ' ff \ 8 + ff- + senh'' 3 v2ff 27. 09950

c**l + j¿9. T(M = -Ui-----i-:N(0
+ I

1 - c-'J
N?'‘ i I

;T(ln 2)
41 + J

s'l7
;N(ln 2)

31 y 35. T(/)
r-i 2fj + 2k 

r + 2
.N(i)

2/1 + (2 - f‘)j - 2fk 
r- + 2

.B(n

i - 4J 
vI7 ’

-21 + 2rJ - í-k

osculador-2(c - ! ) + 2(v - I) - - 2) = 0. rectificador. 2(a - i) + (y - I) - 2(c - 2) = 0;

normal'(r - |) + 2(y - I» + 2(: - 2) = 0

.33>37. T(i) = —(3cos2íl + 2J - 3sen2rk).N(i) = -sen2rl - cos2rk: Bui = —^(-2cos2rl + 3j + 2scn2rki; 

oscuLador-2» + 3v = 0.rectificador: : = 3: normal. 3.i + 2y = 0 39. + 2l
41. K(r) = 12(.li + 17''-)-'' - 34|i + ^|(3s + 17’'-)-'’ - 161’'-] 43. Rh) = 3semr/sT3)l + 2r/sT3j + 3cos(.r/vT3)k

8 17''- ■>45. K = —-:i) - 47. K = ^
j7>/2 H (r + 2)-

49. K

5.1. K = ^,.,1 =
H ........ ..... (,2 + 2)-
55. (--i. 32)

57. (u) V(0 = 31 + (4 - 2/)J.a'(D = -2j. ||VTi)|| = v4/= - 16/ + 25; ||A(l)¡| = 2. Ib) V(l) = 31 + 2j;A(l) = -2] 

59, V( i ff) = - 1 ffl + j ♦ k. Al 1 ff) = -2Í - iffj;rapide/ ^ ff- + 2 61. Rif) = ( ic*' +

63. R(/) = 2eos/i + (2 sen / + 2iJ ♦ ík. 65, (f + 1 jl + (-^/- - 3/ + V )j + (3/ - /• - 2)k

67. Vil) = 31 (4 - 2/)J.A(i) = -2J.T(m = -.Nu) = ~■ ||vj„|l = ^4,2 - 16/ + 2$.
s4í- - 16/ + 25 \4/- - 16/ + 25

^i/í'í = r7- —^i'Vsío = —= —;--------- -——rTT-VíU = 31 + 2j:AU) = -2J:v'4f- - 16/ + 25 

I
s4/- - 16/ + 25 (4/2 - 16/ + 25)’'2

T(l) = -l-(.3| + 2j):N(li = -^(21 - .3ji: |lV(l)|| = vl3..1,(h = -”;Av(H = —;/v'ih =
s’3 -,T.s V*3 %'13 13’'2
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69. ,\{n - 

71. (di V(fl
,-1 + «•-' + f

•T(f) +
^■1 + -If-' + -te '' 

4 + r- f £■ 2/ N(í)

2scnh2/i + 2 tnsli 2íj. A(/l - 4cosli2/i + 4 senil 2íj,
__4___
tosli 4/

(hl ||\(f)|| = 2vu.sli4r. (O 4,(1) ,!.(,)
s/i-n.li 4í

73. (ü|7S^3il 1- (75/ - U./’lJ, 
77. (d| üHSs, (1)| lH38pie

s/3pie, (c) '^'pie. (d) I50pie/s 75. 98 73 pie/s

EJBRCICIOS 12.1 (página 923)
l.(d)-‘. (h) 5. (c) —(din 3. (ul 1. (b) ^ .2, (c) ‘ ^ 16 - . (d) 4r + 4^ + 8

5. l(í. \) j i- + \ - 11 7. |(r. \| I t- + \* S 1) 9. !(r, \) I r- - \ - 2 11 11. ((x >) | x' + \ * 2 I}
13. {(T. MI r- + >' < 11 15. (I r, \ ) I \ ^ ± XI 17. j(r. \ ) | - 1 S r - x S I) 19. ((r,>) 11.\ > 1 [
21. |(r, V. c) r - \ - c 0) 23. {(t. \ , :| | x* + 4x - + S 16) 25. ((r, >. r) | |x | S 1. | v ] i 1.1 c| S 11
27. ((x.x.;) t- + \- < 4) 29. |(r,v)|t- + x' S 16) 31. K‘ 33. «* 35. R‘

37. Ciícunfereneids tenirjil.is en el origen de radiii ,16 - A* .A = 0 1.2,3.4
39. Circunfercnci.is teninid.is en el ungen de r.idio .16 - k.k = 16, 12. 7.0.-9,-20
41. Hipérbolas t‘-x* = A. A = 16,9,4.0*.-4.-9.-16 (*Us rectas \ = ± v) 43. Circ-unferencias de radio •,2k,k = 8.6.4.2.0 
45. HiperbuI.Ls i\ = A. A = 0'. In 2. I. In 4 In i. -I. In ^ (‘los ejes r \ \ )
47. (a) 2. (b) 6. (el . t - t'. (d) | r - \"|. (el 11 - \ |

49. /iix. \ ) = sen ' , 1 - x‘ - t- . dominio (íx, M | x* + x’ £ 11 51. (bl (m) 53. (a) (ivj

55. (a) X pies es el .indio \ pies es la altura. SCes el toslo C(x.x) = .32 ^ 12 18
XX + — + —

X X
. X > 0. X >0. (bl S5 92

57. (u) V = ,rx(6 - t - 3\).t 2 0, x 2 0. r + 3x s: 6. (bl (178125 unidades cúbicas

59. Circunferencias centradas en el origen de r.idio %9 - 16/V'’ . l' = 16. 12 8.4 
61. Ramas en el primer cuadrante de las hipérbolas rx =/,/"= 6 4. 3, 2. 1

63. Fsferas centradas en el ongen de radio -^Inld/Z^i.F = 4.2. I. \

EJERCICIOS 12.2 (página 940)
1. o 3. -4 5. 0 7. ¿ =

21. El limite existe y es 0, tome 5 = 23. H limite noexisie 25. -/r 27.-^

29. Continua en lodo punto 11. x) de /?• i¡ue no este sobre la recta x = 1
31. Continua en lodo punto (c. xl de W* i|ue no este sobre el eje x
33. Coniinu.i en lodo punto (x, x) de/(■ i)ue no este sobre la recta X = 2x
35. Conlnuia en lotio punto (r,\) de fí'Xjue este en el interior de laciaunlereneia X' + \- = 25 37. Continua en todo punto de/?’ 
39. Continua en lodo punto (x. X (0. 0|de/?' 41. Continua en lodo punto de/?'
43. Todos ios puntos (x. X) de fí-que estén en el inlenor de la circunferencia X- + x’ = 16
45. Todos los puntos í X. X) de/(■ i|ue esicii en el exterior de l.i elipse 4 x’ + 9x’ = 36 47. Todos los puntos (x.\) de/?* para

los cuales I X XI > I
49. Todos los puntos (X, x) de/('de los cuadrantes primero s tercero para los cuales |x + \j < I SI. Todos los puntos de/?’
53. esenci.il 55. eliniinablc /lO. (I) = 0 57. esencial 59. eliminable,/(0.0) = 0
67. (J 69. continua en linio punto (x, X, :»de fí' que este en el exterior de la esfera+ x* + c’ = I
71. continua en todo punto de li'

EJERCICIOS 12.3 (página 952)
--------7. X- - 6xx + 2.- 9. XX + xr zi II. 4 13.l. 6 3. 3i - 2x 5.

15. -2 sen 3(/seii 2i/> 17.

25. (a) - 1, (bt 12 27.

X- + X' 
o/' I

-xb2
21. 4x\ + - 23. xce*'- +

X- + X - + rl 
2 6x ,, , 2x-
7* T7' —

Z'* + 9x-x-

31. (a) 4f'*sen\. (b) -f'senx

33. (u)2lan ^ , (b) 2lan '- + , 35. (ii) 3xcoshx, (b) 4xsenhx
X (• + , - X X- + X •

2x in X ... . i.in ' x
(I + X 2 ,237. (a) (■' eos X - (b) -(‘eos X - 39. (a) I2x + 2(lx. (b) 12x + 20x 41. (a) 0; (b)
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43 (n) stn ( . (h) -Zhcísuiw + e uisf ) 45 (u(

57. '4 ^rados/tm 59. (u)

-32f)rí/
(r- + 4r - 5l-»

--.,1,1 55,4(r* + 4s- - 5í^

IIK) 9/ + 1 rhi ' 154 j 5(KK)lnl06
(1 + /)'' • 0(X)36 (106)’' “ 3(1 06)'

(cil ' •*’* I ***' ** ningunacxiMe
67. y,;iO (I) = -l./,,(ll 0) = I 69. ')(W41m7^■t:.í•42mVnl

EJERCICIOS 12.4 (página 964)
1. (di ^(Ai)’ + 2(A»h - (Avr + i4Aí - 6Av. (b) 05411 (c) l4Ar - 6A\, (d) 054
3. (all2 + Aul-4 + Avir'* • + 8.'\ (b(-0(KJ26. (c) 28. At - 14^-* A;. íd| -00019
5. ídIAt + 4A\ + (Ai)(A\) + ln(5 + A:) - In 5 (b) 0214! (c) Ax + 5A> + ^A;, id) 0214 
7. (12t* - \ ■) ./t + (3 - 2r\) í/\ 9. (eos \ - \ eos c) f/t + (- r sen \ - sen x)d\

2rJr-2w/\ + 2rJc , , 2\ ( x
II. ----------;------- ;------- ^-------- 13 tan 'rdar - —7 ./v + --------7 + —7 de

f \ - +- e- e- ' I e- :- /

15. (di 2(t„\,| - í„)Ac + (t„* - 2r,j)A\ + (\„At + A^A^)A^ + 2(t„Ai - At>A\.
(bi €, = S|,Ar + AtA\ €"2 = 2(t„Av - At)

t„JA\
V(,- + ^0*5' '()’ + '!)' '0*'^'

31. (a) H„ - mi)At + r„A\ + (2e,| - t„)Ar - (A;)(At) + AtA^ + (A;)(Ae). (b) £, = -Ae, = At. fj = A:

35. 7 36 m’ 37. 0 I4eni 1 4'r
I

2 \ sen
43. 0¡fix \)

n^íix \) -

39.7^.0 325'; 41. S72ÍK)
I6(X)

T T 7 1 11j. .. ^ ^ ^ ^t* + >■

0

2\ sen 

0

T 7 ti
c** -t- > t" *f , + V-

si (t. \) -í (0 0) 

SI (r, \) = (0. 0). 

SI (r \) ?5 (0 0) 

SI (r. s) = (0.0),

EJERCICIOS 12.5 (página 973)
áií
ür -

1. — (J) 6i - 2\ (b) 16r - lOs. ~ (a) -2t - 4\. (b) -lOr - 6v
ür - fis

3.J^^ (ü)l3i-2\ + 5. (b) 24/-- 4h + 5 (a) -171 - 7\ - 10. (b) -4lr + 44i - 10

5. (a) 1 (2r sen ( - \ eos n. (b) 0. ^ (di —(\ sen f + 21tos/), (bl 2f’‘^'''scc*í
f)r t- fJi t-

- ')u T , . , f?w , , T „ t)ii 6re' - i tos rs dii 3t-f^ +rcosrj
7. 7- = 2r(i + \) + 3i. T = 2Ut + \) - 2t 9.^ = ------------------------ . -r- = ———------------

'Ir ds cir ^|-(3x + u- il~(3t+ vi­
da 6j , ' . , f)ii 311. ^ senil - ir.' - rv). ^ = -Vsenh -Í2tt'^ - vr’) = 0
iJr í- t ds I- t

13. “ = 21 sen LOS 0 + 2 V sen tfi sen 0 + 2e tos <^. = 2 trtos <p tos 6 + 2v reos cf) sen 9 - 2zAsen

4^ = -2 rr sen c¿ sen 0 + 2v r stn á tos (/ 
riO

15. (d) .'(tos/ - vstni) + t’'(iuis/ - sen/), (b| ¿•"’''(tos/ - sen-/) + ¿•'"’'(cos’/ - sen/)

i set - / - V sen / + e tos /
17. (a)------------- -------- ---------:--------- (b) tan / see /

V* + V + : nx- -r V-) /( 1 + /)-

23. - 

29.

3t- - 8v
25. -

sen V - V tos t
3s- - 8i ’ ‘■ü’* ' '*■

~ - i - tv; ■*■ 1

d' 3t\lan3t.'-tv-

¿7; _ 3\ - 6r - 4r de _ 3r - 2v 
'¿7t 2: + 4t ’d\**2: + 4t

35. 6w'"'(2 + f) - 8i 37. IOtus-0 + 8 39. -lUrsen2e

43. detre a la lasa de ** rad/inin 45. crece a la (asa de 3 840TtmVniin 47. Crete a la lasa de I 61ilfos/mm
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EJBRCICtOS 12.6 (página 983)
I. :: 2» * S ^2, X 1, + ^‘2v + 4c 5. ------ ------- f 7. (Kt - 3v)i + <2v - 9. , ^ , i + —^^ j

Hit - V)* X- + )- r' + \*
II. ------LJLI k 13. - 2rj + tlan-ki 15.6 17. -42 19.-2

: (5 + .-)•

21. 23. (u) (-4.-4). (b) -2 - 2-.'3 25. (a) (-12.2. 14;. (I>) 29. + l. ' + 4

31. ; ’ .2 .3.3. (I - i.in '—: y 0 - l.in ' ^ • - n
" 3ff H 1 4 1

35. (al (i 2 íT.iJt)' (nir metro. (Ii) en !a direeeión del \ecu>r 1 + -L j

37. (al -I \oli fHir pie. (b| en l.i dirección del vector-j e intensidad de 2 %olis por pie

EJERCICIOS 12.7 (página 989)

5.

9.

13.

21.

iM - V = 0; ------ ^
-f

r + 2v + 2c - 8 •

1 - 2 ^ \ 4 2
4 -1

y, - 4\ - I = 0

- 15. v = 4..v=I6

23. 4 r - .51 4 6 = 0

3. 4c 4 8\ 4 3: 4 22

II. 3t - 2y - 6c - 84

...142 v44 :-6

= 3

19. las superficies son Umpentcs

EJERCICIOS 12.8 (página 1001)
1. /(O.O) = 4, m.ix ahs 3./(2.4) = -4, inín. abs 5.y(l,0l = 9, max ab-.
7. y (4. - -J.) = - inin reí. yO). - i) = - ^ . pumo silla 9. /(1, 2) = 0. punto silla 11. /<“ j. 16) = -12. máx rcl. 

13. /(O. ± I) = 0. puntos sdla 15. /(1. 1) = .5. mín. reí.; /(-l -3) = 31, max. reí. /i l. -3) = 27, /(-I. 1) = -1. puntos 
silla 17. /|0,0| = I.punto silla 19./(2.4i = -4. mín abs;/(0.0) = /(2 0) = 16, má.x abs

21. y(-'.4) = - ■!. mín abs, /i 2 4) = 20, máx abs 2.3, /(O. i l = -2. mín. abs. /(O. 2) = 2. mÚA abs 25. 8.8, 8

‘ Í5'- Ñ ■ ("' —^--7^) > (‘*- ' -'1- U nmdedroira/iy ^cmg de droga fl

33. ^ unidades ciíhicas .35. la longitud de la base es 2 \ pie, el ancho de la base es 2 pie. la profundidad es 3 pie

37. 3 horas-maquina > 9 horas-persona 39. $25 400 41. (al 3 120. (b) 9 43. (a)v = 534.7 - 0.423.r
Ib) 390 6 mililitros por mimiio por kilogramo 45. la) v = Ü8329.X - 25 13. Ib) $62320 

47. 12 del Upo I. lOdel upo 2; la utilidad total es SlOfhl 49. largo. I; ancho. I. altura.

EJERCICIOS 12.9 (página 1012)
1. (0.0)) (0.4) 3. < '^.-^, ■) 5. /(± i •. 35 . I = 1’. max rcl : /lO.3) = 3. mín reí;/lO, -3) = -3. mín.reí

7. /!-; V6.-', -.3) =/(-■ . 3, ^6, ^3) = A; .3.-; .6. .3) =/( ^ .3, ; v6,-i..3) = -=^6.
mín reí; yi * . 3 . 6 . . 3 ) = /(- ' . 3 . - 6 . 6 ) = yt- ; 3 . \ . 6 . - ^ 3) =

f( \ . 3 . - . 6 . - 3) = - . 6. máx. reí

9. fí± , 35 . ) = ”.máx..ibs, /{O.-3) = -3,mín. ,ihs II. Todos lo> extremos del ejercicio 7 son absolutos

1.3.3 15. 3 v3 17. (a) 12. (b) 4, (c) 1 19. ,‘ -.26 21.2,6 23. 25.^ 37.22.5,7.5.3.625

39. n± \ .3.-1)= . no. 11 = - 5 41. 15. 10.7.5, 30.6

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 12 (página 1015)

I. 4 4v' a 16) 3. > r*|
5. |(x,v,r)|> st ±c|. el conjunio de lodos los puntos de/?'excepto aquellos en los planos i = ±c

i- V* -• ' L
7. [(i.y)|4í- 4 9i* £ 36|, i.i niit.id superior del elipsoide "y" "4" ^ ~

11. (ü)4t.v - 3v‘ 4 4. (b) 2r* - 6tv - 2. (el 4v; (d) -61; (u) 4« - 6v. (f) 4r - 6y
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■), \ - 2 í ■
13. (u) , . (h) ——

3v
■ '“-.T" ""'V

15. (at /'tos Sí* + /<•'. (I») 2 Sí cus s/- 4 < ' (c) 2tíi.os sí* - sen sr) + e\ id) 2í(cos íí* - sen tr') + tf‘

17. (al -I t , (b) 
V c

•* T ^
V* + :* - I*

s- \

l<> (di

ÍCI 

-2s:v

T^' + -T
y y

-2xt

21. (ul -

t- + \* -4- r* )-

-32(ltís *t

( l* + + c*)^ (r^ +

(u* + 4v «is.-)'
I6»(12s- -*■ 5ss- - íí^) 

(H* + 4i* - 5ss’)'
23. (a) . (b) . íc)

ri^ rr r*/-’

„ . , <hi ín( V + V) , , , ’ r)ii
'“’S7 =

f +-

(3; - 2j)-

- 21nU= + ,=).
X- +

IKf + 3 ln(8s- + IHí-). Í3f - 2í)- - 21n(85- IHí*|
4r + y/“ ”• 4,2 + 9/-

29. (a) + hsstr’'’* + 9x'r-s- + 6»r-s‘ - 9zr-x-, (b) [9(1 + 2rs)e^'’ + 6(1 + rx)e^'’ - 91n4]r-5‘

31. (d) 3r<.()sf - 4(s + 2t)stnf. (bl l2<.os2í - 16sen2/. -r-
d¡

-16
/ r/4

33. (a) K-l + At)(3 + As)* - 5(-! + Ai)í2 + Ac)* - 2(-l + Ar)(3 + A\j(2 + Acl - 5. ib) -048.
(el -5 Al - 14A\ + 26 Ac. (d) -0 48 35. 2 37. iff 39. 5= mínU. ¿f)

41. 11 Imiilc eus(c y es 0. (orne A = ‘‘.f 43. El limile no exislc
45. Continua en lodsis los punios (s, V) de/i* que no esttn en la.s rteUs t = ±2s 47. Continua en todos los punios de/í*

49. 14 51. -I -.2 53. 55. (a) [i + ij. (h) ^(1 + -,3) 59./(-I.I) = l.max rél

63 39e 65. -32tX)ffunVniin 67. decrece a la lasado 044 atm/mm

69. 4r + 2v + c - 12 = 0, r - 2
2

c - 2 71.
t - 1 \ + 2 c - II 

-44 ■ 2 ■ I
73. (a) la dirccuín del vector-I2i - 150j. (b) asciende.

■’5 . 25 2
(c) en la direeuón de .ileuno de los vectores — 1-----^— jo------1 + ---------------J

^629 v^29 .'629 629

75. /(± .5,0) = 10 mín reí 77. /(9. II. 15) = -362. max reí 79. ’ .6

81. "J". li*' 83. 2-.3 por = por 2 .3

85. (j) - ^ ^ ~ grados por ein. Ib) ^ , ISgrados por cni er la dirección del vector—-----~j

87. 18 pie por 18 pie por 18 pie 89. h,ise cuadrada y una profundiiLuI igual a la mitad de la longitud del lado de la base
91. (a) V = 0285i - 0951, (b) lidias 93. (a) v = 9628v - I48R2, (b) 2740 kilogramos por hectárea 
95. (a) 12 (h) -3

EJERCICIOS 13.1 (página 1025)
1. (a) {0.3.5). )b)(-’. J .3 -4). (c) (eos 1. sen 1,1) 3. (a) ( v6. s 2.2 s 2 ) (b) (0.2 s 3.2). (c) (| v3 . |.-s 3 )

5. ía)(2. ^ff.-2 , 3) (1j)(0 ^/r.- 2), (c)( 6.iff.N,6) 7. elipsoide, r* + 4c* = 16 9. paraboloideelipticor* = 3c

11. conocKplico. r* eos 2i) = 3c* 13. esfera.p = 9cos<^ 15. cilindro circular recio, p sen = 3
17. esfera, p = 8 sen eos 0 19. (a) cilindro circular recto, r* + \- = 16 (h) plano que pasa por el eje c. v = t
21. i* - V* = c’ 23. (u) esfera t* + v* + c* = 81. (b) semiplano que pasa por el eje c. v = t, donde x > v son no

negativos (c) la milad de un cono con vértice en el origen, z = ^fx' + v* 25. cilindro circular recto, t* + v* = 36 

27. x^'t* + V* + c* = 2v 29. (al (iii) (li) (vi), (c) (viii) 31. (a) (ix), (b) (v) 35. (b)2ff%u* + I

EJERCICIOS 13.2 (página 1039}
1.45 3.50 5. 1368 7.704 9.5075 II 1376 13.686 15.38 2 17.10.24) 19. ll.f]

21.42 23.^ 25.-f 27. i 29. i 31.45 33. i^^ 35. ^ff 37. 39. ^ unidades cúbicas

41. unidades cubicas 43. * ■---*•• unidades cubreas 45. ' unidades cu.idrado.s 47. 72 unidades cuadradas
3 120 *“
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^ .1 f h I ( I/.
2,

J jJ h 1 U
ilsilx 51. unidades cubicas 53

• -1/7'"’ ■’
(2x + >)í/t(/v 55. 0

EJERCICIOS 13.3 (página 1050)
I. 12kt!(2 ¡) .3. 5. ii;?, 7. ^ín’kg.(^ü(2 ^ nj ¿«(2 -i- «)) (f • ^)

II. 7kp.(5|. ^1 13. MA kg-m* 15. I/rAíj"* kg-m’ 17. kg-m’ 19. (a) i^kg-m*. (b) 54 kg-m’. (c) | ,15m. 

<dl^kg-m* 21. (al -jífff/. kg-nr. Ib) Jjff(2;r* - 3)Akg-m*. (c) 5 .bn.. (d) ~ ¿Wkkg-m*

19904 123. -^y^lkgnv 25. , 6 iinid.idL‘s cuadradas 27. 2 .1633 unidades cuadradas 29. 9 unidades cuadrada'-

31. •p(l35 ,10 - H . 26 ) unidades cu.idr.idas 33. 32 unidades cuadradas 35.9 .2 unidades cuadradas

37. n/>\íi~ + />■ unid.idcscuadradas 39. 2ff«’íl - t ')unid.idescuadradas 4!. I2;iunidadescuadradas 43. i/i-.Yipies

EJERCICIOS 13.4 (página 1059)
I. 6ffunid.idc-scuadradas 3. ^r'*(K ff) unidades cuadradas 5. (4;r -i- 12 3 > unidades cuadradas 7. 4 ;runidades cúbica 
9. - 4)uniiLidescubicas 11. 2;rumdadescubicas 13. yffUg.íO. ^ ) 15. ^Affkg.(--^.O) 17. kg.( i^;r)

19. ,"(27 .3 - |4;riAkg.((). -1 • 21.¿Affkgm- 23. •[/AffW’I g-iir 25.i 2^m
' H) 27.3 - 14;r / ^ ■*

27. /T«í«’^ - I) 29. 8/runidades cu.idradas 31. I2ff unidades cuadradas 33.¿/r)2 ,2 - lj«’

EJERCICIOS 13.5 (página 1065)
1. ¡Ij 3. j 5. -<(ln2)- 7. /ff-l 9.2? I?- 15.2^;: 17. 19. ^unidades cubicas

21. -5 n unidades cubicas 23. 4 ;r unidades cubicas 25. / ffn/ir unidades cubicas 27. -pA kg 29. -^A kg 31. 2(2^2 “ llkg

EJERCICIOS 13.6 (página 1072)
I. itj* 3. 6/rO - 1) S.ff.i’ 7. 2(i‘ 9.2 II.Kff 13. ¿ti'ffAkg 15. 1250;rA slug-pic- 17. jtrVAkg

19. Hff 21. ^AkgW 23. «A;rkg 25. ?í!;r.rYslug-pie- 27. <0.0. 1) 29. IK;r 31. lff<2s^-l)

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 13 (página 1075)
1. < T . 3 . n. 2) 3. (u); = r*( I -f sen 20) -i- I. <bl r'{25 eos' 0 -r 4 sen* 0) = 1(H) 5. ^ 7. 2 ;r

9. i í ‘ - 2,.- + j. _ 2 11. 2;r J3. i 15. ^ 17. -Tff In 2 19. l - eos 1) 21. unidades cuadradas 23. 9;r

25. ^ unid.idcscu.idrad.Ls 27. ^unidade-scu.idn>das 29. 2 nnid.ides cubicas 31. ^ unidadescubicas 33. 2^ unidades cubicas 

.35.lHuiiKladtscu.idnid.es 37. ( - =) unidades cu ulnid es 39.(2. di. - 7j kg 43. unidades cubicas

45. ^ ;r uiiid.ides cubicas 47. í7r’'+ 11 kg-in* 49. kín + 5)kg-m* 51. 2A/rkg-m*. |v^m

5.3. 65A/rkg 55. -YArtky-nj-

EJERCICIOS 14.1 (página 1088)
1 ^

7. 6ei + 6>=j 9. ,1 +----- 21_j j|. + (.3,2 + Sri - I2i*)j
1 + t'*v* I + e"*!-

13. 2iw--‘M + f ^-J - 4r-\i'-* k 15. consers.idor 17. no consersador 19. conservador
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21. (¿(X. V) « j>' + C 23. = c'scny + C 25. + 2y + C

27. <f>íx.v.z) * \x' + lr‘ - jy + C 29, (¿>U.y.r) = ze* + jrc’ - ye' + C

31. <¿(t.v.r) = x’cosy - y:^ - 3j + 2r + C 33. í);5 35. 2c*scnyk;2r^cosy 37, (i\2x + 2y + 2z

39. senri + senjJ + sen\k:0 41. —-—. ^ k; ^___+ 2z
■^x~ + y* + J + y^ + 1

EJERCICIOS 14.2 (página 1097)
1,1 3.k-\ 5. Rff 7.1 9. íí 11.3 13. 15. 17. f 19. + 2ü^ 21.8

23. jjouln 25. ZO^joulc*; 27. 27-|joulcs 29. í^/ra'* + a*)joule.s 31. 3joules 

33. (r- + «■■* + í" - 3)juule<> 35, 2^jouIcs

EJERCICIOS 14.3 (página 1107)
1.2 3. f* 5.-4 7.15 9.-4r 11.-14 13.18 15. 2t>^-3r’ + «•* 17. ¿ 19.11 21. Ü

23. 4 25. 0 27. 3 29. 4 31.-13 33. 2l6joules 35. 32 766joules 37.-il:joulcs

EJERCICIOS 14.4 (página 1119)
1. -I ' 3.-i S.-U 7.-^ 9.11.1 13. ¿(5 - 4v2)7r 15.0 17.-lOff 19.^

21. ^unidades cuadradas 23. 3unidades cuadradas 25. 31. 24;rjoulcs 33. 0 35. S/rcm^s 37. |;rcm*/s

39. 15: (U 41. ü;lm)

EJERCICIOS 14.5 (página 1127)
1. 8;r 3. f v3 5. j v'Í4 7. l{5v¿ - I) 9. 11. | ^^6'l 13. 0 15. SAffkg 17. 9rtkg

19. ^^.2;rkg 21.18 23. 45ff 25. |

EJERCICIOS 14.6 (página 1134)
1. 3. 1 5. 18 7. 5 9. 27 II. 32;r 13. I44jr 15. 17. 0 19. Ji 21. 54ff 23,-1

25. 8ff 27, -2

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 14 (página 1135)

1. /(r.y) = e'*lny + C 3, /(x.y.z) = ^ _ ~ x ~ ^ ^

5, <a) (4.ry + 3y’)l + (2a* + 9.ty*)j; (b) f'l + (xe' - yze> - ze')¡ - vf'k 7. 4>ix.y) = Ion"' Ity* + C 

9. 4>ix.y.z) = r'lanx + >v’- + C 11. r(e“ - e‘*)i + y(p^‘ - e‘’)k;ü 13. -—k; ^
y- y-

15. -j 17. ~ - 3ff 19. f 21.^ 23. 9f- - I 25, ;r 27.13 29,4

31. \2n 33. 0 35, 4 unidades cuadradas 37. joules 39. ^joules 43. 0 45. 54cm*/s 47.

49. |V14 51. ¿(37^37 -»1) 53. fiffkg 55. 108V2ffkg 57. 56ff 59. 160ff 63.0

EJERCICIOS A. 1 (página 1148)
I, (-líí.-7.-^'5.-2.-5.-f.-I.O. 5. V2.3.5.21) 3. (a) |.t|-9 < x < 8); (b) |y[-12 < y < -3};

(c) |zl4: - 5 < 0| 5. (a) (r|2.t + 4 a 0); (b) [r]2 S r < 8): (c) 1ü|-5 < « - 2 S 7)
7. (a) (2.+00): (b) (-4.4] 9. (a) (2, 12}; Ib) f-co,-4] U (4.+oo) 11, (a) (2, 12): (b) (-oo.-4] U (4.+o3)

13. (a) (-4.01; (b) (-«J.?] 15. (o) ].c|2 < a < 7}; (b) (j|-3 S x s 6); (c) (a] -5 < a S 4};
(d) {.t| -10 S .r < -2j 17. (a) {a[a Z 3): (b) (a|a < 0|; (c) (A|.t > -4);
(d) el conjunto fí de los números reales

19. (D) 7; (b) (c) 3 - s3.(d)3 - ^'3 21. (a) 6, (b) 10; (c) 10; (d) 6 23. (a) /; (b) -r
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EJERCICIOS A,2 (página 1157)
1. (a) pnmercudilranle (b) icrccrtuaiJrantc (c) cuano cuadrante, (dj segundo cuadrante 3. (u)(l 2). (b)(-l.-2),

(c)(-l,2>. (d)(-2. 1) 5. (o) (2.-2). (b)(-2.2) (c)(-2.-2). id) no es posible
7. (a»l-l.3). (b) (I -3). (0(1.3). Id) (-3 -1} 9. (a) (-^.2) II. |^| = 10. lfiT| = vT?. [CÍl = 13

13 V2ft. j v89. ^V53 15. \AB\ = V41. |;íÜ| = V4I. \'BÍC\ = ^82.y + \JC\‘ = ¡1(C|^ 21. 17^^
23. -2u8

En los ejercicios 2S-31, se muestra la gráfica de (i) La pone continua es la gráfica de (ii) y la parte punteada es ladc(m)
25. Simétrica con respecto al eje X 27. Simétrica con respecto al eje x

ti
6
4
2

1 -B -6 -4 -1 , 2 4 6 8

-4
-6
-8

29. Simétrica con respecto al eje x, 
al eje > y al origen

4
3
2

-4 -3 -2

-2
-3
-4

2 3 4

33. (a) (b)

35. Todos son simétricos con respecto al origen 37. TixJos son simétricos con respecto al eje y

EJERCICIOS A.3 (página 1166)
1. (u) La pendiente es | (b) La pendiente es-1
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.1. (u) 1.1 pcnJicnli; ^. 5. (a) U pcmJicnie csO 7. (a)

K
í,

>

H -A
2

..... ui
-K -(>-4 -2 2 4 6 8

-2
-4
-(>
-» .

■

(h) Ui pendiente es -

»
6
4

: :

4

./I 6 K t

y
- \ 

C

>
8
6
4

...............^
-H-6-4 -2^

-4
-6
-8

2 4 “2
-2
-4
-6

- -8

. 2 t 6 8 -8-6-4-2
-2
-4
-6

- -8

6 8

(a) 4 r - V - 1 = 0. (b) llr - 4\ - 9 = 0 1 . (a) 2t + 3\ - 3 = 0. (b) 6v - 3v + 8 = 0
13. (a) \ = -7. (b) X = 2 15. (a) 4t - 3v + 12 = 0. (b) i - \ = ü 17. 2r - .s + 7 = 0
19. 5i + > - 1-4 = t)
21. (a) Lj pendiente es-^. l.unlercopci(>n \ es2 (b) La pendiente es 0. Ij mtcrcep(.ion> es 2.

1

8
6
4
- X

-8 -6 -4 -2, 2 4 6 8

-4
-6
-8 ■

(b) La pendiente es - ^, la interecpuon \ es 3



RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS IMPARES 1335

25. V = t 8 27. I.j pcmJicnle (Je L.idj rcu.i es - ^ 2‘>. Las petidienies de Us rectas son y-^

31. 33. (a) uilmeales. (h) nocolineales 35. (a| ni) ctilincales. (b) colineales
37. Las pcntlienics (Je dos lados son - ^. las pendientes de los otros dos lados son ^ 39. El área es de 5 unidades cuadradas
41. (al \ = 25t + 3(KX) 43. (arSbOn. (b| \ = 30r + 600 45. B

49. desde (3.-2)‘\ = - 3| - 2, desde (2.4)'\ = - 2j + 4;desdc(-l, 1| \ = I

EJERCICIOS A.4 (página 1171)
1. (a) (0.0). (I» t = 0. 

(c) (0. I). Id) s = -1.

(e) (-2. D.(2. I)

3. (a) (0.0). (b) X = 0;

(c) (0.-4): (d) y = 4.

(e) (-8.-4), (8.-4)

H - 
f.; 
4 -

5. (a) (0,0). (b)T = 
(c) (0. ]). (d)y 

(e) (-i, 1

Ai

0.
___ 1 .

4 ■
)

V

\l ,

-8-6-4 -2^ • 2 4 6 8

-4 -

-6
-8 -

7. (a) (0.0). (b) y = 0. 

(c) (3.0). (d) .r = -3.

(e) (3.-6).(3.6)

9. (a) (0.0); (b) y = 0. 

(el (-2.0). (d) .T = 2: 

(c) (-2.-4). (-2.4)

1!. (a) (0.0); (b) y = 0; 
(c) (í.ü); (d) .t =

(.)(].-5).(M)
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(a) (n.Oj. (1)) r ^ 1), 15. (u) (0. f)j; (li) V = 0;
(i-í (0, - • 1. <(il ' = (c> í iúix = ~l

u-,.
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EJERCICIOS A.5 (página 1176)
1. Se imic'irj 11 j/r.ifita ik (u I .i p irte eonliniu es 11 prallej Je ía) y la parle piinieada es la de (b)

-m
-1 f

-I

-S -6-4 -2

t

-8r--

5r

•’i
í
'r

-S.-.4-^-2-L,L
-2^-

4
2 3 4 5

15. Í4 - 4|- + (\ + 3r = 25. t- + t ’ - 8 t + 6\ = 0 17. (t + 5)‘ + (\ + 12)’ = 9 i - + \’ + 101 + 24\ + 160 = 0
19. r* + O - 7)- = 1. i- T - 14; + 4S = {) 21. (r - 1)- + (; - 2)’ = 13 23. (r - 5)’ + (; + 1)’ = 13
25. (1,4) 4 27. (-1,-5),2 2 29.(0 - ^5 33. (.irtunfereriLij 35. el conjunti) saeío 37. elpumoíi.-^)

39. ; = ^(, + 4) 4- 3 41. ; = -jU - .5) + 1 39. O’ + ¿’ > 4T
49. Si O es la cirLunfereneia unitaria centrada en el origen y P c\ la eireunferencia Je radio 2. también centrada en el ongen, 

enionccs ci conjunto consiste de tos punios que (a) están dentro o sobre la circunlerencia O (b) fuera de la circunferencia O 
> dentro de la circunferencia /’o sobre ella tcl fuera de la circunferencia P

EJERCICIOS A,6 (página 1182)
1. r - + v'- = 11. i’ = r + 1. \ =1+2 3. r'- + V = = i t +

5. x'- ^ 8\'. t' = A - 2.C' = \ 4-4

c
Hr

I
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9. (a) (ü. -4): (h) t = 0. 
(c) (0.-^). Id) V = - 

(e, (I.-j;u-í.-í;);
(f)

15. (a) (3. I); (b)x = 3. 

(0(3.2); (tl)>-= 0; 

(O (5. 2), (1.2):
(f)

21. (a) (2.-2): (b) .r = 2; 

(0(2,0); (d) >■ = -4;

(e) (6.0). (-2.0);
(f)

II. (a) (2.-1): (b) X = 2:
(0(2.-í). (d)> = -|;

(O
(f)

17. (y) (9.-6); (b)>- = -6; 

(O (8.-6); (d).t = 10; 

(c) (8.-4). (8.-8):

23. (a) (3.-2); (b) y =-2. 

(O (d) -í = Y-

(c) íf■"!>=

(0

13. (a) (-9.3): (b) y = 3; 
íc) (-^.3); (d) X =

(O (-^. l>;
(f>

19. (a) (4.3); (b)j: = 4; 
(O (J. |); (d)y = |; 

(O (5. |).(3, |);

(f)

En los ejercicios 29-45. lu gráfica de la pnmera ecuación se presenta punteada; la de la segunda se muestra en forma continua. 
29. 31. 33.
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35. 37.

43.

39.
1

8
6
4
2

L

---------------
-8 -() -4 -2 - • 2 4 6 8

-4
-6 •
-8

45.

\2
J/

-8 -6 -4 -2 , -2 
-4 
-6 
-8

2 4 6 8

. „\M
-8 -6 -4

-6
-8

2 4 6 8

EJERCICIOS A,7 (página 1191)
1. (o) ÍO. 0), (b)eje t,

(c) í-5.0),(5.0).
(d) (0.-3), (0.3).
(c) (-4.0). (4.0).
(O

3. (a) (0.0) (b) ejcv,
(c) (0.-4). (0.4).
(d) (-2.0). (2.0).
(f) (0.-2V3j,(0.2V3).
(f)

7. (a) (0.0). (b) cjcM-;
<c) (0. -3). (0. 3).
(d) (-l.O).(l.ü).
(f) (0.-2V2).(0 2^2),
(f)

9. (a) (2. 1). (b) ^ = !.
(c) (-1. I).(5. I).
(d) (2 -l),(2, 3).
(c) (2 - /5. I).(2 + V5. I). 

(f)

5, (a) (0.0). (b) eje r.
(c) (-IO.O).(IO.O).
(d) (0.-6).(0.6).
(e) (-8.0). (8.0).
(f)

11. (a) (-1.2). (b) t = -1.
(c) (-l.-8).(-l. 12).
(d) (-6 2), (4. 2).
(c) (-1.2 - 5 vi).(-!. 2 + 5n1). 
(f)
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13. el pumo í - ’, 4)

19. + 25y' = HH)

15. (□) (2.0). (lU eje r.
(c) (2 - 3 •.3,0), (2 + 3-;3.0). 
(ti) (2.-3), (2. 3).
(c) (2 - 3-.2.0),(2 + 3v2.0);

17. d punUi(I.-1)

23. .t- + 4y- = 4

I 27. (j + 1)- (V - 3)‘ 
48 W

1

‘ \

2‘J. 8.4 tn
31. 9t* + 25v* = 562.500. donde la unidad 

es 1 millón de kilómetros

EJERCICIOS A.8 (página 1200)
1. (u) (0.0). (|J) cje.r.

(c) (-8.0), (8,0);
(d) (-10.0), (10.0):

3. (ü) (0.0). (1)) ejei;
(c) (0.-5). (0.5).
(d) (0.-13), (0. 13);

5. (a) (0.0); (b) eje t;
(c) (-2. Of. (2,0);
(d) (-V13.Ü),(sT.3.0).
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7. (a) II). Oi. (hl eje i. 
le) ( ‘'.(I). (S 0». 
lili

■). (ul (0 0) (iDejeu 
(U (0, 2). 10 2).
Id)

II. íu) (0 0). (b) eje\.
(c) <0. -6). (0, 6),
Id)

1.1. (Jl -2). (b) \ = -2. 15. (a) (-1. -11. (b) A = -1. 17. (a) 1- 1.4). (b) r = -1.
(il 1-0 -2|. lO. -2). (el (-7.-l).(l -1). (c) I- 1.4 - 2-;7).
Idl (d) I- 1.4 2 7).

(d)

• V
i;

')•
1- .

\ /

K

K

\

‘ \

'

* ' n 'n' y^'

'E

-9 -'í jl 1 l> ')
/ -¡! 

-(>
-S4

*

ly. (a) (1 -2). Ib) t = 1. 21. ^ = J t
ic) (1 -‘!).(1 1) 21. \ = -r + 5. I = 1+1

(d) 25. 1 = - ’ V - -1 t 27. \-
4

■T = '
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JV, 32»* - 33»- = 3H0

-H-6-4 -2 V 2 4\í. H

.31.
jL.f.
576 líK)

.,3. = ,

.» V» .• y»
39. —— ^ = 1 41. La rama durcdu tic la hipcrbola = 1.

•* / viwj j omí
>•*

BJERCiCIOSA.9 (página 1207)
1. (a)|;r. (b)-’ff, lc)’;r, (!»).';:
3. (a) 45 '. (bl 120 , (c) 330'. (d)(c) 2K"39''(f) 540'; *(}•) -114^36. (h) 15°

5. la) i; (b)í-.2, (c) 1, (d) ^ 7. (j)-j.;3, <b)js'2, (c) -I; (d) 0 9. (a) s^3. (b) I; (c) -1; (d) 1

11. (ai; s3. (b) .2; le)-', ó. (di 1 13. (a)jv'2: (b)l/2. (c) v2; (d)^2

15. (a) ~ ' .3. (b) - (c) -2. (d) - j %3 17. (a) 0; Ib) I, le) -I. Id) indefinido

19. (a) I. (b) 0. le) indcfimdo; (d) 1 21. (u) -1; (b) -I, (c) \3, (di %3

23. lo) -v3. (b) -* ^3■. (c) 0. (d) 0 25. (a) J ;r; <b) n, (c) i;r. j ff, (d) I)

27. (a) 0.;r. ibi ^'ff. (el (í.jt. (di Í-/r. 29. (a) ’ ;r. ib) i;r, 5^; (c) ’/r. ’n; (d) ¿k. iff

31. (a) ’,ff. iff. (b) 0. ff 33. Iu)ff: (b) ff 35. ,i = .^cosf.v = 3scn/ 37. .» = 2eow..v = 4 sen í

39. » • 3eos; + 2.v - 2 sen i +1 41. » = ,5cosr - l.y - lOsenf +■ 2 45. -i = 8 see f = 8/cüsi,y = 6tanf

47. i -- 12t.tiw. ,» - 5 see f = 5/eos/ 49. » s 3secí - 3 = 3/cos/ - 3. v = 3lan / - 2

51. » - 21 idii / - 1.»' - 2 •, 7 see f + 4 = 2 N 7/eos / + 4

EJERCICIOS A. 10 (página 1215)
1. (a) liiiiérbola: (b| elipse, (e) p.ir.íb(<!.i. (d) dos recias ijue se mterseeiaii

5. la) lii|Krbola:
(b) T- • V- 16:
Ic) X

é \

5 yí'

io_j .111. t—’ •/ ' ‘ 1111.1 •.»

■ >í..
-• 1

7. (al liipéfbula; 
Ib) ” 4;
(el

«I

3. (ni un punto, (b) hips'rbvila;
le) parabola: (d) el conjunto sacio
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I n 1(1-. cjcruuo-. 2^. li)'* cjts T7 se h in íoI.uIo un .in¿'iili) de medid i u
‘A (a) lupell'lll I.

(li) « .

I6T- - = lí,.
(O

11. <ul p.iiiihol.i.
Oi» « = I n.

T- + 4 .'2T = n. 
íc)

13. (u) liipértmla.
(b) tt = iff, - 7*

15. (al elipse (b| a => ' ff + — + — 
' 'I 1 y

*» -

t/
V
jíx___ _

-S y!

A> Is ;

(O

'v

rtVZ
_____ •'

" A'

-s >

)

..............V

hn los djcrcitios 17-25, los ejes t» Ijmhien se han trasbidadu de niudoque t' = i - = \ - A
17. (al elipse, (b) a = ^ ff.

\ t • \ •

l‘>. (a) elipse, (b) a = 63 4°.
, 2 , 4 c'2 s -
h= —. A =-------. -rr + —

.5 ^5 16 4

/i - 0. A 2 2. 2

kl

23. |u) hipérbola, (b) a « 53 l’.

/, = 5. A = 0. - -i-
16 4

= 32.

£

5

1.
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25, (a) parábola, (b) u 26 6^ 
>5T* + 6n5T - 0.

27. Reílérase u la figura del ejercicio 9(c). 
29. Refiárose a la figura del ejercicio I I(cj. 
31. Refiérase a la ílguni del ejercicio 17(cj 
33. RcfiéroM a lu figura del ejercicio 2Kcj.

BJBRCICIOS A.11 (página 1222)

X ~2 X + 2 3. + -5

II. 2i + —^ ^
t - 2 +• 2

14
' . 7

j + 1

13. 2r - 5 +

2 i

X - 3 X - 1

3 ^ 2

3x + 1 X - 2 

7isA-í^ +
2x - 3 ■ X + 2 X' X X - 2

9 2.^______L_
X 3x - 2 2x + 3

1

(2x +1)* 2x + I (X - 1)^ X ~ l 

1 2x + 4

21. I +
(X - 2)" íx - 2)- X - 2

25.-------r + —^ ■"
X - 2 X* + 2x + 4

n A i X
x'' X* x'-

27.-^. -3

35.

X - I x^ + 1 

X - l X - 1

29. ^ ^ 3x - 1 31.

X + 2 (x - 2)2 X - 2 

23.

X - 2

+ I (x2 + 1)2

X + 4 2x2+3

37. f ^

X + 2______________
t2 + 2 x2 - X - 1 

2
(x2 + 2)2 x2 + 2 X - 1

Tfl H
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suma de. 339. 1028 
límite de una, .340, 1028 

Rolle, .Michcl, 215 
teorema de. 216

y icurcmadel valor medio. 215-223 
Rosa. 760
Rotaeuin de ejes, fórmulas para. 1211, 1271 
Rutaciuna! de un campo veclonal. 1085

Sección
cónica. 774, 1183
transversal de una superficie en un plano. 847 

Scgmenlu rectilíneo dirigido. 787 
Segunda(s)denvada(s>. 130

critcno de la. para extremos relativos. 238.994 
parciales, 949 

Segundo
momento. 1044
teorema iundamcnlal del Cálculo. 364 

Semividato vida media). 459 
Scne(s) infinilats)

absulutamcnic cunvergenles, 688 
alternantes. 684 

cnterío de las, 684 
omiúmca, 664 

allemamc, 688 
binomial. 730
condictonalmentc convergente, 688 
convergente. 661 
cntcnos sobre convergencia de. 

de comparación. 672 
por paso al límite. 674 

de la miegral. 680 
de la ral?, 693 
de lu raztín. 690 
resumen de, 695-697 

de Macluunn, 719 
de pulencias, 698-707 

denmción de, 698
diferenciación lómiimi a término de. 708 
integración término a término de. 712 
intervalo de convergencia de, 704 
radio de convergencia de, 704 

de Taylor, 718-7.15 
definición de. 719 

de témimus 
constantes. 659-671

.Sends) infinitáis) (de términos) famiínüat 
positivos. 671-683 

y negativos. 684 -695 
definición de, 660 
divergente. 661 
gcométnca. 660.665 
liipcrannónica. 678 
/J.678
residuo de una. después de k términos, 686 
suma de una. 661 
sumas parciales de una. 660 
términos de una. 660 

Simetría
de dos puntos. 1155 
de una gráfica. 1156 

criterios de. 1156 
Simpson, Thomas. 596 

regal de. 598 
Sistenu

coordenado
cartesiano rectangular. 799, 1150 
derecho. 799 

de coordenadas
cartesianos rectangulares. 799. 1150 
polares. 752 

numéncoreal. 1139 
Slug. 516
Sólido de revolución. 383

V olumen de un. mediante el método de 
'Candelas, 386 
capas cilíndneas. 391-397 
discos, 384

Solución de una ecuación. 1153 
diferencial. 319 

completa. 320 
general. .120 

Stirling, James, 640 
Stokes, George, 1118 

teorema de. 1130 
en el plano. 1118 

Subconjunto, 1140 
Sucesión

acotada. 65^ 
convergente. 651 
cota inferior de una. 654 

máxima, 655 
cota supenor de una, 654 

mínima, 655 
creciente, 653 
de sumas parciales. 660 
deciccicnte. 653 
definición de. 648 
divergente. 651 
elementos de una. 648 
esiriclanicnle creciente, 653 
estríciamcnic decreciente. 653 
nnila 647 
función. (>48 
infimiu, 647
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SiiLCsión (uiriliiuiii) 
líniilc di; una. fiSd 
monolona 

Siimaisl. 11V)
Je fuiKinnes. 12,868 
de Ricniann 1028 

limKc de una. 140 1028 
de una sene iníínita 661 
de\ei-tores 790,806 
indue de una 129 
partíales

de una sene inflnila 660 
sutcsidn de. 660

Sumidem (o antifucntc) de un fluido, 1116 
Supcrficic(s) h02, 846-859 

area de una 1048 
cuadnto. 850 

icntral. 852 
no central 853 

de nisel. 922 
de resoluudn. 848 
equipotenciales, 982 
integrales de 1121-1128 
i-vOlermas 982 
tangentes. 988

Sustitución tngonométnca. integración mediante, 565-572 
Sustracción. 1139

Tangente(s)
aprptimacKin mediante la recia, 279 
función. 1204 

denvada de la, 155 
integral de la. 413 
insersa. 475 

denvada de la, 477 
plano 986 
recta

a la gráfica de una función. 102 
a una curva en /?’. 987 
pendiente de la. 102 

superficies. 988 
vector, unitano, 882 

Ta-sj(s)
de variación (o ra/ón de cambio) 

denvada como. 145-152 
instantánea, 145 
relacionadas. 182-190 

efectiva de interés anual. 462 
Tuyior, Urouk, 639 

fórmula de. 619
aproximaciones polmomialcs mediante la. 639-647 
con forma de Lagrange del residuo, 64f) 
con forma integral del residuo, 646 

polinomio de, 640 
senes de. 718-735 

definición de las. 719 
Teoreina(s). 1119

conclusiones de un, 1139 
de estncción, 85

Tcoremafs) (conumUt) 
de existencia. 219, 656 
de Orcen, 1108-1120 

enunciado del. 1108 
de la función 

implícita. 985 
inversa, 412-414

de la divergencia de Gauss. 1114. 1128 
en el plano, 1114 

de Pappus, 528 
de Pitágoras, 821. 1151. 1260 

para vectores, 821 
de Rolle, 216

y teorema del valor medio. 215-223 
de Stokes, 1130 

en el plano, 1118 
de unicidad. 47.219 
del binomio. 732 
del cero intermedio. 81 
del V alor extremo, 203 

para funciones de dos sanables 996 
del valor intermedio, 80 
del valor medio 217 

de Cauchy. 606 
para integrales, 356 
teorema de Rolle y. 215-223 

fundamental para integrales de línea, 1100 
fundamentales del Calculo. 360-371 

primero, 362 
segundo, 364 

hipótesis de un. 1139 
Tercera denvada, 130 
Términos de una sene infinita, 660 
Torque, vector. 844 
Trabajo, 530-536, 818 

definición de. 531, 1091 
Trace la gráfica, xxix, 1154 
Tractn¿, 507,572
Traslación de ejes. 1178-1182, 1271
Trazas de un plano, 824
Trazo

de una circunferencia, 1173 
de una parábola, 1171 

Tnedro móvil. 884 
Tngonometría, formula.s de, 1261 
Tnple producto 

escalar, 837 
vcclona!, 837

Unión de conjuntos 1140 
Utilidad

función, 1009 
índice de. 1009

Valor
absoluto, 1145 

función, 9 
de función, 4
promedio (o medio) de una función, 357, 358
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de iiti.i (iiiiLion de iJds \jnables. O'JO 

de una lunuion, I08-207, y‘J0-HXH 
rdalivn, l'AS

de iitia liiiiiiiin de dos variables, 090 
mínimo 

ahsoluiii 201
de lina tune ion de dos variables, ‘>00 

de una tuncion, IOK-207, 000-KKJ1 
relamo, lOH

de una luneinn de dos variables, 0‘>0 
Van de \S aals, ecuauon de. 075 
Variable(s|, 4 I 140 

depcndienle(s) 4.015 
independienteís>, 4, 015 
inlerniedias, ‘J6S 

Vecior(es) 787. 705 
acelerauon, 807 

eiimpunentc norma! del. OOI 
eomponenle langeneial del, 001 

adiuón de, 7‘>0, 807 
ángulo enire dos. 812 
ángulos dircUores de un. 780, 805 
binormal unilario, 884 
cero. 788. 805
cuniponenlcs de un. 787. 8<M, 805, 8i5
cosenos direciores de un, 805
curvatura, 800
de despía/amiento, 818
de posición. 86fi
difcrensia de. 792. 807
direu-ion de un, 788, 805
en el plano, 787-700
en el espacio tridimensional. 709-810
eKistencij del idéntico aditivo para. 704
evistencia del idéntico multiplicaiivo escalar para, 704
existencia del negativo de un. 794
gr.idiente.078.‘>82
Iguales. 787. 805
independientes, 705. 708, 810
?e)es

asociativas para. 810 
conmutativas p.ira, 810, 811 
distributivas para, 810, 811 

linealmenle 
dependiente., 700 
independientes, 705. 708. 810 

módulo (o intendsidad) de un. 788, 805 
multiplicacron de. 811-8.53, 833-845 

cni/, 834 
escalar. 793

negativo de un, 792, 810 
normal, 822, 985 

inlerior iimlano. 1124 
saliente unilano, 1113, 1126 
superior unitario. 1124 
uiiit.irii). 882

Veclor(es) (i ontiiiua) 
fiOogonale^ 814 
paralelos, 813 
perpendiculares. 814 
producto cruz de. 833-845 
producto punto (escalare interior) de. 811-833 

definición de, 811 
pro>ecciún. 816
pro>eceión escalar de un. sobre otro, 815 
representación de posición de un. 788. 805 
representación de un. 787 
resultante de dos, 791 
suma de. 790. 806 
sustracción de. 792. 806 
tangente unitario. 882 
teorema de Pitácoras para. 821 
torque. 844 
triple producto 

escalar de. 837 
vectorial de, 837 

unitario, 795 
veluud.ad.897 

Vectonal(es) 
análisis. 787 
campo(s), 1078, 1082 

conservador (o conservativo). 1084 
de estado estable. 1082 
definición de. 1082 
gradiente. 1084 

ecuación. 865 
espacio, 795 

real. 795
ba.se del. 795.808 
dimensión del. 796 

funciün(es), 865-912 
Calculo de las, 872-882 
continuidad de las. 869 
definición de. 865 
denvada de las, 873 
diferenciabilidad de los, 874 
integral indefinida de. 877 
límites de. 869 

magnitudes, 787 
triple producto. 837 

Velocidad, 787 
campo de, 1082 
con respecto a la licrra, 792 
con respecto al aire, 792 
de una panícula, 134 
de salida, 904
en el movimiento curvilíneo, 897 
msianfánea, 134 
promedio, 133 
vector, 897 

Vémccls)
de un .-íngulo, 1201 
de un rectángulo. 1028 
de una clipve, 1184 
(ii- iir>j hipérbola. 119.3 
de una p.irábola, 1169
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dcitientii Je. .^Sl

\3 üllis. .loliii, xwii 

33i’ier>trass. KarI, xxeii

ecHirdeiiaJa. 7W, 1150

JÍi
eje.7W. 1150
iniereept-iún. de un plano. 824

ciMirdenada. 7W, 1150 
eje. m, 1150 
intercepción 

de un plano. 824 
Je una recta. I Ió2

ctHirdcnada. 7‘J'J 
eje. 700
inlerecpuón. de un plano. 824
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