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Prefacio
Enfoque general y nivel matemático

Al elaborar la novena edición, nuestro interés principal no fue tan sólo agregar material 
nuevo sino brindar claridad y mejor comprensión. Este objetivo se logró en parte al in­
cluir material nuevo al ñnal de los capítulos, lo cual permite que se relacionen mejor. 
Con cierto afecto llamamos “contratiempos" a los comentarios que aparecen al fínal de 
los capítulos, pues son muy útiles para que los estudiantes recuerden la idea general y la 
forma en que cada capítulo se ajusta a esa imagen; así como para que entiendan los limi­
taciones y los problemas que resultarían por el uso inadecuado de los procedimientos. 
Los proyectos para la clase favorecen una mayor comprensión de cómo se utiliza la es­
tadística en el mundo real, por lo que añadimos algunos proyectos en varios capítulo^. 
Tales proyectos brindan a los estudiantes la oportunidad de trabajar solos o en equipo, y 
de reunir sus propios datos experimentales para realizar inferencias. En algunos casos, el 
trabajo implica un problema cuya solución ejempliñea el stgniñcado de un concepto, o 
bien, favorece la comprensión empínca de un resultado estadístico importante. Se am­
pliaron algunos de los ejemplos anteriores y se introdujeron algunos nuevos nara crear 
“estudios de caso”, los cuales incluyen un comentario para aclarar al estudiante un con­
cepto estadístico en el contexto de una situación práctica.

En esta edición seguimos haciendo énfasis en el equilibno entre la teoría y las apli­
caciones. Utilizamos el cálculo y otros tipos de conceptos matemáticos, por ejemplo, de 
álgebra lineal, casi al mismo nivel que en ediciones anteriores. Las herramientas analíti­
cas para la estadística se cubren de mejor manera utilizando el cálculo en los casos 
donde el análisis se centra en las reglas de los conceptos de probabilidad. En los capítulos 
2 a 10 se destacan las distribuciones de probabilidad y la inferencia estadística. En 
los capítulos liáis, en los cuales se estudian la regresión lineal y el análisis de varian- 
za, se aplica un poco de álgebra lineal y matrices Los estudiantes que utilizan este libro 
deben haber cursado el equivalente a un semestre de cálculo diferencial e integral El 
álgebra lineal es úül aunque no indispensable, siempre y cuando el instructor no cubra la 
sección sobre regresión lineal múltiple del capítulo 12 utilizando álgebra de matrices Al 
igual que en las ediciones anteriores, y con la finalidad de desafiar al estudiante, muchos 
ejercicios se refieren a aplicaciones científicas y de ingeniería a la vida real. Todos los 
conjuntos de datos asociados con los ejercicios están disponibles para desc.trgar del sitio 
web hltpr/Avwvv.pearsonenespañol.com/vvalpole.
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Resumen de los cambios en la novena edición

• Para brindar una mayor comprensión del uso de la estadística en el mundo real, en 
varios capítulos se agregaron proyectos para la clase. Los estudiantes tienen que ge­
nerar o reunir sus propios datos experimentales y realizar inferencias a partir de ellos.

• Se agregaron más estudios de caso y otros se ampliaron para ayudar a los usuarios 
a comprender los métodos estadísticos que se presentan en el contexto de una si­
tuación real. Por ejemplo, la interpretación de los límites de confianza, los límites 
de predicción y los límites de tolerancia se exponen utilizando situaciones de la 
vida real.

• Se agregaron “contratiempos” al final de algunos capítulos y en otros se ampliaron 
los que ya se incluían. El objetivo de dichos coméntanos es presentar cada capítulo 
en el contexto de la idea general y analizar la forma en que los capítulos se relacio­
nan entre sí. Otro objetivo es advertir acerca del uso inadecuado de las técnicas 
estadísticas examinadas en el capítulo

• El capítulo 1 se mejoró y ahora incluye más estadísticos de una sola cifra y te'cm- 
cas gráficas. También se incluyó nuevo material fundamental sobre muestreo y 
diseño experimental.

• Los ejemplos que se agregaron en el capítulo 8 sobre las distnbuciones de mues­
treo tienen la finalidad de motivar a los estudiantes a realizar las pruebas de hipó­
tesis y de los valores P Esto los prepara para el matenal mas avanzado sobre los 
temas que se presentan en el capítulo 10

• El capítulo 12 contiene más información sobre el efecto que tiene una sola sanable 
de regresión en un modelo que presenta una gran colinealidad con otras sanables.

• El capítulo 15 ahora introduce matenal sobre el imponanle tema de la metodología 
de superficie de respuesta (MSR). El uso de las variables del ruido en la MSR permite 
ejemplificar los modelos de la media y la sananza (superficie de respuesta doble).

• En el capítulo 15 se introduce el diseño compuesto central
• El capítulo 18 incluye más ejemplos y un mejor análisis de como se utilizan los 

métodos bayesianos para la toma de decisiones estadísticas

Contenido y planeacíón del curso

Este libro está diseñado para un curso de uno o dos semestres Un plan razonable para el 
curso de un semestre podría incluir los capítulos I a 10. lo cual daría como resultado 
un programa que concluye con los fundamentos de la estimación y la prueba de hipóte­
sis. Los profesores que desean que los estudiantes aprendan la regresión lineal simple 
podrían incluir una parte del capítulo 11 Para quienes deseen incluir el análisis de 
vananza en vez de la regresión, el curso de un semestre podna incluir el capitulo 13 en 
vez de los capítulos 11 y 12. El capítulo 13 trata el tema del análisis de sananza de un 
factor. Otra opción consiste en eliminar partes de los capítulos 5 o 6. asi como el capitulo 
7. Al hacer esto se omitirían las distnbuciones discretas o continuas, mismas que inclu­
yen la binomial negativa, la geométrica, la gamma, la de Weibull. la beta > la logarítmi­
ca normal Otros contenidos que se podrían omitir en un programa de un semestre son 
la estimación de maxima verosimilitud, la predicción > los limites de toler.incia del
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capítulo 9. El programa para un semesm; suele ser fiexible, dependiendo del interés que 
el profesor tenga en la regresión, el análisis de varianza, el diseño experimental y los 
métodos de superñcic de respuesta (capítulo 15). Existen varias distribuciones discretas 
y continuas (capítulos 5 y 6) que tienen aplicaciones en diversas áreas de la ingeniería y 
las ciencias.

Los capítulos 11 a 18 incluyen una gran cantidad de material que se podría agregar 
al segundo semestre, en caso de que se eligiera un curso de dos semestres. El material 
sobre la regresión lineal simple y múltiple se estudia en los capítulos 11 y 12, respecti­
vamente. El capítulo 12 puede ser muy flexible. La regresión lineal múltiple incluye 
“temas especiales", como variables categóricas o indicadoras, métodos sccuenciales 
para la selección de modelos, por ejemplo, la regresión por etapas, el estudio de residua­
les para la detección de violaciones de supuestos, la validación cruzada y el uso de los 
estadísticos PRESS, así como el de Cp y la regresión logística. Se hace hincapié en el uso 
de regresores ortogonales, un precursor del diseño experimental en el capítulo 15. Los 
capítulos 13 y 14 ofrecen hasta cierto grado material abundante sobre el análisis de va­
rianza (i^J40VA), con modelos fijos, aleatorios y mixtos. En el capítulo 15 se destaca la 
aplicación de los diseños con dos niveles en el contexto de los experimentos factonalcs 
fraccionarios y completos (2^). También se ejemplifican los diseños especiales de selec­
ción. En el capítulo 15 se incluye asimismo una nueva sección sobre la metodología de 
superficie de respuesta (MSR), para ejemplificar el uso del diseño experimental con la 
finalidad de encontrar condiciones óptimas de proceso. Se analiza el ajuste de un modelo 
de segundo orden utilizando un diseño complejo central. La MSR se amplía para abarcar 
el análisis de problemas sobre el diseño de un parámetro robusto. Las variables de ruido 
se utilizan para ajustar modelos dobles de superficie de respuesta. Los capítulos 16, 17 y 
18 incluyen una cantidad moderada de material sobre estadística no paranétnca. control 
de calidad e inferencia bayesiana.

El capítulo 1 es un bosquejo de la inferencia estadística, presentada a un nivel ma­
temático sencillo, pero de manera más amplia que en la octava edición con el propósito 
de examinar más detalladamente los estadísticos de una sola cifra y las técnicas gráficas 
Este capítulo está diseñado para brindar a los estudiantes una presentación preliminar de 
los conceptos fundamentales que les permitirán entender los detalles posteriores de ma>or 
complejidad. Se presentan conceptos clave sobre muesueo, recolección de datos y diseño 
experimental, así como los aspectos rudimentarios de las herramientas gráficas y la inlor- 
mación que se obtiene a partir de un conjunto de datos. También se agregaron las gráficas 
de tallo y hojas, y las de caja y bigotes. Las gráficas están mejor organizadas v etique­
tadas. El análi.sis de la incertidumbre y la variación en un sistema se ilustra de forma 
detallada. Se incluyen ejemplos de cómo clasificar las características importantes de un 
sistema o proceso científico, y esas ideas se ilustran en ambientes prácticos, como procesos 
de manufactura, estudios biomédicos. y estudios de sisiema% biológicos v científicos de 
otros tipos. Se efectúa una comparación entre el uso de los datos discretos > continuos, 
también se hace un mayor énfasis en el uso de modelos y de la inlbmiación con respecto a 
los modelos estadísticos que se logran obtener mediante las hcrramienta.s gráficas.

En los capítulos 2,3 y 4 se estudian los conceptos básicos de probabilidad, así como 
las variables aleatorias di.scretas y continuas. Los capítulos 5 y 6 se enfíxian en las distri­
buciones di.scretas y continuas específicas, así como en las relaciones que existen entre 
ellas. En estos capítulos también se destacan ejemplos de aplicaciones de las distnbucio- 
nes en estudios reales científicos y de ingeniería. Los estudios de caso, los ejemplos v 
una gran cantidad de ejercicios permiten a los estudiantes practicar el uso de tales distri­
buciones. Los proyectos permiten la aplicación práctica de estas distnbucioncs en la \ ida
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real mediante el trabajo en equipo. El capítulo 7 es el más teórico del libro; en él se ex­
pone la transformación de variables aleatorias, y podría ser que no se utilice a menos que 
el instructor desee impartir un curso relativamente teórico. El capítulo 8 contiene mate­
rial gráfico, el cual amplía el conjunto básico de herramientas gráficas presentadas y 
ejemplificadas en el capítulo 1. Aquí se analizan las gráficas de probabilidad y se ilustran 
con ejemplos. El muy importante concepto de las distribuciones de maestreo se presenta 
de forma detallada, y se proporcionan ejemplos que incluyen el teorema del límite central 
y la distribución de una varianza mueslral en una situación de maestreo independiente y 
normal. También se presentan las distribuciones ly F para motivar a los estudiantes a 
utilizarlas en los capítulos posteriores. El nuevo material del capítulo 8 ayuda a los estu­
diantes a conocer la importancia de la prueba de hipótesis medíanle la presentación del 
concepto del valor P.

El capítulo 9 contiene material sobre la estimación puntual y de intervalos de una 
muestra y dos muestras. Un análisis detallado y con ejemplos destaca las diferencias 
entre los tipos de intervalos (intervalos de confianza, intervalos de predicción e interva­
los de tolerancia). Un estudio de caso ilustra los tres tipos de intervalos estadísticos en el 
contexto de una situación de manufactura. Este estudio de caso destaca las diferencias 
entre los intervalos, sus fuentes y los supuestos en que se basan, así como cuáles son los 
intervalos que requieren diferentes tipos de estudios o preguntas. Se añadió un método 
de aproximación para las inferencias sobre una proporción. El capítulo 10 inicia con una 
presentación básica sobre el significado práctico de la prueba de hipótesis, con un énfasis 
en conceptos fundamentales como la hipótesis nula y la alternativa, el papel que desem­
peñan la probabilidad y el valor P, así como la potencia de una prueba. Después, se 
presentan ejemplos de pruebas sobre una o dos muestras en condiciones estándar. Tam­
bién se describe la prueba t de dos muestras con observ’aciones en pares (apareadas). Un 
estudio de caso ayuda a los estudiantes a entender el verdadero significado de una inte­
racción de factores, así como los problemas que en ocasiones surgen cuando existen in­
teracciones entre tratamientos y unidades experimentales. AI final del capítulo 10 se 
incluye una sección muy importante que relaciona los capítulos 9 y 10 (estimación y 
prueba de hipótesis) con los capítulos 11 a 16. donde se destaca el modelamiento esta­
dístico. Es importante que el estudiante esté consciente de la fuene relación entre los 
capítulos mencionados.

Los capítulos 11 y 12 inclujen matenal sobre la regresión lineal simple y múltiple, 
respectivamente. En esta edición ponemos mucho más atención en el efecto que tiene 
la colinealidad entre las vanables de regresión. Se presenta una situación que muestra 
cómo el papel que desempeña una sola variable de regresión depende en gran parte de 
cuáles son los regresores que la acompañan en el modelo. Después se revisan los proce­
dimientos secuenciales para la selección del modelo (hacia adelante, hacia atrás, por 
etapas, etcétera) con respecto a este concepto, así como los fundamentos para utili/ar 
ciertos tipos de valores P con tales procedimientos. En el capítulo 12 se estudia matenal 
sobre los modelos no lineales con una presentación especial de la regresión logística, la 
cual tiene aplicaciones en ingeniería y en las ciencias biológicas El matenal sobre la re­
gresión múltiple es muy extenso, de manera que. como antes se expuso, plantea una eran 
flexibilidad. Al final del capítulo 12 se incluye un comentano que lo relaciona con los 
capítulos 14 y 15. Se agregaron vanos elementos para lomemar la comprensión del ma­
terial en general Por ejemplo, al final del capítulo se desenben algunas dilicultades v 
problemas que podrían surgir. Se indica que existen tipos de respuestas que ocurren de 
forma natural en la práctica, por ejemplo, respuestas de proporciones, de conteo \ mu­
chas otras, con las cuales no se debe utilizar la regresión estándar de mínimos cuadrados
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debido a que los supuestos de normalidad no se cumplen, y transgredirlos causaría erro­
res muy graves. Se sugiere utilizar la transformación de dalos para reducir el problema 
en algunos casos. Nuevamente, los capítulos 13 y 14 sobre el tema del análisis de varian- 
za tienen cierta llexibilidad. En el capítulo 13 se estudia el ANOVA de un factor en el 
contexto de un diseño completamente aleatorio. Algunos temas complementarios incluyen 
las pruebas sobre las varianzas y las comparaciones múltiples. Se destacan las compara­
ciones de tratamientos en bloque, junto con el tema de los bloques completos alealoriza- 
dos. Los me'todos gráficos se extendieron al ANOVA para ayudar al estudiante a 
complementar la inferencia formal con una inferencia pictórica que facilita la presenta­
ción del material a los científicos y a los ingenieros. Se incluye un nuevo proyecto donde 
los estudiantes incorporan la aleatoriedad adecuada a cada plan, y se utilizan técnicas 
gráficas y valores P en el informe de los resultados. En el capítulo 14 se amplía el mate­
rial del capítulo 13 para ajustar dos o más factores dentro de una estructura factorial. La 
presentación del ANOVA en el capítulo 14 incluye la creación de modelos aleatorios y 
de efectos fijos. En el capítulo 15 se estudia material relacionado con los diseños facto­
riales 2‘; los ejemplos y los estudios de caso plantean el uso de diseños de selección y 
fracciones especiales de orden superior del factorial 2K Dos elementos nuevos y espe­
ciales son la metodología de superficie de respuesta (MSR) y el diseño de parámetros 
robustos. Son temas que se relacionan en un estudio de caso que describe e ilustra un 
diseño doble de superficie de respuesta, así como un análisis que incluye el uso de super­
ficies de respuesta de la media y la varianza de procesos.

Programa de cómputo

Los estudios de caso, que inician en el capítulo 8, muestran impresiones de listas de 
resultados por computadora y material gráfico generado con los programas SAS y 
MINITAB. El hecho de incluir los cálculos por computadora refleja nuestra idea de que 
los estudiantes deben contar con la expcnencia de leer e interpretar impresiones de listas 
de resultados y gráficas por computadora, incluso si el software que se utiliza en el libro 
no coincide con el que utiliza el profesor. La exposición a más de un i po de programas 
aumentaría la experiencia de los estudiantes. No hay razones para creer que el progra­
ma utilizado en el curso coincidirá con el que el estudiante tendrá que utilizar en la 
práctica después de graduarse. Cuando sea pertinente, los ejemplos y los estudios de 
caso en el libro.se complementarán con diversos tipos de gráficas residuales, cuanlilarcs. 
de probabilidad normal y de otros tipos. Tales gráficas se incluven especialmente en ios 
capítulos 11 a 15.

Complementos

Manual de soluciones para el instniuor. Este recurso contiene respuestas a todos los 
ejercicios del libro y se puede descargar del Centro de Recu^^os para Prolesor de Pearson.

Diapositivas de PowerPoint ISBN-IO' 0-33I-7373I-8. 1SBN-I3 978-0-321-73731-!. 
Las diapositivas incluven la mayoría de las figuras y las tablas del libro, se pueden des­
cargar del Centro de Recursos para el Prolesor de Pearson
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CAPÍTULO 1

Introducción a la estadística 
y al análisis de datos

1.1 Panorama general: inferencia estadística, muestras, poblaciones 
y el papel de la probabilidad

Desde inicios de la década de los ochenta del siglo pasado y hasta lo que ha iranscumdo 
del siglo XXI la industna estadounidense ha puesto una enorme atención en el mejoro- 
miento de la calidad. Se ha dicho y escnlo mucho acerca del “milagro industnaP en 
Japón, que comenzó a mediados del siglo xx. Los japoneses lograron el éxito en donde 
otras naciones fallaron, a saber, en la creación de un enlomo que pemtiia la manufactura 
de productos de alta calidad. Gran parte del éxito de los japoneses se alnbuje al uso de 
método.^ estadísticos y del pensamiento estadístico entre el personal gerencial.

Empleo de datos científicos
El uso de métodos estadísticos en la manufactura, el desarrollo de productos alimeníi* 
dos. el software para computadoras, las fuentes de energía, los productos lormaceuticos 
y muchas otras áreas implican el acopio de información o datos cientílicos Por >>0- 
puesto que la obtención de datos no es algo nue\o, ya que se ha realizado por más de mil 
años. Los dalos se han recabado, resumido, reponado y almacenado para su examen 
cuidadoso Sin embargo, hay una ditercncia profunda entre el acopio de infomiacion 
científica y la estadística infercncial. Esta última ha recibido atención legitima en déca­
das recientes.

La estadística inferencia! generó un número enorme de “herramientas” de los méto­
dos estadísticos que utilizan los profesionales de la estadística. Los melixlos estadístico'^ 
se diseñan para conlnbuir al proceso de realizar juicios cicntíticos trente a la incerti- 
dumbre y a la variación. Dentro del proceso de manulaUura, la densidad de pnxlucto de 
un matenal específico no siempre sera la misma De hecho, si un proceso es discontinuo 
en vez de continuo, la densidad de matenal no sólo sanara entre los lotes que salen de la 
línea de producción (vanacion de un lote a otro), sino también dentro de los propios lo­
tes. Los métodos estadísticos se ulili/.an para analizar dalos de pn>cesos tomo el antenor. 
el objeliso de esto es tener una mejor onentación respecto de cuáles cambios se deben 
realizar en el proceso para mejorar su calidad En este proceso la calid.id bien podna

I
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dcñnirse en relación con su grado de acercamiento a un valor de densidad meta en armo­
nía con qué parte de las veces se cumple este criterio de cercanía. A un ingeniero podría 
interesarle un instrumento específico que se utilice para medir el monóxido de azufre en 
estudios sobre la contaminación atmosférica. Si el ingeniero dudara respecto de la efica­
cia del instrumento, tendría que tomar en cuenta dos fuentes de variación. La primera 
es la variación en los valores del monóxido de azufre que se encuentran en el mismo 
lugar el mismo día. La segunda es la variación entre los valores observados y la cantidad 
real de monóxido de azufre que haya en el aire en ese momento. Si cualquiera de estas 
dos fuentes de variación es excesivamente grande (según algún estándar determinado 
por el ingeniero), quizá se necesite remplazar el instrumento. En un estudio biomédico 
de un nuevo fármaco que reduce la hipertensión, 85% de los pacientes experimentaron 
alivio; aunque por lo general se reconoce que el medicamento actual o el “viejo” alivia 
a 80% de los pacientes que sufren hipertensión crónica. Sm embargo, el nuevo fármaco 
es más caro de elaborar y podría tener algunos efectos colaterales. ¿Se debería adoptar 
el nuevo medicamento? Éste es un problema con el que las empresas farmacéuticas. 
Junto con la FTDA (Federal Drug Administration), se encuentran a menudo (a veces es 
mucho más complejo). De nuevo se debe tomaren cuenta las necesidades de variación. 
El valor del “85%" se basa en cierto número de pacientes seleccionados para el estudio. 
Tal vez si se repitiera el estudio con nuevos pacientes jCl número obsersado de "e'xitos" 
sería de 75%! Se trata de una variación natural de un estudio a otro que se debe lomar en 
cuenta en el proceso de toma de decisiones. Es evidente que tal vanación es importante, 
ya que la variación de un paciente a otro es endémica al problema

Variabilidad en los datos científicos
En los problemas analizados antenormenlc los métodos estadísticos empleados tienen 
que ver con la variabilidad y en cada caso la variabilidad que se estudia se encuentra 
en datos científicos. Si la densidad del producto observada en el proceso fuera siempre 
la misma y siempre fuera la esperada, no habría necesidad de métodos estadísticos. Si el 
dispositivo para medir el monóxido de azufre siempre diera el mismo v alor y éste fuera 
exacto (es decir, correcto), no se requenria análisis estadístico Si entre un paciente y 
otro no hubiera variabilidad inherente a la respuesta al medicamento (es decir, si el fár­
maco siempre causara alivio o nunca aliviara), la vida sería muv sencilla para los cientí­
ficos de las empresas farmacéuticas y de la FDA. y los estadísticos no serían necesanos 
en el proceso de toma de decisiones Los invesiigadore'i de la estadística han originado 
un gran número de métodos analíticos que permiten efectuar análisis de datos obtenidos 
de sistemas como los desentos antenormente, lo cual refleja la verdadera naturaleza de 
la ciencia que conocemos como estadística inferencial. a '«aber. el uso de técnicas que al 
permitimos obtener conclusiones (o inferencias) sobre el sistema científico, nos penmten 
ir más allá de solo reportar datos. Los profesionales de la esudistic.i usan leves funda­
mentales de probabilidad e inferencia estadística para sacar conclusiones respecto de los 
sistemas científicos La infonnacion se colecta en forma de muestras o con|untos de 
observaciones. En el capítulo 2 se introduce el proceso de muestren el cual se continua 
analizando a lo largo de todo el libro

La.s muesUiLs se reúnen a panir de poblaciones, que son conjuntos de tixlos los indiv i- 
duos o elementos individuales de un lipti específico A veces una población representa un 
sistema científico Por ejemplo, un fabncante de tarjetas para computadora podría desear 
eliminar defectos Un proceso de muesireo implicaría recolectar inlnniiacmn de 511 tarje- 
lasde computadora tomadas aleatonamente durante el pnKCso 1 n este caso la población
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sena representada por todas las taijetas de computadora producidas por la empresa en un 
periodo específico. SÍ se lograra mejorar el proceso de producción de las taijetas para 
computadora y se reuniera una segunda muestra de tarjetas, cualquier conclusión que se 
obtuviera respecto de la efectividad del cambio en el proceso debería extenderse a toda la 
población de taijetas para computadora que se produzcan en el “proceso mejorado”. En 
un experimento con fármacos .se loma una muestra de pacientes y a cada uno se le admi­
nistra un medicamento específico para reducir la presión sanguínea. El interés se enfoca 
en obtener conclusiones sobre la población de quienes sufren hipertensión. A menudo, 
cuando la planeación ocupa un lugar importante en la agenda, es muy importante el acopio 
de datos científicos en forma sistemática. En ocasiones la planeación está, por necesidad, 
bastante limitada. Con frecuencia nos enfocamos en ciertas propiedades o caracteríslica.s 
de los elementos u objetos de la población. Cada característica tiene importancia de inge­
niería específica o, digamos, biológica para el "cliente", el científico o el ingeniero que 
busca aprender algo acerca de la población. Por ejemplo, en uno de los casos anteriores 
la calidad del proceso se relacionaba con la densidad del producto al salir del proceso. 
Un(a) ingeniero(a) podría necesitar estudiar el efecto de las condiciones del proceso, la 
temperatura, la humedad, la cantidad de un ingrediente particular, etcétera. Con ese fin 
podría mover de manera sistemática e.stos factores a cualesquiera niveles que se sugie­
ran, de acuerdo con cualquier prescripción o diseño experimental que se desee. Sin 
embargo, un científico silvicultor que está interesado en estudiar los factores que influj en 
en la densidad de la madera en cierta clase de árbol no necesariamente tiene que diseñar 
un experimento. Este caso quizá requiera un estudio observacional. ^n el cual los dalos 
se acopian en el campo pero no es posible seleccionar de antemano los niveles de los 
factores. Ambos tipos de e,siudio .se prestan a los métodos de la inferencia estadística. En 
el primero, la calidad de las inferencias dependerá de la planeación adecuada del experi­
mento. En el segundo, el científico está a expensas de loque pueda recopilar. Por ejemplo, 
si un agrónomo se interesara en estudiar el efecto de la lluvia sobre la producción de 
plantas sería lamentable que recopilara los datos durante una .sequía.

Es bien conocida la importancia del pensamiento estadístico p.ira los administrado­
res y el uso de la inferencia estadística para el personal científico. Los insesligadores 
obtienen mucho de los datos científicos. Los dalos proveen conocimiento acerca del le- 
nómeno científico. Los ingenieros de producto y de procesos aprenden más en sus es­
fuerzos fuera de línea para mejorar el proceso. También logran una comprensión valiosa 
al reunir datos de producción (supersi.sión en línea) sobre una base regular, lo cual les 
permite determinar las modificaciones que se requiere realizar para mantener el priKCso 
en el nivel de calidad deseado.

En ocasiones un científico sólo desea obtener alguna clase de resumen de un con­
junto de datos representados en la muestra. En otras palabras, no requiere estadística 
inferencial. En cambio, le sería útil un conjunto de estadísticos o la e.studística descrip­
tiva. Tales números ofrecen un sentido de la ubicación del centro de los datos, de la va­
riabilidad en los datos y de la naturaleza general de la distribución de observaciones en 
la muestra. Aunque no se incorporen métodos estadísticos específicos que lleven a la 
inferencia estadística, se puede aprender mucho A veces la estadística de cnpiiva v.t 
acompañada de gráficas. El software estadístico moderno permite el c.ilculo de media.s. 
medianas, desviaciones estándar y otros estadísticos de una sola cifra, así como el 
desarrollo de gráficas que presenten una “huella digital" de la naturaleza de l.i muestra. 
En las secciones siguientes veremos definiciones c ilustraciones de los estadísticos y 
descripciones de recursos gráficos como histogranias. diagramas de tallo \ hojas, diagra­
mas de dispersión, gráficas de puntos y diagramas de caja.
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El papel de la probabilidad
En los capítulos 2 a 6 de este libro se presentan los conceptos fundamentales de la pro­
babilidad. Un estudio concienzudo de las bases de tales conceptos permitirá al lector 
comprender mejor la inferencia estadística. Sin algo de formalismo en teoría de proba­
bilidad, el estudiante no podría apreciar la verdadera interpretación del análisis de datos 
a través de los métodos estadísticos modernos. Es muy natural estudiar probabilidad 
antes de estudiar inferencia estadística. Los elementos de probabilidad nos permiten 
cuantificar la fortaleza o “confianza” en nuestras conclusiones. En este sentido, los con­
ceptos de probabilidad forman un componente significativo que complementa los mé­
todos estadísticos y ayuda a evaluar la consistencia de la inferencia estadística. Por 
consiguiente, la disciplina de la probabilidad brinda la transición entre la estadística 
descriptiva y los métodos inferenciales. Los elementos de la probabilidad permiten ex­
presar la conclusión en el lenguaje que requieren los científicos y los ingenieros. El 
ejemplo que sigue permite al lector comprender la noción de un valor-P, el cual a menudo 
proporciona el “fundamento” en la interpretación de los resultados a partir del uso de 
métodos estadísticos.

Ejemplo 1.1:1 Suponga que un ingeniero se encuentra con dalos de un proceso de producción en el cual 
se muestrean 100 artículos y se obtienen 10 defectuosos. Se espera y se anticipa que 
ocasionalmente habrá artículos defectuosos. Obviamente estos 100 artículos representan 
la muestra. Sin embargo, se determina que, a largo plazo, la empresa sólo puede tolerar 
5% de artículos defectuosos en el proceso. Ahora bien, los elementos de probabilidad 
permiten al ingeniero determinar qué tan concluyente es la información muestral respec­
to de la naturaleza del proceso. En este caso la población representa conceptualmenie 
todos los artículos posibles en el proceso Suponga que a\ enguamos que, si el proceso 
es aceptable, es decir, que su producción no excede un 59r de artículos defectuosos, hay 
una probabilidad de 0.0282 de obtener 10 o más artículos defectuosos en una muestra 
aleatoria de 100 artículos del proceso. Esta pequeña probabilidad sugiere que. en reali­
dad. a largo plazo el proceso tiene un porcentaje de artículos defectuosos mayor al 5*^. 
En otras palabras, en las condiciones de un proceso aceptable casi nunca se obtendría la 
información muestral que se obtuvo Sin embargo. ,se obtuvo' Por lo tanto, es evidente 
que la probabilidad de que se obtuviera sería mucho mayor si la tasa de artículos defec­
tuosos del proceso fuera mucho mayor que 5^c. J

A partir de este ejemplo se vuelve evidente que los elementos de probabilidad ayu­
dan a traducir la información muestral en algo concluyente o no concluyente acerca del 
sistema científico. De hecho, lo aprendido probablemente constituya información in­
quietante para el ingeniero o administrador. Los métodos estadísticos fque examinare­
mos con mis detalle en el capítulo lü) produjeron un valor-P de 0 0282 El resultado 
sugiere que es muy probable que el proceso no sea aceptable En los capítulos si­
guientes se trata detenidamente el concepto de valor-/* El proximo ejemplo brinda una 
segunda ilustración

Ejemplo 1.2:1 Con frecuencia, la naturaleza del estudio científico señalará el papel que desempeñan la 
probabilidad y el razonamiento deductivo en la inferencia estadística. El ejercicio 4.40 
en la página 294 proporciona datos asociados con un estudio que se llevo a cabo en el 
Virginia Polytechnic Institute and State University acerca del desarrollo de una relación 
entre las raíces de los árboles y la acción de un hongo Los minerales de los hongos se 
transfieren a los arboles, y los azúcares de los árboles a los hongos. Se plantaron dos 
muestras de 10 plantones de roble rojo norteño en un invernadero, una de ellas contenía
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plantones tratados con nitrógeno y la otra plantones sin tratamiento. Todas las demás 
condiciones ambientales se mantuvieron constantes. Todos los plantones contenían el 
hongo Pisolithus ¡inctonis. En el capítulo 9 se incluyen más detalles. Los pesos en 
gramos de los tallos se registraron después de 140 días y los dalos se presentan en la 
tabla I.l.

Tabla I.l: Conjunto de dalos del ejemplo 1.2

Sin nitrógeno Con nitrógeno
0.32 0.26
0.53 0.43
0.28 0.47
0.37 0.49
0.47 0.52
0.43 0.75
0.36 0.79
0.42 0.86
0.38 0.62
0.43 0.46

n 1 ov—1------- L 1 1
\ I I j I I I t I i r I I )

0.25 0.30 0 35 0.40 0.45 0.50 0.55 0 60 0.65 0.70 0.75 0 80 0.85 0 90

Figura l.I: Gráfica de puntos de los datos de peso del tallo.

En este ejemplo hay dos muestras tomada.s de dos poblaciones distintas. El objeti­
vo del experimento es determinar si el uso del nitrógeno influ\e en el crecimiento de las 
raíces. Éste es un estudio comparali\o (es decir, es un estudio en el que se bu'-ca comparar 
las dos poblaciones en cuanto a ciertas caracienstica.s importantes). Los datos se deben 
graficarcomo se indica en el diagrama de punto.sdc la figura 1.1. Los valores o represen­
tan los datos “con nitrógeno” y los valores x los datos “sin nitrógeno”.

Observe que la apariencia general de los datos podría sugenr al lector que, en pro­
medio, el uso del nitrógeno aumenta el peso del tallo. Cuatro observaciones con niiioge­
no son considerablemente más grandes que cualquiera de las observaciones sin nitrógeno 
La mayoría de las observaciones sin nitrógeno parece estar por debajo del centro de los 
dalos. La apariencia del conjunto de datos parece indicar que el nitrógeno es efectivo. 
Pero, ¿cómo se cuaniifica esto? ¿Cómo se puede resumir ttxla la e\ idencia v isual aparente 
de manera que tenga algún significado? Como en el ejemplo anienor. se pueden utili/ar 
los fundamentos de la probabilidad. Las conclusiones se resumen en una declaración 
de probabilidad o valor-A Aquí no demostraremos la inferencia estadística que panluce 
la probabilidad resumida. Igual que en el ejemplo 1 1. tales métodos se estudiaran en el 
capímlo 10. El problema gira alrededor de la “probabilidad de que datos como éstos se 
puedan observar”, dado que el nitní^eno no nene efecto: en otras palabras, dado que 
ambas muestras se generaron a partir de la misma población Suponga que esta probabi­
lidad es pequeña, digamos de 0.03: un porcentaje que podría constituir suticienteev idcn- 
cia de que el uso del nitrógeno en realidad ¡ntluve en el peso promedio del tallo en los 
plantones de roble rojo (aparentemente lo aumenta) J
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¿Cómo trabajan juntas la probabilidad y la inferencia estadística?
Es importante para el lector que comprenda claramente la diferencia entre la disciplina 
de la probabilidad, una ciencia por derecho propio, y la disciplina de la estadística infe­
rencia! Como señalamos, el uso o la aplicación de conceptos de probabilidad permite 
interpretar la vida cotidiana a partir de los resultados de la inferencia estadística. En 
consecuencia, se afirma que la inferencia estadística emplea los conceptos de probabili­
dad A partir de los dos ejemplos anteriores aprendimos que la información muestra! está 
disponible para el analista y que, con la ayuda de métodos estadísticos y elementos de 
probabilidad, podemos obtener conclusiones acerca de alguna característica de la pobla­
ción (en el ejemplo 1.1 el proceso al parecer no es aceptable, y en el ejemplo 1.2 parece 
ser que el nitrógeno en verdad influye en el peso promedio de los tallos) Así, para un 
problema estadístico, la muestra, junto con la estadística ínfercncíal, nos permite 
obtener conclusiones acerca de la población, ya que la estadística infcrcncial utiliza 
ampliamente los elementos de probabilidad Tal razonamiento es ¡nduciivo por natu­
raleza. Ahora, cuando avancemos al capítulo 2 y los siguientes, el lector encontrará que. 
a diferencia de lo que hicimos en nuestros dos ejemplos actuales, no nos enfocaremos en 
resolver problemas estadísticos En muchos de los ejemplos que estudiaremos no utili­
zaremos muestras Lo que haremos será describir claramente una población con todas 
sus características conocidas Las preguntas importantes se enfocarán en la naturaleza de 
los datos que hipotéticamente se podrían obtener a partir de la población. Entonces, po­
dríamos afirmar que los elementos de probabilidad nos permiten sacar conclusiones 
acerca de las características de los datos hipotéticos que se tomen de la población, 
con base en las características conocidas de la población Esta clase de razonamiento 
es deductn o por naturaleza La figura 1 2 muestra la relación básica entre la probabilidad 
y la estadística inferencial

Probabilidad

Población Muestra

Inferencia estadística

Figura 1 2 Relación básica entre la probabilidad y la estadística infcrencial

Ahora bien, en términos generales, j^cual campo es mas importante, el de la proba­
bilidad o el de la estadística*’ Ambos son muy importantes > e\ identemente se comple­
mentan La única certeza respecto de la didáctica de amba.s disciplinas radica en el hecho 
de que. si la estadística se debe enseñar con un nivel major al de un simple *‘iibro de 
cocina”, entonces hay que comenzar por enseñiU- la disciplina de la probabilidad Esta 
regla se basa en el hecho de que un analista no podra aprender nada sobre una población 
a partir de una muestra hasta que aprenda los rudimentos de incertidumbre en esa muestra 
Considere el ejemplo 1 1, en el que la pregunta se centra en st la población, definida 
por el proceso, tiene o no mas de de elementos delectuosos F.n otras palabras, la 
suposición es que .*) de cada 100 artículos, en promedio, salen defectuosos Ahora bien, 
la muestra contiene 100 artículos > 10 están delectuosos , Esto apov a o refuta la supo
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sicidn? Aparentemente la refuta porque 10 artículos de cada 100 parecen ser “un trozo 
grande”. ¿Pero cómo podnamos saber esto sin tener nociones de probabilidad? La única 
manera en que podremos aprender las condiciones en las cuales el proceso es aceptable 
(5% de defectuosos) es estudiando el material de los siguientes capítulos. La probabilidad 
de obtener 10 o más artículos defectuosos en una muestra de 100 es de 0.0282.

Dimos dos ejemplos en donde los elementos de probabilidad ofrecen un resumen 
que el científico o el ingeniero pueden usar como evidencia para basar una decisión. El 
puente entre los dalos y la conclusión está, por supuesto, basado en los fundamentos de 
la inferencia estadística, la leona de la distribución y las distribuciones de muéstreos que 
se examinarán en capítulos posteriores.

1.2 Procedimientos de muestreo; recolección de los datos

En la sección 1.1 estudiamos muy brevemente el concepto de muestreo y el proceso de 
muestreo. Aunque el muestreo parece ser un concepto simple, la complejidad de las 
preguntas que se deben contestar acerca de la población, o las poblaciones, en ocasiones 
requiere que el proceso de muestreo sea muy complejo. El concepto de muestreo se 
examinará de manera técnica en el capítulo 8, pero aquí nos esforzaremos por dar algu­
nas nociones de sentido común sobre el muestreo. Ésta es una transición natural hacia el 
análisis del concepto de variabilidad.

Muestreo aleatorio simple
La importancia del muestreo adecuado gira en tomo al grado de confianza con que el 
analista es capaz de responder las preguntas que se plantean. Supongamos que sólo hay 
una población en el problema. Recuerde que en el ejemplo 1.2 había dos pobianones 
implicadas. El muestreo aleatorio simple significa que cierta muestra dada de un lamuíw 
ntuesiral específico tiene la misma probabilidad de ser seleccionada que cualquiera 
otra muestra del mismo tamaño. El termino tamaño muestral simplemente indica el 
número de elementos en la muestra. Evidentemente, en muchas casos se puede utilizar 
una tabla de números aléatenos pora .seleccionar la muestra La \ entaja del muestreo 
aleatorio simple radica en que ayuda a eliminar el problema de tener una muestra que 
refleje una población diferente (quizá más restnngida) de aquella sobre la cual se nece­
sitan realizar las Ínferencia.s. Por ejemplo, se elige una muestra para contestai diíerenies 
preguntas respecto de las preferencias políticas en cierta entidad de Estados Unidos. La 
muestra implica la elección de, digamos, 1000 familias y una encuesta a aplicar Ahora 
bien, suponga que no se utiliza el muestreo aleatorio, sino que todas o casi todas las 
1000 familias se eligen de una zona urbana. Se considera que Ixs preferencias políticas en 
las áreas rurales difieren de las de las áreas urbanas En otros palabras, la muestra obte­
nida en realidad confinó a la población y. por lo tanto, las inferencias también se tendrán 
que restringir a la “población confinada”, y en este caso el confinamiento podría resollar 
indeseable. Si, de hecho, se necesitara hacerlas inferencias respecto de la entidad i.<imo 
un todo, a menudo se diría que la muestra con un tamaño de 1 (XX) familias aquí dementa 
es una muestra sesgada.

Como antes sugerimos, el muestreo alcalono simple no siempre es adecuado El 
enfoque alternativo que se utilice dependerá de la complejidad del problema. Con liecuen- 
cia, por ejemplo, la.s unidades muéstrales no son homogéneas \ se dividen natuulmenie 
en grupos que no se traslapan y que son homogéneos. Tales grupos se ll.iinan \
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un procedimiento llamado nwestreo aleatorio estratificado implica la selección al azar 
de una muestra dentro de cada estrato. El propósito de esto es asegurarse de que ningu­
no de los estratos esté sobrerrepresentado ni subrepresentado. Por ejemplo, suponga que 
se aplica una encuesta a una muestra para reunir opiniones preliminares respecto de un 
referéndum que se piensa realizar en determinada ciudad. La ciudad está subdividida en 
varios grupos étnicos que representan estratos naturales y, para no excluir ni sobrerrepre- 
sentar a algún grupo de cada uno de ellos, se eligen muestras aleatorias separadas de 
cada grupo.

Diseño experimental
El concepto de aleatoriedad o asignación aleatoria desempeña un papel muy importante 
en el área del diseño experimental, que se presentó brevemente en la sección 1.1 y es 
un fundamento muy importante en casi cualquier área de la ingeniería y de la ciencia 
experimental. Estudiaremos este tema con detenimiento en los capítulos 13 a 15. Sin 
embargo, es conveniente introducirlo aquí brevemente en el contexto del mueslreo alea­
torio. Un conjunto de los llamados tratamientos o combinaciones de tratamientos se 
vuelven las poblaciones que se van a estudiar o a comparar en algún sentido. Un ejem­
plo es el tratamiento “con nitrógeno" versus "sin nitrógeno” del ejemplo 1.2. Otro ejemplo 
sencillo .sería “placebo” versus “medicamento activo" o, en un estudio sobre la fatiga por 
corrosión, tendríamos combinaciones de tratamientos que impliquen c.specímenes con 
recubrimiento o sin recubrimiento, así como condiciones de alta o de baja humedad, a 
las cuales se somete el espécimen. De hecho, habrían cuatro combinaciones de factores 
o de tratamientos (es decir, 4 poblaciones), y se podrían formular y responder muchas 
preguntas cientíñeas usando los métodos estadísticos e tnferenciales. Considere primero 
la situación del ejemplo 1.2. En el experimento hay 20 plantones enfermos implicados. 
A partir de los datos es fácil observar que los plantones son diferentes entre sí. Dentro 
del grupo tratado con nitrógeno (o del grupo que no se trató con nitrógeno) hay variabi­
lidad considerable en el peso de los tallos, la cual se debe a lo que por lo general se de­
nomina unidad experimental. Este es un concepto tan importante en la estadística infe­
rencia! que no es posible describirlo totalmente en e.ste capítulo. La naturaleza de la 
variabilidad es muy importante. Si es demasiado grunde, debido a que resulta de una 
condición de excesiva falta de homogeneidad en las unidade.s experimentales, la variabi­
lidad “eliminará" cualquier diferencia detectable entre arabas poblaciones. Recuerde 
que en este caso eso no ocurrió.

La gráfica de puntos de la figura l.I y el valor-/* indican una clara distinción entre 
esas dos condiciones. ¿Qué papel desempeñan tales unidades experimentales en el pro­
ceso mismo de recolección de los datos? El enfoque por sentido común y. de hecho, es­
tándar. es asignar los 20 plantones o unidades experimentales aleatoriamente a las dos 
condiciones o tratamientos. En el estudio del medicamento podríamos decidir utilizar 
un total de 200 pacientes disponibles, quienes serán claramente distinguibles en algún 
sentido. Ellos son las unidades experimentales. No obstante, tal vez todos tengan una 
condición crónica que podría ser tratada con el fármaco. Así. en el denominado diseño 
completamente aleatorio, se asignan al azar 100 pacientes al placebi> y lüO al medica­
mento activo. De nuevo, son estas unidades experimentales en el grupo o tratamiento la.s 
que producen la variabilidad en el resultado de los datos íes decir, la variabilidad en el 
resultado medido), digamos, de la presión sanguínea o cualquier valor de la eficacia de 
un medicamento que sea importante. En el estudio de la fatiga por corrosión las unidades 
experimentales son los especímenes que se someten a la corrosión.
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¿Por qué las unidades experimentales se asignan aleatoriamente?

¿Cuál es el posible efecto negativo de no asignar aleatoriamente las unidades experi­
mentales a los tratamientos o a las combinaciones de tratamientos? Esto se observa más 
claramente en el caso del estudio del medicamento. Entre las características de los pa­
cientes que producen variabilidad en los resultados están la edad, el género y el peso. 
Tan sólo suponga que por casualidad el grupo del placebo contiene una muestra de 
personas que son predominantemente más obesas que las del grupo del tratamiento. 
Quizá los individuos más obesos muestren una tendencia a tener una presión sanguínea 
más elevada, lo cual evidentemente sesgará el resultado y. por lo tanto, cualquier resul­
tado que se obtenga al aplicar la inferencia estadística podría tener poco que ver con el 
efecto del medicamento, pero mucho con las diferencias en el peso de ambas muestras 
de pacientes.

Debenamos enfatizar la importancia del término variabilidad. La variabilidad ex­
cesiva entre las unidades experimentales “disfraza” los hallazgos científicos. En seccio­
nes posteriores intentaremos clasificar y cuantiñear las medidas de variabilidad. En las 
siguientes secciones presentaremos y analizaremos cantidades específicas que se calcu­
lan en las muestras; las cantidades proporcionan una idea de la naturaleza de la muestra 
respecto de la ubicación del centro de los datos y la variabilidad de los mismos. Un aná­
lisis de varias de tales medidas de un solo número permite ofrecer un preámbulo de que 
la información estadística será un componente importante de los métodos estadísticos 
que se utilizarán en capítulos posteriores. Estas medidas, que ayudan a clasificar la natu­
raleza del conjunto de datos, caen en la categoría de estadísticas descriptivas. Este 
material es una introducción a una presentación breve de los métodos pictóncos y grá­
ficos que van incluso más allá en la caracterización del conjunto de datos. El lector de­
bería entender que los métodos estadísticos que se presentan aquí .se utilizarán a lo largo 
de lodo el texto. Para ofrecer una imagen más clara de lo que implican los estudios de 
diseño experimental se presenta el ejemplo 1.3

Ejemplo 1.3:1 Se realizó un estudio sobre la corrosión con la finalidad de determinar si al rccubnr una 
aleación de aluminio con una sustancia relardadora de la corrosión, el metal se corroe 
menos. El recubrimiento es un protector que los anunciantes afirman que minimiza el 
daño por fatiga en esta clase de matenal. La influencia de la humedad sobre la magnitud 
de la corrosión también es de interés. Una medición de la corrosión puede expresarse en 
millares de ciclos hasta la ruptura del metal. Se utilizaron dos niveles de recubrimiento; 
sin recubrimiento y con recubrimiento químico contra la corrosión. También se conside­
raron dos niveles de humedad relativa, de 209c y 809r, respectis amente.

El experimento implica las cuatro combinaciones de tratamientos que se listan en la 
siguiente tabla. Se usan ocho unidades expenmeniales. que son especímenes de alumi­
nio preparados, dos de los cuales se asignan aleatonamente a cada una de tas cuatro 
combinaciones de tratamiento. Los dalos se presentan en la tabla 1.2

Los datos de la corrosión son promedios de los dos especímenes. En la figura 1.3 se 
presenta una gráfica con los promedios. Un \alor relativamente grande de ciclos hasta la 
ruptura representa una cantidad pequeña de corrosión. Como se podría esperar, al parecer 
un incremento en la humedad hace que empeore la corrosión El uso del procedimiento 
de recubrimiento químico contra la corrosión parece reducir la corrosión. _l

En este ejemplo de diseño e.xpenmcntal el ingeniero eligió sistemáticamente las 
cuatro combinaciones de tratamiento. Para vincular esta situación con los conceptos con 
los que el lector se ha familiarizado hasta aquí, deberíamos suponer que las condiciones
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Tabla 1.2: Datos para el ejemplo 1.3

Recubrimiento Humedad
Promedio de corrosión

en miles de ciclos hasta la ruptura

Sin recubrimiento 20% 975
80% 350

Con recubrimiento 20% 1750
químico contra la corrosión 80% 1550

2000

1000

Con recubnmiento químico 
contra la corrosión

Sin recubnmiento

20% 60% 
Humedad

Figura 1 3: Resultados de corrosión para el ejemplo 1.3

que representan las cuatro combinaciones de tratamientos son cuatro poblaciones sepa­
radas y que los dos valores de corrosión observados en cada una de las pioblaciones 
constituyen importantes piezas de información La importancia del promedio al captar y 
resumir ciertas características en la población se destacará en la sección 1 3 Aunque a 
partir de la figura podríamos sacar conclusiones acerca del papel que desempeña la hu­
medad y del efecto de recubnr los especímenes, no podemos evaluar con exactitud los 
resultados de un punto de vista analítico sin tomar en cuenta la \anabi¡ulcní alrededor 
del promedio De nuevo, como señalamos con anienondad. si los dos valores de corro­
sión en cada una de las combinaciones de tratamientos son muy cercanos, la imaeen 
de la figura 1 3 podría ser una descnpción precisa. Pero si cada valor de la comvsiim en 
la figura es un promedio de dos valores que están ampliamente dispersos, entonces esta 
variabilidad podna. de hecho, en verdad “eliminar ' cualquier información que pore/ca 
difundirse cuando tan sólo se observan los promedios Los siguientes ejemplos ilustran 
estos conceptos

1. La asignación aleatoria a los combinaciones de tratamientos (recubrimiento/ 
humedad) de los unidades expenmentales (espc*címene>)

2. El uso de promedios muéstrales (valores de corrosion promedio) para resumir 
la intormación muestral

3. La necesidad de considerar las medidas de vonabilidad en el análisis de cual­
quier muestra o conjunto de muestras
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Este ejemplo sugiere la necesidad de estudiar el tema que se expone en las seccio­
nes 1.3 y 1.4, es decir, el de las estadísticas descriptivos que indican las medidas de la 
ubicación del centro en un conjunto de datos, y aquellas con las que se mide la variabilidad.

1.3 Medidas de localización: la media y la mediana de una muestra
Las medidas de localización están diseñadas para brindar al analista algunos valores 
cuantitativos de la ubicación central o de otro tipo de los datos en una muestra. En el ejem­
plo 1.2 parece que el centro de la muestra con nitrógeno claramente excede al de la 
muestra sin nitrógeno. Una medida obvia y muy útil es la media de la muestra. La me­
dia es simplemente un promedio nume'rico.

Definición 1.1: Suponga que las observaciones en una muestra son.v,,.t,...... .x'^. La media de la mues­
tra, que se denota con x. es

_ _ ^ £/ _ .Yi +.T2 -I-----+x„

n n/=!

Hay otras medidas de tendencia central que se explican con detalle en capítulos 
posteriores. Una medida importante es la mediana de la muestra. El propósito de la 
mediana de la muestra es reflejar la tendencia central de la muestra de manera que no .sea 
influida por los valores extremos.

Definición 1.2: Dado que las observaciones en una muestra son .v,. .r,........v^. acomodadas en orden de
magnitud creciente, la mediana de la muestra es

.V •Y(«+-11/2.
2Í-V24*-Yn/’ + l),

si /I es impar, 
si u es par.

Por ejemplo, suponga que el conjunto de datos es el siguiente: 1.7, 2.2. 3.9. 3.11 > 
14.7. La media y la mediana de la muestra son, respectisamente.

.Y =5.12, .Y =3.9.

Es evidente que la media es influida de manera considerable px>r la presencia de la 
obscrx’ación extrema, 14.7; en tanto que el lugar de la mediana hace énfasis en el \ erda- 
dero “centro” del conjunto de datos. En el caso del conjunto de datos de dos muestras del 
ejemplo 1.2, las dos medidas de tendencia central para las muestras individuales son

.f (sin nitrógeno) 

X (sin nitrógeno) 

.T (con nitrógeno) 

X (con nitrógeno)

0.399 gramos.
0.38 -I- 0.42 

2 ~ 
0.565 gramos.

0.400 gramos.

0.49 + 0.52 
*) = 0.505 gramos.

Es evidente que hay una diferencia conceptual entre la media \ la median.i. P.ira el 
lector con ciertas nociones de ingeniería qui/á sea de interés que la media de la mucNlra
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es el centroide de los datos en una muestra. En cierto sentido es el punto en el cual .se 
puede colocar un fulcro (apoyo) para equilibrar un sistema de “pesos”, que son las ubi­
caciones de los datos individuales. Esto se muestra en la ñgura 1.4 respecto de la muestra 
“con nitrógeno”.

X - 0.565
—K- - - - 1- - - - - - - - 1- - - - - - - 1—• [•• •! ■—h-i- - - - - —I- - - - - - - - - - - 1- - - - - - - ♦- - - - - H- - - - - - - K- - - - - 1-
0.25 0.30 0 35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90

Figura 1.4: Media de la muestra como centroide del peso del tallo con nitrógeno.

En capítulos posteriores la base para el cálculo de x es un estimado de la media de 
la población. Como antes señalamos, el propósito de la inferencia estadística es obtener 
conclusiones acerca de las características o parámetros y la estimación es una caracte­
rística muy importante de la inferencia estadística.

La mediana y la media pueden ser muy diferentes entre sí. Obser\'c. sin embargo, 
que en el caso de los datos del peso de los tallos el valor de la media de la muestra para 
“sin nitrógeno" es bastante similar al valor de la mediana.

Otras medidas de localización
Hay muchos otros métodos para calcular la ubicación del centro de los datos en la mue.s- 
tra. No los trataremos en este momento. Por lo general la.s alternativas para la media de 
la muestra se diseñan con el fin de generar valores que representen relación entre la me­
dia y la mediana. Rara vez utilizamos alguna de tales medidas. Sin embargo, es aleccio­
nador estudiar una clase de estimadores conocida como media recortada, la cual se 
calcula “quitando” cierto porcentaje de los valores mayores y menores del conjunto. Por 
ejemplo, la media recortada al 109í se encuentra eliminando tanto el lOCr de los valores 
mayores como el lOCc de los menores, y calculando el promedio de los valores restantes. 
En el caso de los datos del peso de los tallos, eliminaríamos el valor más alto y el más 
bajo, ya que el tamaño de la muestra es 10 en cada caso. De manera que para el grupo 
sin nitrógeno la media recortada al lOíc está dada por

0.32 + 0.37 -t- 0.47 -H 0.43 -I- 0.36 + 0.42 -I- 0.38 + 0.43 
■^recno)---------------------------------------g------------------------------------- = 0.39750.

y para la media recortada al lOCc del grupo con nitrógeno tenemos

0.43-I-0.47 + 0.490.52-H 0.75-1-0 79-I-0.62 + 0.46 
.trec(i(i.=----------------------------------jj--------------------------------------- 0.5662^.

Observe que en este caso, como se esperaba, las medias recortadas están cerca tanto 
de la media como de la mediana para las muestras individuales. Desde luego, el enfo­
que de la media recortada es menos sensible a los valores extremos que la media de la 
muestra, pero no tan insensible como la mediana. .Además, el método de la media recor­
tada utiliza má.s información que la mediana de la muestra. .Advierta que la mediana de 
la muestra es. de hecho, un caso especial de la media recortada, en el cual se eliminan 
lodos los dalos de la muestra y queda sólo el central o dos observaciones
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Ejercicios
1.1 Se registran las siguientes mediciones para el 

tiempo de secado (en horas) de cierta marca de 
pintura esmaltada.

3.4 2.5 4.8 2.9 3.6
2.8 3.3 5.6 3.7 2.8
4.4 4.0 5.2 3.0 4.8

Suponga que las mediciones constituyen una muestra 
aleatoria simple.
á) ¿Cuál es el tamaño de la muestra anterior?
b) Calcule la media de la muestra para estos datos.
c) Calcule la mediana de la muestra.
d) Grafíque los datos utilizando una gráñea de puntos.
e) Calcule la medía recortada al 20% para el conjun­

to de datos anterior.
/) ¿La media muestral para estos dalos es más o me­

nos descriptiva como centro de localización, que 
la media recortada?

1.2 Según la revista Chemical Engineering, una pro­
piedad importante de una ñbra es su absorción del 
agua. Se toma una muestra aleatoria de 20 pedazos de 
ñbra de algodón y se mide la absorción de cada uno. 
Los valores de absorción son los siguientes:
18.71 21.41 20.72 21.81 19.29 22.43 20.17
23.71 19.44 20.50 18.92 20.33 23.00 22.85
19.25 21.77 22.11 19.77 18.(W 21.12
a) Calcule la media y la mediana muéstrales para los 

valores de la muestra anterior.
b) Calcule la media recortada al 10%.
c) Elabore una gráñea de puntos con los datos de la 

absorción.
d) Sí se utilizan sólo los valores de la media, la me­

diana y la media recortada, ¿hay evidencia de va­
lores extremos en los datos?

13 Se utiliza cierto polímero pora los sistemas de 
evacuación de los aviones. E.s importante que el polí­
mero sea resistente al proceso de envejecimiento. Se 
utilizaron veinte especímenes del polímero en un expe­
rimento. Diez se asignaron aleatoriamente para expo­
nerse a un proceso de envejecimiento acelerado del 
lote, el cual implica la exposición a altas temperatura.s 
durante 10 días. Se hicieron las mediciones de resisten­
cia a la tensión de los especímenes y se registraron los 
siguientes datos sobre resistencia a la tensión en psi. 
Sm envejecimiento; 227 222 218 217 225

218 216 229 228 221
Con envejecimiento: 219 214 215 211 209

218 203 204 201 205
u) Elabore la gráñea de puntos de los datos.
b) j,En la gráfica que obtuvo parece que el proceso 

de envejecimiento tuvo un efecto en la resistencia

a la tensión de este polímero? Explique su res­
puesta.

c) Calcule la resistencia a la tensión de la media de la 
muestra en las dos muestras.

d) Calcule la mediana de ambas. Analice la similitud 
o falta de similitud entre la media y la mediana de 
cada grupo.

1.4 En un estudio realizado por el Departamento de 
Ingeniería Mecánica del Tecnológico de Virginia 
se compararon las varillas de acero que abastecen dos 
compañías diferentes. Se fabricaron diez resortes de 
muestra con las varillas de metal proporcionadas por 
cada una de las compañías y se registraron sus medidas 
de flexibilidad. Los datos son los siguientes:

Compañía A; 9.3 8.8 6.8 8.7 8.5
6.7 8.0 6.5 9.2 7.0

Compañía B; 11.0 9.8 9.9 10.2 10.1
9.7 11.0 11.1 10.2 9.6

a) Calcule la media y la mediana de la muestra para 
los datos de ambas compañías.

b) Grañque los datos para las dos compañías en la mis­
ma línea y explique su conclusión respecto de cual­
quier aparente diferencia entre las dos compoñía.s.

13 Veinte hombres adultos de entre 30 y 40 años de 
edad participaron en un estudio pora evaluar el electo 
de cierto régimen de salud, que inclu>e dieta y ejerci­
cio, en el colcsterol sanguíneo. Se eligieron aleatoria­
mente diez para el grupo de control y los otros diez se 
asignaron para participar en el régimen como el y rupo 
de tratamiento durante un periodo de seis meses. Los 
siguientes datos muestran la reducción en el colesterol 
que experimentaron en ese periodo los 20 sujetos. 

Grupo de control; 7 3 —4 14 2
5 22 -7 9 5

Grupo de tratamiento’ —6 5 9 4 4
12 .37 5 3 3

o) Elabore una gráfica de puntos con los datos de am­
bos grupos en la misma gráñea

b) Calcule la media, la mediana y la media recortada 
oí 10% para ambos grupos

c) Explique por qué la diferencia en las medias sugie­
re una conclusión acerca del efecto del regimen, en 
tonto que la diferencia en las medianas o tas me­
dias recortadas sugiere una conclusión diferente.

1.6 La resistencia a la tensión del caucho de siIilio se 
considera una función de la temperatura de \uk.ini/ado. 
Se Ileso a cabo un estudio en el que se preparari'n 
muestras de I2especínienes del caucho utilizando lempe 
roturas de %uIcam/.ado de 20 C s d'' C Los siguientes
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datos presentan los valores de resistencia a la tensión 
en mcgapascalcs.

20“C: 2.07 2.14 2.22 2.03 2.21 2.03
2.05 2.18 2.09 2.14 2.11 2.02

45’C; 2.52 2.15 2.49 2.03 2.37 2.05
1.99 2.42 2.08 2.42 2.29 2.01

á) Elabore una gráñca de puntos con los datos, tanto 
de los valores de resistencia a la tensión a tempe­
ratura alta como los de a temperatura baja.

b) Calcule la resistencia a la tensión media mucstral 
para ambas muestras.

c) Al observar la gráfica, ¿le parece que la temperatu­
ra de vulcanizado influye en la resistencia a la ten­
sión? Explique su respuesta.

d) ¿En qué otra cosa, al parecer, influye el incremen­
to en la temperatura de vulcanizado? Explique su 
respuesta.

1.4 Medidas de variabilidad
La variabilidad de una muestra desempeña un papel importante en el análisis de datos. La 
variabilidad de procesos y productos es un hecho real en los sistemas científicos y de 
ingenieria: el control o la reducción de la variabilidad de un proceso a menudo es una 
fuente de mayores dificultades. Cada vez más ingenieros y administradores de procesos 
están aprendiendo que la calidad del producto y, como resultado, las utilidades que se 
derivan de los productos manufacturados es, con mucho, una función de la variabili­
dad del proceso. En consecuencia, gran parte de los capítulos 9 a 15 se dedica a! aná­
lisis de datos y a los procedimientos de modelado en los que la variabilidad de la muestra 
desempeña un papel significativo. Incluso en problemas pequeños de análisis de datos el 
éxito de un método estadístico específico podría depender de la magnitud de la variabi­
lidad entre las observaciones en la muestra. Las medidas de ubicación en una muestra no 
brindan un resumen adecuado de la naturaleza de un conjunto de datos. Considere el 
ejemplo 1.2. en el que no podemos concluir que el uso del nitrógeno aumenta el creci­
miento sin tomar en cuenta la variabilidad de la muestra.

Aunque los detalles del análisis de este tipo de conjuntos de datos se estudiarán en 
el capítulo 9. a partir de la figura 1.1 debería quedar claro que la variabilidad entre las 
observaciones sin nitrógeno y la variabilidad entre la.s obsert’aciones con nitrógeno tie­
ne, desde luego, alguna consecuencia. De hecho, parece que la variabilidad dentro de la 
muestra con nitrógeno es mayor que la de la muestra sin nitrógeno. Quizás haya algo 
acerca de la inclusión del nitrógeno que no sólo incrementa el peso de los tallos (.? de
0.565 gramos en comparación con una x de 0.399 gramos para la muestra sin nitrógeno), 
sino que también incrementa la variabilidad en el peso de los tallos (es decir, provoca 
que el peso de los tallos sea mis inconsistente).

Por ejemplo, compare los dos conjuntos de datos de abajo. Cada uno contiene dos 
muestnLS y la diferencia en las medias es apro.ximadamente la misma para ambas, aunque el 
conjunto de datos B parece proporcionar un contraste mucho más claro enüv las dos pobla­
ciones de las que se tomaron las muestras. Si el propósito de tal experimento es detectar la 
diferencia entre las dos poblaciones, esto se logra en el caso del conjunto de datos B. Sin 
embargo, en el conjunto de datos A la amplia \ariabilidad dentro de las dos muestras 
ocasiona dificultad. De hecho, no es clan) que haya una diferencia entre las dos poblaciones.

Conjunto de dalos ArXXXXXX OXXOOXXXO 0000000
t t
X, X

Conjunto de dalos B:XXXXXXXXXXX 00000000000
t t
X. X



1.4 Medidas de variabilidad 15

Rango y desviación estándar de la muestra
Así como hay muchas medidas de tendencia central o de localización, hay muchas 
medidas de dispersión o variabilidad. Quizá la más simple sea el rango de la muestra 

El rango puede ser muy útil y se examina con amplitud en el capítulo 17 
sobre control estadístico de calidad. La medida muestra! de dispersión que se utiliza más 
a menudo es la desviación estándar de la muestra. Nuevamente denotemos con x^, 

los valores de la muestra.

Definición 1.3: La varíanza de la muestra, denotada con está dada por

n

í=i

jx¡ -x)^ 
n-l '

La desviación estándar de la muestra, denotada con s, es la raíz cuadrada positiva de 
es decir.

s =

Para el lector debería quedar claro que la desviación estándar de la muestra es, de 
hecho, una medida de variabilidad. Una variabilidad grande en un conjunto de datos 
produce valores relativamente grandes de f.r — 5)- y. por consiguiente, una varianza 
muestra! grande. La cantidad n — 1 a menudo se denomina grados de libertad asocia­
dos con la varianza estimada. En este ejemplo sencillo los grados de libertad representan 
el número de piezas de información independientes disponibles para calcular la variabi­
lidad. Por ejemplo, suponga que deseamos calcular la varianza de la muestra y la desvia­
ción estándar del conjunto de datos (5, 17. 6, 4). El promedio de la muestra es.r = 8. El 
cálculo de la varianza implica:

(5 - 8)= -t- (17 - 8)- +(6- 8)- -I- (4 - 8)= = (-3)= -t- 9’ -I- (-2)’ + (-4)^

n
Las cantidades dentro de los paréntesis suman cero. En general, ^(.r, — .í) = 0

1 = 1
(véase el ejercicio 1.16 de la página 31). Entonces, el cálculo de la varianza de una mues­
tra no implica n desviaciones cuadradas independientes de la media x. De hecho, 
como el último valor de .r — x es determinado por los primeros n — 1 valores, decimos 
que éstas son n — I “piezas de información" que produce s^. Por consiguiente, hay n — 1 
grados de libertad en vez de n grados de libertad para calcular la varianza de una muestra.

Ejemplo 1.4:1 En un ejemplo que se estudia ampliamente en el capítulo 10. un ingeniero se interesa en 
probar el “sesgo" en un medidor de pH. Los datos se recaban con el medidor mediante 
la medición del pH de una sustancia neutra (pH = 7.0). Se toma una muestra de tamaño 
10 y se obtienen los siguientes resultados:

7.07 7.00 7.10 6.97 7.00 7.03 7.01 7.01 6.98 7.08.

La media de la muestra .reslá dada por

7.07 4-7.00 4-7.104- 7.08
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La varianza de la muestra .v^ está dada por

= 1[(7.07-7.025)- + (7.00-7.025)2+(7.10-7.025)- 

+ ■ - - + (7.08 - 7.025)’] = 0.001939.

Como resultado, la desviación estándar de la muestra está dada por

í = V0.00l939 = 0.044.

Así que la desviación estándar de la muestra es 0.0440 con n — 1 — 9 grados de 
libertad.

Unidades para la desviación estándar y la varianza
A partir de la definición 1.3 debería ser evidente que la varianza es una medida de la 
desviación cuadrática promedio de la mediaEmpleamos el le'rmino desviación cua- 
drática promedio aun cuando la definición utilice una división entre n — 1 grados de 
libertad en vez de n. Desde luego, si n es grande, la diferencia en el denominador es in­
consecuente. Por lo tanto, la varianza de la muestra tiene unidades que son el cuadrado 
de las unidades en los dalos observados; aunque la desviación estándar de la muestra se 
encuentra en unidades lineales. Considere los datos del ejemplo 1.2. Los pesos del tallo 
se miden en gramos. Como resultado. las desviaciones estándar de la muestra están en 
gramos y las varianzas se miden en gramos\ De hecho, las desviaciones estándar indivi­
duales son 0.0728 gramos para el caso sin nitrógeno y 0.1867 gramos para el grupo con 
nitrógeno. Obsen’e que la desviación estándar en verdad indica una variabilidad mucho 
más grande en la muestra con nitrógeno. Esta condición se destaca en la figura 1.1.

¿Cuál es la medida de variabilidad más importante?
Como indicamos antes, el rango de la muestra tiene aplicaciones en el área del control 
estadístico de la calidad. Quizás el lector considere que es redundante utilizar la varianza 
de la muestra y la desviación estándar de la muestra. Ambas medidas reflejan el mismo 
concepto en la variabilidad de la medición, pero la desviación estándar de la muestra 
mide la variabilidad en unidades lineales; en tanto que la varianza muesiral se mide en 
unidades cuadradas. Ambas desempeñan papeles importantes en ei uso de los métodos 
estadísticos. Mucho de lo que se logra en el conte.xto de la inferencia estadística implica 
la obtención de conclusiones acerca de las características de poblaciones. Entre tales 
características son constantes los denominados parámetros de la publuciún. Dos pará­
metros importantes son la media de la población y la varianza de la población. La 
varianza de la muestra desempeña un papel explícito en los métodos estadísticos que se 
utilizan para obtener inferencias sobre la varianza de la población. La des\ iación están­
dar de la muestra desempeña un papel importante, junto con la media de la muestra, en 
las inferencias que se realizan acerca de la media de la población. En general, la '.afian­
za se considera más en la teoría inferencial. mientras que la dc'viación estándar se utiliza 
más en aplicaciones.
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Ejercicios
1.7 Considere los datos dei tiempo de secado del 
ejercicio 1.1 de la página 13. Calcule la varíanza de la 
muestra y la desviación estándar de la muestra.
1.8 Calcule la varíanza de la muestra y la desviación 
estándar para los datos de absorción del agua del ejer­
cicio 1.2 de la página 13.
1.9 E! ejercicio 1.3 de la página 13 presentó datos de 
resistencia a la tensión de dos muestras, una en la que 
(os especímenes se expusieron a un proceso de enveje­
cimiento y otra en la que no se efectuó tal proceso en 
los especímenes.
a) Calcule la varíanza de la muestra, así como su des­

viación estándar, en cuanto a la resistencia a la 
tensión en ambas muestras.

b) ¿Parece haber alguna evidencia de que el envejeci­
miento afecta la variabilidad en la resistencia a la

tensión? (Víase tambiín la gráfica para el ejercicio
1.3 de la página 13).

1.10 Para los datos del ejercicio 1.4 de la página 13 cal­
cule tanto la medía como la varíanza de la “nexibUidad’' 
pora las compañías A y B. ¿Parece que hay una diferencia 
de flexibilidad entre la compañía A y la compañía B?
1.11 Considere los datos del ejercicio 1.5 de la pági­
na 13. Calcule la varíanza de la muestra y la desviación 
estándar de la muesun para ambos grupos: el de trata­
miento y el de control.
1.12 Pora el ejercicio 1.6 de la página 13 calcule la 
desviación estándar muestra! de la resistencia a la ten­
sión para las muestras, de forma separada para ambas 
temperaturas. ¿Parece que un incremento en la tempe­
ratura influye en la variabilidad de la resistencia a la 
tensión? Explique su respuesta.

1.5 Datos discretos y continuos

La inferencia estadística a través del análisis de estudios observacionales o de diseños 
experimentales se utiliza en muchas áreas científicas. Los datos reunidos pueden ser 
discretos o continuos, según el área de aplicación. Por ejemplo, un ingeniero químico 
podría estar interesado en un experimento que lo lleve a condiciones en que se muximicc 
la producción. Aquí, por supuesto, la producción se expresaría en porccnluje, o gramos/ 
libra, medida en un continuo. Por otro lado, un toxicólogo que realice un experimento de 
combinación de fármacos quizás encuentre datos que son binarios pot naturale/u (es 
decir, el paciente responde o no lo hace).

En la teoría de la probabilidad se hacen distinciones importantes cnln datos discretos 
y continuos que nos permiten hacer inferencias estadísticas. Con frecuencia las aplica­
ciones de la inferencia estadística se encuentran cuando se trabaja con datos por ronwo. 
Por ejemplo, un ingeniero podría estar interesado en estudiar el número de partículas 
radiactivas que pasan a través de un contador en, digamos. 1 mílisegundo. Al personal 
responsable de la eficiencia de una instalación portuaria podría interesarle contKer las 
características del número de buques petroleros que llegan dianamenie u cierta ciudad 
portuaria. En el capítulo 5 se examinarán varios cscenunos diferentes que conducen a 
distintas formas de manejo de los datos para situaciones con datos por comeo.

Incluso en esta fase inicial del texto se debería poner especial atención a algunos 
detalles que se asocian con datos binarios. Son muchas las aplicaciones que requieren 
el análisis estadístico de datos binarios. Con frecuencia la medicióm que se utiliza en el 
análisis es la proporción muesiral. En efecto, la situación binaria implica dos caiegorías. 
Si en los datos hay n unidades y .t se define como el número que cae en la categona 1. en­
tonces n — X cae en la categoría 2. Así, x/n es la proporción rauestral en la categona 1 \ 
I — x/n es la proporción muestral en la categoría 2. En la aphcacnín biomédica, por 
ejemplo, 50 pacientes representarían las unidades de lu muestra > si. después de que se 
les suministra el medicamento. 20 de los 50 expcnmenlaran niejorí.i en sus malesiare> 
estomacales (que son comunes en los 50). entonces-fl; =04 sería la propttrcton muestral
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para la cual el medicamento tuvo éxito, y 1 — 0.4 = 0.6 sería la proporción muestral para 
la cual el fármaco no tuvo éxito. En realidad, la medición numérica fundamental 
para datos binarios por lo general se denota con 0 o con 1. Éste es el caso de nuestro 
ejemplo médico, en el que un resultado exitoso se denota con un I y uno no exitoso con 
un 0. Entonces, la proporción muestral es en realidad una media muestral de unos y ce* 
ros. Para la categoría de éxitos,

XI +JC2 H— * + -Tfo 1 + 1+ OH— - +0+1
50 “ 50 “ 50 " ■ '

¿Qué clases de problemas se resuelven en situaciones con datos binarios?
Los tipos de problemas que enfrentan científicos e ingenieros que usan datos binarios no 
son muy difíciles, a diferencia de aquellos en los que las mediciones de interés son las 
continuas. Sin embargo, se utilizan técnicas diferentes debido a que las propiedades es­
tadísticas de las proporciones muéstrales son bastante diferentes de las medias muéstra­
les que resultan de los promedios tomados de poblaciones continuas. Considere los datos 
del ejemplo en el ejercicio 1.6 de la página 13. El problema estadístico subyacente en 
este caso se enfoca en si una intervención, digamos un incremento en la temperatura de 
vulcanizado, alterará la resistencia a la tensión de la medía de la población que se asocia 
con el proceso del caucho de silicio. Por otro lado, en el área de control de calidad, su­
ponga que un fabricante de neumáticos para automóvil informa que en un embarque con 
5000 neumáticos, seleccionados aleatoriamente del proceso, hay 100 defectuosos. Aquí 
la proporción muestral es 41^ = 0.02. Luego de realizar un cambio en el proceso di.se- 
ñado para reducir los neumáticos defectuosos, se toma una segunda muestra de 5000 y 
se encuentran 90 defectuosos. La proporción muestral se redujo a = 0.018. En­
tonces, surge una pregunta: “¿La disminución en la proporción muestral de 0.02 a 0.018 
es suficiente para sugerir una mejoría real en la proporción de la población?" En ambos 
casos se requiere el uso de las propiedades e.stadísticas de los promedios de la muestra: 
uno de las muestras de poblaciones continuas y el otro de las muestras de poblaciones 
discretas (binarías). En ambos casos la media de la muestra es un estimado de un pará­
metro de la población, una media de la población en el primer caso (es decir, la media 
de la resistencia a la tensión) y una proporción de la población (o sea, la proporción de 
neumáticos defectuosos en la población) en el segundo caso. Así que aquí tenemos esti­
mados de la muestra que se utilizan para obtener conclusiones científicas respecto de los 
parámetros de la población. Como indicamos en la sección 1.3. este es el tema general 
en muchos problemas prácticos en los que se usa la inferencia estadística.

1.6 Modelado estadístico, inspección científíca y diagnósticos gráficos

A menudo, el resultado final de un análisis estadístico es la estimación de los parámeiros 
de un modelo postulado. Éste es un proceso natural para los cientílicos j los ingenie­
ros. ya que con frecuencia usan modelos. Un modelo estadístico no es determinista, es 
má-s bien un modelo que conlleva algunos aspectos probabilísticos. A menudo una tonna 
de modelo es la base de las suposiciones que hace el analista. En el ejemplo I 2 el cien- 
üfico podría desear determinar, a tras es de la informaciiín de la muestra, algún ni\el de 
distinción entre las poblaciones tratadas con nitrógeno v las poblaciones no tratadas. El 
análisis podría requenr cierto modelo para los datos; por ejemplo, que las dos muestras
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provengan de distribuciones normales o gaussianas. Véase el capítulo 6 para el estudio 
de la distribución normal.

Es evidente que quienes utilizan métodos estadísticos no pueden generar la infor­
mación o los datos experimentales suficientes para describir a la totalidad de la pobla­
ción. Pero es frecuente que se utilicen los conjuntos de datos para aprender sobre ciertas 
propiedades de la población. Los científicos y los ingenieros están acostumbrados a 
manejar conjuntos de datos. Debena ser obvia la importancia de describir o resumir la 
naturaleza de los conjuntos de datos. Con frecuencia el resumen gráfico de un conjunto 
de datos puede proporcionar información sobre el sistema del que se obmvieron los da­
los. Por ejemplo, en las secciones 1.1 y 1.3 mostramos gráficas de puntos.

En esta sección se estudia con detalle el papel del muestren y de la graficación de 
los datos para mejorar la inferencia estadística. Nos limitamos a presentar algunas grá­
ficas sencillas, pero a menudo efectivas, que complementan el estudio de poblaciones 
estadísticas.

Diagrama de dispersión
A veces el modelo postulado puede tener una forma algo más compleja. Por ejemplo, 
considere a un fabricante de textiles que diseña un experimento en donde se producen 
especímenes de tela que contienen diferentes porcentajes de algodón. Considere los da­
tos de la tabla 1.3.

Tabla 1.3: Resistencia a la tensión 

Porcentaje del algodón Resistencia a la tensión

15 7. 7, 9. 8. 10
20 19. 20. 21. 20. 22
25 2!. 21. 17, 19, 20
30 8, 7, 8. 9. 10

Se fabrican cinco especímenes de tela para cada uno de los cuatro porcentajes de 
algodón. En este caso tanto el modelo para el experimento como el tip>o de análisis que 
se utiliza deberían tomar en cuenta el objetivo del experimento y los insumes importan­
tes del científico textil. Algunas gráficas sencillas podrían mostrar la clara distinción 
entre las muestras. Véase la figura 1.5; las medias y la variabilidad muéstrales se desenben 
bien en el diagrama de dispersión. El objetivo de este expenmento podría ser simple­
mente determinar cuáles porcentajes de algodón son verdaderamente distintos de los 
otros. En otras palabras, como en el caso de los dalos con nitrógeno y sin nitrógeno, 
¿para cuáles porcentajes de algodón existen diferencias claras entre las poblaciones o, de 
forma más específica, entre las medias de las poblaciones ? En este caso quizás un mode­
lo razonable es que cada muestra proviene de una distribución normal. Aquí el objetivo 
es muy semejante al de los dalos con nitrógeno y sin nitrógeno, excepto que se inclujen 
más muestras. El formalismo del análisis implica nociones de prueba de hipíítesis. los 
cuales se examinarán en el capítulo 10. A propósito, quizás este formalismo no sea 
necesario a la luz del diagrama de diagnóstico. Pero, ¿descnbe éste el objetivo real dcl 
experimento y, por consiguiente, el enf^oque adecuado para el análisis de datos? Es pro­
bable que el científico anticipe la existencia de una resistencia a la ten\uin maxima de la 
media de la población en el rango de concentración de algodón en el e\|>cnmcnto Aquí 
el análisis de los dalos debería girar en tomo a un tipo dilcrenle de modelo, es decir, uno
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que postule un tipo de estructura que relacione la resistencia a la tensión de la inedia de la 
población con la concentración de algodón. En otras palabras, un modelo se puede escri­
bir como

en donde es la resistencia a la tensión de la media de la población, que varía con la 
cantidad de algodón en el producto C. La implicación de este modelo es que, para un 
nivel fijo de algodón, hay una población de mediciones de resistencia a la tensión y la 
media de la población es Este tipo de modelo, que se denomina modelo de regre­
sión, se estudiará en los capítulos 11 y 12. La forma funcional la elige el científico. A 
veces el análisis de datos puede sugerir que se cambie el modelo. Entonces el analista de 
dalos “considera” un modelo que se pueda alterar después de hacer cierto análisis. El uso 
de un modelo empírico va acompañado por la teoría de estimación, donde 0^, 0^ y /3, 
se estiman a partir de los datos. Además, la inferencia estadística se puede, entonces, 
utilizar para determinar lo adecuado del modelo.

O0> ee
6

20 « 30
Porcentaje de algodón

Figura 1.5: Diagrama de dispersión de la resistencia a la tensión 
y los porcentajes de algodón.

Aquí se hacen evidentes dos puntos de las dos ilustraciones de datos: 1) el tipo de 
modelo que se emplea para descnbir los datos a menudo depende del objetn o del expe- 
nmento, y 2) la estructura del modelo debería apro\ echar el insumo científico no estadís­
tico La selección de un modelo representa una suposición fundamental sobre la que 
se basa la inferencia estadística resultante A lo largo del libro se hará e\idente la im­
portancia que las gráficas pueden llegar a tener. A menudo las gráficas ilustran informa­
ción que permite que los resultados de la inferencia estadística formal se comuniquen 
mejor al científico o al ingeniero. A veces las gráficas o el análisis exploratorio de los 
datos pueden enseñar al analista información que no se obtiene del análisis tormal. 
Casi cualquier análisis formal requiere suposiciones que se desarrollan a partir del mo­
delo de datos. Las gráficas pueden resaltar la violación de suposiciones que de otra 
forma no se notarían A lo largo del libro las gráficas se utilizaran de manera extensa 
para complementar el análisis formal de los datos En las siguientes secciones se pre­
sentan algunas herramientas gráficas que son útiles para el análisis exploratono o des- 
cnptivo de los datos.
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Diagrama de tallo y hojas
Los datos estadísticos obtenidos de poblaciones grandes pueden ser muy útiles para es­
tudiar el comportamiento de la distribución si se presentan en una combinación tabular 
y gráfica conocida como diagrama de tallo y hojas.

Para ejemplificar la elaboración de un diagrama de tallo y hojas considere los datos 
de la tabla 1.4, que especifican la “vida” de 40 batenas para automóvil similares, regis­
tradas al décimo de año más cercano. Las baterías se garantizan por tres años. Comience 
por dividir cada observación en dos partes: una para el tallo y otra para las hojas, de 
manera que el tallo represente el dígito entero que antecede al decimal y la hoja corres­
ponda a la parte decimal del número. En otras palabras, para el número 3.7 el dígito 3 se 
designa al tallo y el 7 a la hoja. Para nuestros datos los cuatro tallos 1, 2. 3 y 4 se listan 
verticalmente del lado izquierdo de la tabla 1.5, en tanto que las hojas se registran en el 
lado derecho correspondiente al valor del tallo adecuado. Entonces, la hoja 6 del número
1.6 se registra enfrente del tallo 1; la hoja 5 del número 2.5 enfrente del tallo 2; y así 
sucesivamente. El número de hojas registrado junto a cada tallo se anota debajo de la 
columna de frecuencia.

Tabla 1.4: Vida de las batenas para automóvil

2.2 4.1 3.5 4.5 3.2 3.7 3.0 2.6
3.4 1.6 3.1 3.3 3.8 3.1 4.7 3.7
2.5 4.3 3.4 3.6 2.9 3.3 3.9 3.1
3.3 3.1 3.7 4.4 3.2 4.1 1.9 3.4 •
4.7 3.8 3.2 2.6 3.9 3.0 4.2 3.5

Tabla 1.5: Diagrama de tallo y hojas de la vida de las batenas

Tallo Hoja Frecuencia
1 69 2
2 25669 5
3 0011112223334445567778899 25
4 11234577 8

El diagrama de tallo y hojas de la tabla 1.5 contiene sólo cuatro tallos y. en conse­
cuencia, no ofrece una representación adecuada de la distribución. Para solucionar este 
problema es necesario aumentar el número de tallos en nuestro diagrama. Una manera 
sencilla de hacerlo consiste en escribir dos veces cada valor del tallo y después registrar 
las hojas 0, 1, 2, 3 y 4 enfrente del valor del tallo adecuado, donde aparezca ptir pnmera 
vez; y las hojas 5, 6, 7, 8 y 9 enfrente de este mismo valor del tallo, donde aparece la 
segunda vez. El diagrama doble de tallo y hojas modificado se ilustra en la tabla 1.6. 
donde los tallos que corresponden a las hojas 0 a 4 fueron codificados con el símbolo * 
y los tallos correspondientes a las hojas 5 a 9 con el símbolo •.

En cualquier problema dado debemos decidir cuáles son los valores del tallo ade­
cuados. Esta decisión se toma hasta cierto punto de manera arbitraria, aunque debemos 
guiamos por el tamaño de nuestra muestra. Por lo general elegimos entre 5 y 20 tallos, 
Cuanto más pequeña sea la cantidad de datos di.sp<.inibles. mas pequeña será nuestra 
elección del número de tallos. Por ejemplo, si los datos constan de números del 1 al 21.
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los cuales representan el número de personas en la fila de una cafetería en 40 días labo­
rables seleccionados al azar, y elegimos un diagrama doble de tallo y hojas, los tallos 
serían 0*. 0*. 1 1 • y 2*, de manera que la observación de I más pequeña tiene tallo
0* y hoja I, el número 18 tiene tallo 1* y hoja 8, y la observación de 21 más grande tiene 
tallo 2* y hoja 1. Por otro lado, si los datos constan de números de $18.800 a $19,600, 
que representan las mejores ventas posibles de 100 automóviles nuevos, obtenidos de 
cierto concesionario, y elegimos un diagrama sencillo de tallo y hojas, los tallos serían
188,189,190,.... 196 y las hojas contendrian ahora dos dígitos cada una. Un automóvil 
que se vende en $19,385 tendría un valor de tallo de 193 y 85 en los dos dígitos de la 
hoja. En el diagrama de tallo y hojas, las hojas de dígitos múltiples que pertenecen al 
mismo tallo por lo regular están separadas por comas. En los datos generalmente se 
ignoran los puntos decimales cuando todos los números a la derecha del punto decimal 
representan hojas, como en el caso de las tablas 1,5 y 1.6. Sin embargo, si los dalos 
constaran de números que van de 21.8 a 74.9, podnamos elegir los dígitos 2, 3, 4, 5. 6 y 
7 como los tallos, de manera que un número como 48.3 tendría un valor de tallo de 4 
y un valor de hoja de 8.3.

Tabla 1.6: Diagrama doble de tallo y hojas para la vida de las baterías

Tallo Hoja Frecuencia
1- 69 2
2* 2 1
2- 5669 4
3* 001111222333444 15
3- 5567778899 10
4* 11234 5
4- 577 3

El diagrama de tallo y hojas representa una manera eficaz de resumir los datos. Otra 
forma consiste en el uso de la distribución de frecuencias, donde los dalos, agrupados 
en diferentes clases o intervalos, se pueden construir contando las hojas que pertenecen 
a cada tallo y considerando que cada tallo define un intervalo de clase. En la tabla 1.5 el 
tallo I con 2 hojas define el intervalo 1.0-I.9. que contiene 2 observaciones; el tallo 2 
con 5 hojas define el intervalo 2.0-2.9, que contiene 5 observaciones; el tallo 3 con 25 
hojas define el inters'alo 3.0-3.9, con 25 observaciones; y el tallo 4 con 8 hojas define el 
intervalo 4.0-4.9, que contiene 8 observaciones. Para el diagrama doble de tallo y hojas 
de la tabla 1.6 los tallos definen los siete intervalos de clase 1.5-1.9, 2.0-2.4, 2.5-2.9. 
3.0-3.4,3.5-3.9.4.0-4.4 y 4.S-4.9, con frecuencias 2,1,4,15. 10,5 y 3. respectivamente.

Histograma
Al dividir cada frecuencia de clase entre el número total de obsers adones, obtenemos la 
proporción del conjunto de observaciones en cada una de las clases. Una tabla que lista 
las frecuencias relativas se denomina distribución de frecuencias relatisas. En la ta­
bla 1.7 se presenta la distribución de frecuencias relativas para los datos de la tabla 1.4. 
que muestra los puntos medios de cada inters’alo de clase.

La información que brinda una distribución de frecuencias relativas en forma tabu­
lar es más fácil de entender si se presenta en forma gráfica Con los puntos medios de
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Tabla 1.7: Distribución de frecuencias relativas de la vida de las baterías
Intervalo
de clase

Punto medio
de la clase

Frecuencia,
/

Frecuencia
relativa

1.5-1.9 1.7 2 0.050
2.0-2.4 2.2 1 0.025
2.5-2.9 2.7 4 0.100
3.0-3.4 3.2 15 0.375
3.5-3.9 3.7 10 0.250
4.0-4.4 4.2 5 0.125
4.S-4.9 4.7 3 0.075

Vida de la batería (aríos)

Figura 1.6: Histograma de frecuencias ^:laiivas.

cada intervalo y las frecuencias relativas correspondientes construimos un histograma 
de frecuencias relativas (ñgura 1.6).

Muchas distribuciones de frecuencias continuos se pueden rcpre*>entar grátícamente 
mediante la curva en forma de campana característica de la ñgura 1 7 Herramientas 
gráñcascomo las de las ñguras 1.6y 1.7 ayudan a comprender la naturaleza de la pobla­
ción. En los capítulos 5 y 6 examinaremos una propiedad de la población que se conoce 
como distribución. Aunque más adelante en este texto se proporcionará una definición 
más precisa de una distribución o de una distribución de probabilidad, aquí podemos 
visualizarla como la que se podría haber visto en el límite de la ñgura I 7 cuando el ta­
maño de la muestra aumentara

Se dice que una distribución es simétrica si se puede doblar a lo largo de un eje 
vertical de manera que ambos lados coincidan. Si una distribución carece de simetría 
respecto de un eje vertical, se dice que está sesgada La distnbución que se ilustra en la 
ñgura 1.8a se dice que está sesgada a la derecha porque tiene una cola derecha larga y 
una cola izquierda mucho más corta. En la ñgura 1 8b observamos que iadismbucion es 
simétrica; mientras que en la ñgura 1.8c está sesgada a la izquierda

Al girar un diagrama de tallo y hojas en dirección contraria a la de las maiv’cillas dei 
reloj en un ángulo de 90°. vemos que las columnas de hojas que resultan iormaa una 
imagen parecida a un histograma. Por lo tanto, .si nuestro objetivo pnncipai al observar 
los datos es deterrmnar la forma general o la forma de la distnbución, rara vez sera ne­
cesario construir un histograma de frecuencia.s relativas
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- - I I_____________ I ' I •
0 1 2 3 4 5 6

Vida de la batería (años)

Figura 1.7; Estimación de la distribución de frecuencias.

(a) (b) (c)

Figura 1.8: Sesgo de los datos.

Gráfica de caja y bigote o gráfica de caja
Otra presentación que es útil para reflejar propiedades de una muestra es la grúfica de 
caja y bigote, la cual encierra el rango tnierciiaml de los datos en una caja que contiene 
la mediana representada. El rango intercuartil tiene como extremos el percenlil 75 (euar* 
til superior) y el percentil 25 (cuarlil inferior). Además de la caja se prolongan “bigotes", 
que indican las observaciones alejadas en la muestra. Para muestras razonablemente 
grandes la presentación indica el centro de localización, la xanabilidaü y el grado de 
asimetría.

Además, una variación denominada gráfica de caja puede ofrecer al obsersador 
información respecto de cuáles obsen'aciones son \alores extremos Los \alores extre­
mos son obserx'aciones que se consideran inusualmente alejadas de la masa de datos 
Existen muchas pruebas estadísticas diseñadas para detectar este tipo de xalores Técni­
camente se puede considerar que un valor extremo es una obserx ación que representa un 
"evento raro" (existe una probabilidad pequeña de obtener un \alor que este lejos de la 
masa de datos). E! concepto de valores extremos volverá a surgir en el capítulo 12 en el 
contexto del análisis de regresión.
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La información visual en las gráficas de caja y bigote o en las de caja no intenta ser 
una prueba formal de valores extremos, más bien se considera una herramienta de diag­
nóstico. Aunque la determinación de cuáles observaciones son valores extremos varía de 
acuerdo con el tipo de software que se emplee, un procedimiento común para determi­
narlo consiste en utilizar un múltíplo del rango intercuartil. Por ejemplo, si la distancia 
desde la caja excede 1.5 veces el rango intercuartil {en cualquier dirección), la observa­
ción se podría considerar un valor extremo.

Ejemplo 1.5; I Se midió el contenido de nicotina en una muestra aleatoria de 40 cigarrillos. Los datos 
se presentan en la tabla 1.8.

Tabla 1.8: Valores de nicotina para el ejemplo 1.5

1.09 1.92 2.31 1.79 2.28 1.74 1.47 1.97
0.85 1.24 1.58 2.03 1.70 2.17 2.55 2.11
1.86 1.90 1.68 1.51 1.64 0.72 1.69 1.85
1.82 1.79 2.46 1.88 2.08 1.67 1.37 1.93
1.40 1.64 2.09 1.75 1.63 2.37 1.75 1.69

10 15 20 25
Nicotina

Figura 1.9: Gráfica de caja y bigote para el ejemplo 1 5.

La figura 1.9 muestra la gráfica de caja y bigote de los dalos, la cual describe las 
observaciones 0.72 y 0.85 como valores extremos moderados en la cola infenor. en 
tanto que la observación 2.55 es un valor extremo moderado en la cola superior En este 
ejemplo el rango intercuartil es 0.365, y 1.5 veces el rango intercuaml es 0 5475 Por 
otro lado, la figura 1.10 presenta un diagrama de tallo y hojas. J

Ejemplo 1.6: t Considere los datos de la tabla 1.9, que constan de 30 muestra.s que miden el grosor de 
las “asas" de latas de pintura (véase el trabajo de Hogg y Ledolier de 1992 en la biblio­
grafía). La figura 1.11 descnbe una gráfica de caja > bigote para este conjunto asimc'tnco 
de datos. Observe que el bloque izquierdo es considerablemente más grande que el 
bloque de la derecha. La mediana es 35. El cuartil infenor es 31. mientras que el supe­
riores 36. Advierta también que la observación alejada de la derecha esta más lejos de 
la caja que la observación extrema de la izquierda No hav valores extremos en este 
conjunto de datos. -i
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El punto decimal se encuentra 1 dIgito(s) a la izquierda de 1
7 ! 2
8 1 5
9 1

10 1 9
11 í
12 4
13 7
14 07
15 18
16 3447899
17 045599
18 2568
19 0237
20 389
21 17
22 8
23 17
24 6
25 5

Figura I.IO: Diagrama de tallo y hojas para los datos de nicotina.

Tabla 1.9: Datos para el ejemplo 1.6

Muestra Mediciones Muestra Mediciones
1 29 36 39 34 34 16 35 30 35 29 37
2 29 29 28 32 31 17 40 31 38 35 31
3 34 34 39 38 37 18 35 36 30 33 32
4 35 37 33 38 41 19 35 34 35 30 36
5 30 29 31 38 29 20 35 35 31 38 36
6 34 31 37 39 36 21 32 36 36 32 36
7 30 35 33 40 36 22 36 37 32 34 34
8 28 28 31 34 30 23 29 34 33 37 35
9 32 36 38 38 35 24 36 36 35 37 37
10 35 30 37 35 31 25 36 30 35 33 31
11 35 30 35 38 35 26 35 30 29 38 35
12 38 34 35 35 31 27 35 36 30 34 36
13 34 35 33 30 34 28 35 30 36 29 35
14 40 35 34 33 35 29 38 36 35 3! 31
15 34 35 38 35 30 30 30 34 40 28 30

Existen otras formas en las que las gráficas de caja y bigote, y otras presentaciones 
gráficas, pueden ayudar al analista. Las muestras múltiples se pueden comparar de for­
ma gráfica. Los diagramas de los datos pueden sugerir relaciones entre las variables y las 
gráficas ayudan a detectar anomalías u observaciones extremas en las muestras.

Existen otros tipos diferentes de diagramas y herramientas gráficas, los cuales 
se estudiarán en el capítulo 8 después de presentar otros detalles teóricos.
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Figura 1.11: Gráfica de caja y bigote del grosor de las “asas” de latas de pintura.

Otras características distintivas de una muestra
Hay características de la distribución o de la muestra, además de las medidas del centro de 
localización y variabilidad, que definen aún más su naturaleza Por ejemplo, en tanto que 
la mediana divide los datos (o su distribución) en dos portes, existen otras medidas 
que dividen partes o segmentos de la distribución que pueden ser muy útiles. Una sepa­
ración en cuatro partes se hace mediante ciiaríiles, donde el tercer cuarül separa el cuarto 
(25%) superior del resto de los datos, el segundo cuartil es la mediana y el pnmer cuartil 
separa el cuarto (25%) infenor del resto de los dalos. La disinbución puede diudirsc 
incluso más detalladamente calculando los percentiles Tales cantidades dan al analista 
una noción de las denominadas colas de la distribución (es decir, los \alores que son 
relativamente extremos, ya sean pequeños o grandes) Por ejemplo, el percentil 95 separa 
el 5% supenor del 95% inferior Para los extremos en la parte inferior o cola inferior de 
la distribución prevalecen definiciones similares. El pnmer percentil separa el 1% infe- 
nor del resto de la distnbución El concepto de percentiles desempeñará un papel signi­
ficativo en buena parte de lo que estudiaremos en los siguientes capítulos

1.7 Tipos generales de estudios estadísticos: diseño experimental, 
estudio observacional y estudio retrospectivo

En las siguientes secciones destacaremos el concepto de muestreo de una población > el 
uso de los me'todos estadísticos para aprender o quizá para reafirmar la intormación re­
levante acerca de una población. La información que se busca \ que se obtiene mediante 
el uso de tales me'todos estadísticos a menudo influye en la loma de detisiones, así como 
en la resolución de problemas en diversas areas importantes de ingeniena j científicas 
Como ilustración, el ejemplo 1 3 descnbc un expenmento sencillo, en el cual los resul­
tados bnndan ayuda para detemunar los tipos de condiciones en los que no se recomienda 
utilizar una aleación de aluminio especifica que podna ser muy vulnerable a la corro­
sión Los resultados serían útiles no solo para quienes fabncan la aleación, sino también 
para los clientes que consideren adquinrla Este caso, y muchos otros que se incluyen en 
los capítulos 13 a 15. resaltan el concepto de condiciones experimentales diseñadas o 
controladas (combinaciones de condiciones de recubrimiento y humedad), que son de 
ínteres para aprender sobre algunas características o mediciones (nivel de corrosion) que
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surgen de tales condiciones. En las mediciones de la corrosión se emplean métodos es­
tadísticos que utilizan tanto medidas de tendencia central como de variabilidad. Como 
usted verá más adelante en este texto, tales métodos con frecuencia nos guían hacía un 
modelo estadístico como el que se examinó en la sección 1.6. En este caso el modelo se 
puede usar para estimar (o predecir) las medidas de la corrosión como una función de la 
humedad y el tipo de recubrimiento utilizado. De nuevo, para desarrollar este tipo de 
modelos es muy útil emplear las estadísticas descriptivas que destacan las medidas de ten­
dencia central y de variabilidad.

La información que se ofrece en el ejemplo 1.3 ilustra de manera adecuada los tipos 
de preguntas de ingeniena que se plantean y se responden aplicando los métodos esta­
dísticos que se utilizan en un diseño experimental y se presentan en este texto. Tales 
preguntas son las siguientes:

i. ¿Cuál es la naturaleza del efecto de la humedad relativa sobre la corrosión de la 
aleación de aluminio dentro del rango de humedad relativa en este experimento? 

¡i. ¿El recubrimiento químico contra la corrosión reduce los niveles de corrosión 
y existe alguna manera de cuanüficar el efecto? 

üi. ¿Hay alguna interacción entre el tipo de recubrimiento y la humedad relativa 
que influya en la corrosión de la aleación? Si es así. ¿cómo se podría interpretar?

¿Qué es interacción?
La importancia de las preguntas i. y ii. debena quedar clara para el lector, ya que ambas 
tienen que ver con aspectos importantes tanto para los productores como para los usua­
rios de la aleación. ¿Pero qué sucede con la pregunta iü.'’ El concepto de inierocavn se 
estudiará con detalle en los capítulos 14 y 15. Considere la gráñea de la figura 1.3, la cual 
ejemplifica la detección de la interacción entre dos factores en un diseño experimental 
simple. Observe que las líneas que conectan las medias de la muestra no son paralelas. 
El paralelismo habría indicado que el efecto (visto como un resultado de la pendiente 
de las líneas) de la humedad relativa es igual, es decir, negatno. tanto en la condición sin 
recubrimiento como en la condición con recubrimiento químico contra la corrosión. 
Recuerde que la pendiente negativa implica que la corrosión se \ ueh e mis pronunciada a 
medida que aumenta la humedad. La ausencia de paralelismo implica una interacción 
entre el tipo de recubrimiento y la humedad relati\a. La línea casi “honzontar para el 
recubrimiento contra la corrosión, opuesta a la pendiente más pronunciada para la con­
dición sin recubnmiento, sugiere que e! recuhnmienio (¡uínuco contra la conmuhi n<t 
sólo es benéfico (obsen-e el desplazamiento entre las linean}, sino que ¡a presenua 
del recubrimiento revela que el efecto de la humedad es despreciable Salta a la \ ista que 
todxs estas cuestiones son muy importantes para el efecto de los dos tactores indis idua- 
Ics y para la interpretación de la interacción, si está presente.

Los modelos estadísticos son muy útiles pora responder preguntas como los descritas 
en I. II y iii, en donde los datos provienen de un diseño expenmenial Sin embargo, no 
siempre se cuenta con el tiempo o los recursos que permiten usar un diseño experimen­
tal. Por ejemplo, ha> muchos casos en los que las condiciones de ínteres pora el cieniilico 
o el ingeniero simplemente no se pueden implementor debido a que es imposible i ontndar 
¡os factores imporíantei. En el ejemplo 1.3 la humedad relativa > el upo de recubnmiento 
(o la ausencia de éste) son bastante fáciles de controlar Desde luego, se trata del rasgo 
distintivo de un diseño expenmental En muchos campos los (actores a estudiar no pue­
den ser controlados por diversas razones Un control neuroso como el del ejempki l 3 
pennite al analista confiar en que las diferencias encontradas (como en los niveles de
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corrosión) se deben a los factores que se pueden controlar. Considere el ejercicio 1.6 de la 
página 13 como otro ejemplo. En este caso suponga que se eligen 24 especímenes de 
caucho de silicio y que se asignan 12 a cada uno de los niveles de temperatura de vulca­
nizado. Las temperaturas se controlan cuidadosamente, por lo que éste es un ejemplo de 
diseño experimental con un solo factor, que es la temperatura de vulcanizado. Se podría 
suponer que las diferencias encontradas en la media de la resistencia a la tensión son atri- 
buibles a las diferentes temperaturas de vulcanizado.

¿Qué sucede si no se controlan los factores?
Suponga que los factores no se controlan y que no hay asignación aleatoria a los trata­
mientos específicos para las unidades experimentales, y que se necesita obtener informa­
ción a partir de un conjunto de datos. Como ejemplo considere un estudio donde el interé.s 
se centra en la relación entre los niveles de coleslerol sanguíneo y la cantidad de sodio 
medida en la sangre. Durante cierto periodo se revisó el colesterol sanguíneo y el nivel de 
sodio de un grupo de individuos. En efecto, es posible obtener alguna información útil 
de tai conjunto de datos. Sin embargo, debería quedar claro que no es posible hacer 
un control estricto de los niveles de sodio. De manera ideal, los sujetos deberían dividir­
se aleatoriamente en dos grupos, donde uno fuera el asignado a un nivel alto específico 
de sodio en la sangre, y el otro a un nivel bajo específico de sodio en la sangre, pero es 
obvio que esto no es posible. Evidentemente los cambios en los niveles de colesterol se 
deben a cambios en uno o diversos factores que no se controlaron. Este tipo do estudio, 
sin control de factores, se denomina estudio observacional. el cual la ma>oríu de la.s 
veces implica una situación en que los sujetos se observan a través del tiempo.

Los estudios biológicos y bíomédicos a menudo tienen que ser observacionates. Sin 
embargo, este tipo de estudios no se restringen a dichas áreas, ^or ejemplo, considere un 
estudio diseñado para determinar la influencia de la temperatura ambiental sobre la ener­
gía eléctrica que consumen las instalaciones de una planta química. Es evidente que los 
niveles de la temperatura ambiental no se pueden controlar, per lo tanto, la única manera 
en que se puede supervisar la estructura de los datos es a partir de los datos de la planta 
a través del tiempo.

Es importante destacar que una diferencia básica entre un experimento bien diseñado 
y un estudio observacional es la dificultad para determinar la causa y el efecto \erdaderos 
con este último. Asimismo, las diferencias encontradas en la reacción fundamental (por 
ejemplo, niveles de corrosión, colesterol sanguíneo. con.sumo de energía eléctrica en una 
planta) podrían deberse a otros factores subyacentes que no se controlaron. De manera 
ideal, en un diseño experimental los factores perturbadores serían compensados me­
diante el proceso de aleatoriedad. En realidad, los cambios en los niveles de colestend 
sanguíneo podrían deberse a la ingestión de grasa, a la realización de actividad íisica. 
etc. El consumo de energía eléctrica podría estar afectado por la cantidad de bienes pro­
ducidos o incluso por la pureza de éstos.

Otra desventaja de los estudios observacionales. que a menudo se ignora -'uando és­
tos se comparan con experimentos cuidadosamente diseñados, es que. a dil'erereia de 
estos últimos, los observacionales están a merced de circunsumcias no controladas, natu­
rales, ambientales o de otros tipos, que repercuten en los niveles de los factores Je interés 
Por ejemplo, en el estudio biomédico acerca de la inlluencia de los niveles de soditi en la 
sangre sobre el colesterol sanguíneo es posible que hava. de hecho, una mlluencía sig­
nificativa. pero el conjunto de datos específico usado no involucró la suficiente v.inación 
observada en los niveles de .sodio debido a la naturaleza de los sujetos elegidt" Desde 
luego, en in diseño expenmental el analista elige y controla h>s niveles de h's laelores
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Un tercer tipo de estudio estadístico que podría ser muy útil, pero que tiene notables 
desventajas cuando se le compara con un diseño experimental, es el estudio retrospec­
tivo. Esta clase de estudio emplea estrictamente datos históricos, que se obtienen duran­
te un periodo específico. Una ventaja evidente de los datos retrospectivos es el bajo 
costo de la recopilación de datos. Sin embargo, como se podría esperar, también tiene 
desventajas claras:

i. La validez y la confiabilidad de los datos hislóncos a menudo son cuestionables.
¡i. Si el tiempo es un aspecto relevante en la estructura de los datos, podría haber 

datos fallantes.
iii. Podrían existir errores en la recopilación de los datos que no se conocen.
iv. De nuevo, como en el caso de los datos observacionales, no hay control en los 

rangos de las variables a medir (es decir, en los factores a estudiar) De hecho, 
las vanaciones que se encuentran en los dalos históncos a menudo no son sig­
nificativas para estudios actuales

En la sección 1.6 se puso cierto énfasis en los modelos de las relaciones entre \anables 
Presentamos el concepto de análisis de regresión, el cual se estudia en los capítulos 11 y 12. 
y se considera como una forma del análisis de datos para los diseños experimentales que 
se examinarán en los capítulos 14 y 15 En la sección 1 6 se utilizo a modo de ejemplo 
un modelo que relaciona la media poblacional de la resistencia a la tensión de la tela con 
los porcentajes de algodón, en el cual 20 especímenes de lela representaban las unidades 
expenmentales En este caso, los datos provienen de un diseño experimental simple, en 
el que los porcentajes de algodón individuales fueron seleccionados por el científico

Con frecuencia, tanto los datos obsers’acionales como los retrospectivos se utilizan 
para observar las relaciones entre variables a través de los procedimientos de construc­
ción de modelos que se estudiarán en los capítulos 11 y 12 Aunque las ventajas de los 
diseños expenmentales se pueden aplicar cuando la finalidad es la construcción de 
un modelo estadístico, hay muchas areas en las que no es posible diseñar expenmenlos, 
de manera que Itabra que utilizar los datos historíeos u obseri ac tonales Aquí nos refe- 
nmos al conjunto de dalos históncos que se incluye en el ejercicio 13 5 de la pagina 450 
El objetivo es construir un modelo que de como resultado una ecuación o relauon que 
vincule el consumo mensual de energía elecinca con la temperatura ambiental promedio, 
r,, el número de días en el mes, r„ la pureza promedio del producto, c, v las toneladas 
de bienes producidos, r^. Se trata de los datos históncos del año anterior

Ejercicios
1.13 Un fabncante de corapionenies electrónicos se inte 
resa en determinar el Uempo de v ida de cierto upo de ba- 
tena. Una muestra, en horas de v ida, es como la siguiente

123, 116. 122, lio. 175. 126. 125, 111. 118. 117
a) Calcule la media y la mediana de la muestra
b) j,Que caractenstica en este conjunto de datos es la 

responsable de la diferencia sustancial entre ambas ’
1.14 Un fabncante de neumáticos quiere determinar 
el diámeü’o intenor de un neumático de cieno grado de 
calidad Idealmente el diámetro sena de 570 mm Los 
datos son los sigUKntes

572, 572. 573, 568. 569. 575. 565. 570
a) Calcule la media v la mediana de la muestra
b) Obtenga la vananAi. la desviación estándar v el 

rango de la muestra
c) Con base en los estadísticos calculados en los inci 

sos ti) > h) t,que comentana acerca de la calidad 
de los neumáticos'

1.15 Cinco lanzamientos independientes de una mo­
neda tienen como resultado unu>iora\ Resulta que si 
la moneda es lega!, la probabilidad de este resultado ec 
(1/2)' = 0 1)3i25 , Proporciona esto evidencia solida



Ejercicios 31

de que la moneda no es legal? Comente y utilice el con­
cepto de valor-P que se analizó en la sección 1.1.

1.16 Muestre que las n piezas de información en
n _ ^
^(Xi —x)~ no son independientes; es decir, demues­
tre' que ^

¿(xj -x) = 0.

1=1
1.17 Se realiza un estudio acerca de los efectos del 
tabaquismo sobre los patrones de sueño. La medición 
que se observa es el tiempo, en minutos, que toma que­
dar donnido. Se obtienen los siguientes datos:

Fumadores: 69.3 56.0 22.1 47.6
53.2 48.1 52.7 34.4
60.2 43.8 23.2 13.8

No fumadores; 28.6 25.1 26.4 345
29.8 28.4 38.5 302
30.6 31.8 41.6 21.1
36.0 37.9 135

a) Calcule la media de la muestra para cada grupo.
b) Calcule la desviación estándar de la muestra para 

cada grupo.
c) Elabore una gniñea de puntos de los conjuntos de 

datos A y B en la misma línea.
d) Comente qu¿ clase de efecto parece tener el hecho 

de fumar sobre el tiempo que se requiere para que­
darse dormido.

1.18 Las siguientes puntuaciones representan la cali-
ñcación en el examen ñnal para un curso de estadística
elemental:

23 60 79 32 57 74 52 70 82
36 80 77 81 95 41 65 92 85
55 76 52 10 64 75 78 25 80
98 81 67 41 71 83 54 64 72
88 62 74 43 60 78 89 76 84
48 84 90 15 79 34 67 17 82
69 74 63 80 85 61

a) Elabore un diagrama de tallo y hojas para las cali­
ficaciones del examen, donde los tallos sean 1. 2, 
3..... 9.

b) Elabore un histograma de frecuencias relativas, 
trace un estimado de la gráñea de la distribución y 
analice la asimetría de la distribución.

c) Calcule la media, la mediana y la desviación es­
tándar de la muestra.

1.19 Los siguientes dalos representan la duración de 
vida, en años, medida al entero má.s cercano, de 30 
bombas de combustible similares.

2.0 3.0 0.3 3.3 1.3 0.4
0.2 6.0 5.5 6.5 0.2 2.3
1.5 4.0 5.9 1 8 4.7 0.7

4.5 0.3 1.5 0.5 2.5 5.0
1.0 6.0 5.6 6.0 1.2 0.2

a) Construya un diagrama de tallo y hojas para la 
vida, en años, de las bombas de combustible, utili­
zando el dígito a la izquierda del punto decimal 
como el tollo para cada observación.

b) Determine una distribución de frecuencias relativas.
c) Calcule la media, el rango y la desviación estándar 

de la muestra.
1.20 Los siguientes datos representan la duración de 
la vida, en segundos, de 50 moscas de la fruta que 
se someten a un nuevo aerosol en un experimento de 
laboratorio controlado.

17 20 10 9 23 13 12 19 18 24
12 14 6 9 13 6 7 10 13 7
16 18 8 3 3 32 9 7 10 11
13 7 18 7 10 4 27 19 16 8
7 10 5 14 15 10 9 6 7 15

a) Elabore un diagrama doble de tallo y hojas para el 
periodo de vida de las moscas de la fruta usando 
los tallos o*. 0*, 1*. 1*, 2*. 2* y 3* de manera 
que los tallos codificados con lo.s símbolo.s ■* y • 
se asocien, respectivamente, con las hojas 0 a 4 y 
5 a 9.

b) Determine una distribución de frecuencias relativas.
c) Construya un histograma de frecuencias relativas
d) Calcule la mediana.
1.21 La duración de fallas eléctricas, en minutos, se
presenta en la siguiente tabla.

22 18 135 15 90 78 69 98 102
83 55 28 121 120 13 22 124 112
70 66 74 89 103 24 2Í 112 21
40 98 87 132 115 21 28 43 37
50 96 118 158 74 78 83 93 95

a) Calcule la media y la mediana muéstrales de las 
duraciones de la falla eléctrica.

b) Calcule la desviación estándar de las duraciüne^ 
de la falla eléctrica.

1.22 Los siguientes datos son las mediciones del diá­
metro de 36 cabezas de remache en centésiinos de una 
pulgada.

6.72 6.77 6.82 6.70 6.78 6.70 6.62 6 7.5
6 66 6.66 6.64 6.76 6.73 6.80 6.72 6.76
6.76 6.68 6.66 6.62 6.72 6.76 6.70 6.7K
6.76 6.67 6.70 6.72 6.74 6.81 6 79 6.78
6 66 6.76 6.76 6.72

a) Calcule la media v la desviación estándar de la 
muestra.

h¡ fnnsirusa un histograma de frecuencias relaiisas 
para los dalos.
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c) Comente si existe o no una indicación clara de que 
la muestra proviene de una población que tiene 
una distribución en forma de campana.

1.23 En 20 automóviles elegidos aleatoriamente, se 
tomaron las emisiones de hidrocarburos en velocidad 
en vacío, en panes por millón (ppm), pora modelos de 
1980 y 1990.
Modelos 1980;

141 359 247 940 882 494 306 210 105 880
200 223 188 940 241 190 300 435 241 380

Modelos 1990:
140 160 20 20 223 60 20 95 360 70
220 400 217 58 235 380 200 175 85 65

a) Construya una gráfica de puntos como la de la fi­
gura 1.1.

h) Calcule la media de la muestra para los dos años y 
sobreponga los dos medias en las gráficas.

c) Comente sobre lo que indica la gráfica de puntos 
respecto de si cambiaron o no las emisiones po- 
blacionalcs de 1980 a 1990. Utilice el concepto de 
variabilidad en sus coméntanos.

1.24 Los siguientes son datos históricos de los suel­
dos del personal (dólares por alumno) en 30 escuelas 
seleccionadas de la región este de Estados Unidos a 
pnneipios de la década de 1970.

3.79 2.99 2.77 2.91 3.10 1.84 2.52 3.22
2.45 2.14 2.67 2.52 2.71 2.75 3.57 3.85
3.36 2.05 2.89 2.83 3.13 2.44 2.10 3.71
3.14 3.54 2.37 2.68 3.51 3.37

a) Calcule la media y la desviación estándar de la 
muesu-a.

/;) Utilice los datos para elaborar un histograma de 
frecuencias relativas.

c) Construya un diagrama de tallo y hojas con los dalos.
1.25 El siguiente conjunto de datos se relaciona con 
el ejercicio 1.24 y representa el porcentaje de las fami­
lias queso ubican en el nivel supenorde ingresos en la,s 
mismas escuelas individuales y con el mismo orden del 
ejercicio 1.24.

72.2 31.9 26.5 29.1 27.3 8.6 22.3 26.5
20.4 12.8 25.1 19.2 24.1 58.2 68.1 892
55 1 94 14.5 13 9 20.7 179 8.5 55.4
38 1 54.2 21.5 26.2 59.1 433

ii) Calcule la media de la muestra.
/;) Calcule la mediana de la muestra, 
r) Consiruja un histograma de frecuencias relamas 

con los datos
J) Determine la media recortada al 10*;^ Compárela 

con los resultados de los incisos «) j b) y exprese 
su comcnuino.

1.26 .Suponga que le interesa emplear los conjuntos de 
dato'^ de Ion ejercicios 1 24y I 25 pora derivar un modelo

que prediga los salarios del personal como una ñinción 
del porcentaje de familias en un nivel alto de ingresos 
para los sistemas escolares actuales. Comente sobre cual­
quier desventaja de llevar a cabo este tipo de análisis.
1.27 Se realizó un estudio para determinar la influen­
cia del desgaste, y, de un cojinete como una función de 
la carga, x, sobre el cojinete. Para este estudio se utilizó 
un diseño experimental con tres niveles de carga: 700 Ib. 
1000 Ib y 1300 Ib. En cada nivel se utilizaron cuatro 
especímenes y las medias muéstrales fueron 210,325 y 
375, respectivamente.
a) Grafique el promedio de desgaste contra la carga.
b) A partir de la gráfica del inciso a), ¿consideraría 

que hay una relación entre desgaste y carga?
c) Suponga que tenemos los siguientes valores indi­

viduales de desgaste para cada uno de los cuatro 
especímenes en los respectivos niveles de carga. 
(Vea los datos que siguen). Grafique los resultados 
de desgaste para lodos los especímenes contra los 
tres valores de carga.

d) A partir de la gráfica del inciso c), ¿consideraría 
que hay una relación clara? Si su respuesta difiere 
de la del inciso h), explique por qué.

.V
700 1000 1300

.Vi 145 250 150

.V: 105 195 180
.V3 260 375 420
-V4 330 480 750

V-i =210 V; = 325 V» = 375
1.28 En Estados Unidos y otros países muchas com­
pañías de manufactura utilizan partes moldeadas como 
componentes de un proceso La contracción a menudo 
es un problema importante. Por consiguiente, un dado 
de metal moldeado para una parte se construse mis 
grande que el tamaño nominal con el fin de permitir su 
contracción En un estudio de moldeado por invección 
se descubno que en la contracción inlluven multiples 
factores, entre los cuales están la velocidad de la invec­
ción en piesAsegundo y la temperatura de moldeado en 

Los dos conjuntos de datos siguientes muestran los 
resultados del diseño experimental, en donde la veloci­
dad de in>ección se mantuvo ados niveles (bajo v altoi 
y la temperatura de moldeado se mantuvo constante en 
un nivel bajo. La contracción se midió en cm x lü‘. 
Los valores de conlraccuín a una veUvidad de invec­
ción baja fueron

72.68 72.62 72.58 72.48 7.3 07
72.55 72.42 72.84 72.58 72 ^i2

Los valores de contracción a una velocidad de invec­
ción alta fuenm.

71 62 71.68 71 74 7148 71.55
71 52 71.71 71 56 71 70 71 50
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(?) Construya una gráñca de puntos para ambos con­
juntos de datos en la misma gráñca. Sobre ésta 
indique ambas medias de la contracción, tonto 
para la velocidad de inyección baja como para la 
velocidad de inyección alta. 

b) Con base en los resultados de la gráñca del inciso 
á), y considerando la ubicación de los dos medias 
y su sentido de variabilidad, ¿cuál es su conclusión 
respecto del efecto de la velocidad de inyección 
sobre la contracción a una temperatura de moldea­
do bajo?

1.29 Utilice los datos del ejercicio 1.24 para elaborar 
una gráfica de caja.
130 A continuación se presentan los tiempos de 
vida, en horas, de SO lámparas incandescentes, con 
esmerilado interno, de 40 watts y 110 voltios, los cua­
les se tomaron de pruebas forzadas de vida:

919 1196 785 1126 936 918
1156 920 948 1067 1092 1162
1170 929 950 905 972 1035
1045 855 1195 1195 1340 1122
938 970 1237 956 1102 1157
978 832 1009 1157 1151 1009
765 958 902 1022 1333 811

1217
702

1085
923

896 958 1311 1037

Elabore una gráfica de puntos para estos datos.
131 Considere la situación del ejercicio 1.28. pero 
ahora utilice el siguiente conjunto de datos, en el cual 
la contracción se mide de nuevo a una velocidad de in­
yección baja y a una velocidad de inyección alta. Sin 
embargo, esta vez la temperatura de moldeado se au­
menta a un nivel “alto” y se mantiene constante.
Los valores de la contracción a una velocidad de inyec­
ción baja fueron:

76.20 76.09 75.98 76.15 76.17 
75.94 76.12 76.18 76.25 75.82

Los valores de la contracción a una velocidad de inyec­
ción alta fueron:

93.25 93.19 92.87 93.29 93.37 
92.98 93.47 93.75 93.89 91.62

a) Igual que en el ejercicio 1.28, elabore una gráfica 
de puntos con ambos conjuntos de datos en la mi.s- 
ma gráfica e identifique las dos medias (es decir, la 
contracción media para la velocidad de inyección 
baja y para la velocidad de inyección alta).

b) Igual que en el ejercicio 1.28, comente sobre la 
influencia de la velocidad de inyección en la con­
tracción para la temperatura de moldeado alta. 
Tome en cuenta la posición de los dos medias y la 
variabilidad de cada media.

c) Compare su conclusión en el inciso b) actual con 
la del inciso ¿») del ejercicio 1.28, en el cual la tem­
peratura de moldeado se mantuvo a un ni\d bajo. 
¿Diría que hay interacción entre la velocidad de 
inyección y la temperatura de moldeado'' Expli­
que su respuesta.

132 Utilice los rcsuluidos de los ejercicios 1.28 y 
1.31 para crear una gráfica que ilustre la interacción 
evidente entre los datos. Use como guía la gratka d-: la 
figura 1.3 del ejemplo 1.3. ¿El tipo de información que 
se encontró en los ejercicios 1.28 y 1.31 se habría en­
contrado en un estudio ob.servacional en el que el ana­
lista no hubiera tenido control sobre la velocidad de 
inyección ni .sobre la temperatura de moldeadoExpli­
que su respuesta.

133 Projecto de grupo: Registre el tamaiio de cal­
zado que usa cada estudiante de su grupo, l'iilice las 
medias y las vananzas muesi-ales. así comí» los tipos 
de gráficas que se estudiaron en este capítulo, para re­
sumir cualquier característica que revele una dilerencia 
entre las distribuciones del tamaño del cal/.ido de hom­
bres y mujeres. Haga lo mismo con la estatura de cada 
estudiante de su grupo.



Capítulo 2

Probabilidad
2.1 Espacio muestral

En el estudio de la estadística tratamos básicamente con la presentación e interpretación 
de resultados fortuitos que ocurren en un estudio planeado o en una investigación cien- 
dñca. Por ejemplo, en Estados Unidos, y con la ñnalidad de jusiiñcar la instalación de 
un semáforo, se podría registrar el número de accidentes que ocurren mensualmcnle en 
la intersección de Driftwood Lane y Royal Oak Drive; en una fábrica se podrían clasifi­
car los artículos que salen de la línea de ensamble como “defectuosos” o "no defectuo­
sos”; en una reacción química se podría revisar el volumen de gas que se libera cuando 
se varía la concentración de un ácido. Por ello, quienes se dedican a la estadística a me­
nudo manejan datos numéricos que representan conteos o mediciones, o datos categó­
ricos que se podrían clasificar de acuerdo con algún criterio.

En este capítulo, al referimos a cualquier registro de información, ya sea numérico o 
categórico, utilizaremos el término observación. Por consiguiente, los números 2,0,1 y 
2, que representan el número de accidentes que ocurrieron cada mes, de enero a ubnl. 
durante el año pasado en la intersección de Driftwood Lane y Royal Oak Drive, constitu­
yen un conjunto de observaciones. Lo mismo ocurre con los datos categóricos N, D. N, N 
y D, que representan los artículos defectuosos o no defectuosos cuando se inspeccionan 
cinco artículos y se registran como observaciones.

Los estadísticos utilizan la palabra experimento para describir cualquier proccio que 
genere un conjunto de datos. Un ejemplo simple de experimento estadístico es el lanza­
miento de una moneda al aire. En tal experimento sólo hay dos resultados posibles: cara 
o cmz. Otro experimento podría ser el lanzamiento de un misil y la observación de la 
velocidad a la que se desplaza en tiempos específicos. La.s opiniones de los votantes res­
pecto de un nuevo impuesto sobre las ventas también .se pueden considerar como obser­
vaciones de un experimento. En estadística nos interesan, en particular, las observaciones 
que se obtienen al repetir varias veces un experimento. En la mayoría de los casos los 
resultados dependerán del azar, por lo tanto, no se pueden predecir con certeza. Si un 
químico realizara un análisis varias veces en las mismas condiciones, obtendría diferentes 
medidas, las cuales indicarían un elemento de probabilidad en el procedimiento experi­
mental. Aun cuando lancemos una moneda al aire repetidas veces, no podemos tener la 
certeza de que en un lanzamiento determinado obtendremos cara como resultado. Sin 
embargo, conocemos el conjunto completo de posibilidades para cada lanzamiento.

Dado lo expuesto en la sección 1.7. en la que se re\ isaron tres tipos de estudios esta­
dísticos y se dieron varios ejemplos de cada uno, ya deberíamos estar familiarizados con 
el alcance del término experimento. En cada uno de los tres casos, diseños e-xpenmcnui- 
les, cslítdios ohsenvcíonales y estudios retrospectivos, el resultado final fue un conjunto

35
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de datos que, por supuesto, está sujeto a la ¡ncertidumbre. Aunque sólo uno de ellos 
tiene la palabra experimento en su descripción, el proceso de generar los datos o el proce­
so de observarlos forrna parte de un experimento. El estudio de la corrosión expuesto en 
la sección 1.2 ciertamente implica un experimento en el que los datos son representados 
por las mediciones de la corrosión. El ejemplo de la sección 1.7, en el que se observó el 
colesterol y el sodio en la sangre de un conjunto de individuos, representó un estudio 
observacional (como lo opuesto a un diseño experimental) en el que el proceso incluso 
generó datos y un resultado sujeto a la ¡ncertidumbre; por lo tanto, se trata de un experi­
mento. Un tercer ejemplo en la sección 1.7 consistió en un estudio retrospectivo, en el cual 
se observaron datos históricos sobre el consumo de energía eléctrica por mes y el prome­
dio mensual de la temperatura ambiental. Aun cuando los datos pueden haber estado 
archivados durante décadas, el proceso se seguirá considerando un experimento.

Definición 2.1: Al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento estadístico se le llama 
espacio muestral y se representa con el símbolo S.

A cada resultado en un espacio muestral se le llama elemento o miembro del espa­
cio muestral, o simplemente punto muestral. Si el espacio muestral tiene un número 
finito de elementos, podemos listar los miembros separados por comas y encerrarlos 
entre llaves. Por consiguiente, el espacio muestral S, de los resultados posibles cuando 
se lanza una moneda al aire, se puede escribir como

S={H.T],

en donde H yT corresponden a ‘’caras” y "cruces”, respectivamente.

Ejemplo 2.1:1 Considere el expenmento de lanzar un dado. Si nos interesara el número que aparece en 
la cara superior, el espacio muestral sería

5, = 11,2,3.4,5.61

Si sólo estuviéramos interesados en si el número es par o impar, el espacio muestral sería 
simplemente

5, - {par, impar) J

El ejemplo 2.1 ilustra el hecho de que se puede usar más de un espacio muestral para 
describir los resultados de un expenmento En este caso. 5| brinda más información que 
Sy Si sabemos cuál elemento ocurre en S,. podremos indicar cuál resultado tiene lugar 
en Sy no obstante, saber lo que pasa en S, no a>uda mucho a determinar qué elemento 
ocurre en S, En general, lo deseable sería utilizar un espacio muestral que proporcione 
la mayor información acerca de los resultados del expenmento En algunos expenmen- 
tos es útil listar los elementos del espacio muestral de forma sistemática utilizando un 
diagrama de árbol.

Ejemplo 2.2:1 Un expenmento consiste en lanzar una moneda > después lanzarla una segunda \ ez si sale 
cara Si en el pnmer lanzamiento sale cruz, entonces se lanza un dado una \ ez Para listar 
los elementos del espacio muestral que proporciona la mavor inlormacion construimos 
el diagrama de árbol de la figura 2.1 La.s diversas travectonas a lo largo de las ramas del 
árbol dan los distintos puntos muéstrales Si empezamos con la rama supenor izquierda 
y nos movemos a la derecha a lo largo de la pnmera traveclona. obtenemos el punto 
muestral HH. que indica la posibilidad de que ocurran caras en dos lanzamientos sucesi­
vos de la moneda De igual manera, el punto muestral 71 indica la posibilidad de que la 
moneda muestre una cruz, seguida por un 3 en el lanzamiento del dado Al seguir todas 
las travectonas, vemos que el espacio muestral es
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5 = [HH, HT, n. 72, 73, T^, 73. 76}. J
Muchos de los conceptos de este capítulo se ilustran mejor con ejemplos que in­

volucran el uso de dados y cartas. Es particularmente importante utilizar estas aplicacio­
nes al comenzar el proceso de aprendizaje, ya que facilitan el flujo de esos conceptos 
nuevos en ejemplos científicos y de ingeniería como el siguiente.

Ejemplo 2.3:1 Suponga que se seleccionan, de forma aleatoria, tres artículos de un proceso de fabrica­
ción. Cada artículo se inspecciona y se clasifica como defectuoso. D, o no defectuoso, N. 
Para listar los elementos del espacio muesiral que brinde la mayor información, cons­
truimos el diagrama de árbol de la figura 2.2, de manera que las diversas trayectorias a 
lo largo de las ramas del árbol dan los distintos puntos muéstrales. Al comenzar con la 
primera trayectoria, obtenemos el punto muestral DDD, que indica la posibilidad de que 
ios tres artículos inspeccionados estén defectuosos. Conforme continuamos a lo largo de 
las demás trayectorias, vemos que el espacio muestral es

S = (DDD. DDN, DND, DNN. NDD, NDN, A'A'D. iVMV). J
Los espacios muéstrales con un número grande o infinito de puntos muéstrales se 

describen mejor mediante un enunciado o método de la regla. Por ejemplo, si el con­
junto de resultados posibles de un e.xperimento fuera el conjunto de ciudades en el mun­
do con una población de más de un millón de habitantes, nuestro espacio muestral se 
escribiría como

S = {.ti -t es una ciudad con una población de más de un millón de habitantes}.

que se lee “S es el conjunto de todas las .v, tales que .v es una ciudad con una población 
de más de un millón de habitantes". La barra vertical se lee como “tal que". De manera 
similar, si S es el conjunto de todos los puntos U. y) sobre los límites o el interior de un 
círculo de radio 2 con centro en el origen, escnbimo.s la regla

5= {í.v.y)l .r-hr <4|.
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Nuestra elección respecto a describir el espacio muestral utilizando el me'todo de la 
regla o listando los elementos dependerá del problema específico en cuestión. El método 
de la regla tiene ventajas prácticas, sobre todo en el caso de muchos experimentos en los 
que listar se vuelve una tarea tediosa.

Considere la situación del ejemplo 2.3, en el que los artículos que salen del proceso 
de fabricación están defectuosos. D, o no defectuosos, N. Hay muchos procedimientos 
estadísticos importantes llamados piones de mueslrco, que determinan si un “lote" de 
artículos se considera o no satisfactorio. Este tipo de planes implican tomar muestras 
hasta obtener k artículos defectuosos. Suponga que el experimento consiste en tomar 
muestras de artículos, de forma aleatoria, hasta que salga uno defectuoso. En este caso 
el espacio muestral sena

S= [D.ND,NND,NNND,...\.

2.2 Eventos

En cualquier experimento dado, podríamos estar interesados en la ocurrencia de ciertos 
eventos, más que en la ocurrencia de un elemento específico en el espacio muestral. Por 
ejemplo, quizás estemos intere.sados en el esenio /t. en el cual el resultado de lanzar un 
dado es divisible entre 3. Esto ocurrirá .si el resultado es un elemento del subconjunto 
/4 = {3, 6) del espacio muestral del ejemplo 2.1. Otro ejemplo, podríamos estar inte­
resados en el evento B de que el número de artículos defectuosos sea mas or que 1 en el 
ejemplo 2.3. Esto ocurrirá si el resultado es un elemento del subconjunto

B = {DDN. DND, NDD. DDD\
del espacio muestral S.

Para cada evento asignamos un conjunto de puntos muéstrales, que consiituse un 
subconjuiiti' del espacio muestral. Este subconjunto representa la totalidad de los ele­
mentos p.u'a los que el evento es cierto.
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Definición 2.2: Un evento es un subconjunto de un espacio muestra!.

Ejemplo 2.4:1 Dado el espacio muestra! S = { /1 / > 0), donde res !a vida en años de cierto componen­
te electrónico, el evento A de que el componente falle antes de que finalice el quinto año 
es el subconjunto A={tl0</<5}. J

Es posible concebir que un evento puede ser un subconjunto que incluye todo el 
espacio muestral S, o un subconjunto de S que se denomina conjunto vacío y se denota 
con el símbolo <p, que no contiene ningún elemento. Por ejemplo, si en un experimento 
biológico permitimos que A sea el evento de detectar un organismo microscópico a sim­
ple vista, entonces A =(f). También, si

B = {.t IX es un factor par de 7).

entonces B debe ser el conjunto vacío, pues los únicos factores posibles de 7 son los 
números nones 1 y 7.

Considere un experimento en el que se registran los hábitos de tabaquismo de los 
empleados de una empresa industrial. Un posible espacio muestral podría clasificar a un 
individuo como no fumador, fumador ocasional, fumador moderado o fumador empe­
dernido. Si se determina que el subconjunto de los fumadores sea un evento, entonces la 
totalidad de los no fumadores corresponderá a un evento diferente, también subconjunto 
de S, que se denomina complemento del conjunto de fumadores.

Definición 2.3: El complemento de un evento A respecto de S es el subconjunto de todos los elementos 
de S que no están en A. Denotamos el complemento de A mediante el símbolo A\

Ejemplo 2.5:! Sea R el evento de que se seleccione una carta roja de una baraja ordinana de 52 cartas, 
y sea S toda la baraja. Entonces R' es el evento de que la carta seleccionad i de la baraja 
no sea una roja sino una negra. -I

Ejemplo 2.6:1 Considere e! espacio muestra!
S = {libro, teléfono celular, mp3, papel, papeleria, computadora}

Sea A = {libro, papelería, computadora, papel). Entonces, el complemento de A es A' = 
{teléfono celular, mp3}. J

Consideremos ahora ciertas operaciones con eventos que darán como resultado la 
formación de nuevos eventos. Estos eventos nuevo.s serán subconjuntos del mismo es­
pacio muestral que los eventos dados. Suponga que A y i? son dos eventos que se asocian 
con un experimento. En otras palabras. A y ñ son subconjuntos del mismo espacio mues­
tral S. Por ejemplo, en el lanzamiento de un dado podríamos hacer que A sea el evento 
de que ocurra un número par y B el evento de que aparezca un número mayor que 3 
Entonces, los subconjuntos A = {2, 4. 6} y Z? = (4. 5. 6) son subconjuntos del mismo 
espacio muestral

S= (1.2. 3.4. 5.6).

Observe que tanto A como B ocurrirán en un lanzamiento dado si el resultado es un ele­
mento del subconjunto {4. 6), el cual es precisamente la intersección de A v B.

Definición 2.4: La intersección de dos eventos A y B, que se denota con el símtHiIo .A n B. es el even­
to que contiene todos los elementos que son comunes a A > a fí

Ejemplo 2.7:1 Sea £ el evento de que una persona seleccionada .il a/ar en un salon de alases •■ea estu­
diante de ingeniería, y sea £el evento de que la persona sea mujer. hntoRces h r. f el 
evento de loda.s Ia.s estudiantes mujeres de ingeniería en el salón de clases j
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Ejemplo 2.8:1 Sean V = [a, e. i, o. u} y C ^ {l. r. s. t]; entonces, se deduce que l'n C = 0. Es decir, V 
y C no tienen elementos comunes, por lo tanto, no pueden ocurrir de forma simultánea. J 

Para ciertos experimentos estadísticos no es nada extraño definir dos eventos, A y 
B, que no pueden ocurrir de forma simultánea. Se dice entonces que los eventos Ay B 
son mutuamente ex'cluycntes. Expresado de manera más formal, tenemos la siguiente 
definición:

Definición 2.5: Dos eventos Ay B son mutuamente excluyentes o disjuntos si /i n fi = 0: es decir, 
si A y S no tienen elementos en común.

Ejemplo 2.9:1 Una empresa de televisión por cable ofrece programas en ocho diferentes canales, tres 
de los cuales están afiliados con ABC, dos con NBC y uno con CBS. Los otros dos son 
un canal educativo y el canal de deportes ESPN. Suponga que un individuo que se sus­
cribe a este servicio enciende un televisor sin seleccionar de antemano el canal. Sea A el 
evento de que el programa pertenezca a la cadena NBC y S el evento de que pertenezca 
a la cadena CBS. Como un programa de televisión no puede pertenecer a más de una 
cadena, los eventos A y B no tienen programas en común. Por lo tanto, la intersección 
A n B no contiene programa alguno y, en consecuencia, los eventos A y B son mutua­
mente excluyentes. J

A menudo nos interesamos en la ocurrencia de al menos uno de dos eventos asociados 
con un experimento. Por consiguiente, en el experimento del lanzamiento de un dado, si

A = (2.4,6)yB=|4. 5.6}.

podríamos estar interesados en que ocurran A o o en que ocurran tanto A como B. Tal 
evento, que se llama unión de A y ñ. ocurrirá si el resultado es un elemento del subcon­
junto {2,4,5,6}.

Definición 2.6: La unión de dos eventos Ay B. que se denota con el símbolo A U B. es el e\ ento que 
contiene todos los elementos que pertenecen a A o a B. o a ambos.

Ejemplo 2.10:1 Sea A = {a, b, c) y B = [b,c,d.e]: entonces. A U B = [a, h. c. J, e\. J

Ejemplo 2.11:1 Sea Pel evento de que un empleado de una empresa petrolera seleccionado al a/ar fume 
cigarrillos. Sea Q el evento de que el empleado seleccionado ingiera bebidas alcohólicas. 
Entonces, el evento P U 0 es el conjunto de todos los empleados que beben o turnan, o 
que hacen ambas cosas. J

Ejemplo 2.12; I Si A/ = {.r I 3 <.r < 9} yN = {y | 5 <y < 12), entonces.

A/UA^= {d3<c< 12). J

La relación entre evento.s y el correspondiente espacio mucstral se puede iluNtrar de 
forma gráfica utilizando diagramas de Venn. En un diagrama de Venn represemamos el 
espacio mucstral como un rectángulo y los escnlos con círculos trazados dentro del rec­
tángulo. De esta forma, en la figura 2.3 sernos que

A n B = regiones 1 y 2, 
B n C = regiones 1 \ 3.
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Figura 2.3: Eventos representados por varias regiones.

A U C = regiones 1.2, 3,4,5 y 7,
B' r\A = regiones 4 y 7.

An B n C — región 1,
(A U B) n C' = regiones 2. 6 y 7.

y así sucesivamente.

A

B C

Figura 2.4: Eventos del espacio muestra) 5.

En la figura 2.4 vemos que los eventos A. B y Cson subconjuntos del espacio inucs- 
tral 5. Tambie'n es claro que el evento B es un subconjunto del evento .4; el esenit* B nC 
no tiene elementos, por lo tanto. B y C son mutuamente e\clu>entes; el e'.ento A n C 
tiene al menos un elemento; y el evento A U B = A. Por consiguiente, la figura 2.4 pixlría 
representar una situación en la que se selecciona una cana al azar de una baraja t'rdinuria 
de 52 canas y se observa si ocurren los siguientes eventos:

A: la cana es roja.
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B: la carta es la jota, la reina o el rey de diamantes,

C: la carta es un as.

Claramente, el evento AC\C consta sólo de los dos ases rojos.
Varios resultados que se derivan de las definiciones precedentes, y que se pueden 

verificar de forma sencilla empleando diagramas de Venn, son como los que siguen:

A 0(p=(f).
2. ALi(p = A.
3. AC\A'=<p.
4. AUA' = S.
5. S' = <p.

6. 4>' = S.
7. (A0' = -4.
8. (4n5)' = A'Ufi'.
9. {A\JB)' = A'r\B'.

Ejercicios
2.1 Liste los elementos de cada uno de los siguientes 
espacios muéstrales:
a) el conjunto de números enteros entre 1 y 50 que 

son divisibles entre 8;
b) el conjunto^ = {x IJT + 4jt-5 = 0};
c) el conjunto de resultados cuando se lanza una mo­

neda al aire hasta que aparecen una cruz o tres 
caras;

d) el conjunto 5 = (x I x es un continente); 
é) el conjuntos = {.rl 2t-4 S 0 y X <!}.

2.2 Utilice el método de la regla para describir el es­
pacio muestra! S, que consta de todos los puntos del 
primer cuadrante dentro de un círculo de radio 3 con 
centro en el origen.
23 ¿Cuáles de los siguientes eventos son iguales?
a) A = {1,3);
b) B = {,T I .r es un número de un dado};
c) C= {.rljr-4x + 3 = 0};
d) £) = jx IX es el número de caras cuando se lanzan 

seis monedas al aire).
2.4 Un experimento implica lanzar un par de dados, 
uno verde y uno rojo, y registrar los números que re­
sultan. Si X es igual al resultado en el dado verde y 
V es el resultado en el dado rojo, describa el espacio 
muestra! S
a) mediante la lista de los elementos (x, y);
b) por medio del método de la regla.

2.5 Un experimento consiste en lanzar un dado y des­
pués lanzar una moneda una vez si el número en el 
dado es par. Si el número en el dado es impar, la mone­
da se lanza dos veces. Use la notación 4H. por ejemplo, 
para denouir el resultado de que e! dado muestre 4 y 
después la moneda caiga en cara, y 3HT para denotar el 
resultado de que el dado muestre 3. seguido por una 
cara y después una cruz en la moneda: construya un

diagrama de árbol para mostrar los 18 elementos del 
espacio muestra! 5.
2.6 De un grupo de cuatro suplentes se seleccionan 
dos jurados para servir en un juicio por homicidio. Uti­
lice la notación A,Aj, por ejemplo, para denotar el even­
to simple de que se seleccionen los suplentes 1 y 3, 
liste los 6 elementos del espacio muestra! 5.
2.7 De un grupo de estudiantes de química se selec­
cionan cuatro a! azar y se clasifican como hombre o 
mujer. Liste los elementos del espacio muestral 5, 
usando la letra H para hombre y M para mujer. Defina 
un segundo espacio muestral 5, donde los elementos 
representen el número de mujeres seleccionadas.
2.8 Para el espacio muestral del ejercicio 2.4,
a) liste los elementos que corresponden al evento A 

de que la suma sea mayor que 8;
b) liste los elementos que corresponden al exento B 

de que ocurra un 2 en cualquiera de los dos dados;
c) liste los elementos que corresponden al exento C 

de que salga un número mayor que 4 en el dado 
verde;

d) liste los elementos que corresponden al exento 
AnC;

e) liste los elementos que corresponden al exento 
A nB;

/) liste los elementos que corresponden al evento
fine.-

g) construya un diagrama de Venn para ilustrar los 
intersecciones y uniones de los exentos A. B y C

2.9 Para el espacio muestral del ejercicio 2.5,
fl) liste los elementos que corresponden al exento A 

en el que el dado salga un número menor que 3.
b) liste los elementos que correspionden al exento B 

de que resulten 2 cruces.
c) liste los elementos que corresponden al exento.4'.
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d) liste los elementos que conesponden al evento 
A'nB;

e) liste los elementos que corresponden al evento 
A\JB.

2.10 Se contrata a una empresa de ingenieros para 
que determine si ciertas vfas fluviales en Virginia, Esta­
dos Unidos, son seguras para la pesca. Se toman mues­
tras de tres rfos.
a) Liste los elementos de un espacio muestral S y uti­

lice las letras P para “seguro para la pesca” y N 
para “inseguro para la pesca”.

b) Liste los elementos de S que correspondan al even­
to E de que al menos dos de los ríos son seguros 
para la pesca.

c) Deñna un evento que tiene como elementos a los 
puntos

[PPP, NPP, PPN, NPN]

2.11 El currículum de dos aspirantes masculinos para 
el puesto de profesor de química en una facultad se co­
loca en el mismo archivo que el de dos aspirantes mu­
jeres. Hay dos puestos disponibles y el primero, con el 
rango de profesor asistente, se cubre seleccionando al 
azar a uno de los cuatro aspirantes. El segundo puesto, 
con el rango de profesor titular, se cubre después me­
díante la selección aleatoria de uno de los tres aspiran­
tes restantes. Utilice la notación por ejemplo, 
para denotar el evento simple de que el primer puesto 
se cubra con el segundo aspirante hombre y el segundo 
puesto se cubra después con la primera aspirante mujer,
a) liste los elementos de un espacio muestral S;
b) liste los elementos de S que corresponden al even­

to A en que el puesto de profesor asistente se cubre 
con un aspirante hombre;

c) liste los elementos de S que corresponden al even­
to B en que exactamente 1 de los 2 puestos se cu­
bre con un aspirante hombre;

d) liste los elementos de 5 que corresponden al even­
to C en que ningún puesto se cubre con un aspiran­
te hombre;

e) liste los elementos de S que corresponden al even- 
to/1 n B:

f) liste los elementos de S que corresponden al even­
to A UC;

g) construya un diagrama de Venn para ilustrar las in­
tersecciones y las uniones de los eventos A, D y C.

2.12 Se estudian el ejercicio y la dieta como posibles 
sustitutos del medicamento para bajar la pre.siún san­
guínea. Se utilizarán tres grupos de individuos para es­
tudiar el efecto del ejercicio. Los integrantes del grupo 
uno son sedentarios, los del dos caminan y los del tres 
nadan una hora al día. La mitad de cada uno de los 
tres grupos de ejercicio tendrá una dieui sin sal. Un gru­

po adicional de individuos no hard ejercicio ni restrin­
girá su consumo de sal, pero tomará el medicamento 
estándar. Use Z para sedentario, C para caminante, S 
para nadador. Y para sal, N para sin sal, M para medica­
mento y F para sin medicamento.
a) Muestre todos los elementos del espacio muestral S.
b) Dado que A es el conjunto de individuos sin medi­

camento y £ es el conjunto de caminantes, liste los 
elementos de A U B.

c) Liste los elementos áeAHB.
2.13 Construya un diagrama de Venn para ilustrar las 
posibles intersecciones y uniones en los siguientes 
eventos relativos al espacio muestral que consta de to­
dos los automóviles fabricados en Estados Unidos.
C: cuatro puertas, T: techo corredizo, D: dirección hi­
dráulica
2.14 Si 5 = {0,1.2,3,4,5.6,7,8.9) y A = (0.2.4. 
6. 8). = 11, 3.5.7,9}. C = {2,3.4.5) y D = 11,6. 
7}, liste los elementos de los conjuntos que correspon­
den a los siguientes eventos:
a) AUC;
b) An5;
c) C-,
d) (CnD)UB-,
e) (SnC/;
f) AncnD'.

2.15 Considere el espacio muestral S = {cobre, so­
dio. nitrógeno, potasio, uranio, oxígeno, cinc) y los 
eventos

A = (cobre, sodio, cinc),
B = (sodio, nitrógeno. potasi«))
C = (oxígeno j.

Liste los elementos de los conjuntos que corresponden 
a los siguientes eventos:
a) A';
b) AUC;
c) (An¿í')UC';
d) B’nc\
e) AOBDC;
f) (A'UB’)n(A'nC).

2.16 Si5 = (rlO<r< 12)..^/= (x) 1 < t<9}> 
;V = {.r 10 < .t < 5). encuentre
a) MUN:
b) A/nM
c) M’nN'.

2.17 Sean A.ByC eventos relativos al espacio mues­
tral 5. Utilice diagramas de Venn para sombrear las 
áreos que representan los siguientes eventos
a) (Ana)';
b) (AUfl)';
f) (Anous.
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2.18 ¿Cuál de los siguientes pares de eventos son mu­
tuamente excluyentes?
a) Un golñsia que se clasiñca en último lugar en la 

vuelta del hoyo 18, en un torneo de 72 hoyos, y 
pierde el torneo.

b) Un jugador de póquer que tiene ñor (todas las car­
tas del mismo palo) y 3 del mismo palo en la mis­
ma mano de 5 cortas.

c) Una madre que da a luz a una niña y a un par de 
gemelas el mismo día.

d) Un jugador de ajedrez que pierde el último juego y 
gana el torneo.

2.19 Suponga que una familia sale de vacaciones de 
verano en su casa rodante y que M es el evento de que 
sufrirán fallos mecánicas, T es el evento de que recibi­
rán una infracción por cometer una falta de inínsilo y V 
es el evento de que llegarán a un lugar para acampar 
que esté lleno. Remítase al diagrama de Venn de la fi­
gura 2.5 y exprese con palabras los eventos representa­
dos por las siguientes regiones:

a) región 5;
b) región 3;
c) regiones 1 y2juntas;
d) regiones 4 y 7 juntas;
c) regiones 3, 6,7 y 8 juntas.

2.20 Remítase al ejercicio 2.19 y al diagrama de Venn
de la figura 2.S, liste los números de las regiones que
representan los siguientes eventos:
o) La familia no experimentará fallas mecánicas y no 

será multada por cometer una infracción de tránsi­
to, pero llegará a un lugar para acampar que está 
lleno.

b) La familia experimentará tanto fallas mecánicas 
como problemas para localizar un lugar disponible 
para acampar, pero no será multada por cometer 
una infracción de tránsito.

c) La familia experimentará fallas mecánicas o en­
contrará un lugar para acampar lleno, pero no será 
multada por cometer una infracción de tránsito.

d) La familia no llegará a un lugar pora acampar lleno.

Figura 2.5: Diagrama de Venn para los ejercicios 2.19 y 2.2Ü.

2.3 Contco de puntos muéstrales

Uno de los problema.s que el estadístico debe considerar e intentar evaluar es el elemen­
to de aleatoriedad asociado con la ocurrencia de ciertos eventos cuando se realiza un 
experimento. Estos problemas pertenecen al campo de la probabilidad, un tema que se 
estudiará en la sección 2.4. En muchos casos debemos ser capaces de resolver un proble­
ma de probabilidad mediante el comeo del número de puntos en el espacio muesiral. sin 
listar realmente cada elemento. El principio fundamental del comeo, a menudo denomi­
nado regla de multiplicación, se establece en la regla 2.1.
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Regla 2.1; Si una operación se puede llevar a cabo en «j formas, y si para cada una de éstas se 
puede realizar una segunda operación en formas, entonces las dos operaciones 
se pueden ejecutar juntas de n,n, formas.

Ejemplo 2.13:1 ¿Cuántos puntos muéstrales hay en el espacio muestral cuando se lanza un par de dados 
una vez?

Solución: El primer dado puede caer en cualquiera de n, = 6 maneras. Para cada una de esas 6 
maneras el segundo dado también puede caer en n, = 6 formas. Por lo tanto, el par de 
dados puede caer en = (6)(6) = 36 formas posibles. J

Ejemplo 2.14; I Un urbanista de una nueva subdivisión ofrece a los posibles compradores de una casa 
elegir entre Tudor, rústica, colonial y tradicional el estilo de la fachada, y entre una 
planta, dos pisos y desniveles el plano de construcción, ¿En cuántas formas diferentes 
puede un comprador ordenar una de estas casas?

Figura 2.6: Diagrama de árbol para el ejemplo 2.14.

Solución: Como «j = 4 y n, = 3. un comprador debe elegir entre

/í,M, = (4){3) = 12 casas po.sibles. J

Las respuestas a los dos ejemplos anteriores .se comprueban ct>nstru>endo diagra­
mas de árbol y contando las diversas trayectorias a lo largo de las ruma'- 1. en el
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ejemplo 2.14 habrá «, = 4 ramas que corresponden a los diferentes estilos de la fachada, 
y después habrá n^ = 3 ramas que se extienden de cada una de estas 4 ramas para repre­
sentar los diferentes planos de plantas. Este diagrama de árbol, como se ilustra en la fi­
gura 2.6, proporciona las «jn, = 12 opciones de casas dadas por las trayectorias a lo 
largo de las ramas.

Ejemplo 2.15: fsTun miembro de un club que tiene 22 integrantes necesitara elegir un presidente y un 
tesorero, ¿de cuántas maneras diferentes se podría elegir a ambos?

Solución'. Para el puesto de presidente hay 22 posibilidades en total. Para cada una de esas 22 po­
sibilidades hay 21 posibilidades de elegir al tesorero. Si utilizamos la regla de la multi­
plicación, obtenemos n, x /i, = 22 x 21 = 462 maneras diferentes. J

La regla de la multiplicación (regla 2.1) se puede extender para abarcar cualquier 
número de operaciones. Por ejemplo, suponga que un cliente desea comprar un nuevo 
teléfono celular y que puede elegir entre n, = 5 marcas, n, = 5 tipos de capacidad y 
Hj = 4 colores. Estas tres clasificaciones dan como resultado = (5)(5)(4) = 100 
diferentes formas en las que un cliente puede ordenar uno de estos teléfonos. A continua­
ción se formula la regia de multiplicación generalizada que cubre k operaciones.

Regla 2.2: Si una operación se puede ejecutar en n, formas, y si para cada una de éstas se puede 
llevar a cabo una segunda operación en n, formas, y para cada una de las pnmeras dos 
se puede realizar una tercera operación en formas, y así .sucesivamente, entonces la 
serie de k operaciones se puede realizar en n,n,.../íj formas.

Ejemplo 2.16:1 Sam va a armar una computadora y para comprar las partes tiene que elegir entre las si­
guientes opciones: dos marcas de circuitos integrados, cuatro marcas de discos duros, 
tres marcas de memorias y cinco tiendas locales en las que puede adquinr un conjunto 
de accesorios. ¿De cuántas fonnas diferentes puede Sam comprar las partes*^

Solución'. Como Oj = 2, = 4, = 3 y = 5, hay

n, X n, X Oj X = 2 X 4 X 3 X 5 = 120

formas diferentes de comprar las partes. J

Ejemplo 2.17; I ¿Cuántos números pares de cuaü-o dígitos se pueden formar con los dígitos 0. 1, 2. 5. 6 
y 9. si cada dígito se puede usar sólo una vez?

Solución; Como el número debe ser par, tenemos sólo n, = 3 opciones para la posición de las uni­
dades Sin embargo, para un número de cuatro dígitos la posición de los millares no 
puede ser 0. Por lo tanto, consideramos la posición de las unidades en dos partes: 0 o 
diferente de 0. Si la posición de las unidades es 0 (es decir, = 1). tenemos n, = 5 op­
ciones para la posición de los millares, n, = 4 para la posición de las centenas v = 3 
para la posición de las decenas. Por lo tanto, en este caso tenemos un total de

/i,/í,íi,n^= (I}(5}(4)(3) = 60

números pares de cuatro dígitos. Por otro lado, si la posición délas unidades no es Oles 
decir, n, = 2), tenemos n, = 4 opciones para la posición de los millares, = 4 para la 
posición de las centenas y = 3 para la posición de las decenas En esta situación teñe 
mos un total de

/ij/Mi,/i^ = |2)(4){4)(3) = 96

números pares de cuatro dígitos.
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Puesto que los dos casos anteriores son mutuamente excluyentes, el número total 
de números pares de cuatro dígitos se puede calcular usando 60 + 96 = 156. J

Con frecuencia nos interesamos en un espacio muestral que contiene como elemen­
tos a todas las posibles ordenaciones o arreglos de un grupo de objetos. Por ejemplo, 
cuando queremos saber cuántos arreglos diferentes son posibles para sentar a seis perso­
nas alrededor de una mesa, o cuando nos preguntamos cuántas ordenaciones diferentes 
son posibles para sacar dos billetes de lotería de un total de 20. En este caso los diferen­
tes arreglos se llaman permutaciones.

Definición 2.7: Una permutación es un arreglo de todo o parte de un conjunto de objetos.

Considere las tres letras a, ¿ y c. Las permutaciones posibles son abe, acb, bac, bea, 
cab y cba, por lo tanto, vemos que hay 6 arreglos distintos. Si utilizamos la regla 2.2 
podemos llegar a la respuesta 6 sin lisiar realmente las diferentes ordenaciones. Hay 
n, = 3 opciones para la primera posición. Sin importar cuál letra se elija, siempre ha­
brá /I, = 2 opciones para la segunda posición. Por último, independientemente de cuál 
de las dos letras se elija para las primeras dos posiciones, sólo hay = 1 elección para 
la última posición, lo que da un total de

= (3)(2)(I) = 6 permutaciones

mediante la regla 2.2. En general, n objetos distintos se pueden arreglar en 

n(n - l)(n - 2)... (3)(2)(1) formas.

Existe una notación para una cifra como ésta.

Definición 2.8 Para cualquier entero no negativo n, n!, denominado “n factorial" se define como

A/! =n(n-])... (2)(1),

con el caso especial de 0! = 1.

Si utilizamos el argumento antenor llegamos al siguiente itorema.

Teorema 2.1; El número de permutaciones de n objetos es /i!

El número de permutaciones de las cuatro letras a, h,cy d será 4! = 24. Considere­
mos ahora el número de permutaciones que son posibles tomando dos de las cuatro letras 
a la vez. Éstas serían ab. ac, ad, ha, be, bd, ca, cb, cd, da, db y de De nuevo, .si utili/a- 
mos la regla 2.1, tenemos dos posiciones para llenar con n, = 4 opciones para la prime­
ra y después n, = 3 opciones para la segunda, para un total de

íVi, = (4)(3)= 12

permutaciones. En general, n objetos distintos tomados de r a la vez se pueden arreglar 
en

n(n - 1 )(n - 2)... {n~r + 1) 

formas. Representamos este producto mediante
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Como resultado tenemos el teorema que sigue.

Teorema 2.2; El número de permutaciones de n objetos distintos tomados de r a la vez es

P = -
" ^ (n-rVr

Ejemplo 2.18:1 En un año se otorgará uno de tres premios (a la investigación, la enseñanza y el servicio) 
a algunos de los estudiantes, de un grupo de 25, de posgrado del departamento de esta­
dística. Si cada estudiante puede recibir un premio como máximo, ¿cuántas selecciones 
posibles habría?

Solución: Como los premios son distinguibles, se trata de un problema de permutación. El número 
total de puntos muéstrales es

“'■^ = (2^ = i

Ejemplo 2.19:1 En un club estudiantil compuesto por 50 personas se va a elegir a un presidente y a un
tesorero. ¿Cuántas opciones diferentes de funcionarios son posibles si

a) no hay restricciones;
b) A participará sólo si él es el presidente:
c) 5y Cparticiparán juntos o no lo harán;
d) D y £ no participarán juntos?

Solución: a) El número total de opciones de funcionarios, si no hay restricciones, es

S0P2 = ^ = (50)(49) = 2450.
4o!

b) Como A participaría sólo si es el pre.sidente, tenemos dos situaciones: i) se elige 
como presidente, lo cual produce 49 resultados posibles para el puesto de tesorero; o 
ii) los funcionarios se eligen de entre las 49 personas restantes sin tomar en cuenta a 
A. en cuyo caso el número de opciones es = (49)(48) = 2352. Por lo tanto, el 
número total de opciones es 49 + 2352 = 2401.

c) El número de selecciones cuando B y C participan jumos es 2. El número de selec­
ciones cuando ni fi ni C se eligen es = 2256. Por lo tanto, el número total de 
opciones en esta situación es 2 -I- 2256 = 2258.

d) El número de .selecciones cuando Zí participa como funcionario pero sm £c.s(2)(48)
96. donde 2 es el número de puestos que D puede ixrupar y 48 es el número de 

.selecciones de los otros funcionarios de las personas restantes en el club, excepto £ 
El número de selecciones cuando £ participa como funcionario pero sin /) también 
es (2)(48) = 96. El número de selecciones cuando tanto l) como £ no son elegidos es 
j/, = 2256. Por lo tanto, el número total de opciones es (2)(96l 4- 2256 = 2448 
Este problema también tiene otra solución rápida: como O y £ sólo pueden participar 
juntos de dos maneras, la respuesta es 2450 - 2 = 2448. J
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Las permutaciones que ocurren al arreglar objetos en un círculo se llaman permu­
taciones circulares. Dos permutaciones circulares no se consideran diferentes a menos 
que los objetos correspondientes en los dos arreglos estén precedidos o seguidos por un 
objeto diferente, conforme avancemos en la dirección de las manecillas del reloj. Por 
ejemplo, si cuatro personas juegan bridge, no tenemos una permutación nueva si se mue­
ven una posición en la dirección de las manecillas de! reloj. Si consideramos a una per­
sona en una posición fija y arreglamos a las otras tres de 3! formas, encontramos que hay 
seis arreglos distintos para el juego de bridge.

Teorema 2.3; El número de permutaciones de n objetos ordenados en un círculo es (// - I)!.

Hasta ahora hemos considerado permutaciones de objetos di.st¡ntos. Es decir, todos 
los objetos fueron por completo diferentes o distinguibles. Evidentemente, si tanto la letra 
b como la c son ¡guales a x, entonces las 6 permutaciones de las letras a,bycse convier­
ten en axx, axx, xax, xax, xxa y xxa, de las cuales sólo 3 son diferentes. Por lo tanto, con 
3 letras, en las que 2 son iguales, tenemos 3!/2! = 3 permutaciones distintas. Con 4 letra.s 
diferentes a,b,cyd tenemos 24 permutaciones distintas. Si permitimos que a — h= .xy 
c = d ~ y, podemos listar sólo las siguientes permutaciones distintas: xxyy. x} w. yxxy. 
yyxx, .xyyx y yxy.x. De esta forma tenemos 4!/(2!2!) = 6 permutaciones distintas.

Teorema 2.4: El número de permutaciones distintas de n objetos, en el que «, son de una clase, n, de 
una segunda clase,..., de una t-ésiraa clase es

»!
«1 í/Í2l- • • tli !"

Ejemplo 2.20:1 Durante un entrenamiento de fútbol americano colegial, el coordinador delensiso nece­
sita tener a 10 jugadores parados en una fila. Entre estos iO jugadores ha\ I de primer 
año. 2 de segundo año, 4 de tercer año y 3 de cuarto año. respcctisámenle. ¿De cuániav 
formas diferentes se pueden arreglar en una fila si lo único que los distingue es el gradi» 
en el cual están?

Solución: Usando directamente el teorema 2.4. el número total de arreglos es

10!
112! 4! 3!

= 12,600.
J

Con frecuencia nos interesa el número de formas de div idir un conjunto de ;i ubjetO' 
en r subconjuntos denominados celdas. Se consigue una partición si la intersección de 
lodo par posible de los r subconjuntos es el conjunto \acío ip. y si la unión de linios los 
subconjunlos da el conjunto original. El orden de los elementos dentro de una celda no 
tiene importancia. Considere el conjunto {a, e. i. o. «). Las particiones posibles en dos 
celdas en las que la primera celda contenga 4 elementos y la segunda [ son

((ü. e, i, o). (//)). {(ti, i, o. u). (c)), {{e, i. o, u), (ti)}, {(u, e, o. u). (i)}. I<u.i. «1. ó'M

Vemos que hay 5 formas de partir un conjunto de 4 elementos en dos suKonjunios o 
celdas que contengan 4 elementos en la primera celda y 1 en la segunda



50 Capítulo 2 Probabilidad

Ei número de particiones para esta ilustración se denota con la expresión

= 5,

en la que el número superior representa el número total de elementos y los números in­
feriores representan el número de elementos que van en cada celda. Establecemos esto 
de forma más general en el teorema 2.5.

Teorema 2.5: El número de formas de partir un conjunto de n objetos en r celdas con /i, elementos en 
la primera celda,«, elementos en la segunda, y así sucesivamente, es

rt\,n2,..-, «r/ nilnil' "nr-'

donde + n^ + ... + n^~ n.

Ejemplo 2.21:1 Un hotel va a hospedar a siete estudiantes de posgrado que asisten a una conferencia, ¿en 
cuántas formas los puede asignar a una habitación triple y a dos dobles?

Solución'. El número total de particiones posibles sería

i ' )= —
\3,2,2j 3!2!2! = 210.

En muchos problemas nos interesamos en el número de formas de seleccionar r 
objetos de n sin importar el orden. Tales selecciones se llaman combinaciones. Una 
combinación es realmente una partición con dos celdas, donde una celda contiene los r 
objetos seleccionados y la otra contiene los {n - r) objetos restantes. El número de talos 
combinaciones se denota con

). que por lo general se reduce a 
r, n —rj \r

debido a que el número de elementos en la segunda celda debe ser n~ r 

Teorema 2.6: El número de combinaciones de n objetos di.stintos tomados de r a la vez es

r\[n — rl!

Ejemplo 2.22:1 Un niño le pide a su madre que le lleve cinco cartuchos de Game-Boy^‘ de su colección 
de 10 juegos recreativos y 5 de depones. ¿De cuántas maneras podría su madre llevarle 
3 Juegos recreativos y 2 de depones?

Solución'. El número de formas de seleccionar 3 cartuchos de 10 es

10!

3MI0-3)!
= 12Ü.

El número de formas de seleccionar 2 cartuchos de 5 es
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Si utílizamos la regla de la mulüplicacidn (regla 2.1) con n, = 120 y ~ 10, tenemos 
que hay (120)(10) = 1200 formas. J

Ejemplo 2.23:1 ¿Cuántos arreglos diferentes de letras se pueden hacer con las letras de la palabra 
STATISTICS!

Solución: Si utilizamos el mismo argumento expuesto en el teorema 2.6, en e.ste ejemplo podemos 
realmente aplicar el teorema 2.5 para obtener

(3,3.'“u)=3!3!fiTT!=“’^“-

Aquí tenemos 10 letras en total, donde 2 letras (S, T) aparecen tres veces cada una, la 
letra I aparece dos veces, y las letras A y C aparecen una vez cada una. Por otro lado, el 
resultado se puede obtener directamente usando el teorema 2.4. -I

Ejercicios
2.21 A los participantes de una convención se les 
ofrecen seis recorridos, cada uno de tres días, a sitios de 
interés. ¿De cuántas maneras se puede acomodar una 
persona para que vaya a uno de los recorridos planea­
dos por la convención?
2.22 En un estudio médico los pacientes se clasiñcan 
en 8 formas de acuerdo con su tipo sanguíneo: AB*, 
Afl", A*, A', B*', B~, O* \x O'; y también de acuerdo con 
su presión sanguínea: baja, normal o alta. Encuentre el 
número de formas en los que se puede clasiñcar a un 
paciente.
2.23 Si un experimento consiste en lanzar un dado y 
después extraer una letra al azar del alfabeto inglés, 
¿cuántos puntos habrá en el espacio muestra!?
2.24 Los estudiantes de humanidades de una univer­
sidad privada .se clasiñcan como estudiantes de primer 
año. de segundo año. de penúltimo año o de último año. 
y también de acuerdo con su género (hombres o muje­
res). Calcule el número total de clasiñcacioncs posibles 
para los estudiantes de esa universidad.
2.25 Cierta morca de calzado existe en 5 diferentes 
estilos y cada estilo está disponible en 4 colores distin­
tos. Si la tienda deseara mostrar la cantidad de pares de 
zapatos que incluya todos los diversos esulos y colores, 
¿cuántos pares diferentes tendría que mostrar?
2.26 Un estudio en Califomia concluyó que siguien­
do siete sencillas regios para la .salud un hombre y una 
mujer pueden prolongar su vida 11 y 7 años en prome­
dio, respectivamente. Estas 7 reglas son: no fumar, ha­
cer ejercicio de manera habitual, moderar su consumo 
de alcohol, dormir siete u ocho horas, mantener el peso 
adecuado, desayunar y no ingenr alimentos entre comi­

das. De cuántas formas puede una persona adoptar cin­
co de estas reglas:
n) ¿Si la persona actualmente infringe las siete reglas?
b) ¿Si la persona nunca bebe y siempre desayuna?

2.27 Un urbanista de un nuevo fraccionamiento ofre­
ce a un posible comprador de una ca.sa elegir entre 4 
diseños. 3 diferentes sistemas de calefacción, un garaje 
o cobertizo, y un patio o un porche cubierto.; De cuán­
tos planos diferentes dispone el comprador'
2.28 Un medicamento pam aliviar el asma se puede 
adquirir en S diferentes laboratorios y en forma de lí­
quido. comprimidos o cápsulas, todas en concentración 
normal o alta. ¿De cuántas formas diferentes puede un 
médico recetar la medicina a un paciente que sufre de 
asma?
2.29 En un estudio económico de combustibles, cada 
uno de 3 autos de carreras se prueba con 5 marcas dife­
rentes de gasolina en 7 lugares de prueba que se locali­
zan en diferentes regiones del país. Si en el estudio .se 
utilizan 2 pilotos y las pruebas se realizan una vez en 
cada uno de los distintos grupos de condiciones, ¿cuán­
tas pruebas se necesita realizar?
230 ¿De cuánta.s fonnas distintas se puede respon­
der una prueba de falso-verdadero que consta de 9 pre­
guntas?
231 Un te.stigo de un accidente automoMlistico le 
dijo a la policía que la matrícula del culpable, que huso, 
contenía las letncs RLH seguida.s por 3 dígitos, de los 
cuale.s el primero era un 5. Si el testigo no recuerda 
los 2 últimos dígitos, pero está scguni de que los ^ eran 
distintos, calcule la cantidad máxima de registros ‘le 
automóviles que la policía tendría que revisor
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2 J2 á) ¿De cuántas maneras se pueden formar 6 per­
sonas para abordar un autobús?

b) ¿Cuántas maneras son posibles si, de las 6, 3 per­
sonas específicas insisten en formarse una después 
de la otra?

c) ¿De cuántas maneras se pueden formar si. de las 6, 
2 personas específicas se rehúsan a formarse una 
detrás de la otra?

2,33 Si una prueba de opción múltiple consta de 5 
preguntas, cada una con 4 respuestas posibles, de las 
cuales sólo 1 es correcta,
á) ¿de cuántas formas diferentes puede un estudiante 

elegir una respuesta a cada pregunta?
b) ¿de cuántas maneras puede un estudiante elegir 

una respuesta a cada pregunta y obtener todas las 
respuestas incorrectas?

2J4 a) ¿Cuántas permutaciones distintas se pueden 
hacer con las letras de la palabra COLUMNA!

b) ¿Cuántas de estas permutaciones comienzan con 
la letra Af?

2J5 Un contratista desea construir 9 casas, cada una 
con diferente diseño. ¿De cuántas formas puede ubicar­
las en la calle en la que los va a construir si en un lado 
de e'sta hay 6 lotes y en el lado opuesto hay 3?
236 a) ¿Cuántos números de tres dígitos se pueden 

formar con los dígitos 0. 1, 2, 3. 4. 5 y 6 si cada 
dígito se puede usar sólo una vez?

b) ¿Cuántos de estos números son impares?
c) ¿Cuántos son mayores que 330?

237 ¿De cuántas maneras se pueden sentar 4 niños y 
5 niñas en una fila, si se deben alternar unos y otras?
238 Cuatro parejas compran 8 lugares en la misma 
fila para un concierto. ¿De cuántas maneras diferentes 
se pueden sentar...
fl) sin restricciones?
b) si cada pareja se sienta junta? 
r) si todos los hombres se sientan juntos a la derecha 

de todas las mujeres?

2.4 Probabilidad de un evento

239 En un concurso regional de ortografía, los 8 fi­
nalistas son 3 niños y 5 niñas. Encuentre el número de 
puntos muéstrales en el espacio muestral S para el nú­
mero de ordenamientos posibles al final del concurso 
para
a) los 8 finalistas;
b) los 3 primeros lugares.

2.40 ¿De cuántas formas se pueden cubrir las 5 posi­
ciones iniciales en un equipo de baloncesto con 8 juga­
dores que pueden jugar cualquiera de las posiciones?
2.41 Encuentre el número de formas en que se puede 
asignar 6 profesores a 4 secciones de un curso intro­
ductorio de psicología, si ningún profesor se asigna a 
más de una sección.
2.42 De un grupo de 40 boletos se sacan 3 billetes de 
lotería para el primero, segundo y tercer premios. En­
cuentre el número de puntos muéstrales en 5 para dar 
los 3 premios, si cada concursante sólo tiene un billete.
2.43 ¿De cuántas maneras se pueden plantar 5 árbo­
les diferentes en un círculo?
2.44 ¿De cuántas formas se puede acomodar en 
círculo una caravana de ocho carretas de Arizona?
2.45 ¿Cuántas permutaciones distintas se pueden ha­
cer con las letras de la palabra INFINITO!
2.46 ¿De cuántas maneras se pueden colocar 3 ro­
bles. 4 pinos y 2 arces a lo largo de la línea divisoria de 
una propiedad, si no se distingue entre árboles del mis­
mo tipo?
2.47 ¿De cuántas formas se puede seleccionar a 3 de 
8 candidatos recién graduados, igualmente calificados, 
para ocupar las vacantes de un despacho de contabi­
lidad?
2.48 ¿Cuántas formas hay en que dos estudiantes no 
tengan la misma fecha de cumpleaños en un gruptt de 
60?

Quizá fue la insaciable .sed del ser humano por el Juego lo que condujo al desarrollo tem­
prano de la teoría de la probabilidad. En un esfuerzo por aumentar sus triunfos, a!guno^ 
pidieron a los matemáticos que les proporcionaran la.s estrategias ópuma.s para los diverstis 
juegos do azar. Algunos de los matemáticos que brindoRin tales estrategias fueron Pa.scal. 
Leibniz. Fermat y James Bernoulli. Como resultado de este desarrollo inicial de la teoría 
de la probabilidad, la inferencia estadística, con Uxlas sus predicciones y generalizacione>. 
ha rebasado el ámbito de los juegos de azau' para abarcar muchos otn>s campos a.sociados 
con los eventos aleatorios, como la pttlítica. ios negtKios, el pmnóstico del clima y l.i
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investigación científica. Para que estas predicciones y generalizaciones sean razonable­
mente precisas, resulta esencial la comprensión de la teoría básica de la probabilidad 

¿A qué nos refenmos cuando hacemos afirmaciones como “Juan probablemente 
ganará el torneo de tenis”, o “tengo 50% de probabilidades de obtener un número par 
cuando lanzo un dado”, o “la universidad no tiene posibilidades de ganar el juego de 
fútbol esta noche”, o “la mayoría de nuestros graduados probablemente estarán casados 
dentro de tres años”? En cada caso expresamos un resultado del cual no estamos seguros, 
pero con base en la experiencia, o a partir de la comprensión de la estructura del experi­
mento, confiamos hasta cierto punto en la validez de nuestra afirmación.

En el resto de este capítulo consideraremos sólo aquellos expenmentos para los cua­
les el espacio muestral contiene un número finito de elementos La probabilidad de la 
ocurrencia de un evento que resulta de tal expenmento estadístico se evalúa utilizando un 
conjunto de números reales denominados pesos o probabilidades, que van de 0 a l. Para 
todo punto en el espacio muestral asignamos una probabihdad tal que la suma de todas 
las probabilidades es 1. Si tenemos razón para creer que al llevar a cabo el expenmento 
es bastante probable que ocurra cierto punto muestra], le teníhíamos que asignar a éste 
una probabilidad cercana a 1. Por el contrano, si creemos que no hay probabilidades de 
que ocurra cierto punto muestral, le tendríamos que asignar a éste una probabilidad cer­
cana a cero. En muchos expenmentos, como lanzar una moneda o un dado, todos los 
puntos muéstrales tienen la misma oportunidad de ocurrencia, por lo tanto, se les asignan 
probabilidades iguales. A los puntos fuera del espacio muestral, es decir, a los exentos 
simples que no tienen posibilidades de ocumr. Ies asignamos una probabihdad de cero 

Para encontrar la probabilidad de un evento A sumamos todas las probabilidades 
que se asignan a los puntos muéstrales en A Esta suma se denomina probabilidad de A 
y se denota con P(A)

Definición 2.9: La probabilidad de un evento A es la suma de los pesos de todos los puntus muéstrales 
en A. Por lo tanto,

0<P(A)<I. P(4>) = 0 y PiS)=\

Además, si A,, A„ A,,, es una sene de eventos mutuamente excluventc'-, entonces 

P(A, UA, U A3 U ...) = P{A,) + P(A,) -t- PíAj) -1-

Ejcmplü 2.241 Una moneda se lanza dos veces ¿Cual es la probabilidad de que ocurra al menos una 
cara (H)‘^

Solución: El espacio muestral para este expenmento es

S=[HH,HT,TH. 7T]

Si la moneda está balanceada, cada uno de estos resultados tendrá las mismas probabili 
dades de ocumr Por lo tanto, asignamos una probabilidad de o? a cada uno de los puntos 
muéstrales Entonces. 4lj = 1 o u; = 1/4 Si A representa el evento de que ocurra al 
menos una cara (H), entonces

A ={HH.HT TH\y PlA)=^-+^-+^- = ^^

Ejemplo 2.25:1 Se carga un dado de forma que exista el doble de probabilidades de que salga un numero 
par que uno impar Si E es el evento de que ocurra un numero nienoi que 4 en un solo 
lanzamiento del dado, calcule Pih)
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Solución: El espacio muestra! es 5 = {1. 2. 3,4, 5, 6}. Asignamos una probabilidad de >v a cada 
número impar y una probabilidad de 2w a cada número par. Como la suma de las proba­
bilidades debe ser 1, tenemos 911- = I o = 1/9. Por lo tanto, asignamos probabilidades 
de 1/9 y 2/9 a cada número impar y par, respectivamente. Por consiguiente,

12 14
E={i.2,3}y ^(^ = g+9 + 9 = 9- j

Ejemplo 2.26:1 En el ejemplo 2.25, sea A el evento de que resulte un número par y sea B el evento de que 
resulte un número divisible entre 3. Czilcule P(A U B) y P(A n B).

Solución: Para los eventos A = {2,4, 6} y B = {3, 6}, tenemos

AUB= {2,3,4,6}yAnB= (6).

Al asignar una probabilidad de 1/9 a cada número impar y de 2/9 a cada número par. 
tenemos

/>(Aufl) = = + i + ? + ? = I y />(AnB) = | J

Si el espacio muestral para un experimento contiene N elementos, todos los cuales 
tienen las mismas probabilidades de ocurrir, asignamos una probabilidad igual a 1/A^ a 
cada uno de los N puntos. La probabilidad de que cualquier evento A contenga n de estos 
N puntos muéstrales es entonces el cociente del número de elementos en A y el número 
de elementos en S.

Regla 2.3: Si un experimento puede dar como resultado cualquiera de N diferentes resultados que 
tienen las mismas probabilidades de ocurrir, y si exactamente n de estos resultados 
corresponden al evento A, entonces la probabilidad del evento A es

Ejemplo 2.27:1 A una clase de estadística para ingenieros asisten 25 estudiantes de ingeniería industrial.
10 de ingeniería mecánica. 10 de ingeniería eléctrica y 8 de ingeniería civil. Si el profe­
sor elige al azar a un estudiante para que conteste una pregunta, ¿qué probabilidades hay 
de que el elegido sea a) estudiante de ingeniería industrial, h) estudiante de ingeniería 
civil o estudiante de ingeniería eléctrica?.

Solución: Las especialidades de los estudiantes de ingeniería industrial, mecánica, eléctrica y civil 
se denotan con I.M,Ey C, respectivamente. El grupo está integrado por 53 estudiantes 
y todos tienen las mismas probabilidades de ser seleccionados.
a) Como 25 de los 53 individuos estudian ingeniería industrial, la probabilidad del 

evento /. es decir, la de elegir al azar a alguien que estudia ingeniería industrial, es

I
b) Como 18 de los 53 estudiantes .son de las especialidades de ingeniería civil o eléctri­

ca, se deduce que
IS

P(CUE)= -.
53 I
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Ejemplo 2.28:1 En una mano de póquer que consta de 5 cartas encuentre la probabilidad de tener 2 ases 
y 3 Jotas.

Solución: El número de formas de tener 2 ases de 4 cartas es

y el número de formas de tener 3 jolas de 4 cartas es

Mediante la regla de multiplicación (regla 2.1), obtenemos n = (6)(4) = 24 manos con 
2 ases y 3 jotas. El número total de manos de póquer de 5 cartas, todas las cuales tienen 
las mismas probabilidades de ocurrir, es

Por lo tanto, la probabilidad del evento C de obtener 2 ases y 3 jotas en una mano de 
póquer de 5 cartas es

P(C) = = 0.9 X 10“^
2,598,960

Si los resultados de un experimento no tienen las mi.smas probabilidades de ocumr, 
las probabilidades se deben asignar con base en el conocimiento previo o en la evidencia 
experimental. Por ejemplo, si una moneda no está balanceada, podemos estimar las pro­
babilidades de caras y cruces lanzándola muchas veces y registrando los resultados. De 
acuerdo con la definición de frecuencia relativa de la probabilidad, las probabilidades 
verdaderas serían las fracciones de caras y cruces que ocurren a largo pla/o. Otra forma 
intuitiva de comprender la probabilidad es el método de la indiferencia Por ejemplo, si 
usted tiene un dado que cree que está balanceado, el método con el que padría determi­
nar que hay 1/6 de probabilidades de que resulte cada una de las seis caías después de 
lanzarlo una vez es el método de la indiferencia.

Para encontrar un valor numérico que represente de forma adecuada la probabilidad 
de ganar en el tenis, dependemos de nuestro desempeño previo en el juego, así como 
también del de nuestro oponente y, hasta cierto punto, de la capacidac de ganar que 
creemos tener. De manera similar, para calcular la probabilidad de que un caballo gane 
una carrera, debemos llegar a una probabilidad basada en las mareas anteriores de todos 
los caballos que participan en la carrera, así como de las marcas de los jinetes que los 
montan. La intuición, sin duda, también participa en la determinación del monto que 
estemos dispuestos a apostar. El uso de la intuición, las creencias personales y otra infor­
mación indirecta para llegar a probabilidades se conoce como la definición subjetiva de 
la probabilidad.

En la mayoría de las aplicaciones de probabilidad de este libro la que opera es la 
interpretación de frecuencia relativa de probabilidad, la cual se basa en el experimento 
estadístico en vez de en la subjetividad y es considerada, más bien, como frecuencia 
relativa limitante Como resultado, muchas aplicaciones de probabilidad en ciencia e 
ingeniería se deben basar en experimentos que se puedan repetir. Cuando asignamos 
probabilidades que se basan en información y opiniones previas, como en la afirmación 
"hay grandes probabilidades de que los Gigantes pierdan el Super Ta/ón". se encuentran
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conceptos menos objetivos de probabilidad. Cuando las opiniones y la información pre­
via difieren de un individuo a otro, la probabilidad subjetiva se vuelve el recurso perti­
nente. En la estadística bayesiana (véase el capítulo 18) se usará una interpretación más 
subjetiva de la probabilidad, la cual se basará en obtener información previa de probabi­
lidad.

2.5 Reglas aditivas

A menudo resulta más sencillo calcular la probabilidad de algún evento a partir de las 
probabilidades conocidas de otros eventos. Esto puede ser cierto si el evento en cuestión 
se puede representar como la unión de otros dos eventos o como el complemento de al­
gún evento. A continuación se presentan varias leyes importantes que con frecuencia 
simplifican el cálculo de las probabilidades. La primera, que se denomina regla aditiva, 
se aplica a uniones de eventos.

Teorema 2.7; Si A y B son dos eventos, entonces

P{A U B) = P{A) + P{B) - P{A n B).

Pniebax Considere el diagrama de Venn de la figura 2.7. £(AUB) es la suma de las probabilida­
des de los puntos muéstrales en ÍA U B). Así. P(A) -l- P{B) es la suma de todas las pro­
babilidades en A más la suma de todas las probabilidades en B. Por lo tanto. sumamo> 
dos veces las probabilidades en (A n B). Como estas probabilidades se suman a P(A n 
B), debemos restar esta probabilidad una vez para obtener la suma de las probabilidadcN 
en A U B. J

Corolario 2.1: Si A y B son mutuamente excluyentes, entonces

B(AUB) = B{A) + P(B).

El corolario 2.1 es un resultado inmediato del teorema 2.7. pues si A > B son mutua­
mente excluyentes. A D B = 0 y entonces P(A n B) = B(0) = 0. En general, podemos 
anotar el corolario 2.2.
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Corolario 2.2; Si /!,, Ay..., A^ son mutuamente excluyentes, entonces

PiA^ U A, U U = />(A,) + P(Aj) + - + P(AJ.

Un conjunto de eventos {A,, A,,... A^} de un espacio muestral 5sc denomina parti­
ción deísi Ap Aj,..., A^ son mutuamente excluyentes y A, UA, U ••• UA^ = S. Por lo 
tanto, tenemos

Corolario 2.3; Si Aj, A^,..., Aj,es una partición de un espacio muestral S, entonces

P{A, U A, U - U A„) = P(A,) + P(AJ + - + />(A„) = P(5) = 1.

Como se esperaría, el teorema 2.7 se extiende de forma análoga.

Teorema 2.8; Para tres eventos A,ByC,

P(AUBUC) = P{A) + PiB) + PiQ
- Pía n B) - p(a n o - n o + />(a n fi n o.

Ejemplo 2.29:1 Al final del semestre John se va a graduar en la facultad de ingenieria industrial de una 
universidad. Después de tener entrevistas en dos empresas en donde quiere trabajar, de­
termina que la probabilidad que tiene de lograr una oferta de empleo en la empresa es
0.8, y que la probabilidad de obtenerla en la empresa B es 0.6. Si. por otro lado, conside­
ra que la probabilidad de recibir ofertas de ambas empresas es 0.5. ¿qué probabilidad 
tiene de obtener al menos una oferta de esas dos empresas?

Solución'. Si usamos la regla aditiva tenemos

P(A U B) = P(A) + PiB) - Pía n B) = 0.8 -f 0.6 - 0.5 = 0.9 J

Ejemplo 230:1 ¿Cuál es la probabilidad de obtener un total de 7 u 11 cuando se lanza un par de dados’’ 
Solución: Sea A el evento de que resulte 7 y B el evento de que salga 11 Ahora bien, para 6 de los 

36 puntos muéstrales ocurre un total de 7 y sólo para 2 de ellos ocurre un total de 11 
Como todos los puntos muéstrales tienen la rmsma probabilidad, tenemos PiAi = 1/6 \ 
PíB) = 1/18. Los eventos A y B son mutuamente excluyentes. ya que un total de 7 y uno 
de 11 no pueden ocurrir en el mismo lanzamiento Por lo tanto,

/'(/lUB)=P(/l)+/'(Bi= i+ -! = ?.

Este resultado también se podría obtener contando el número total de puntos para el 
evento A U B. es decir, 8 y escribir

2
9
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El teorema 2.7 y sus tres corolarios deberían ayudar al lector a comprender mejor la 
probabilidad y su interpretación. Los corolarios 2.1 y 2.2 sugieren el resultado muy in­
tuitivo tratando con la probabilidad de que ocurra al menos uno de varios eventos, sin 
que puedan ocurrir dos de ellos simultáneamente. La probabilidad de que a! menos ocu­
rra uno es la suma de las probabilidades de ocurrencia de los eventos individuales. El 
tercer corolario simplemente e.stablece que el valor mayor de una probabilidad (unidad) 
se asigna a todo el espacio muestra! S.

Ejemplo 231:1 Las probabilidades de que un individuo que compra un automóvil nuevo elija uno de 
color verde, uno blanco, uno rojo o uno azul son 0.09,0.15,0.21 y 0.23, re.spcctivamen- 
te, ¿cuál es la probabilidad de que un comprador dado adquiera un automóvil nuevo que 
tenga uno de esos colores?

Solución: Sean V,B,RyA los eventos de que un comprador seleccione, respectivamente, un auto­
móvil verde, blanco, rojo o azul. Como estos cuatro eventos son mutuamente excluyen- 
tes, la probabilidad es

P(V[JBURUA) = P{V) + P{B) -F P{R) + P(/\)
= 0.09 + 0.15 + 0.21 -1- 0.23 = 0.68. -fl

A menudo es más difícil calcular la probabilidad de que ocurra un evento que calcu­
lar la probabilidad de que el evento no ocurra. Si e'sie es el ca.so para algún evento /V 
simplemente calculamos primero P(A') y, después, mediante el teorema 2.7, calculamos 
P(A) por sustracción.

Teorema 2.9: Si A y A' son eventos complementarios, entonces

P(A) + P(A') = 1

Prueba: Como A U A' = 5, y los conjuntos A y A' son disjuntos, entonces

1 = P(S) = Pía U a') = P{A) + PiX) J)

Ejemplo 2.32:1 Si las probabilidades de que un mecánico automotriz dé serv icio a ?. 4. 6. 7. 8 o más
vehículos en un día de trabajo dado son 0.12, 0.19. 0.28. 0.24. 0.10 y 0.07. respectiva­
mente, ¿cuál es la probabilidad de que dé scr\ icio al menos a 5 vehículos el siguiente dí.i 
de trabajo?

Solución: Sea £ el evento de que al menos 5 automóviles reciban serv icio, .\hora bien. /■*(£i = I 
- P(E'), donde £' es el evento de que menos de 5 automóviles reciban ser\ icio. Como

£(£') = 0.12 4-0.19 = 0.31. 

del teorema 2.9 se deduce que

P{E) = 1 -0.31 =0.69. J

Ejemplo 2.33:1 Suponga que las especificaciones del fabricante para la longitud del cable de eieito tip>' 
de computadora son 2000 ± 10 milímetros. En esta industria se salx.* que el cable peque­
ño tiene la misma probabilidad de salir defectuoso (de no cumplir c»)n las espccilicacii'- 
nes) que el cable grande. Es decir, la probabilidad de que aleatonamente se pr«xlu/ca un
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cable con una longitud mayor que 2010 milímetros es igual a la probabilidad de pro­
ducirlo con una longitud menor que 1990 milímetros. Se sabe que la probabilidad de que 
el procedimiento de producción cumpla con las especifícaciones es 0.99.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un cable elegido al azar sea muy largo?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que un cable elegido al azar sea más grande que 1990 

milímetros?
Solución: Sea E el evento de que un cable cumpla con las especificaciones. Sean P y G los eventos 

de que el cable sea muy pequeño o muy grande, respectivamente. Entonces,

a) P(E) = 0.99 y P(P) = P(G) = (1 - 0.99)/2 = 0.005.
b) Si la longitud de un cable seleccionado al azar se denota con X, tenemos

P(\990 <X< 2010) = P(E) = 0.99.
Como P(X >'2010) = PiG) = 0.005.

P(X > 1990) = P{E) + P(G) = 0.995 

Esto también se resuelve utilizando el teorema 2.9:

P(X > 1990) -H P(X < 1990) = 1.

Así, P(X> 1990) = 1 - P(P) = 1 - 0.005 = 0.995. J

Ejercicios
2.49 Encuentre los errores en cada una de las siguien­
tes aseveraciones:
a) Las probabilidades de que un vendedor de auto­

móviles venda 0, 1,2 o 3 unidades en un día dudo 
de febrero son 0.19, 0.38, 0.29 y 0.15, respectiva­
mente.

b) La probabilidad de que llueva mañana es 0.40 y la 
probabilidad de que no llueva es 0.52.

c) Los probabilidades de que una impresora cometa 
0. 1, 2, 3 o 4 o más errores al imprimir un docu­
mento son 0.19, 0.34, —0.25, 0.43 y 0.29, respec­
tivamente.

d) A) sacar una carta de una baraja en un solo inten­
to la probabilidad de seleccionar un corazón es 
1/4, la probabilidad de seleccionar una carta negra 
es 1/2, y la probabilidad de seleccionar una car­
ta de corazones y negra es 1/8

2.50 Suponga que todos los elementos de S en el ejer­
cicio 2.8 de la página 42 tienen la misma probabilidad 
de ocurrencia y calcule
a) la probabilidad del evento A;
b) la probabilidad del evento C;
c) la probabilidad del evento A n C

2.51 Una caja contiene 500 sobres, de los cuales 
75 contienen $100 en efectivo. 150 contienen $25 y 
275 contienen $10. Se puede comprar un sobre en $25. 
¿Cuál es el espacio muesiral para las diferentes canti­
dades de dinero? Asigne probabilidade.s a los puntos 
muéstrales y después calcule la probabilidad de que el 
primer sobre que se compre contenga menos de SI00

2.52 Suponga que se descubre que. en un grupo de 
500 estudiantes universitarios de último uño. 210 tu­
rnan. 258 consumen bebidas alcohólicas. 216 comen 
entre comidas. 122 fuman y consumen bebidos alcohó­
licas. 83 comen entre comidxs y consumen bebidas al­
cohólicas. 97 fuman y comen entre comidas y 52 tienen 
esos tres hábitos nocivos para la salud. Si se selecciona 
al azar a un miembro de este grupo, calcule lo probabi­
lidad de que el estudiante
íí) fume pero no consuma bebidos alcohólicos;
b) coma entre comidas y consumo bebidas alcohóli­

cas pero no fume;
c) no fume ni coma entre comido.^

2.53 Lo probabilidad de que una industrio esudouni- 
densc se ubique en Shanghai. China, es 0.7, lo probobi- 
lidad de que se ubique en Bcijing. China, es 0 4 y lo
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probabilidad de que se ubique en Shamghái o Beijing, 
o en ambas ciudades, es 0.8. ¿Cuál es la probabilidad 
de que la industria se ubique...
a) en ambas ciudades?
b) en ninguna de esas ciudades?

2.54 Basado en su expencncia, un agente bursátil 
considera que en los condiciones económicas actuales 
la probabilidad de que un cliente invierta en bonos li­
bres de impuestos es 0.6, la de que invierta en fondos 
comunes de inversión es 0.3 y la de que invierta en am­
bos es 0.15. En esta ocasión encuentre la probabilidad 
de que un cliente invierta
a) en bonos Ubres de impuestos o en fondos comunes 

de inversión;
b) en ninguno de esos dos instrumentos.

2.55 Si cada artículo codificado en un catálogo empie­
za con 3 letras distintas seguidas por 4 dígitos distintos 
de cero, calcule la probabilidad de seleccionar aleatoria­
mente uno de estos artículos codificados que tenga 
como primera letra una vocal y el último dígito sea par.
2.56 Un fabricante de automóviles está preocupado 
por el posible retiro de su sedán de cuatro puertas con 
mayor venta. Si fuera retirado habria 0.25 de probabili­
dad de que haya un defecto en el sistema de frenos. 0.18 
de que haya un defecto en la transmisión, 0 17 de que 
esté en el sistema de combustible y 0.40 de que esté en 
alguna otra área.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que el defecto esté en 

los frenos o en el sistema de combustible, si la pro­
babilidad de que haya defectos en ambos sistemas 
de manera simultánea es 0.15?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que no haya defecto en 
los frenos o en el sistema de combustible?

2.57 Si se elige al azar una letra del alfabeto inglés, 
encuentre la probabilidad de que la letra
a) sea una vocal excepto v;
b) esté listada en algún lugar antes de la letra y.
c) esté listada en algún lugar después de la letra g.

2.58 Se lanza un par de dados. Calcule la probabili­
dad de obtener
a) un total de 8;
b) máximo un total de 5.

2.59 En una mano de póquer que consta de 5 carta.s. 
encuentre la probabilidad de tener
íi) 3 ases;
b) 4 cartas de corazones y I de tréboles

2.60 Si se toman 3 libros al azar, de un librero que 
contiene 5 noselos. 3 libros de poemas y 1 diccionario, 
(,cuál es la probabilidad de que ..
a) se seleccione el diccionano'’
b) se seleccionen 2 noselas y 1 libro de poemas ^

2.61 En un grupo de 100 estudiantes graduados de 
preparatoria, 54 estudiaron matemáticas, 69 estudiaron 
historia y 35 cursaron matemáticas e historia. Si se se­
lecciona al azar uno de estos estudiantes, calcule la pro­
babilidad de que
a) el estudiante haya cursado matemáticas o historia,
b) el estudiante no haya llevado ninguna de estas ma­

terias;
c) el estudiante haya cursado historia pero no mate­

máticas.
2.62 La empresa Dom’s Pizza utiliza pruebas de sa­
bor y el análisis estadístico de los datos antes de comer­
cializar cualquier producto nuevo. Considere un estudio 
que incluye tres üpos de pastas (delgada, delgada con 
ajo y orégano, y delgada con trozos de queso) Dom's 
también está estudiando tres salsas (estándar, una nue­
va salsa con más ajo y una nueva salsa con albahaca 
fresca).
a) ¿Cuántas combinaciones de pasta y salsa se inclu­

yen*^
b) ¿Cuál es la probabilidad de que un juez reciba una 

pasta delgada sencilla con salsa estándar en su pn- 
mera prueba de sabor?

2.63 A continuación se listan los porcentajes, propor­
cionados por Co/isiwier Digeft (julio/agosto de 1996), 
de los probables ubicaciones de las PC en una casa:

Dormitono de adultos 0 03
Dormitono de niños; 0 15 
Otro dormitono' 0 14
Oficina o estudio 0.40
Otra habitación. 0.28

a) ¿Cuál es la probabilidad de que una PC esté en un 
dormitono*’

b) ¿Cuál es la probabilidad de que no esté en un dor 
mitorio*^

c) Suponga que de entre Us casas que tienen una PC 
se selecciona una al azar, t,en qué habitación espe 
rana encontrar una PC’

2.64 Existe interés por la sida de un componente 
electrónico. Suponga que se sabe que la probabilidaJ 
de que el componente funcione mas de 6ü(K) horas C' 
0 42. Suponga, además, que la paibabilidad de que ei 
componente no dure nuis de 4(XK) horas es 0 04
a) (,Cual es la probabilidad de que la \ ida del compi' 

nentc sea menor o igual a 6(XK) hora.s ’
h) t,Cuál es la probabilidad de que la \ ida del compo 

nenie sea ma>or que 4000 horas ’
2.65 Considere la situación del ejercicio 2 (>4 Sea t 
el evento de que el componente falle en una prueba e-- 
pecífica \ B el evento de que se deforme pero no talle 
El evento A ocurre con una probabilidad de 0 20 v el 
evento B ocurre con una probabilidad de 0 35
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a) ¿Cuál es la probabilidad de que el componente no 
falle en la prueba?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el componente 
funcione perfectamente bien (es decir, que ni se 
deforme ni falle en la prueba)?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que el componente fa­
lle o se deforme en la prueba?

2.66 A los obreros de las fábricas se les motiva cons­
tantemente a practicar la tolerancia cero para prevenir 
accidentes en el lugar de trabajo. Los accidentes pue­
den ocurrir porque el ambiente o las condiciones labo­
rales son inseguros. Por otro lado, los accidentes 
pueden ocurrir por negligencia o fallas humanas. Ade­
más, los horarios de trabajo de 7:00 a.m. a 3:00 p.m. 
(tumo matutino), de 3:00 p.m. a 11:00 p.m. (tumo ves­
pertino) y de 11:00 p.m. a 7:00 a.m. (tumo nocturno) 
podría ser un factor. El año pasado ocurrieron 300 ac­
cidentes. Los porcentajes de los accidentes por la com­
binación de condiciones son los que siguen:

Condiciones Fallas
Ttimo inseguras humanas
Matutino 57o 327c

Vespertino 67c 257c

Nocturno 27c 307c

Si se elige aleatoriamente un repone de accidente de 
entre los 300 repones.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que cl accidente haya 

ocurrido en el tumo nocturno?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que cl accidente haya 

ocurrido debido a una falla humana?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que el accidente haya 

ocurrido debido a las condiciones inseguras?
d) ¿Cuál es la probabilidad de que el accidente haya 

ocurrido durante los tumos ve.spenino o nocturno?
2.67 Considere la situación del ejemplo 2.32 de la pá­
gina 58.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que cl número de auto­

móviles que recibirán servicio del mecánico no 
sea mayor de 4?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el mecánico de 
servicio a menos de 8 automóviles?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que cl mecánico de' 
servicio a 3 o 4 automóviles''

2.68 Existe interés por el tipo de homo, eléctrico o de 
gas, que se compra en una tienda departamental especí­
fica. Considere la decisión que al respecto toman seis 
clientes distintos.
a) Suponga que hay 0.40 de probabilidades de que 

como máximo dos de esos clientes compren un 
homo eléctrico. ¿Cuál será la probabilidad de que 
al menos tres compren un horno eléctrico?

b) Suponga que se sabe que la probabilidad de que 
los seis compren el homo eléctrico es 0.007, mien­
tras que la probabilidad de que los seis compren el 
homo de gas es 0.104. ¿Cuál es la probabilidad de 
vender, por lo menos, un homo de cada tipo?

2.69 En muchas áreas industriales es común que se uti­
licen máquinas para llenar las cajas de productos. Esto 
ocurre tanto en la industria de comestibles como en otras 
que fabrican productos de uso doméstico, como los de­
tergentes. Dichas máquina.s no son perfectas y, de hecho, 
podrían cumplir las especificaciones de llenado de las 
cajas (A), llenarlas por debajo del nivel e.spcci(icado (¿fl 
o rebasar el límite de llenado (Q. Por lo general, lo que 
se busca evitar es la práctica del llenado insuficiente Sea 
P(B) = 0.001, mientras que P(A) = 0.990.
a) Determine P{Q.
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la máquina no lle­

ne de manera suficiente?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que la máquina llene 

de más o de menos?
2.70 Considere la situación del ejercicio 2 69 Supon­
ga que se producen 50,000 cajas de detergente por se­
mana, y que los clientes "devuelven" las cajas que no 
están suficientemente llena.s y solicitan que se Ies reem­
bolse lo que pagaron por ellas. Suponga que se sabe 
que el “costo" de producción de cada caja es de S4.00 y 
que se venden a S4.50.
a) ¿Cuál es la utilidad semanil cuando no h.e. 'le\o- 

luciones de cajas defectuosis?
b) ¿Cuál es la pérdida en utilidades esperada debido 

a la dcsolución de cajas insuficientemente lle­
nadas?

2.71 Como podría sugerir la situación del ejercicio 
2.69. a menudo los procedimien os estadísticos ^e utili­
zan para control de calidad (es cecir. eontro' de cahd.id 
industrial). A veces el pes» de un príulucto es uaa vana- 
ble importante que hay que controlar. Se dan C'peeiti- 
caciones de peso para cierti’s productos enip.icados. y 
si un paquete no las cumple (C'-tá muy ligcM o mu\ 
pesado) se rechaza. Los datos hisiuncos sugieren que 
la probabilidad de que un produeio empacado cuinpLi 
con las especificaciones de peso es í)9.s. mientras qui­
la probabilidad de que sea demasiado ligero es (I (H»2 
El fabricante in\ lerie S2().(K) en la pri>duc\ioii de cada 
uno de los productos empacados y el consumidor lo-, 
adquiere a un precio de S25 <)0
íi) ¿Cuál es la probabilidad de que un p.iquete cl--.-. lo 

al azar de la línea de producción •'ca dcMi.i'i.i 
do pesado?

hl Si todos los paquetes ^limpien con l.i> e'[K'iilKa 
ciones de peso, ¿qué utilidad recibirá el labrican: - 
por cada !(),(HK) pj(|ueles que venda ’
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r) Suponga que todos los paquetes defectuosos fue- 2.72 Demuestre que 
ron rechazados y perdieron todo su valor, ¿a cuán­
to se reduciría la utilidad de la venta de 10,000 P{A' 0 50=1+ P(A O B) - P{A) — P{B).
paquetes debido a que no se cumplieron los espe­
cificaciones de peso?

2.6 Probabilidad condicional, independencia y regla del producto

Un concepto muy importante en la teoría de probabilidad es la probabilidad condicional. 
En algunas aplicaciones el profesional se interesa por la estructura de probabilidad bajo 
ciertas restricciones. Por ejemplo, en epidemiología, en lugar de estudiar las probabili­
dades de que una persona de la población general tenga diabetes, podría ser más intere­
sante conocer esta probabilidad en un grupo distinto, como el de las mujeres asiática.s 
cuya edad está en el rango de 35 a 50 años, o como el de los hombres hispanos cuya edad 
está entre los 40 y los 60 años. A este tipo de probabilidad se le conoce como probabili­
dad condicional.

Probabilidad condicional
La probabilidad de que ocurra un evento B cuando se sabe que ya ocurrió algún evento 
A se llama probabilidad condicional y se denota con P{B\A). El símbolo P(B|A) por lo 
general se lee como “la probabilidad de que ocurra B, dado que ocurrió A", o simplemen­
te, “la probabilidad de B, dado A".

Considere el evento B de obtener un cuadrado perfecto cuando se lanza un dado. El 
dado se construye de modo que los números pares tengan el doble de probabilidad de 
ocurrencia que los números nones. Con base en el espacio muestral 5 = {1,2,3.4. 5. 61, 
en el que a los números impares y a los pares se les asignaron probabilidades de 1/9 > 
2/9, respectivamente, la probabilidad de que ocurra B es de 1/3. Suponga ahora que se 
sabe que el lanzamiento del dado tiene como resultado un número mayor que 3. Tene­
mos ahora un espacio muestral reducido, A = {4, 5,6). que es un subconjunto de 5. Par.i 
encontrarla probabilidad de que ocurra B, en relación con el espacio muestral A. debe­
mos comenzar por asignar nuevas probabilidades a los elementos de A, quesean propor­
cionales a sus probabilidades originales de modo que su suma sea I Al asignar una 
probabilidad de w al número non en A y una probabilidad de 2u- a los dos números pares 
tenemos Ju’ = 1 o u- = 1/5. En relación con el espacio A, encontramos que B contiene 
sólo el elemento 4. Si denotamos este evento con el símbolo B¡A. escribimo' 
BIA = {4} y. en consecuencia,

/'(S|A)=

Este ejemplo ilustra que los eventos pueden tener probabilidades diferentes cuando -c 
consideran en relación con diferentes espacios muéstrales.

También podemos escribir

' 5 5/9 P(A) ’
donde P(A n B) y P{A) se calculan a partir del espacio muestral original 5. En otras pa­
labras. una probabilidad condicional relativa a un subespacio A de S se puede calcular en 
forma directa de las probabilidades que se asignan a los elementos del espacio muesiral 
original S.
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Definición 2.10: La probabilidad condicional de B, dado A, que se denota con A), se define como

/»(fi|A) =
PjA ng)

, siempre que/*(A) > 0.

Un ejemplo más: suponga que tenemos un espacio muestra! S constituido por la 
población de adultos de una pequeña ciudad que cumplen con los requisitos para obtener 
un título universitario. Debemos clasificarlos de acuerdo con su género y situación labo­
ral. Los datos se presentan en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Clasificación de los adultos de una pequeña ciudad

Empleado Desempleado Total
Hombre 460 40 500
Mujer 140 260 400
Total 600 300 900

Se seleccionará al azar a uno de estos individuos para que realice un viaje a través 
del país con el fin de promover las ventajas de establecer industrias nuevas en la ciudad. 
Nos interesaremos en los eventos siguientes:

M: se elige a un hombre,

E: el elegido tiene empleo.

Al utilizar el espacio mucstral reducido E. encontramos que

P(M\E) =
460
600 30’

Sea n(A) el número de elementos en cualquier conjunto A. Podemos jtili/ar esta 
notación, puesto que cada uno de los adultos tiene las mismas probabilidades de ser 
elegido, para escribir

P(A/|E) =
/;(£ HA/) 

11(E)
n(E C\M)/n (5) 

n(E)/n (S)
Píe DM) 

P(E)

en donde P(E fl A/) y P(E) se calculan a partir del espacio muestral onginal S. Para \e* 
rificar este resultado obser\’e que

Por lo tanto.

P{E)
600
900 45 ■

como antes.

P(A/|£) =
23/45
2/3 30'

Ejemplo 2.34: í La probabilidad de que un vuelo programado normalmente salga a tiempo es PU)> =
0.83. la probabilidad de que llegue a tiempo es PíA) ~ 0.82 y la probabihdad de que
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salga y llegue a tíempo es P{D n A) = 0.78. Calcule la probabilidad de que un avión 
á) llegue a tiempo, dado que salió a tiempo; y ti) salió a tiempo, dado que llegó a tiempo. 

Solución: Al utilizar la definición 2.10 tenemos lo que sigue:

a) La probabilidad de que un avión llegue a tiempo, dado que salió a tiempo es

P(A\D) =
p(D nA) 

PiD)
0.78
0.83

0.94.

b) La probabilidad de que un avión haya salido a tiempo, dado que llegó a tiempo es

P(D\A)
PiD HA) 

PÍA)
0.78
0.82

0.95. J

La noción de probabilidad condicional brinda la capacidad de reevaluar la idea de 
probabilidad de un evento a la luz de la información adicional; es decir, cuando se sabe 
que ocurrió otro evento. La probabilidad es una actualización de P[A) basada en
el conocimiento de que ocurrió el evento B. En el ejemplo 2.34 es importante conocer la 
probabilidad de que el vuelo llegue a tiempo. Tenemos la información de que el vuelo no 
salió a tiempo. Con esta información adicional, la probabilidad más pertinente es 
P(A\D'), esto es, la probabilidad de que llegue a tiempo, dado que no salió a tiempo. A 
menudo las conclusiones que se obtienen a partir de observar la probabilidad condicio 
nal más importante cambian drásticamente la situación. En este ejemplo, el cálculo de 
P(A\D') es

P(A\D')^
Pía no') 

P{D')
0.82-0.78

0.17
= 0.24.

Como resultado, la probabilidad de una llegada a tiempo disminuye significativamenii. 
ante la presencia de la información adicional.

Ejeniplo 2.35: * El concepto de probabilidad condicional uene innumerables aplicaciones indusinales \ 
biomédicas. Considere un proceso industrial en el ramo textil, en el que se producen 
listones de una tela específica. Los listones pueden resultar con defectos en dos de su>. 
caractensticas: la longitud y la textura En el segundo caso el proceso de idcntilicacion 
es muy complicado. A partir de información hisiónca del proceso se sabe que I0''c d. 
los listones no pasan la prueba de longitud, que 5^ nu pasan la prueba de textura \ qu. 
sólo 0.8% no pasan ninguna de las dos pruebas. Si en el proceso se elige un listón al a/ar 
y una medición rápida identifica que no pasa la prueba de longitud. t,cual es la prob.ibi 
lidad de que la textura esté defectuosa?

Solución: Considere los eventos

i defecto en longitud. T' defecto en textura

Dado que el listón tiene una longitud defectuosa, la probabilidad de que este lisii'ii 
tenga una textura defectuosa esta dada por

P{T\L\ =
PíTnL)

PiD
0.008 
0 1

= 0 OH
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Eventos independientes
En el experimento del lanzamiento de un dado de la página 62 señalamos que P{B\A) = 
2/5, mientras que P(B) = 1/3. Es decir, PifilA) P{B), lo cual indica que B depende de 
A. Consideremos ahora un experimento en el que se sacan 2 cartas, una después de la 
otra, de una baraja ordinaria, con reemplazo. Los eventos se definen como

A: la primera carta es un as,

B: la segunda carta es una espada.

Como la primera carta se reemplaza, nuestro espacio mueslral para la primera y segunda 
cartas consta de 52 cartas, que contienen 4 ases y 13 espadas. Entonces.

Es decir, P{B\A) = P(B). Cuando esto es cierto, se dice que los eventos Ay B .son inde­
pendientes.

Aunque la probabilidad condicional permite alterar la probabilidad de un e\ento a 
la luz de material adicional, también nos permite entender mejor el mu\ importante 
concepto de independencia o, en el contexto actual, de eventos independientes. En el 
ejemplo 2.34 del aeropuerto. P(A\D) difiere de P(A). Esto sugiere que la ocurrencia de D 
influye en A y esto es lo que. de hecho, .se espera en este caso. Sin embargo considere la 
situación en donde tenemos los eventos Ay B. y

PiA\B) = P(A).

En otras palabras, la ocurrencia de B no influye en las probabilidades de iicurrencia de 
A. Aquí la ocurrencia de A es independiente de la ocurrencia de B. No psdenios dejar 
de resaltar la importancia del concepto de independencia, ya que desempeña un papel 
vital en el material de casi todos los capítulos de este libro y en todas la'v áreas de la 
estadística aplicada.

Definición 2.11: Dos eventos Ay B son independientes si y sólo si

P{B\A) = PiB) o P{A\B) = PiAh

si se asume la existencia de probabilidad condicional. De otra forma. A \ B son depen­
dientes.

La condición P(B\A) = P(B) implica que P{A\B) = PíA). y \ue\ersa i’ara lo^ 
expenmentos de extracción de una carta, donde mostramos que = Pili) = i/4,
también podemos ver que P(A\B) = PiA) = 1/13.

La regla de producto o regla multiplicativa
Al multiplicar la fórmula de la definición 2.1Ü por PiA). obieneinus la Mguienie regla 
multiplicutiva importante (o regla de producto), que no^ pcnmie calcular la piolubili- 
dad de que ocurran dos e\entos.
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Teorema 2.10: Si en un experimento pueden ocurrir los eventos Ay B, entonces

P{A n 5) = /’(A)P(5jA), siempre que P{A) > 0.

Por consiguiente, la probabilidad de que ocurran A y S es igual a la probabilidad de que 
ocurra A multiplicada por la probabilidad condicional de que ocurra B, dado que ocurre A 
Como los eventos A n 5 y 5 n A son equivalentes, del teorema 2.10 se deduce que también 
podemos escribir

P{A n 5) = P^.B(^A) = P{B)P{A\B).

En otras palabras, no importa qué evento se considere como A ni qué evento se conside­
re como B.

Ejemplo 2J6:1 Suponga que tenemos una caja de fusibles que contiene 20 unidades, de las cuales 5 es­
tán defectuosas. Si se seleccionan 2 fusibles al azar y se retiran de la caja, uno después 
del otro, sin reemplazar el primero, ¿cuál es la probabilidad de que ambos fusibles estén 
defectuosos?

Solución". Sean A el evento de que el primer fusible esté defectuoso y B el evento de que el segun­
do esté defectuoso; entonces, interpretamos A H B como el evento de que ocurra A. v 
entonces B ocurre después de que haya ocurrido A. La probabilidad de sacar primero un 
fusible defectuoso es 1/4; entonces, la probabilidad de separar un segundo fusible defec­
tuoso de los restantes 4 es 4/19. Por lo tanto.

P{A nB) =
19’ J

Ejemplo 2.37:1 Una bolsa contiene 4 bolas blancas y 3 negras, y una segunda bolsa contiene 3 blancas \ 
5 negras. Se saca una bola de la pnmera bolsa > se coloca sm verla en la segunda bolsa 
¿Cuál es la probabilidad de que ahora se saque una bola negra de la segunda bolsa?

Solución: N^, N, y B, representan, respectivamente, la extmcción de una bola negra de la bolsa I.
una bola negra de la bolsa 2 y una bola blanca de la bolsa 1. Nos interesa la union de los 
eventos mutuamente excluyentes n y B, n N^. Las diversa.s posibilidades \ sus 
probabilidades se ilustran en la figura 2 8. Entonces

B[(A'inA^2) o( B = B(/V, HAN) + P(B iHA';)
= B(A',)B{A':|A'i)-fB(B ¡)B(A’;|// ¡\

Si, en el ejemplo 2.36, el pnmer fusible se reemplaza y los fusibles se reacomixian 
por completo antes de extraer el segundo, entonces la probabilidad de que se extraiga lui 
fusible defectuoso en la segunda selección sigue siendo 1/4, es decir, PiB\\) = Pilit \ 
los eventos A y B son independientes. Cuando esto es cierto podemos sustituir B(B) por 
B(B|A) en el teorema 2.10 para obtener la siguiente regla multiplicativa cspeci.i!
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Teorema 2.11: Dos eventos A \ B son independientes si y sólo si

Pía n b) =

Por lo tanto, para obtener la probabilidad de que ocurran dos eventos independiente i 
simplemente calculamos el producto de sus probabilidades individuales

Ejemplo 2.38: ¡ Una pequeña dudad dispone de un carro de bomberos y una ambulan>'ia para emergen­
cias. La probabilidad de que el carro de bomberos esté disponible cuaido se necesite es
0.98 y la probabilidad de que la ambulancia esté disponible cuando se I * requiera es U.92. 
En el evento de un herido en un incendio, calcule la probabilidad de que tanto la ambu­
lancia como el carro de bomberos este'n disponibles, suponiendo que operan de forma 
independiente.

Solución: Sean /4 y B los respectivos eventos de que estén disponibles el carro de bomberos \ la 
ambulancia. Entonces.

Pía f\B) = PíA)PíB) = {0 98)10.92) = 0 9016 J

Ejemplo 239:1 Un sistema eléctrico consta de cuatro componentes, como se ilustra en la tigura 2 9 El 
sistema funciona si los componentes Ay B funcionan, > si funciona cualquiera de los 
componentes C o D. La confiabilidad (probabilidad de que funcionen) de cada uno de 
los componentes también se muestra en la figura 2.9. Calcule la probabilidad de ui que 
el sistema completo funcione y de h) que el componente C no funcione dado que el 
sistema completo funciona. Suponga que los cuatro componente > funcionan de n»anera 
independiente

Solución: En esta configuración del sistema. A, B y el subsistema Cy D consiiiuven un sistema 
de circuitos en sene; mientras que el subsistema C > D e>* un sistema de circuitos en 
paralelo.
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á) Es evidente que la probabilidad de que el sistema completo funcione se puede calcu­
lar de la siguiente manera:

n j? n (C u D)] = P(A)P(B)P(C UD) = p(A)P(B)[i - P(C n d')]
= P(A)PiB)[l - PíOPÍD^]
= (0.9)(0.9)[1 - (1 - 0.8)(1 - 0.8)] = 0.7776.

Las igualdades anteriores son válidas debido a la independencia entre los cuatro 
componentes.

b) Para calcular la probabilidad condicional en este caso, observe que

^ f (el sistema funciona pero C no funciona)
P{e\ sistema funciona)

- H5 nC^nZJ) _ (Q.9)(0.9)(l -0.8)(0.8) ^ ^
/’(el sistema funciona) 0.7776 J

D

Figura 2.9: Un sistema eléctrico para el ejemplo 2 39.

La regla multiplicati\a se puede extender a situaciones con mis de dos esentos.

Teorema 2.12: Si. en un experimento, pueden ocurrir los eventos A^.A^.... A^, entonces

F(/i, n/4,n- -rL4^)

= /’(A,)/’(/LW,)F(A,u, daa- n A,n ■

Si los eventos A|. A,,.... A^ son independientes, entonces

F(A, nA, n- f\AJ - F(A,)/’(AJ- ■/’(.4 )

Lj'emplü 2.40: i Se sacan tres cartas seguidas, sm reemplazo, de una baraja ordinaria Encuentre la pre 
habilidad de que ocurra el evento A| n A, fl A^. donde A, es el evento de que la prinitrj 
carta sea un as rojo. A, el evento de que la segunda caria sea un 10 o una jota v \ el 
evento de que la tercera carta sea mayor que 3 pero menor que 7 

Solución: Primero definimos los eventos;

A,, la pnmera carta es un as rojo,
A la segunda carta es un 10 o una jota.
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Aj la tercera carta es mayor que 3 pero menor que 7.
Ahora bien,

P(Ai) = ~ P(A2[A,) = A P{A,\A 1 nAz) = 

por lo tanto, por medio del teorema 2 12,

/>(A|nA2nA3) = />(Ai)/’(A2|-4i)/>(A3|AinA2)

V52A51/V50/ 5525 J
La propiedad de independencia establecida en el teorema 2 11 se puede extender a 

situaciones con más de dos eventos. Considere, por ejemplo, el caso de los tres eventos A. 
By C. No basta con tener P(A n 5 n C) = P{A)P(B)P{Q como una defimción de inde­
pendencia entre los tres Suponga que A = y C = 0, el conjunto vacío. Aunque A n fl 
n C =/, que da como resultado P{A n B D C) = 0 = B(A)P(B)P(C). los eventos Ay B 
no son independientes. En consecuencia, tenemos la siguiente deñnición*

Definición 2.12: Un conjunto de eventos A = {A.......AJ son mutuamente independientes si para cual­
quier subconjunto de A A^ ... A^^, para L < n, tenemos

P{A,n-nA^) = P(A,J P(A^J

Ejercicios
2.73 Si R es el evento de que un convicto cometa un 
robo a mano armada y D es el evento de que el convic­
to venda drogas, exprese en palabras lo que en probabi­
lidades se indica como
a) PiR\D),
b) P(D'\R),
c) P(R'\D')

2.74 Un grupo de estudiantes de física avanzada se 
compone de lO alumnos de pnmer año, 30 del úlümo 
añoy lOgraduados Las calificaciones finales muestran 
que 3 estudiantes de pnmer año, 10 del último año y 5 
de los graduados obtuvieron 10 en el curso Si se elige 
un estudiante al azar de este grupo y se descubre que es 
uno de los que obtuvieron 10 de calificación, (.cuál es la 
probabilidad de que sea un estudiante de ultimo año*^

2.75 La siguiente es una clasificación, según el géne­
ro y el nivel de cscolandad, de una muestra aleatona de 
200 adultos

Escolaridad Hombre Mujer
Pnmana
Secundana
Universidad

38 45
28 50
22 17

Si se elige una persona al azar de este grupo, (.cual es la 
probabilidad de que

a) la persona sea hombre, dado que su cscolandad es 
de secundana''.

b) la persona no tenga un grado universitano, dado 
que es mujer'’

2.76 En un expenmento para estudiai la relación que 
existe entre el habito de fumar y la hipertensión artenal 
se reúnen los siguientes datos para 18C indiv iduo i

Fumadores Fumadores 
No fumadores moderados empedernidos

21 36 ^(1
SH 48 26 19

donde las letras H ^ SH de la tabla representan Hipi r 
tenston y Sin hiperunsion respectivamente Si se se­
lecciona uno de estos individuos al azar calcule la 
probabilidad de que la persona
a) sufra hipertensión dado que es una fumadora em­

pedernida.
b) no fume, dado que no padece hipertensión

2.77 En un grupo de HX) estudiantes de ha».hillcrato 
que están cursando el ultimo año 42 curs,u-un luaitma- 
iicas, 68 psicología. 54 historia 22 matemáticas c h's 
tona. 25 matemáticas v psicología 7 histona pero ni 
matemáticas m psicología, 10 las tres materias v 8 no 
cursaron ninguna de las tres Seleccione al a/ar a un
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estudiante de este grupo y calcule la probabilidad de 
los siguientes eventos;
a) Una persona inscrita en psicología y cursa las tres 

materias;
b) Una persona que no está inscrita en psicología y 

esté cursando historia y matemáticas
2.78 Un fabricante de una vacuna para la gripe está 
interesado en determinar la calidad de su suero. Con 
ese fín tres departamentos diferentes procesan los lotes 
de suero y tienen tasas de rechazo de 0.10,0 08 y 0.12, 
respectivamenie. Las inspecciones de los tres departa­
mentos son secuenciales e independientes.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que un lote de suero 

sobreviva a la primera inspección departamental 
pero sea rechazado por el segundo departamento?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un lote de suero 
sea rechazado por el tercer departamento?

2.79 En USA Today (5 de septiembre de 1996) se lis­
taron los siguientes resultados de una encuesta sobre el 
uso de ropa para dormir mientras se viaja:

Hombre Mujer Total
Ropa interior 0.020 0.024 0.244
Camisón 0.002 0.180 0.182
Nada 0.160 0.018 0.178
Pijama 0.102 0.073 0.175
Camiseta 0.046 0.088 0.134
Otros 0.084 0.003 0.087

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un viajero sea una 
mujer que duerme desnuda?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un viajero sea 
hombre?

c) Si el viajero fuera hombre, ¿.cuál sería la probabi­
lidad de que duerma con pijama?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que un viajero sea 
hombre si duerme con pijama o con camiseta'^

2.80 La probabilidad de que cuando se tenga que lle­
nar el tanque de gasolina de un automóvil también se 
necesite cambiarle el aceite es 0.25, la probabilidad 
de que también se le tenga que cambiar el filtro de acei­
te es 0.40. y la probabilidad de que se necesite cambiar­
le el aceite y el filtro es 0.14.
a) Si se le tiene que cambiar el aceite, ¿cuál es la pro­

babilidad de que también se necesite cambiarle el 
filtro'’

b) Si se le tiene que cambiar el filtro de aceite, ¿cuál 
es la probabilidad de que también se le tenga que 
cambiar el aceite*’

2.81 La probabilidad de que un hombre casado vea 
cierto programa de televisión es 0 4 > la probabi­
lidad de que lo vea una mujer ca.sada es 0 5 La proba­

bilidad de que un hombre vea el programa, dado que su 
esposa lo ve, es 0.7. Calcule la probabilidad de que
a) una pareja casada vea el programa;
b) una esposa vea el programa dado que su esposo lo 

ve;
c) al menos uno de los miembros de la pareja casada 

vea el programa.
2.82 Para parejas casadas que viven en cierto subur­
bio, la probabilidad de que el esposo vote en un refe­
réndum es 0.21, la probabilidad de que vote la esposa 
es 0.28 y la probabilidad de que ambos voten es 0 15 
¿Cuál es la probabilidad de que ..
fl) al menos uno de los miembros de la pareja casada 

vote?
b) una esposa vote, dado que su esposo vota?
c) un esposo vote, dado que su esposa no vota*’

2.83 La probabilidad de que un vehículo que entra a 
las Cavernas Luray tenga matrícula de Canadá es 0.12. 
la probabilidad de que sea una casa rodante es 0 28 y la 
probabilidad de que sea una casa rodante con matrícula 
de Canadá es 0 09. ¿Cuál es la probabilidad de que
a) una casa rodante que entra a las Cavernas Lura> 

tenga matrícula de Canadá*^
b) un vehículo con matricula de Canadá que entra a 

las Cavernas Luray sea una casa rodante'’
c) un vehículo que entra a las Cavernas Luray no 

tenga matricula de Canadá o no sea una casa ro 
dame?

2.84 La probabilidad de que el jefe de familia esté en 
casa cuando llame el representante de marketing de una 
empresa es 0 4 Dado que el jefe de familia está en 
casa, la probabilidad de que la empresa le venda un 
producto es 0 3 Encuentre la probabilidad de que el 
jefe de familia esté en casa y compre productos de la 
empresa.
2.85 La probabilidad de que un doctor diagnostique 
de manera correcta una enfermedad especifica es 0 7 
Dado que el doctor hace un diagnostico incorrecto, la 
probabilidad de que el paciente entable una demanda 
legal es 0 9 ¿Cuál es la probabilidad de que el doctor 
haga un diagnóstico incorrecto y el paciente lo de 
mande*’
2.86 En 1970.11 ^ de los estadounidenses completa 
ron cuatro años de universidad, de ese porcentaje 4^ '< 
eran mujeres En 1990, 22^ de los estadounidense^ 
completaron cuatro años de universidad, un porcenta)i 
del cual 53 ^ fueron mujeres {Time. 19 de enero dv 
1996)
£j) Dado que una persona completo cuatro años de un. 

vcrsidad en 1970. ¿cual es la probabilidad de qut 
esa persona sea mujer'
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b) ¿Cuál es la probabilidad de que una mujer haya 
terminado cuatro años de universidad en 1990?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que en 1990 un hom­
bre no haya terminado la universidad?

2.87 Un agente de bienes rafees tiene 8 llaves maes­
tras para abrir N^mas casas nuevas. Sólo 1 llave maestra 
abrirá cualquiera de las casas. Si 40% de estas casas 
por lo general se dejan abiertas, ¿cuál es la probabili­
dad de que el agente de bienes raíces pueda entrar en 
una casa específica, .si selecciona 3 llaves maestras al 
azar antes de salir de la oficina*’
2.88 Antes de la distnbución de cierto software esta- 
dísüco se prueba la precisión de cada cuarto disco com­
pacto (CD) El proceso de prueba consiste en correr 
cuatro programas independientes y verificar los resul­
tados. La tasa de falla para los 4 programas de prueba 
son 001,0 03.0 02 y 0.01, respectivamente.
a) í,Cuál es la probabilidad de que uno de los CD que 

se pruebe no pase la prueba?
b) Dado que se prueba un CD, t,cuál es la probabili­

dad de que falle el programa 2 o 3?
c) En una muestra de 100, ¿cuántos CD esperaría que 

se rechazaran?
d) Dado que un CD e.stá defectuoso, ¿cuál es la pro­

babilidad de que se pruebe?

2.89 Una ciudad tiene dos carros de bomberos que 
operan de forma independiente. La probabilidad de que 
un carro específico esté disponible cuando se le necesi­
te es 0.9b.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que ninguno esté dis­

ponible cuando se necesite*’
b) ¿Cuál es la probabilidad de que un carro de bom­

beros esté disponible cuando se le necesite*’

2.90 La contaminación de los ríos de Estados Unidos 
ha sido un problema por muchos años. Considere los 
siguientes eventos:

A: el río está contaminado.
B: al probar una muestra de agua se detecta contami­

nación.
C: se permite pescar.

Suponga que P(A) = 0.3, P(B|A) = 0.75, PiBlA') = 
0.20,P(C\A nB) = 0.20, P{C\A'(1S) = 0.15.P(C\A 
n S') = 0.80 y P(C\A' n S') = 0.90.
a) Calcule P(A n S n (7).
b) Calcule P(S* n O.
c) Calcule P(C).
d) Calcule la probabilidad de que el río esté contami­

nado. dado que está permitido pescar y que la 
muestra probada no detectó contaminación.

2.91 Encuentre la posibilidad de seleccionar aleato- 
namente 4 litros de leche en buenas condiciones suce­
sivamente de un refrigerador que contiene 20 litros, de 
los cuales 5 están echados a perder, utilizando
a) la primera fórmula del teorema 2 12 de la página 

68:
b) las fórmula.s del teorema 2 6 y la regla 2.3 de las 

páginas 50 y 54, respectivamente

2.92 Imagine el diagrama de un sistema clu.in.-o 
como el que se muestra en la figura 2 10 i,Cuál es la 
probabilidad de que el sistema funcione? Suponga que 
los componentes fallan de forma independiente
2.93 En la figura 2.11 se mués ra un sistema de cir­
cuitos Suponga que los componentes fallan de manera 
independiente.
ü) ¿Cual es la probabilidad de que el sistema ;.omple- 

to funcione*’
b) Dado que el sistema funciona,, cual es la pn'habi- 

lidad de que el componente A no tuncione ’
2.94 En la situación del ejercicio 2 93 se sabe que 
el sistema no funciona (,Uuál es la probabilidad de 
que el componente .4 tampoco funcione*’

1 07
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Figura 2 10 Diagrama para el eiercicm 2 92 Figur.i 2 11 niagrama p.ira el cjerosio 2 93
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2.7 Regla de Bayes

La estadística bayesiana es un conjunto de herramientas que se utiliza en un tipo especial 
de inferencia estadística que se aplica en el análisis de datos experimentales en mu­
chas situaciones prácticas de ciencia e ingeniería. La regla de Bayes es una de las normas 
más importantes de la teoría de probabilidad, ya que es el fundamento de la inferencia 
bayesiana, la cual se analizará en el capítulo i 8.

Probabilidad total
Regresemos al ejemplo de la sección 2.6, en el que se selecciona un individuo al azor de 
entre ios adultos de una pequeña ciudad para que viaje por el país promoviendo las ven­
tajas de establecer industrias nuevas en la ciudad. Suponga que ahora se nos da la infor­
mación adicional de que 36 de los empleados y 12 de los desempleados son miembros 
del Club Rotarlo. Deseamos encontrar la probabilidad del evento A de que el individuo 
seleccionado sea miembro del Club Rotario. Podemos remitimos a la figura 2.12 y escri­
bir A como la unión de los dos eventos mutuamente excluyentes EC\Ay E' C\A. Por lo 
tanto, A — (£n A) U (E'flA), y mediante el corolario 2.1 del teorema 2.7 y luego me­
diante el teorema 2.10, podemos escribir

P(A) = P [(£ n A) U (F n A)] = P(£ n A)-f PíF n A)
= P{£)P(Al£) + P(F)P(A|£').

Figura 2.12: Diagrama de Venn para los eventos A, £ y £'.

Los datos de la sección 2.6. junto con los dalos adicionales antes dados para el conjuntv' 
A, nos permiten calcular

P(£) =
600 _ 2 
900 “ 3’ P(A|£) = — ' ^ 600 50’

y

P(r)='. m|£')=^
25'

Si mostramos estas probabilidades mediante el diagrama de árbol de la figura 2.13. don­
de la primera rama da la probabilidad P{E)P(A\E) y la segunda rama da la probahilid.iJ
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Teorema 2.13:

Figura 2.13: Diagrama de árbol para los datos de la página 63 con información adicional 
de la página 72.

la probabilidad P{E')P{A\E\ deducimos que

Una generalización del ejemplo anterior para el caso en donde el espacio muesiral 
se parte en k subconjuntos se cubre mediante el siguiente teorema, que algunas vei:.;s se 
denomina teorema de probabilidad total o regla de eliminación.

Si los eventos constituyen una partición del espacio muestral S. tal que
P{B^ ^ 0 para / = 1.2,..., k, entonces, para cualquier evento A le 5.

k k
P(A) = Y^P(B, HA) = Y,PíB.)P(A\B,).

1=] 1=1

Figura 2.14; Partiuóii del espacio muc^t^al s.
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Prueba: Considere el diagrama de Venn de la figura 2.14. Se observa que el evento A es la unión 
de los eventos mutuamente excluyentes

B^nA.B,^\A.....
es decir,

A = (fl, n A) n A) u- u n A)

Por medio del corolario 2.2 del teorema 1.1 y el teorema 2.10 obtenemos

P(A) = P[{Bi nA)u(fl2nA)u -uíSi nA>]
= P(Bi nA) + P(B2nA) + -- +P(Bt nA)

k

1=1
L

= Y,P(B,)P(A\B,).
Í=1 J

Ejemplo 2.41:1 Tres máquinas de cierta planta de ensamble. B,. B, y B,, montan 30^r, 459r y 25^c de hu 
productos, respectivamente. Se sabe por experiencia que 2Cc. 3Cr y 2^/c de los produc­
tos ensamblados por cada máquina, respectivamente, tienen defectos. Ahora bien, supon 
ga que se selecciona de forma aleatoria un producto terminado. ¿Cual es la probabilidad 
de que esté defectuoso?

Solución: Considere los siguientes eventos:

A: el producto está defectuoso.

B,: el producto fue ensamblado con la máquina B^,

B,: el producto fue ensamblado con la máquina B„

By el producto fue ensamblado con la máquina B,.

Podemos aplicar la regla de eliminación y escribir

PÍA) = B(B,)B(A|B,) + BíBjP(A|6j + PíBjPiA\B,)

Si nos remitimos al diagrama de árbol de la figura 2.15 encontramos que las tres rani.;' 
dan las probabilidades

B(B|)B(AlB,) = {0.3K0.02) = O.(X)f), 

P(B,)B(A|B,) = (0.45)(().(I3) = 0.0135. 

P(B,)P(A|B,) = (0.25J10.02) = 0.(K)5.
en consecuencia.

PiAi = 0.006+ Ü.Ü135 + 0.U05 = 0.0245. J
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Figura 2.15: Diagrama de árbol para el ejemplo 2.41.

Regla de Bayes
Suponga que en lugar de calcular P{A) mediante la regla de eliminación en el ejemplo 
2.41, consideramos el problema de obtener la probabilidad condicional P(Bj4). En otras 
palabras, suponga que se selecciona un producto de forma aleatoria y que éste resulta 
defectuoso. ¿Cuál es la probabilidad de que este producto haya sido ensamblado con la 
máquina Las preguntas de este tipo se pueden contestar usando el siguiente teorema, 
denominado regla de Bayes:

Teorema 2.14: (Regla de Bayes) Si los eventos B,, B,.....B^ constituyen una partición del espacio
muestral S, donde P{B) ^ 0 para / = 1, entonces, para cualquier evento A en S, 
tal que P{A) 0,

F(B,nA) P{Br)P{A\Br)
P{Br\A)=—---------------- =—---------------- -------- para r=l,2........k.

ZPiB,nA) Zp(B-)Pía\b,)
í=i i=\

Prueba'. Mediante la definición de probabilidad condiciona],

PiBr n/\)
P{Br\A) =

PÍA)

y después usando el teorema 2.13 en el denominador, tenemos

P(Br r\A) P{Br)P(A\Br)
PiBr\A)= ^

Í:P(B,nA) ZPiB.)PiA\B.)
(Sl

que completa la demostración.

Ejemplo 2.42:1 Con referencia al ejemplo 2.41. si se elige al azar un producto y se encuentra que esta 
defectuoso, ¿cuál es la probabilidad de que haya sido ensamblado con la máquina B,7 

Solución: Podemos utilizar la regla de Bayes para escribir

P(B,|A)
________________P(B3)P(.1|B.)________________
PfBi)P(A|Bi) + P{B2)P(/\|B>)+ PiB,)P<A|B,)’
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y después al sustituir las probabilidades calculadas en el ejemplo 2.41, tenemos

0.005 0.005 10
~ 0.006 + 0.0135 + 0.005 " 0.0245 “ 49'

En vista del hecho de que se seleccionó un producto defectuoso, este resultado su­
giere que probablemente no fue ensamblado con la máquina By -I

Ejemplo 2.43; I Una empresa de manufactura emplea tres planos analíticos para el diseño y desarrollo de 
un producto específico. Por razones de costos los tres se utilizan en momentos diferen­
tes. De hecho, los planos 1, 2 y 3 se utilizan para 30%, 20% y 50% de los productos, 
respectivamente. La tasa de defectos difiere en los tres procedimientos de la siguiente 
manera,

P{DjP,) = 0.01, P(D1P,) = 0.03, PiD\P,) = 0.02,

en donde P(DIP^) es la probabilidad de que un producto esté defectuoso, dado el planoy. 
Si se observa un producto al azar y se descubre que está defectuoso, ¿cuál de los planos 
tiene más probabilidades de haberse utilizado y. por lo tanto, de ser el responsable? 

Solución: A partir del planteamiento del problema

P(P,) = 0.30, PiP,)-0.20 y />(/»,) = OJO. 

debemos calcular P(P^\D) para j = 1, 2. 3. La regla de Bayes (teorema 2.14) muestra

P(Pi\D) ________________ P{P0P{D\Pi)________________
P(Pi)P{D\PO + P(Pz)P(D\P2) + P(P3)P(D\P^) 

(0.30)(0.01) 0.003
(0.3)(0.01) 4- (0.20)(0.03) -i- (0.50)(0.02) ~ 0 019 '

De igual manera.

P(Pz\D)
(0.03)(0.20)

0.019
0.316y/»(/»3|D) =

(0.02K0.50) 
0 019

= 0 526

La probabilidad condicional de un defecto, dado el plano 3, es la mavor de las tres; por 
consiguiente, un defecto en un producto elegido al azar tiene mXs probabilidad de ser c! 
resultado de haber usado el plano 3. -I

La regla de Bayes, un método estadístico llamado método ba>csiano. ha adqiiindi> 
muchas aplicaciones. En el capítulo 18 estudiaremos una inlroducuón al método ba> esiano

Ejercicios
2.95 En cierta región del país se sabe por expencncia 
que la probabilidad de seleccionar un adulto mayor de 
40 años de edad con cáncer es 0 05. St la probabilidad 
de que un doctor diagnostique de fonna correcta que 
una persona con cáncer tiene la enfermedad es 0 78, y 
lu probabilidad de que diagnostique de forma incorrec­
ta que una persona sin cáncer tiene la enfermedad es
0.06, ¿cuál es la probabilidad de que a un adulto ma>or 
de 40 años se le diagnostique cáncer?

2.96 La policía planea hacer respetar los limites de 
velocidad usando un sistema de radar en 4 diferenle>- 
puntos a las onllas de la ciudad Las trampas de radar en 
cada uno de los sitios í.. v operaran 40'<.
30 %. 20% y 30% del tiempo Si una persona que excede 
el línutedevelocidadcuando vaa su trabajo tiene proba­
bilidades de 0 2.0 1.05 y 0 2. rcspeaivamente. de pasar 
por esos lugares. ^,tuál es la probabilidad de que rei.iba 
una multa por conducir con exceso de vekxndad'
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2.97 Remítase al ejercicio 2 95. t,Cuiil es la probabi­
lidad de que una persona a la que se le diagnostica cán­
cer realmente tenga la enfermedad'^

2.98 Si en el ejercicio 2 96 ia persona es multada por 
conducir con exceso de velocidad en su camino al tra­
bajo, ¿cuál es la probabilidad de que pose por el siste­
ma de radar que se ubica en

2.99 Suponga que los cuatro inspectores de una fábn- 
ca de película colocan la fecha de caducidad en cada 
paquete de película al hnal de la línea de montaje John, 
quien coloca la fecha de caducidad en 209c de los pa­
quetes. no logra ponerla en uno de cada 200 paquetes. 
Torn, quien la coloca en 609í- de los paquetes, no logra 
ponerla en uno de cada 100 paquetes: JeíT, quien la co­
loca en 15*^0 de los paquetes, no lo hace una vez en 
cada 90 paquetes, y Pat, que fecha 59ó de los paquetes, 
falla en uno de cada 200 paquetes Si un cliente se que­
ja de que su paquete de película no muestra la fecha de 
caducidad, ¿cual es la probabilidad de que haya sido 
inspeccionado por John*’

2.100 Una empresa telefónica regional opera tres es­
taciones de retransmisión idénticas en diferentes sitios 
A continuación se muestra el numero de desperfectos 
en cada estación reportados durante un año y las causas 
de éstos

Ejercicios de repaso
2.103 Un suero de la \ erdad tiene la propiedad de que 
909c de los sospechosos culpables se juzgan de forma 
adecuada, mientras que. por supuesto, lO^c de los sos­
pechosos culpables erróneamente se consideran ino­
centes Por otro lado, a los sospechosos inocentes se Ies 
juzga de manera errónea Kr de las \eces Si se aplica 
el suero a un sospechoso, que se selecciona de un grupo 
de sospechosos en el cual solo 5^c ha cometido un de­
lito. y este indica que es culpable. < cual es la probabili­
dad de que sea inocente'
2.104 Un alergólogo ahrmaque 50^r de los pacientes 
que examina son alérgicos a algún tipo de hierba ¿Cual 
es la probabilidad de que
a) exactamente 3 de sus 4 pacientes siguientes sean 

alérgicos a hierbas'
h) ninguno de sus 4 paciente-, siguientes sea alérgico 

a hierbas'
2.105 Mediante la cimipanicinn de las reglones .ipro- 
piadas en un diagrama de Venn senlique que
u) iAf>B}U(AnD')=rA
hi A'r\Ui'uCi = (^VniJ lUM'no

__________________________ Estación ABC
Problemas con el suministro de eleclncidad 2 1 l
Falla de la computadora 4 3 2
Fallas del equipo eléctrico 5 4 2
Fallas ocasionadas por otros errores humanos 7 5 5

Suponga que se reporta una falla y que se descubre que 
fue ocasionada por otros errores humanos ¿Cual es la 
probabilidad de que provenga de la estación C“'
2.101 Una cadena de tiendas de pintura produce y 
vende pintura de látex y semiesmallada De acuerdo 
con las ventos a largo plazo, la probabilidad de que un 
cliente compre pintura de látex es 0 75 De los que 
compran pintura de látex, 60 9ó también compra rodi­
llos Sin embargo, solo 30 ^ de los que compran pin­
tura semiesmaltada compra rodillos Un comprador 
que se selecciona al azar adquiere un rodillo \ una la­
ta de pintura ¿Cual es la probabilidad de que sea pin­
tura de látex*’
2.102 Denote como A. fl y Ca los eventos de que un 
gran premio se encuentra detras de las puertas A. By C, 
respectivamente Suponga que elige al azar una pucra. 
por ejemplo ia A El presentador del juego abre una 
puerta, por ejemplo la B, y muestra que no hay un pre­
mio detrás de ella Ahora, el presentador le da la opcion 
de conservar la puerta que eligió (A) o de cambiarla por 
la puerta que queda (C) Utilice la probabilidad para 
explicar si debe o no hacer el cambio

2.106 Las probabilidades de que una estación de servi­
cio bombee gasolina en 0 1.2.3.4 * o mas automóviles 
durante cierto penodo de 3(j minu os son. respectiva 
mente. 0 03 0 Ib.O 24.0 28.0 lüy 0 17 Calcule la pro 
habilidad de que en este penodo de U) mínalos
«) más de 2 automóviles reciban gasolina 
h) a lo sumo 4 automóviles reciban gasolina
c) 4 o mas automóviles reciban gj'olina

2.107 i Cuantas manos de hnüijemic conteng.m 4cs 
padas, 6 diamantes, 1 trébol y 2 corazones son poNi 
bles ’

2.108 Si la probabilidad Je que una persona coind i 
un error en su deelaraeion de impuesjus sobre la Jciii.i 
es 0 I calcule la probabilidad Je que
(i) cada una de cuatro personas no rclauonatlas ¿o 

meta un error,
h) el señor Jones y la seiiou ( lark c.mici ui un err*' 

y el señor Roberts v 11 señora Uilliaiiis no c. uic 
lan errores
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2.109 Una empresa industrial grande usa tres moteles 
locales para ofrecer hospedaje nocturno a sus clientes. 
Se sabe por experiencia que a 20% de los clientes se le 
asigna habitaciones en el Ramada Inn, a 50% en el She­
raton y a 30% en el Lakeview Motor Lodge. Si hay una 
falla en la plomería en 5% de las habitaciones del Ra­
mada Inn, en 4% de las habitaciones del Sheraton y en 
8% de las habitaciones del Lakeview Motor Lodge, 
¿cuál es la probabilidad de que...
a) a un cliente se le asigne una habitación en la que 

falle la plomen'a?
b) a una persona que ocupa una habitación en la que 

folla la plomería se le haya hospedado en el Lake­
view Motor Lodge?

2.110 La probabilidad de que un paciente se recupere 
de una delicada operación de corazón es 0.8. ¿Cuál es 
la probabilidad de que...
a) exactamente 2 de los siguientes 3 pacientes a los 

que se somete a esta operación sobrevivan?
b) los siguientes 3 pacientes que tengan esta opera­

ción sobrevivan?
2.111 Se sabe que 2/3 de los reclusos en cierta prisión 
federal son menores de 25 años de edad. También se 
sabe que 3/5 de los reos son hombros y que 5/8 son mu­
jeres de 25 años de edad o mayores. ¿Cuál es la proba­
bilidad de que un prisionero seleccionado al azar de esta 
prisión sea mujer y tenga al menos 25 años de edad?
2.112 Si se tienen 4 manzanas rojas, 5 verdes y 6 
amarillas, ¿cuántas selecciones de 9 manzanas se pue­
den hacer si se deben seleccionar 3 de cada color?
2.113 De una caja que contiene 6 bolas negras y 4 
verdes se extraen 3 bolas sucesivamente y cada bola se 
reemplaza en la caja antes de extraer la siguiente. ¿,Cuál 
es la probabilidad de que...
a) las 3 sean del mismo color?
b) cada color esté representado?

2.114 Un cargamento de 12 televisores contiene tres 
defectuosos. ¿De cuántas formas puede un hotel com­
prar 5 de estos aparatos y recibir al menos 2 defectuosos?
2.115 Cierto organismo federal emplea a tres empresas 
consultoras (.4, By C) con probabilidades de 0.40,0.35 
y 0 25. respieclivamente. Se sabe por expenencia que 
las probabilidades de que las empresas rebasen los cos­
tos son 0.05, 0.03 y 0.15. respectivamente Suponga 
que el organismo experimenta un e.xceso en los costos.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la empresa consul­

tora implicada sea la CP
b) ¿Cuál e.s la probabilidad de que sea la A't

2.116 Un fabncante estudia los efectos de la tempe­
ratura de cocción, el tiempo de cocción y el tipo de 
aceite para la cocción ai elaborar papas fritas. Se utili­
zan 3 diferentes temperaluras, 4 diferentes tiempos de 
cocción y 3 diferentes aceites

á) ¿Cuál es el número total de combinaciones a estu­
diar?

b) ¿Cuántas combinaciones se utilizarán para cada 
tipo de aceite?

c) Analice por qué las permutaciones no intervienen 
en este ejercicio.

2.117 Considere la situación del ejercicio 2.116 y su­
ponga que el fabricante puede probar sólo dos combi­
naciones en un día.
á) ¿Cuál es la probabilidad de que elija cualquier 

conjunto dado de 2 corrida.s?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que utilice la temperatu­

ra más alta en cualquiera de estas 2 combinaciones''

2.118 Se sabe que existe una probabilidad de 0.07 de 
que las mujeres de más de 60 años desarrollen cierta 
forma de cáncer. Se dispone de una prueba de sangre 
que, aunque no es infalible, permite detectar la enferme­
dad. De hecho, se sabe que 10 % de las veces la prueba 
da un falso negativo (es decir, la prueba da un resultado 
negativo de manera incorrecta) y 5 % de las veces la 
prueba da un falso positivo (es decir, la prueba da un 
resultado positivo de manera incorrecta). Si una mujer 
de más de 60 años se somete a la prueba y recibe un 
resultado favorable (es decir, negativo), ¿qué probabili­
dad hay de que tenga la enfermedad ’
2.119 Un fabncante de cierto tipo de componente 
electrónico abastece a los proveedores en lotes de 20 
Suponga que 60% de todos los lotes no contiene com­
ponentes defectuosos, que 30% contiene un componen­
te defectuoso y que 10% contiene dos componentes 
defectuosos. Si se elige un lote del que se extraen alea- 
tonamente dos componentes, ios cuales se prueban v 
ninguno resulta defectuoso.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que ha>a cero coinp\)- 

nentes defectuosos en el lote?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que hava un compo­

nente defectuoso en el lote?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que hava dos compo­

nentes defectuosos en el lote?

2.120 Existe una extraña enfermedad que sólo alcst.i 
a uno de cada 500 indiv iduos Se dispone de una pnieba 
para detectarla, pero, por supuesto, ésta no es infalible 
Un resultado correcto positivo (un paciente que real­
mente tiene la enfermedad) ocurre 95% de las veces, en 
tanto que un resultada talso ptisiiivo (un paciente que 
no tiene la enfermedad) ocurre Ki de las veces Si un 
individuo elegido a! azar se somete a prueba > se obtie 
ne un resultado positivo, jcual es la probabilidad de 
que realmente tenga la enlemicdad ’

2.121 Una empresa constructora emplea a dos inge 
meros de ventos El ingeniero I hace el trabajo de esti 
mar costos en 70% de las coti/ationes solicitadas a l.i 
empresa. El ingeniero 2 hace lo mismo en 30'í de l.i'
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cotizaciones. Se sabe que la tasa de error para el inge­
niero 1 es tal que la probabilidad de encontrar un error 
en su trabajo es 0.02; mientras que la probabilidad de 
encontrar un error en el trabajo del ingeniero 2 es 0 04. 
Suponga que al revisar una solicitud de cotización se 
encuentra un error grave en la estimación de los costos. 
¿Qué ingeniero supondría usted que hizo los cálculos'^ 
Explique su respuesta y muestre todo el desarrollo
2.122 En el campo del control de calidad a menudo 
se usa la ciencia estadística para determinar si un pro­
ceso está "fuera de coniror. Suponga que el proceso, 
de hecho, está fuera de control y que 20 por ciento de 
los artículos producidos tiene defecto.
a) Si tres artículos salen en sene de la línea de pro­

ducción, ¿cuál es la probabilidad de que los tres 
estén defectuosos?

b) Si salen cuatro artículos en sene, ¿cuál es la proba­
bilidad de que tres estén defectuosos'’

2.123 En una planta industnal se está realizando un 
estudio para determinar la rapidez con la que los traba­
jadores lesionados regresan a sus labores después del 
percance Los registros demuestran que 10% de los tra­
bajadores lesionados son llevados al hospital para su 
ü-atamiento y que 15% regresan a su trabajo al día si­
guiente Ademas, los estudios demuestran que 2% son 
llesados al hospital y regresan al trabajo al día siguien­
te Si un üubajador se lesiona, ¿cual es la probabilidad 
de que sea llevado al hospital, de que regrese al trabajo 
al día siguiente, o de ambas cosas'’
2.124 Una empresa acostumbra capacitar operadores 
que realizan ciertos actividades en la línea de produc­
ción Se sabe que ios operadores que asisten al curso de 
capacitación son capaces de cumplir sus cuotas de pro­
ducción 90% de las veces Los nuevos opéranos que no 
loman el curso de capacitación sólo cumplen con sus 
cuotas 65% de las veces Cincuenta por uento de los 
nuevos operadores asisten al curso Dado que un nuevo 
operador cumple con su cuota de producción, ¿cual es 
la probabilidad de que haya asistido al curso'’
2.125 Una encuesta aplicada a quienes usan un soft­
ware estadístico específico indica que 10% no quedo 
satisfecho La mitad de quienes no quedaron satisfe­
chos le compraron el sistema al vendedor A También 
se sabe que 20% de los encuestados se lo compraron al

vendedor A Dado que el proveedor del paquete de soft­
ware fue el vendedor A, ¿cuál es la probabilidad de que 
un usuano específico haya quedado insatisfecho'’
2.126 Durante las cnsis económicas se despide a 
obreros y a menudo se les reemplaza con máquinas Se 
revisa la histona de 100 trabajadores cuya pérdida del 
empleo se atnbuye a los avances tecnológicos Para 
cada uno de ellos se determinó si obtuvieron un empleo 
alternativo dentro de la misma empresa, si encontraron 
un empleo en la misma área de otra empresa, si encon­
traron trabajo en una nueva área o si llevan dcsemplea- 
dos más de un año. Además, se registró la situación 
sindical de cada trabajador La siguiente tabla resume 
los resultados.

No
______________________ SímlícalizadQ sindlcollzado
Está en la misma empresa 40 15
Esta en oüa empresa (misma area) 13 10
Esta en una nueva área 4 II
Está desempleado 2 5
a) Si un trabajador seleccionado encentro empleo en 

la misma área de una nueva empresa, ¿cual es la 
probabilidad de que sea miembro de un sindicato'’

b) Si el trabajador es miembro de un sindicato., cu.-I 
es la probabilidad de que esté dcsempleado desde 
hace un año'’

2.127 Hay 50% de probabilidad de que la reina tenga 
el gen de la hemofilia Si es portadora, entonces cada 
uno de los pnncipes tiene 50% de probabilidad inde­
pendiente de tener hemofilia Si la reina no es portado 
ra. el principe no tendrá la enfermeda J Suponga que la 
reina tuvo tres pnncipes que no padecen laenfenntd -d. 
¿cual es la probabilidad de que la runa sea portadora 
del gen ’
2.128 Proyecto de equipo: Entregue a cada estu 
dianle una bolsa de chocolates M<S.M y lorme equipos 
de 5 o 6 estudiantes Calcule la distnbuuon de frecuen 
cía relativa del color de los M¿.M para cada equipo
a) ¿Cual es su probabilidad estimada de elegir un 

chocolate amanlio al azar', 't uno rojo’
b) Ahora haga el mismo calculo para todo el grupo 

¿Cambiaron las estimaciones ’
c) ¿Cree que en un lote procesado existe el mismo 

numero de chocolates de cada color’ Comente al 
respecto

2.8 Posibles riesgos y errores conceptuales; relación con el material de 
otros capítulos

Este capitulo incluye las ddiniciones, reglas y teoremas fund.iineiitalcs que Loiivieneii a 
la piobabilidaü en iin.i Iierramicnta iniporlanie p.ira 11 evaluación de sistemas uentiíicos 
V dt ingeniena A iciiudo estas evaluaciones toman la forma de cálculos de pn.babih



80 Capítulo 2 Probabilidad

dad, como se ilustra en los ejemplos y en los ejercicios. Conceptos como independencia, 
probabilidad condicional, regla de Bayes y otros suelen ser muy adecuados para resolver 
problemas prácticos en los que se busca obtener un valor de probabilidad. Abundan las 
ilustraciones en los ejercicios. Vea, por ejemplo, los ejercicios 2.100 y 2.101. En éstos y 
en muchos otros ejercicios se realiza una evaluación juiciosa de un sistema científico, a 
partir de un cálculo de probabilidad, utilizando las reglas y las definiciones que se estu­
dian en el capítulo.

Ahora bien, ¿qué relación existe entre el material de este capítulo y el material de 
otros capítulos? La mejor forma de responder esta pregunta es dando un vistazo al capí­
tulo 3, ya que en éste también se abordan problemas en los que es importante el cálculo 
de probabilidades. Ahí se ¡lustra cómo el desempeño de un sistema depende del valor de 
una o más probabilidades. De nuevo, la probabilidad condicional y la independencia 
desempeñan un papel. Sin embargo, surgen nuevos conceptos que permiten tener una 
mayor estructura basada en el concepto de una variable aleatoria y su distribución de 
probabilidad. Recuerde que el concepto de las distribuciones de frecuencias se abordó 
brevemente en el capítulo 1. La distribución de probabilidad muestra, en forma gráfica o 
en una ecuación, toda la información necesaria para describir una estructura de probabi­
lidad. Por ejemplo, en el ejercicio de repaso 2.122 la variable aleatoria de interés es el 
número de artículos defectuosos, una medición discreta. Por consiguiente, la distribu­
ción de probabilidad revelaría la estructura de probabilidad para el número de artículos 
defectuosos extraídos del número elegido del proceso. Cuando el lector avance al capí­
tulo 3 y los siguientes, será evidente para él que se requieren suposiciones para determi­
nar y, por lo tanto, utilizar las distribuciones de probabilidad en la resolución de 
problemas científicos.



CAPITULO 3

Variables aleatorias y distribuciones 
de probabilidad
3.1 Concepto de variable aleatoria

La estadística realiza inferencias acerca de las poblaciones y sus característica.s. Se 
llevan a cabo experimentos cuyos resultados se encuentran sujetos al azar. La prueba 
de un número de componentes electrónicos es un ejemplo de experimento estadísti­
co, un concepto que se utiliza para describir cualquier proceso mediante el cual se 
generan varías observaciones al azar. A menudo es importante asignar una descripción 
numérica al resultado. Por ejemplo, cuando se prueban tres componentes electrónicos, 
el espacio muestral que ofrece una descripción detallada de cada posible resultado se 
escribe como

S = {AWM NND. NDN, DNN, NDD. DNt). DDN. DDD\.

donde N denota “no defectuoso”, y D, “defectuoso”. Es evidente que nos interes.i el 
número de componentes defectuosos que se presenten. De esta forma, a cada punto en 
el espacio muestral se le asignará un valor numérico de 0. 1.2 o 3. Estos valores son. 
por supuesto, cantidades aleatorias determinadas por el resultado del experimento. Se 
pueden ver como valores que toma la variable aleatoria X. es decir, el número de artícu­
los defectuosos cuando se prueban tres componentes electrónicos.

Definición 3.1: Una variable aleatoria es una función que asocia un número real con cada elemento 
del espacio muestral.

Utilizaremos una letra mayúscula, digamos X. para denotar una sanable alcaiona. \ su 
correspondiente letra minúscula, .t en este caso, para uno de sus valores. En el ejemplo 
de la prueba de componentes electrónicos obsen amos que la vanable aleatima .V toma 
el valor 2 para todos los elementos en el subconjunio

E = {DDN,DND.M)P\

del espacio muestral S. Esto es. cada valor posible de ,V icprc*icma un evento que es un 
subconjunto del espacio mue'-lial para el expenmento dado

SI
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Ejemplo 3.1:1 De una uma que contiene 4 bolas rojas y 3 negras se sacan 2 bolas de manera sucesiva.
sin reemplazo. Los posibles resultados y los valores y de la variable aleatoria Y, donde Y 
es el número de bolas rojas, son

Espacio muestral y
RR 2
RN I
NR I
NN 0

Ejemplo 3.2:1 El empleado de un almacén regresa tres cascos de seguridad al azar a tres obreros de un 
taller siderúrgico que ya los habían probado. Si Smith, Jones y Brown, en ese orden, 
reciben uno de los tres cascos, liste los puntos muéstrales para los posibles órdenes en que 
el empleado del almacén regresa los cascos, después calcule el valor m de la variable 
aleatoria M que representa el número de emparejamientos correctos.

Solución: SiS,JyB representan, respectivamente, los cascos que recibieron Smith, Jones y Browti.
entonces los posibles arreglos en los cuales se pueden regresar los cascos y el número de 
emparejamientos correctos son

Espacio muestra! in
SJB 3
SBJ I
BJS I
JSB I
JBS 0
BSJ 0

En cada uno de los dos ejemplos anteriores, el espacio muestral contiene un número 
finito de elementos. Por el contrario, cuando lanzamos un dado hasta que salga un 5. 
obtenemos un espacio muestral con una secuencia de elementos interminable,

S = {F. NF,NNF.NmF,...],

donde Fy N representan, respectivamente, la ocurrencia y la no ocurrencia de un .‘i. Sin 
embargo, incluso en este experimento el número de elementos se puede igualar a la can 
tidad total de números enteros, de manera que hay un primer elemento, un segundo, un 
tercero y así sucesivamente, por lo que se pueden coniiu-.

Hay casos en que la variable aleatoria es categórica ptir naturaleza en los cuales '■e 
utilizan las llamadas variables ficticias. Un buen ejemplo de ello es el caso en que l.¡ 
vanable aleatoria es binaria por naturaleza, como se indica a conimuacnin.

Ejemplo 3.3: t Considere la condición en que salen componentes de la línea de ensamble \ se les cl.i':- 
fica como defectuosos o no defectuosos. Defina la \ariable aleatoria ,V mediante

.Y
l, si el componente está defectuoso.
0, SI el componente no está defectuoso.
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Evidentemente la asignación de 1 o 0 es arbitraria, aunque bastante conveniente, lo cual 
quedará más claro en capítulos posteriores. La variable aleatoria en la que se eligen 0 y 1 
para describir los dos posibles valores se denomina variable aleatoria de Bernoulli. Ji

En los siguientes ejemplos veremos más casos de variables aleatorias.

Ejemplo 3.4:1 Los estadísticos utilizan planes de muestren para aceptar o rechazar lotes de materiales.
Suponga que uno de los planes de muestreo implica obtener una muestra independíente 
de 10 artículos de un lote de 100, en el que 12 están defectuosos.

Si X representa a la variable aleatoria, definida como el número de artículos que
están defectuosos en la muestra de 10. la variable aleatoria toma los valores 0,1,2.........
9, 10. J

Ejemplo 3.5:1 Suponga que un plan de muestreo implica obtener una muestra de artículos de un procc< 
so hasta que se encuentre uno defectuoso. La evaluación del proceso dependerá de cuán­
tos artículos consecutivos se observen. En este caso, sea X una variable aleatoria que se 
define como el número de artículos observados antes de que salga uno defectuoso. Si N 
representa un artículo no defectuoso y D uno defectuoso, los espacios muéstrales son 
S = {D} dado que X = 1. S s= dado que X = 2. S = {NND} dado que X = 3, y así 
sucesivamente. JI

Ejemplo 3.6:1 Existe interés por la proporción de personas que responden a cierta encuesta enviada por 
correo. Sea X tal proporción. X es una variable aleatoria que toma todos los \alores de j 
para los cuales 0 < j: < 1. JI

Ejemplo 3.7:1 Sea X la variable aleatoria definida como el tiempo que pasa, en horas, para que un radar 
detecte entre conductores sucesivos a los que exceden los límites de velocidad. La varia­
ble aleatoria X toma todos los valores de x para los que .r > 0. J

Definición 3.2: Si un espacio muestral contiene un número finito de posibilidades, o una serie intermi­
nable con tantos elementos como números enteros existen, se 'lama espacio muestral 
discreto.

Los resultados de algunos experimentos estadísticos no pueden ser ni finitos ni conta­
bles. Éste es el caso, por ejemplo, en una investigación que se realiza para medir las 
distancias que recorre un automóvil de cierta morca, en una ruta de prueba preestableci­
da. con cinco litros de gasolina. Si se asume que la distancia es una variable que se mide 
con algún grado de precisión, entonces salta a la vista que tenemos un número infinito 
de distancias posibles en el espacio muestral, que no se pueden igualar a la cantidad total 
de números enteros. Lo mismo ocurre en el caso de un experimento en que se registra el 
tiempo requerido para que ocurra una reacción química, en donde una vez. más las posi­
bles intervalos de tiempo que forman el espacio muestral serían un número infinito e 
incontable. Vemos ahora que no todos los espacios muéstrales necesitan .ser discretos.

Definición 3.3: Si un espacio muestral contiene un número infinito de posibilidades, igual al número de 
puntos en un segmento de recta, se le denomina espacio muestral continuo.

Una variable aleatoria se llama variable aleatoria di.scretu si se puede contar su conjun­
to de resultados posibles. En los ejemplos .3.1 a 3.5 las sanables :ileatoria.s son distretas. 
Sin embargo, una variable aleatoria cuyo conjunto de \aiorcs posibles os un intervalo 
completo de números no es discreta. Cuando una variable aleatona puede tonur valores
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en una escala continua, se le denomina variable aleatoria continua. A menudo los po­
sibles valores de una variable aleatoria continua son precisamente los mismos valores 
incluidos en el espacio rauestral continuo. Es evidente que las variables aleatorias des­
critas en los ejemplos 3.6 y 3.7 son variables aleatorias continuas.

En la mayoría de los problemas prácticos las variables aleatorias continuas repre­
sentan datos medidos, como serían todos los posibles pesos, alturas, temperaturas, dis­
tancias o periodos de vida; en tanto que las variables aleatorias discretas representan 
datos por comeo, como el número de artículos defectuosos en una muestra de k artículos o 
el número de accidentes de carretera por año en una entidad espccííica. Obseire que 
tanto Y como M, las variables aleatorias de los ejemplos 3.1 y 3.2, representan datos por 
comeo: Y el número de bolas rojas y A/ el número de emparejamientos correctos de cascos.

3.2 Distribuciones discretas de probabilidad
Una variable aleatoria discreta toma cada uno de sus valores con cierta probabilidad. Al 
lanzar una moneda tres veces, la variable X, que representa el número de caras, toma 
el valor 2 con 3/8 de probabilidad, pues 3 de los 8 puntos muéstrales igualmente proba­
bles tienen como resultado dos caras y una cruz. Si se suponen pesos ¡guales para Ion 
eventos simples del ejemplo 3.2, la probabilidad de que ningún obrero reciba el ca.sco 
correcto, es decir, la probabilidad de que M tome el valor cero, es 1/3. Los valores posi­
bles m de A/ y sus probabilidades son

ni 0 3
PiM = m) 1 i 1

1 2 (.

Obsers'e que los valores de m agotan todos los casos posibles, por lo tanto, las probabi­
lidades suman 1.

Con frecuencia es conveniente representar todas las probabilidades de una \ariab!c 
aleatoria X usando una fórmula, la cual necesariamente sería una función de los \a!orc> 
nume'ricos.vque denotaremos con/(.v), gl.r). rí.v) > así sucesisaniente. Por lo tanto, cscn 
bimos f{x) = P{X = .r); es decir,/(3) = FiX = 3). .\\ conjunto de pares ordenados (i. 
fix)) se le llama función de probabilidad, función de masa de probabilidad o distri­
bución de probabilidad de la vanable aleatoria discreta .V.

Definición 3.4: El conjunto de pares ordenados (.v,/(.v)) es una función de probabilidad, una función 
de masa de probabilidad o una distribución de probabilidad de la sanable aleatoria 
discreta X si. para cada resultado .v posible.

l./(x)>0,

3. E/(-v) = I.
J

3. PiX =.v) — fix).

Ejemplo 3.8;' Un embarque de 20 computadoras portátiles similares para una tienda miiionsia conii­
ne 3 que están defectuosas. Si una escuela compra al a/ar 2 de c>tas cimiputadiiras. ca! 
cule la distribución de probabilidad para el número de computadora', delectuosas 

Solución: Sea .V una variable aleatoria cujos valores son los números posibles de computador.!
defectuosas comprada.s por la escuela. Entonces \ st>Io puede asumir los numeres O. 1 ■
2..Asi.
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m = PiX
0,_ (o)(2) 
0)- (20)

fi2) = P{X =2)
mi
(?)

68
95'

3
I90‘

fi\) = P(X =1) =
(Í)(V) . 51

(-") 190’

Por consiguiente, lo distribución de probabilidad de X es

X 0 2
/(-V) 68

95
SI
190

3
I9U

Ejemplo 3.9:1 Si una agencia automotriz vende 50% de su inventarío de cierto vehículo extranjero 
equipado con bolsas de aire laterales, calcule una fórmula para la distribución de proba­
bilidad del número de automóviles con bolsas de aire laterales entre los siguientes 4 ve­
hículos que venda la agencia.

Solución: Como la probabilidad de vender un automóvil con bolsas de aire laterales es 0.5, los 
2'* = 16 puntos del espacio muestral tienen la misma probabilidad de ocurrencia. Por lo 
tanto, el denominador para todas las probabilidades, y también para nuestra función, es 
16. Para obtener el número de formas de vender tres automóviles con bolsas de aire la­
terales necesitamos considerar el número de formas de dividir 4 resultados en 2 celdas, 
con 3 automóviles con bolsas de aire laterales asignados a una celda, y el modelo sin 
bolsas de aire laterales asignado a la oüti. Esto se puede hacer de (^) = 4 formas. En 
general, el evento de vender .r modelos con bolsas de aire laterales y 4 — .c modelos sin 
bolsas de aire laterales puede ocurrir de (^) formas, donde .t puede ser 0. 1,2. 3 o 4. Por 
consiguiente, la distribución de probabilidad/(.t) = P(X = x) es

/(.r) = para .r = 0. 1,2,3,4. ^

Existen muchos problemas en los que desearíamos calcular la probabilidad de que 
el valor observado de una variable aleatoria X sea menor o igual que algún número real 
X. Al escribir F(x) = P(X < x) para cualquier número rea! .t, definimo;- F(x) como la 
función de la distribución acumulativa de la variable aleatoria X.

Definición 3.5: La función de la distribución acumulativa F(x) de una variable aleatoria discreta X 
con distribución de probabilidad /(.t) es

F(x) = P(X <.y) = para -oc <.t<:x..
rsx

Para la variable aleatoria A/, el número de emparejamientos correctos en el ejem - 
pío 3.2, tenemos

F{2) = P{M < 2) =/(0) -(-/(l) = 1 + i =
3 2o

La función de la distribución acumulativa de M es
ü. para m < 0. 
j. para 0 < m < 1.

para 1 < m < 3.
1, para m > 3.

Fim)^
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Es necesario observar en particular el hecho de que la función de la distribución acumu­
lativa es una función no decreciente monótona, la cual no sólo se define para los valores 
que toma la variable aleatoria dada sino para todos los números reales.

Ejemplo 3.10:1 Calcule la función de la distribución acumulativa de la variable aleatoria X del ejemplo 3.9. 
Utilice F{x) para verificar que/(2) = 3/8.

Solución: El cálculo directo de la distribución de probabilidad del ejemplo 3.9 da/(0) — 1/16, 
/(l) = l/4,/(2) = 3/8,/(3) = 1/4 y/(4) = 1/16. Por lo tanto,

F{0) =/(0) =

F(l)=/(0) +/{!)= 1 

F(2)=/(0) -1-/(1)-1-/(2) =

F(3) =/(0) -1-/(1) -F/(2) -1-/(3) =

F(4) =/(0) -1-/(1) -1-/(2) -1-/(3) +fi4) = 1.

Por lo tanto.

Entonces,

Fix)

0, para x < 0, 
para 0< X < 1, 
para 1 < x < 2, 

|i, para 2< x < 3, 

panx3<x< 4. 
1 para x > 4.

J
A menudo es útil ver una distribución de probabilidad en forma gráfica. Se pueden 

graficar los puntos (x,/(x)) del ejemplo 3.9 para obtener la figura 3.1. Si unimos los 
puntos ai eje x, ya sea con una línea punteada o con una línea sólida, obtenemos una 
gráfica de función de masa de probabilidad. La figura 3.1 permite ver fácilmente que 
valores de X tienen más probabilidad de ocurrencia y, en este caso, también indica una 
situación perfectamente simétrica.

Sin embargo, en vez de graficar los puntos (.r,/(x)), lo que hacemos más a menudo 
es construir rectángulos como en la figura 3.2. Aquí los rectángulos se construyen de 
manera que sus bases, con la misma anchura, se centren en cada valor .r. y que sus alturas 
igualen a las probabilidades correspondientes dadas por fix). Las bases se construyen de 
forma tal que no dejen espacios entre los rectángulos. La figura 3.2 se denomina hlsto- 
grama de probabilidad.

Como cada base en la figura 3.2 tiene el ancho de una unidad, P(X = x) es igual al 
área del rectángulo centrado en .v. Incluso si las bases no tuvieran el ancho de una uni­
dad, podríamos ajustar las alturas de los rectángulos para que tengan áreas que igualen 
las probabilidades de X de tomar cualquiera de sus valores x. Este concepto de utilizar
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áreas para representar probabilidades es necesario para nuestro estudio de la distribución 
de probabilidad de una variable aleatoria continua.

La gráfica de la función de la distribución acumulativa del ejemplo 3.9, que aparece 
como una función escalonada en la figura 3.3, se obtiene graficando los puntos (x, F(.t)),

Ciertas distribuciones de probabilidad se aplican a más de una situación física. La 
distribución de probabilidad del ejemplo 3.9 tambie'n se aplica a la variable aleatoria Y, 
donde Y es el número de caras que se obtienen cuando una moneda se lanza 4 veces, o a 
la variable aleatoria W, donde U'es el número de cartas rojas que resultan cuando se sacan 
4 cartas al azar de una baraja de manera sucesiva, se reemplaza cada carta y .se baraja 
antes de sacar la siguiente. En el capítulo 5 se estudiarán distribuciones discretas espe­
ciales que se aplican a diversas situaciones expierimentalcs.

F<>)
1

3/4

1/2

1/4

0 1 2 3 4 '

Figura 3.3: Función de distribución acumulativa discreta.

3.3 Distribuciones de probabilidad continua
Una variable aleatoria continua tiene una probabilidad 0 de adoptar cxacuimcnu- cual­
quiera de sus valores. En consecuencia, su distribución de probabilidad no se puede
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presentar en forma tabular. En un principio esto parecería sorprendente, pero se vuel­
ve más probable cuando consideramos un ejemplo específico. Consideremos una varia­
ble aleatoria cuyos valores son las estaturas de todas las personas mayores de 21 años de 
edad. Entre cualesquiera dos valores, digamos 163.5 y 164.5 centímetros, o incluso entre
163.99 y 164.01 centímetros, hay un número infinito de estaturas, una de las cuales es 
164 centímetros. La probabilidad de seleccionar al azar a una persona que tenga exacta­
mente 164 centímetros de estatura en lugar de una del conjunto infinitamente grande de 
estaturas tan cercanas a 164 centímetros que humanamente no sea posible medir la dife­
rencia es remota, por consiguiente, asignamos una probabilidad 0 a tal evento. Sin em­
bargo, esto no ocurre si nos referimos a la probabilidad de seleccionar a una persona que 
mida al menos 163 centímetros pero no más de 165 centímetros de estatura. Aquí nos 
referimos a un intervalo en vez de a un valor puntual de nuestra variable aleatoria.

Nos interesamos por el cálculo de probabilidades para varios inter%'alos de variables 
aleatorias continuas como P(a < X < b), P(W > c), etc. Observe que cuando X es 
continua,

P{a<X<b)=P{a<X<b) + P(X = b)=P(a<X< b).

Es decir, no importa si incluimos o no un extremo del inten alo. Sin embargo, esto no es 
cierto cuando X es discreta.

Aunque la distribución de probabilidad de una variable aleatoria continua no se 
puede representar de forma tabular, sí es posible plantearla como una fórmula, la cual 
necesariamente será función de los valores numéricos de la variable aleatoria continua 
X, y como tal se representará medíanle la notación funcional/(.v). Cuando se trata con 
variables continuas, a/(x) por lo general se le llama función de densidad de probabi­
lidad, o simplemente función de densidad de X. Como X se define sobre un espacio 
mueslral continuo, es posible que f{x) tenga un número finito de discontinuidades. Sin 
embargo, la mayoría de las funciones de densidad que tienen aplicacione.s prácticas en el 
análisis de datos estadísticos son continuas y sus gráficas pueden tomar cualesquiera de 
varias formas, algunas de las cuales se presentan en la figura 3.4. Como se utilizarán 
áreas para representar probabilidades y éstas son valores numéricos positivos, la función 
de densidad debe caer completamente arriba del eje x.

Figura 3.4: Funciones de densidad típica.s.
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Una función de densidad de probabilidad se construye de manera que el área bajo su 
curva limitada por el eje x sea igual a 1, cuando se calcula en el rango de X para el que 
se define/(Ar). Como este rango de X es un intervalo finito, siempre es posible extender 
el intervalo para que incluya a todo el conjunto de números reales definíendo/(jr) como 
cero en todos los puntos de las partes extendidas del intervalo. En la figura 3.5 la proba­
bilidad de que X tome un valor entre a y ¿> es igual al área sombreada bajo la función de 
densidad entre las ordenadas en.x = flyj: = b, ya partir del cálculo integral está dada por

rb
P(a<X < b)~ fix) dx. 

Jq

Definición 3.6: La función /(x) es una función de densidad de probabilidad (fdp) para la variable 
aleatoria continua X, definida en el conjunto de números reales, si

1. fix) > 0, para toda x e R.

2- jTo.fi.x)dx^\.

3. Pia<X< b) = J^fix)dx.

Ejemplo 3.11:1 Suponga que el error en la temperatura de reacción, en '^C, en un experimento de labora­
torio controlado, es una variable aleatoria continua X que tiene la función de densidad de 
probabilidad

fix)
— 1 < -V < 2.

0. en otro caso.

a) Verifique que fix) es una función de densidad.
b) Calcule f(0 < X < 1).

Solución: Usamos la definición 3.6.
a) Ev¡dentemente,/(.v) > 0. Para verificar la condición 2 de la definición 3.6 tenemos

. /■* /■* r" v-* 1 8 1 
y 9
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b) Si usamos la fórmula 3 de la definición 3.6, obtenemos

P(0 <X<\) =í: -D

Definición 3.7: La función de distribución acumulativa F(x), de una variable aleatoria continua X con 
función de densidad f(x), es

F(x) = P{X
<x) = f

f{t) dt, para — oo < .v < oo.

Como una consecuencia inmediata de la definición 3.7 se pueden escribir los dos resul­
tados,

P{a <X < b) = F(b) -F(a) y f(x) =
íL\

si existe la derivada.

Ejemplo 3.12:1 Calcule F(x) para la función de densidad del ejemplo 3.11 y utilice el resultado pura 
evaluar /’(O <X < 1).

Solución: Para —1 < .r < 2,

r r t-Fix) = Lfi^)d,=J -d:=- x^ + 1 
9

Por lo tanto,
0. .v<-l.

F{x) =
t' + i

-1 <A < 2. 
•\ > 2. ■

La función de la distribución acumulativa F(.r) se expresa en la figura 3.6. linionces. 
F(0<X < 1) = F(I)-F(0)= = - ^

que coincide con el resultado que se obtuvo al utili/ar la l’unción de densidad en el eiem 
pío 3.11. J

Ejemplo 3.13:1 El Departamento de Energía (DE) asigna proyectos mediante licitación >. por lo general 
estima lo que debería ser una licitación razonable Sea h el e'timado Ll Dh delermmn 
que la función de densidad de la licitación ganadora (baja) es

/(y) =
=/'<>< 2h. 
en otro caso

Calcule F(y) y utilice el resultado para delenninar la probabilidad de que la iRitaLio-i 
ganadora sea menor que la estimación preliminar h del Dh.

Solución: Para 2b/5 < y < 2b,

5 , 5/|'. l
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m

Por consiguiente,

Fiy)
0, >' < Ib,
Ü-i, \b<y<2b.

1. r>2b

Para determinar la probabilidad de que la licitación ganadora sea menor que la estima­
ción preliminar b de la licitación tenemos

J

Ejercicios
3.1 Gasiñque las siguientes variables alcatonas como 
discretas o continuas*

X'. el número de accidentes automovilísticos que 
ocurren al año en Virginia.
K'el tiempo parajugar 18 hoyos de golf.
M: la caaUdad de leche que una saca cspeciñca 
produce anualmente.
N. el número de huevos que una gallina pone 
mensualmente.
P el número de permisos para construcción que 
los funcionarios de una ciudad emiten cada mes. 
Q' el peso del grano producido por acre.

32 Un embarque foráneo de 5 automóviles extranje­
ros contiene 2 que üenen ligeras manchas de pintura. 
Suponga que una agencia recibe 3 de estos aulomos ilcs 
ai azar y bste los elementos del espacio mueslral S 
usando las letras M y N para “manchado" y “sin man­
cha", respectivamente; luego asigne a cada punto

mueslral un \alorxde la sanable aleaiona .Y que repre­
senta el número de automóviles con manchas, de pintu­
ra que compró la agencia
32 Sea W la sanable alcatona que da el número de 
cara.s menos el número de cruces en tres lanzamientos 
de una moneda Liste los elementos del espacio mues­
lral S para los tres lanzamientos de la moneda y asigne 
un valor u de iVa cada punto muestral
3.4 Se lanza una moneda hasta que se presentan 3 ca­
ras sucesivamente Liste sólo aquellos elementos del 
espacio mueslral que requieren 6 o menos lanzamien­
tos t,Es éste un espacio mueslral discreto'' Explique su 
respuesta
32 Determine el valor c de mixlo que cada una de las 
siguientes funciones sirva como distribución de proba­
bilidad de la variable aleatona discreta -Y 
[j) /(r) = í (T-+4), para X = 0.1.2..L 
b) /(r) = c'(;)(,Upara t = 0,1,2
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3.6 La vida úül. en días, para frascos de cierta medi­
cina de prescripción es una vanable alealona que tiene 
la siguiente función de densidad*

/(t) =
20 OOO

(.+ !00)J ’
0.

;c > 0,
en otro caso.

Calcule la probabilidad de que un frasco de esta medi­
cina tenga una vida útil de 
o) al menos 200 días; 
b) cualquier lapso entre 80 y 120 días

3.7 El número total de horas, medidas en unidades de 
100 horas, que una familia utiliza una aspiradora en un 
penodo de un año es una vanable aleatona continua 
que tiene la siguiente función de densidad:

/(t) =
t,
2-t.
0.

0< r< 1.
1 < r < 2, 
en otro caso

Calcule la probabilidad de que en un penodo de un año 
una faimlia utilice su aspiradora 
o) menos de 120 horas; 
b) entre 50 y 100 horas

3.8 Obtenga la distnbución de probabilidad de la sa­
nable aleatona IV'del ejercicio 3 3, suponga que la mo­
neda esta cargada, de manera que existe el doble de 
probabilidad de que ocurra una cara que una cruz

3.9 La proporción de persona.s que responden a cierta 
encuesta enviada por correo es una vanable aleatona 
continua X que tiene la siguiente función de densidad

fix) 0< r< 1, 
en otro caso

a) Demuestre que f*(0 < X < 1) = 1
b) Calcule la probabilidad de que mas de 1/4 pero 

menos de 1 /2 de las personas contactadas respon­
dan a este tipo de encuesta

3.10 Encuentre una formula para la distnbucion de 
probabilidad de la sanable alealona X que represente el 
resultado cuando se lanza un dado una vez

3.11 Un embarque de 7 televisores contiene 2 unida­
des defectuosas Un hotel compra 3 de los telcv isores al 
azar Si x es el número de unidades defectuosas que 
compra el hotel, calcule la distnbucion de probabilidad 
de X Exprese los resultai'os de fonna gralica tomo un 
histograma de probabilidad

3.12 Una empresa de inversiones ofrece a sus clientes 
bonos municipales que vencen después de vanos años 
Dado que la función de distribución acumulativa de T 
el número de años para el vencimiento de un bono que 
se elige al azar, es

Fit) =

0.

2
1.

t < U 
1 < r < 3, 
3 < r < 5. 
5 < / < 7. 
/>7,

calcule
a) PiT=5);
b) PiT>3),
c) Pi\A<T<6),
d) PiT<5\T>2),
3.13 La distnbucion de probabilidad de X. el numero de 
imperfecciones que se encuentran en cada 10 metros 
de una tela sintética que viene en rollos continuos de 
ancho uniforme, está dada por

X 0 1 2 3 4
fix) 041 0 37 0 16 0 05 001

Construya la función de dislnbucion acumulativa de \
3.14 El tiempo que pasa, en horas, para que un radar 
detecte entre conductores sucesivos a los que excedían 
los límites de velocidad es una vanable aleatona conii 
nua con una función de distnbucion acumulativa

r, , - /O* ^ < 0*
\l-í'-*'*. v>0

Calcule la probabilidad de que el tiempo que pa^i 
para que el radar detecte entre conductores sucesivi^ 
a los que exceden los limites de velocidad sea menor d 
12 minutos
a) usando la función de disinbucion acumulativa de \
b) utilizando la función de densidad de probabilid-J 

de .Y
3.15 Calcule la función de distnbucion acumulativa 
de la vanable aleatona X que represente el numero dv 
unidades defectuosas en el ejerucio 3 11 Luego, uitli 
ce F{x) para calcular
a) P{X = I).
b) P(0 <X <2)

3.16 Constru>a una gralica de la lunuon de distnbu 
Clon acumulativa del ejercicio 3 1^
3.17 Una vanable aleatona continua \ queputdci 
mar valores entre r = 1 v t = 3. tiene una luncioii d 
densidad dada por/( i) = 1/2
ü) Muestre que el area bajo la curva es leual a 1 
h) Calcule ^(2< A <251 
t) Calcule PiX < \ t>)
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3.18 Una variable aleatoria continua que puede to­
mar valores entre .r = 2 y .v = 5, tiene una función de 
densidad dada por/(.T) = 2( 1 -t- .t)/27. Calcule
a) P(X< 4);
b) P{3<X< 4).

3.19 Para la función de densidad del ejercicio 3.17 
calcule F(x). Utilícela para evaluar P(2 <X < 2.5).

3.20 Para la función de densidad del ejercicio 3.18 
calcule F(x) y utilícela para evaluar P(3 < X < 4).

3.21 Considere la función de densidad

0<.r< 1. 
en otro caso.

a) Evalúe k.
b) Calcule F(x) y utilice el resultado para evaluar

P(0.3<X <0.6).

3.22 Se .sacan tres carta.s de una baraja de manera su­
cesiva y sin reemplazo. Calcule la distribución de pro­
babilidad para la cantidad de espada.s.

3.23 Calcule la función de distribución acumulativa 
de la variable aleatoria U' del ejercicio 3.8. Use F{w) 
para calcular
a) P(U' > 0);
b) P(-l <\V < 3).

3.24 Calcule la distribución de probabilidad para el 
número de discos compactos de jazz cuando, de una 
colección que consta de 5 de jazz, 2 de música clásica 
y 3 de rock, se seleccionan 4 CD al azar Exprese sus 
resultados utilizando una fórmula.

3.25 De una caja que contiene 4 monedas de 10 cen­
tavos y 2 monedas de 5 centavos se seleccionan 3 mo­
nedas al azar y sin reemplazo. Calcule la distribución 
de probabilidad para el total T de las 3 monedas. Expre­
se la distribución de probabilidad de fonna gráfica 
como un histograma de probabilidad.

3.26 De una caja que contiene 4 bolas negras y 2 ver­
des se sacan 3 bolas sucesivamente, cada bola se regre­
sa a la caja antes de sacar la siguiente. Calcule la 
distribución de probabilidad para el número de bolas 
serdes.

3.27 El tiempo que pasa, en horas, antes de que una 
parte importante de un equipo electrónico que se utiliza 
para fabricar un reproductor de DVD empiece a fallar 
tiene la siguiente función de densidad:

t<()

a) Calcule F{x).
b) Determine la probabilidad de que el componente 

{y, por lo tanto, el reproductor de DVD) funcione- 
durante más de 1000 horas antes de que sea nece­
sario reemplazar el componente.

c) Determíne la probabilidad de que el componente 
falle antes de 2000 horas.

3.28 Un productor de cereales está consciente de que 
el peso del producto varia ligeramente entre una y otra 
caja. De hecho, cuenta con suficientes datos históricos 
para determinar la función de densidad que describe la 
estructura de probabilidad para el peso (en onzas). Si 
X es el peso, en onzas, de la variable aleatoria, la fun­
ción de densidad se describe como

/W = |f- 2X15^.^26.25.
{0, en otro ca.so.

a) Verifique que sea una función de densidad válida.
b) Determine la probabilidad de que el peso sea me­

nor que 24 onzas.
c) La empresa desea que un peso mayor que 26 onza.s 

sea un caso extraordinariamente raro. (.Cuál será 
la probabilidad de que en verdad ocurra este caso 
extraordinanamente raro?

3.29 Un factor importante en el combusüble sólido 
para proyectiles es la distribución del tamaño de Lls pai 
ü'culas. Cuando las partículas son demasiado grandes se 
presentan problemas importantes. A partir de datos de 
producción históricos se determinó qae la dismbución 
de! tamaño (en mieras) de las partícula.' se caractenza por

/U) — ^
\o, en otri- caso

a) Venfique que sea una función de densidad \ aliJa.
b) Evalúe F(x).
f) ¿Cuál es la probabilidad de que una partícula lo­

mada al azar del combustible fabricado sea niavor 
que 4 mieras?

330 Las mediciones en los sistemas científicos siem­
pre están sujetas a vanaciún. algunas veces mas que otras 
Hay muchas estructuras para los errores de medición v 
los estadísticos pasan mucho tiempo modelándolos Su­
ponga que el error de medición .V de cieru cantidad lí-ica 
es determinado por la siguiente (unción de densidad

|_0. en otro caso
ti) Detcnnine k. que reprcscma ym. uiu luncmn de 

densidad válida
/;) Calcule la probabilidad de que un error aleatorio 

en la medición .sea menor que ' i
f) Para esta medición específica, resulta indeseable si 

la niüíiniiiiil del error 'c . decir, jvjl es mavor que 
0 H., Cuál es la prob.ibili 111 Je que eslo iKiirra ’
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331 Con base en pruebas extensas, el fabricante de 
una lavadora determinó que el tiempo Y (en años) para 
que el electrodoméstico requiera una reparación mayor 
se obtiene mediante la siguiente función de densidad de 
probabilidad:

^ \0, en cualquier otro caso.

á) Los críticos considerarían que la lavadora es una 
ganga si no hay probabilidades de que requiera 
una reparación mayor antes del sexto año. Comen­
te sobre esto determinando P(X > 6). 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la lavadora requie­
ra una reparación mayor durante el primer año?

332 Se está revisando qué proporciones de su presu­
puesto asigna cierta empresa industrial a controles 
ambientales y de contaminación. Un proyecto de reco­
pilación de datos determina que la distribución de tales 
proporciones está dada por

0<y<l.
^ \0, en cualquier otro caso.

a) Veriñque que la función de densidad anterior sea 
válida.

b) ¿Cuál es la probabilidad de que una empresa elegi­
da al azar gaste menos de 10% de su presupuesto 
en controles ambientales y de contaminación?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que una empresa selec­
cionada al azar gaste más de 50% de su presupues­
to en controles ambientales y de la contaminación?

333 Suponga que cierto tipo de pequeñas empresas 
de procesamiento de datos están tan especializadas que 
algunas tienen dificultades para obtener utilidades du­
rante su primer año de operación. La función de densi­
dad de probabilidad que caracteriza la proporción Y 
que obtiene utilidades está dada por

= o<‘y<i,
' \o, en otro caso.

a) ¿Cuál es el valor de k que hace de la anterior una 
función de densidad válida?

b) Calcule la probabilidad de que al menos 50% de 
las empresas tenga utilidades durante el primer 
año.

c) Calcule la probabilidad de que al menos 80% de las 
empresas tenga utilidades durante el primer año.

334 Los tubos de magnetrón se producen en una lí­
nea de ensamble automatizada. Periódicamente se uti­
liza un plan de muesireo para evaluar la calidad en la 
longitud de los tubos; sin embargo, dicha medida está 
sujeta a incertidumbre. Se considera que la probabili­
dad de que un tubo elegido al azar cumpla con las espe­
cificaciones de longitud es 0.99. Se utiliza un plan de 
muestren en el cual se mide la longitud de 5 tubos ele­
gidos al azar.
a) Muestre que la función de probabilidad de Y, el 

número de tubos de cada 5 que cumplen con las 
especificaciones de longitud, está dada por la si­
guiente función de probabilidad discreta:

b) Suponga que se eligen artículos de la línea al azar 
y 3 no cumplen con las especificaciones. Utilice la 
f(y) anterior para apoyar o refutar la conjetura de 
que hay 0.99 de probabilidades de que un solu 
tubo cumpla con las especificaciones.

335 Suponga que a partir de gran canudad de datO', 
históncos se sabe que X, el número de automóviles que 
llegan a una intersección específica durante un periodo 
de 20 segundos, se determina mediante la siguiente 
función de probabilidad discreta

¿I
f(x) = e~^—, para x = 0,1,2.....

a) Calcule iu probabilidad de que en un periodo espe­
cífico de 20 segundos más de 8 automóviles lle­
guen a la intersección.

b) Calcule la probabilidad de que sólo lleguen 2 auto­
móviles.

336 En una tarea de laboratono. si el equipo csu 
funcionando, la función de densidad del resultado ob­
servado. X, es

^ Í2tl -X). 0 < \ < 1.
(0. en otro caso.

a) Calcule PÍA’ < 1/3).
b) ¿Cuál es la probabilidad de que .Y sea ma>or qu:

0.5?
c) Dado que X > 0.5. ¿cuál es la paihabilidad de que \ 

sea menor que 0.75?

3.4 Distribuciones de probabilidad conjunta

El estudio de las variables alealoria.s y sus distribuciones de probabilidad de la sección 
anterior se restringió a espacios muéstrales unidimen.sionales, ya que registramos lo> 
resultados de un expenmento como los valores que toma una sola sanable aleatoria N'’
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obstante, habrá situaciones en las que se busque registrar los resultados simultáneos de 
diversas variables aleatorias. Por ejemplo, en un experimento químico controlado podría­
mos medir la cantidad del precipitado P y la del volumen V de gas liberado, lo que daría 
lugar a un espacio muestra! bidimensional que consta de los resultados {p, v); o bien, 
podríamos interesamos en la dureza J y en la resistencia a la tensión Tde cobre estirado 
en Mo que produciría los resultados {d, t). En un estudio realizado con estudiantes univer­
sitarios para determinar la probabilidad de que tengan éxito en la universidad, basado en 
los datos del nivel preparatoria, se podría utilizar un espado maestral tridimensional y 
registrar la caüñcación que obtuvo cada uno en la prueba de aptitudes, el lugar que cada 
uno ocupó en la preparatoria y la califícación promedio que cada uno obtuvo al ñnal de 
su primer año en la universidad.

Si Xy Kson dos variables aleatorias discretas, la distribución de probabilidad pura sus 
ocurrencias simultáneas se representa mediante una función con valoresf{x, y), para cual­
quier par de valores (x, y) dentro del rango de las variables aleatorias X y K. Se acostumbra 
referirse a esta función como la distribución de probabilidad conjunta de X y K

Por consiguiente, en el caso discreto,

fix,y) = P(X =x,Y =y):

es decir, los valores/(.r, y) dan la probabilidad de que los resultados x y y ocurran al 
mismo tiempo. Por ejemplo, si se le va a dar servicio a los neumáticos de un camión de 
transporte pesado, y X representa el número de millas que éstos han recorrido •. Y el 
número de neumáticos que deben ser reemplazados, entonces/(30,000, 5) es la probabi­
lidad de que los neumáticos hayan recorrido más de 30,000 millas y que el camión nece­
site 5 neumáticos nuevos.

Definición 3.8: La función/Cx.y) es una distribución de probabilidad conjunta o función de masa de 
probabilidad de las variables alcatonos discretas X y K si

L /(.t, y) > 0 para toda (.r, y).

2. EE/(^.>')= 1.
j >

3. PíX ==X,Y =y)=/U.y).

Para cualquier región/í en el plano .n% P(íAf. K) 6/4) = SS/ÍJ.y).

Ejemplo 3.14: i Se seleccionan al azar 2 repuestos para bolígrafo de una caja que contiene 3 repuestos 
azules, 2 rojos y 3 verdes. Si X es el número de repuestos a/ules y >' es el número de 
repuestos rojos .seleccionados, calcule

a) la función de probabilidad conjunta f(x, y),
b) P|(.V, K) €/4), donde/4 es laregión {íx,y)|.r+ y < 1}.

Solución: Los posibles pares de valores (.r.y) son (0.0). (0. 1). (1.0), (1. 1). (0. 2) v (2, 0).

a) Ahora bien,/(0.1), por ejemplo, representa la probabilidad de seleccionar un repues­
to rojo y uno verde. El número total de fonnas igualmeiife probables de seleccionar 
cualesquiera 2 repuestos de los 8 es (!)) = 28. El numero >1’. lormas de seleccio­
nar 1 rojo de 2 repuestos rojos y I verde de .3 repuestos verdes es íj)(J) .= 6 En 
consecuencia,/(O. l) = 6/28 3/14. ( .ilculos .imilares dan las probabilidades p.ira
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ios otros casos, ios cuales se presentan en la tabla 3.1. Observe que las probabilidade;, 
suman 1. En el capítulo 5 se volverá evidente que la distribución de probabilidad 
conjunta de la tabla 3.1 se puede representar con la fórmula

fix,y)^------

para j: = 0, I, 2;y = 0, I, 2; y 0 <.r + y < 2.
b) La probabilidad de que {X, Y) caiga en la región A es

P[(X. Y)€A]^P(X + K<l)=/(0,0)+/(0.1)+/(1.0)

- i. i. L-1.
” 28 14 28 ” 14'

Tabla 3.1: Distribución de probabilidad conjunta para el ejemplo 3.14

f(x. y)
X Totales 

por renglón0 2
0 9

ÍH
3

28
15

y 1
i 3

14 0 3
7

2 0 0 1
28

Totales por columna t5
28

3
28

1

Cuando X y >' son variables aleatorias continuos, la función de densidad conjunta 
/(.t.y) es una superficie que yace sobre el plano.ty. y P[(X,10 € /I), donde A es cualquier 
región en el plano xy, que es igual al volumen del cilindro recto limitado por la base /t \ 
la superficie.

Definición 3.9: La función/(.v.y) es una función de densidad conjunta de las variables aleatorias con­
tinuas X y y si

L f{x. y) > 0. para toda (x y).

2- XlXl/(.v.v) **■ = !.

3. P [(X. y) € A] = J /(.t. y) dx dy, para cualquier región A en el plano at.

Ejemplo 3.15:1 Una empresa privada opera un local que da setricío a dientes que llegan en au(omó\ il > 
otro que da seiT’icio a clientes que llegan caminando. En un día elegido al a/ar. sean .\ 
y y respectivamente, las proporciones de tiempo que ambos locales están en sers icio. > 
suponiendo que la función de densidad conjunta de estas sanables aleatorias es

, Í^(2.t-f3y). 0<.T < l,0<v< I.
/U y) = { 5

0. en otro caso.

(j) Verifique la condición 2 de la definición 3.9.
h) Calcule}') €.4 |. donde A = ((.v, y) I 0 < .t < 4. j < y < 4 |.
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Solución: a) La integración dejix,y) sobre la totalidad de la región es

1»*»**

2 3 ,
5+5 = *-

b) Para calcular la probabilidad utilizamos
P[(X, Y)eA]=P (o<x <¡-,1 <Y <

\ 2 4
a1/2 /-1/2 2

= / / -(2j: 4- 3y) dr ¿/v
^1/4 JO J

a = l/2

0

=/: (¥*í)i::>=ra*í)*
10 10

¿[G-9-(í4)l=iS-
Dada la distribución de probabilidad conjunta/(.v,y) de las variables aleatorias dis­

cretas Xy y, la distribución de probabilidad g(.r) sólo de .V se obtiene sumando/( i.y) 
sobre los valores de Y. De manera similar, la distribución de probabilidad /i(>j de sólo 1' 
se obtiene sumando/(.r,y) sobre los valores de X. Definimos ^'í-r) y /i(y) como distribu­
ciones marginales de X y Y, respectivamente. Cuando A' y >' son sanables aleatorias 
continuas, las sumatorias se reemplazan por integrales. Ahora podemos establecer la si­
guiente definición genera!.

Definición 3.10: Las distribuciones marginales sólo de Xy sólo de l'son

g(jr) = ^/(.T. y) y /iíy) = 53/(.v. y) 
y *

para el caso discreto, y

= j f(x,y)dy y h(y) = J f(x.y\dx

para el caso continuo.

El término marsinal se utiliza aquí porque, en el caso discreto, los \alores de «(u > /i(\) 
son precisamente los totales marginales de las columnas y los renglones respeclisos. 
cuando los valores de/(.v.y) se muestran en una tabla rectangular
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Ejemplo 3.16:1 Muestre que los totales de columnas y renglones de la tabla 3.1 dan las distribuciones 
marginales de sólo X y sólo Y.

Solución: Para la variable aleatoria X vemos que
g(0) =/(0,0) +/(0, 1) +/(0,2) = ¿ + ^ + ¿ = -|-

S(l) =/(l,0) +/(I, I) +/(1,2) = 1 + 1 +0 = ^.

g(2) =/(2,0) +/(2,1) +/(2,2) = ^ + 0 + 0 = ^,

que son precisamente los totales por columna de la tabla 3.1. De manera similar po­
demos mostrar que los valores de h(y) están dados por los totales de los renglones. En 
forma tabular, estas distribuciones marginales se pueden escribir como sigue:

X 0 2 y 0 1 2

six) 5
14

15
28 i hiy) 15

28

Ejemplo 3.17:1 Calcule g(Ar) y h(y) para la función de densidad conjunta del ejemplo 3.15. 
Solución: Por definición,

sM
4.x- -1-3

>=o

para 0 < x < 1, y g(.r) = 0 en otro caso. De manera similar,

ii(y) = J /u .V) =

para 0 < y < 1, y li(y) = 0 en otro caso. J
El hecho de que las distribuciones marginales g(x) y /¡(v) .sean en realidad las distri­

buciones de probabilidad de las variables individuales X y Y solas .se puede verilicar 
mostrando que se satisfacen las condiciones de la definición 3.4 o de la definición 
Por ejemplo, en el caso continuo

J g(x) dx^ j J fix. y) dy dx

y
P(a<X< b)=P(a<X < b.-oc < K < oc)

= í í fix. y) dy dx = f gixidx. 
Ja •/—X Ja

En la sección 3.1 establecimos que el valor .r de la variable aleatoria A’ representa un 
evento que es un subconjunio del espacio muestral. Si utilizamos la detinicum de prub.; 
bilidad condicional que se estableció en el capítulo 2.

P{B\A)
Pía n/?j 

PiA) '
siempre que PiA ) > ü.
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donde Ay B son ahora los eventos definidos porX = xy Y = y, respectivamente, entonces, 

P(Y =y \X = .t) “ siempre que g(.r) > 0.
r{Á —X) gKX)

donde Xy Y son variables aleatorias discretas.
No es difícil mostrar que la función fix,y)/g{x), que es estrictamente uná función de 

y con X fija, satisface todas las condiciones de una distribución de probabilidad. Esto 
también es cierto cuando/(.t,y) y ^(.t) son la densidad conjunta y la distribución marginal, 
respectivamente, de variables aleatorias continuas. Como resultado, para poder calcular 
probabilidades condicionales de manera eficaz es sumamente importante que utilicemos 
el tipo especial de distribución de la forma f{x,y)/g{x). Este tipo de distribución se llama 
distribución de probabilidad condicional y se define formalmente como .sigue:

Definición 3.11: Sean y Kdos variables aleatorios, discretas o continuas. La distribución condicional 
de la variable aleatoria Y, dado que X = x,es

/(y|^J = siempre que gí.t) > 0.

De manera similar, la distribución condicional de la variable aleatoria X, dado que Y ~ y, es 

f(x\y) = • siempre que /líy) > 0.

Si deseamos encontrar la probabilidad de que la variable uleutoríu discreta X caiga enin* 
ay b cuando sabemos que la variable discreta Y = y, evaluamos

P(a<X < h\Y =y)= Y, fíx\yi.
a<x<b

donde la sumatoria se extiende a todos los valores de X entre « y h. Cuando X y Y soí 
continuas, evaluamos

P(a <X<b\Y—y)— f f U|y)

Ejemplo 3.18: i Remítase al ejemplo 3.14, calcule la distribución condicional de X, dado que y = I. y 
utilice el resultado para determinar P(X = 0 ¡ K = 1;.

Solución: Necesitamos cncontrar/íx|y), donde y = 1. Pnmero calculamos que

/1ÍU= u
z=ü

Ahora calculamos.

fix. 1)
f(x\U

h(\)
^j/(-t Ir. X = 0.1,2
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Por lo tanto,

/(0|D=(Z)/(0, D=g) (A), i, /„|1) =(!)/,1, d=G)(A)= i
/(2|I)=Q)/(2,D=Q)(0) = 0,

y la distribución condicional de X, dado que Y = 1, es

X 0 2
fix\l) i i 0

Rnalmente,
P(X = 0|y ^1)=/(0|1) = -.

Por lo tanto, si se sabe que 1 de los 2 repuestos seleccionados es rojo, tenemos una pro­
babilidad igual a 1/2 de que el otro repuesto no sea azul. -H

Ejemplo 3.19: i La densidad conjunta para las variables aleatorias (X.íO. donde X es el cambio unitario 
de temperatura y K es la proporción de desplazamiento espectral que produce cierta par­
tícula atómica es

^ í IQn -, 0 < .r < V < 1./Uv)=<- ' , ■10, en otro caso.

a) Calcule las densidades marginales g(x). Ii(y) y la densidad condicional /(y |.v).
b) Calcule la probabilidad de que el espectro se desplace más de la mitad de la.s obser 

vaciones totales, dado que la temperatura se incremente en 0.25 unidades.
Solución: a) Por definición,

íU) = j /ix. y) dy = lOxy-dy

yry-
i>=‘

l\ =X
= y.r(l -.T^), 0< v< 1,

Íí(y) = í fix, y) dx = f 10.n-“ dx = ' = 5y'*. 0 < y < I.
J-X ' J(í ' I ■ ■

Entonces,

fiy\x)
fix, y)

g(x)
lan- 3>-

^.T(l-.r^; 1—.V-'
, 0< .T < V < I.

b) Por lo tanto,

p(y>\\x= 0.25) = I= 0.25, 4V = ^ ,A = ^

Ejemplo 3.20:1 Dada la función de densidad conjunta

fix. y)
0 < .t < 2. (X \ <1. 
en otro caso.

calcule g(.T),/iíy),/(.r|y) y esalúePíj < A'< ^ | 1' = ').
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Solución: Por definición de la densidad marginal, para 0 < x < 2,

J~oo Jo ^

4 4 2’

y para 0 < y < 1,

it(y) = í fU. y)dx= ['
J—00 Jo *+

8 8 JU “ 2 ■

Por lo tanto, usando la definición de la densidad condicional para O < .r < 2,

_ J^íl +3y-)/4 _ X 
hiy) (l+3.v2)/2 2*

y

J

Independencia estadística
Si/(x|y) no depende de y, como ocurre en el ejemplo 3.20, entonces/{x[y) = g(x) y 
/(x,y) = g(x)li{y). La prueba se realiza sustituyendo

/(-r.y)=/(x|y)/i(y)

en la distribución marginal de X. Es decir,

g(x) = í /(X. y) dy = f /(x|> )/i(y) dy.

Si/(x i y) no depende de y, podemos esci ibir

g(-v) = ííx\y) /i(y) dy.

Entonces,

/: /i(y) dy = I.

ya que /i(y) es la función de densidad de probabilidad de 1'. Por lo tanto, 

g(x) = /{tly) y entonces /(.r. y) = ,ij(x)/i{y).
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Debería tener sentido para el lector que si f{x\y) no depende de y, entonces, por 
supuesto, el resultado de la vanable aleatona Kno repercute en el resultado de la vanablc 
aleatona X. En otras palabras, decimos que y K son variables aleatonas independien­
tes. Oñ^cemos ahora la siguiente defínición formal de independencia estadística

Definición 3.12: Sean X y K dos vanables aleatonas, discretas o continuas, con distnbución de probabi­
lidad conjunta f{x,y) y distnbuciones marginales g{x) y h{y), respectivamente. Se dice 
que las vanables aleatonas X y X son estadfeticamente independientes sí y sólo si

fix,y)=^g{x)Hy) 

para toda {x,y) dentro de sus rangos.

Las vanables aleatonas continuas del ejemplo 3.20 son estadísticamente indepen 
dientes, pues el producto de las dos distnbuciones marginales da la función de densidad 
conjunta. Sin embargo, es evidente que ése no es el caso de las vanables continuas del 
ejemplo 3 19 La comprobación de la independencia estadística de vanables aleatonas 
discretas requiere una investigación más profunda, ya que es posible que el producto de 
las distnbuciones marginales sea igual a la distnbución de probabilidad conjunta para 
algunas, aunque no para todas, las combinaciones de (r.v). Si puede encontrar algún 
punto (j,y) para el que f{x,y) se define de manera que /(r.y) ^ g{x)li(y), las vanables 
discretas Xy Yno son estadísticamente independientes

Ejemplo 3.21:1 Demuestre que las vanables aleatonas del ejemplo 3 14 no son estadísticamente mde 
pendientes.

Prueba: Consideremos el punto (0,1) A partir de la tabla 3.1. encontramos que las tres probabi 
lidades /(0,1), g(0) y /i(I) son

/(0.1) =

S(0) = ¿/(0,>)=| + A + ^ = ^,

\ sO

■7
;,(l) = ¿/(r.l, = A + l+0=í

j = 0

Claramente,

/{O. l)?:g(0)/l(l),

por lo tanto, X y K no son estadísticamente independientes J
Todas las definiciones anienores respecto a dos sanables aleatonas se pueden gent 

ralizar al caso de n sanables aleatonas Sea/ít,. r„ . la funuon de probabilidad 
conjunta de las vanables aleatonas X,, X^, . .V^ La distnbuuon marginal de \,. pv r
ejemplo, es

i.
. ín)
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para el caso discreto, y

sUi) = í-í fiX\.X2, .r„) dx2 dx2-“dx„

para el caso continuo. Ahora podemos obtener distribuciones marginales conjuntas 
como g(.r,, X,). donde

S(.ri..V2) = <
...............-Tr.)

I-sc dX3 dx4---dx„

{caso discreto), 

(caso continuo).

Podríamos considerar numerosas distribuciones condicionales. Por ejemplo, la distribu* 
ción condicional conjunta de X^, X, y Xy dado que X^ = Xy X, = .Tj, ..., X^ = x^, se 
escribe como

/(j:i,.r2..r3 \ Xi,Xs,..., x„) =
f(Xi,X2........-Tn)
5(.T4,.r5,....X„)’

donde g(Xy ;Cj,..., .r ) es la distribución marginal conjunta de las variables aleatorias X^,
^5.......

Una generalización de la deñnición 3.12 nos lleva a la siguiente defínición para la 
inaependencia estadística mutua de las variables X,, X,.......X^.

Definición 3.13: Sean X",, X,,..., X^, n variables aleatorias, discretas o continuas, con distnbución de
probabilidad conjunta, v^) y distribuciones marginales/,(x,),/,(:?,).......
respectivamente. Se dice que las variables aleatorias X,, X,.......X^ son recíproca > esta­
dísticamente independientes si y sólo si

f(X\,X2............-V ,, J = /i (-T I )fz(X2) ■ • •//! (Xn )

para toda (Vj, .r„...a^) dentro de sus rangos.

Ejemplo 3.22:' Suponga que el tiempo de vida en anaquel de cierto producto comestible perecedero 
empacado en cajas de cartón, en años, es una sanable alcatona cuja lunción de densidad 
de probabilidad está dada por

/ÍA) =
x> 0, 
en olm ca.so

Represente los tiempos de vida en anaquel para tres de estas cajas seleccionadas de lor- 
ma independiente con X,. X, y X¡ y calcule P(X, < 2, I < X, < 3, X, > 2)

Solución: Como la.s cajas se seleccionaron de forma independiente, suponemos que las sanables 
aleatorias X,, X, y X, son estadísticamente independíenles y que tienen la siguiente den­
sidad de probabilidad conjunta-

f(xu.X2.x,)=fixt)f{M)fi^3) = c-'"c-^'-e-" =t’-' -■

para .r, > 0, > 0, v, > 0. y/( \^,= 0 en cualquier otro ca-.o En consecuenua.

PlXi <2.1 <X; <3.X, >2)=^ J j t--"-'-' dxxíU^dx^

= (I -f =00372 J
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¿Por qué son importantes las características de las distribuciones 
de probabilidad y de dónde provienen?

Es importante que este texto oftezca al lector una transición hacia los siguientes tres ca­
pítulos. En los ejemplos y los ejercicios presentamos casos de situaciones prácticos de 
ingeniería y ciencias, en los cuales las distribuciones de probabilidad y sus propiedades 
se utilizan para resolver problemas importantes. Estas distribuciones de probabilidad, ya 
sean discretas o continuas, se presentaron mediante frases como “se sabe que”, “suponga 
que” o incluso, en ciertos casos, “la evidencia histórica sugiere que”. Se trata de situacio­
nes en las que la naturaleza de la distribución, e incluso una estimación óptima de la e.s- 
tructura de la probabilidad, se pueden determinar utilizando datos históricos, datos toma­
dos de estudios a largo plazo o incluso de grandes cantidades de datos planeados. El 
lector debería tener presente lo expuesto en el capítulo 1 respecto al uso de histogramas 
y, por consiguiente, recordar cómo se estiman las distribuciones de frccueocios a partir 
de los histogramas. Sin embargo, no todas las funciones de probabilidad y de densidad de 
probabilidad se derivan de cantidades grandes de datos históricos. Hay un gran número 
de situaciones en las que la naturaleza del escenario cicnlífíco sugiere un tipo de distribu­
ción. De hecho, varias de ellas se reflejan en los ejercicios del capítulo 2 y en este capítulo 
Cuando observaciones repetidas independientes son binarías por naturaleza (es decir, 
defectuoso o no, funciona o no, ale'rgico o no) con un valor de 0 o 1, la distribución que 
cubre esta situación se llama distribución binomial. La función de probabilidad de esta 
distribución se explicara y se demostrara en el capítulo 5. El ejercicio 3.34 de la sección 3.3 
y el ejercicio de repaso 3.80 constituyen ejemplos de este tipo de distribución, y hay otros 
que el lector también debería reconocer. El escenario de una distribución continua del 
tiempo de operación antes de cualquier falla, como en el ejercicio de repaso 3.69 o en el 
ejercicio 3.27 de la página 93, a menudo sugiere una clase de distribución denominada 
distribución exponencial. Tales tipos de ejemplos son tan sólo dos de la gran cantidad 
de las llamadas distribuciones estándar que se utilizan ampliamente en situaciones del 
mundo real porque el escenario cíentíñeo que da lugar a cada uno de ellos es reconocible 
y a menudo se presenta en la práctica. Los capítulos 5 y 6 abarcan muchos de estos tipos 
de ejemplos, junto con alguna teoría inherente respecto de su uso.

La segunda parte de esta transición al material de los capítulos siguientes nene que 
ver con el concepto de parámetros de la población o parámciro.s de distribución 
Recuerde que en el capítulo 1 analizamos la necesidad de utilizar dalos para ofa'cer in­
formación sobre dichos parámetros. Profundizamos en el estudio de las nociones de 
media y de varianza, y proporcionamos ideas sobre esos conceptos en el contexto de un.i 
población. De hecho, es fácil calcular la media y la varianza de la población a partir de 
la función de probabilidad para el caso discreto, o de la función de densidad de proh.ibi- 
lidad pora el cuso continuo. Tales parámetros y su importancia en la solución de inuch.i'- 
clases de problemas de la vida real nos proporcionarán gran parte del material de lo. 
capítulos 8 a 17.

Ejercicios
3.37 Determine los valores de <*. tales que las siguien­
tes funciones representen distribuciones de probabili­
dad conjunta de las variables aleatorias .V y 
ti) f{x, y) = cxy, para x = 1.2. 3; y = 1.2. 3; 
b) fix, >■) = c j.r — y|. para .\ = —2. ü. 2; y = —2, 3.

3.38 Si la distnbucKín de probabilidad cim|unta de \ 
y r está duda por

fix. y) = . para x = 0. l. 2. > - O. 1.2.

calcule
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a) P{X <Z Y = 1);
b) P(X>XY < 1):
c) PiX > Y);
d) P[X +Y = 4).
3J9 De un saco de frutas que contiene 3 naranjas, 2 
manzanas y 3 piálanos se selecciona una muestra alea­
toria de 4 frutas Si X es el número de naranjas y Kelde 
manzanas en la muestra, calcule 
n) la distnbución de probabilidad conj'unta átXyY\ 
b) /’((X, y) 6 4], donde A es la región dada por 

{{x,y)\x + y<2}.
3.40 Un restaurante de comida rápida opera tanto en 
un local que da servicio en el automóvil, como en un 
local que atiende a los clientes que llegan caminando 
En un día elegido al azar, represente las proporciones 
de tiempo que el primero y el segundo local están en 
servicio con X y K respectivamente, y suponga que la 
función de densidad conjunta de estas variables aleato- 
nas es

= + OSl <1,
\0, en otro caso

a) Calcule la densidad marginal de X
b) Calcule la densidad marginal de Y
c) Calcule la probabilidad de que el loca! que da ser­

vicio a los clientes que llegan en automóvil esté 
lleno menos de la mitad del Uempo

3.41 Una empresa dulcera distribuye cajas de choco­
lates con un surtido de cremas, chiclosos y envinados 
Suponga que cada caja pesa 1 kilogramo, pero que los 
pesos individuales de cremas, chiclosos y envinados 
\arían de una a otra cajas Para una caja seleccionada al 
azar, represente los pesos de las cremas y los chiclosos 
con X y y, respectivamente, y suponga que la función 
de densidad conjunta de estas vanables es

/(V J) =
f24n'. 0<t<I. 0<\<!, r+\<l 
\0. en cualquier caso

a) Calcule la probabilidad de que en una caja dada los 
enNinados representen más de la mitad del peso

b) Calcule la densidad marginal para el peso de los 
cremas

c) Calcule la probabilidad de que el peso de los chi- 
closos en una caja sea menor que I /8 de kilogra­
mo, si se sabe que las cremas constitu>en 3/4 
partes del peso

3.42 Sean X y K la duración de la \ida, en años, de 
dos componentes en un sistema electrónico Si la fun­
ción de densidad conjunta de estas sanables es

e-'***‘. t >0 \ >0. 
0, en otro caso.

calcule P(0 < X < 1 1 X=2)

3.43 Sea X el tiempo de reacción, en segundos, ante 
cierto estímulo, y y la temperatura (en ®F) a la cual 
inicia cierta reacción. Suponga que dos vanóles aleato- 
nas, X y y, tienen la densidad conjunta

f(x,y) Í4x3, o < a: < 1, o < y < 1, 
\o, en otro caso.

Calcule
a) P(0<X <i y i<y <|):
b) P(X < Y)

3.44 Se supone que cada rueda imscra de un avión 
cxpenmental se llena a una presión de 40 libras por 
pulgada cuadrada (psi) Sea X la presión real del aire 
para la rueda derecha y y la presión real del aire de la 
rueda izquierda Suponga que X y y son s anablcs alea- 
tonos con la siguiente función de densidad conjunta

f(x, V)
k{x- -l-v*). 30 < a: < 50. 30 < j < 50 
0. en otro caso

a) Calcule k
b) Calcule P(30 < X < 40 y 40 < y < 50)
c) Calcule la probabilidad de que ambos ruedas no 

contengan la suficiente cantidad de aire

3.45 Sea X el diámetro de un cable cléctnco blindado 
y y el diámetro de) molde cerámico que hace ei cable 
Tanto X como Y tienen una escala tal que están entre 0 
y 1 Suponga que X > y üenen la siguiente di nsidad 
conjunta

f. 0 < t < 1 < 1. 

0. en otro coso

Calcule P(X-I- y> 1/2)

3.46 Remítase al ejercicio 3 38. calcule
a) la distribución marginal de Y.
h) la distnbuciun marginal de >

3.47 AI pnncipio de cualquier día la cantidad de que­
roseno que conuene un tanque, en miles de litros, es una 
cantidad aleatona y, de la que durante el día se vende 
una cantidad aleatona A' Suponga que el tanque no se 
reabastece durante el día. de manera que t < \. e ima­
gine también que la función de densidad conjunta de 
estas sonables es

/ í r. \ )
ü < t < \ < I. 
en otro caso

íi) Determine si A \ > son independientes
b) Calcule P(l/4 < \ < I/2|> =V4t
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3.48 Remítase al ejercicio 3.39 y calcule 
á) f{y 12) para todos los valores de y;
b) P{Y=0\X=2).

3.49 Sea X el número de veces que fallará cierta má­
quina de control numérico: 1, 2 o 3 veces en un día 
dado. Y si K denota el número de veces que se llama a 
un técnico para una emergencia, su distribución de pro­
babilidad conjunta estará dada como

X

2 3
1 0.05 0.05 0.10

y 3 0.05 0.10 0.35
^ 5 0.00 0.20 O.IO

a) Evalúe la distribución marginal de X.
b) Evalúe la distribución marginal de Y.
c) Calcule/’(r=3lY=2).

3.53 Dada la función de densidad conjunta

/U.y)
6 —j — >

0.
0 < .V < 2. 2 < y < 4. 
en otro caso,

calcule/»(! < Y<3\X= 1).

3.54 Determine si las dos variables aleatorias del 
ejercicio 3.49 son dependientes o independientes.

3.55 Determine si las dos variables aleatonas del 
ejercicio 3.50 son dependientes o independientes.

3.56 La función de densidad conjunta de lu.s \anablcs 
aleatorias Y y Kes

,, fdx. 0< \ < 1. ü < \ < 1 - i.
/(r.y) = ^_[0, en otro caso

3.50 Suponga que Xy Y tienen la siguiente distribu­
ción de probabilidad conjunta:

fix, y)
-T

2 4
I 0.10 0,15

y 3 0.20 0.30
5 0.10 0.15

a) Calcule la distribución marginal de X.
b) Calcule la distribución marginal de Y.

3.51 De las 12 cartas mayores (jotas, reinas y reyes) 
de una baraja ordinaria de 52 cartas se sacan tres cartas 
sin reemplazo. Sea X el número de reyes que se selec­
cionan y y el número de jotas Calcule
a) la distnbución de probabilidad conjunta de X y }'.
b) P[(Y.K) C i4], donde A es la región dada por 

{(.T,y)|.x-l-y >2}.

a) Demuestre que Xy y no son independientes
b) Calcule P(X> 0 31 Y =05)

3.57 Si X y > Z tienen la siguiente tuncion de dcnsi 
dad de probabilidad conjunta'

ÍLr^-z, 0 < i.t < 1. 0 < c < 2.
\.z) = s,,1^0. en otro caso.

a) Calcule A
b) Calcule P(X < j. >’ > 1. ! < Z < 2)

3.58 Determine si las dos variables aleatonas di.! 
ejercicio 3 43 son dependientes o independientes
3.59 Determine si las dos sanables aleatonas ikl 
ejercicio 3 44 son dependientes o independientes
3.60 La función de densidad de probabilidad mniun 
la de la.s sanables aleatonas ,V. }’\ / es

332 Una moneda se lanza dos veces. SeaZel núme­
ro de caras en el pnmer lanzamiento y IV' el numero 
total de canLS en los 2 lanzamientos. Si la moneda no 
está balanceada y una cara tiene una probabilidad de 
ücurielida de 4091, calcule
a) la distnbucion de probabilidad conjunta de IV' y Z.
b) la distribución marginal de U'.
c) la distnbución marginal de Z.
d) la probabilidad de que ocurra al menos I cara

/(V. v.c»
0 < i,\ < 1. 0 < : < 3 

0. en otro caso

Calcule
a) la lunción de densidad marginal eoniunia de 1 \
b) la densidad marcinal de ).
i) < A < i.'l > '. I< / <2).
d) PiO < .V < i I >• = i. / = 2»
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Ejercidos de repaso
3.61 Una empresa tabacalera produce mezclas de ta­
baco. Cada mezcla contiene diversas proporciones de 
tabaco turco, tabaco de la región y otros. Las propor­
ciones de tabaco turco y de la región en una mezcla son 
variables aleatorias con una función de densidad con­
junta (X = turco y y = de la región)

f( \ = 0<x,y<l, x+y<\,J {X, y)

a) Calcule la probabilidad de que en determinada 
caja el tabaco turco represente más de la mitad de 
la mezcla.

b) Calcule la función de densidad marginal para la 
proporción del tabaco de la región.

c) Calcule la probabilidad de que la proporción de 
tabaco turco sea menor que 1 /8, si se sabe que la 
mezcla contiene 3/4 de tabaco de la región.

3.62 Una empresa de seguros ofrece a sus asegurados 
varias opciones diferentes de pago de la prima. Para un 
asegurado seleccionado al azar, sea X el número de me­
ses entre pagos sucesivos. La función de distribución 
acumulada de X es

fix)

0, sía: < 1,
0.4, si 1 <x < 3, 
0.6, si3 <a: < 5, 
0.8, si5 <x < 7,
1.0,six >7.

á) ¿Cuál es la función de masa de probabilidad de X? 
b) CalculeP(4<y<7).

3.63 Dos componentes electrónicos de un sistema de 
proyectiles funcionan en conjunto para el éxito de todo 
el sistema. Sean X y y la vida en horas de los dos com­
ponentes. La densidad conjunta de X y y es

fix. y)
■ye~yo*^), x.y>0.
0. en otro caso.

a) Determine los funciones de densidad marginal 
para ambas variables aleatorias.
¿Cuál es la probabilidad de que ambos componen­
tes duren más de dos horas?

3.64 Una instalación de servicio opera con dos líneas 
telefónicas. En un día elegido al azar, sea X la propor­
ción de tiempo que la primera linea está en uso. mien­
tras que y es la proporción de tiempo en que la segunda 
línea está en uso. Suponga que la función de densidad 
de probabilidad conjunta para (X,y) es

0<x.y < 1. 
en otro caso.

a) Calcule la probabilidad de que ninguna línea esté 
ocupada más de la mitad del tiempo.

b) Calcule la probabilidad de que la primera línea 
esté ocupada más del 75% del tiempo.

3.65 Sea el número de llamadas telefónicas que reci­
be un conmutador durante un intervalo de 5 minutos 
una variable aleatoria X con la siguiente función de 
probabilidad:

fix)= , para x= 0.1.2.......

a) Determine la probabilidad de que X sea igual a 0, 
1.2,3.4,5y6.

b) Grañque la función de masa de probabilidad para 
estos valores de .t.

c) Determine la función de distribución acumulada 
para estos valores de X.

3.66 Considere las variables aleatorias X y Y con la 
siguiente función de densidad conjunta

0<x.y<l.
10, en cualquier otro caso.

a) Calcule las distribuciones marginales de X y y.
b) Calcule P(X > 0.5, y > 0.5).

3.67 En un proceso industrial se elaboran artícu­
los que se pueden clasificar como defectuosos o no de­
fectuosos. La probabilidad de que un artículo esté 
defectuoso es 0.1. Se realiza un experimento en el que 5 
artículos del proceso se eligen al azar. Sea la variable 
aleatoria X el número de artículos defectuosos en esta 
muestra de 5. ¿Cuál es la función de masa de probabili­
dad de X?

3.68 Considere la siguiente función de densidad de 
probabilidad conjunta de las variables aleatorias X y Y':

fix.y) =
1 < .t < 3. 1 < y < 2. 
en otro caso.

a) Calcule las fundones de densidad marginal de X y 
h) ¿X y y son independientes? 
c) Calcule f*(X > 2).

3.69 La duración en horas de un componente eléctri­
co es una variable aleatoria con la siguiente función de 
distribución acumulada:

m)= 10. en otro caso.



108 Capítulo 3 Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

a) Determine su función de densidad de probabilidad.
b) Determine la probabilidad de que la vida útil de tal 

componente rebase las 70 horas.
3.70 En una fábrica especíñca de pantalones un gru­
po de 10 trabajadores los inspecciona tomando aleato­
riamente algunos de la línea de producción. A cada 
inspector se le asigna un número del 1 al 10. Un com­
prador selecciona un pantalón para adquirirlo. Sea la 
variable aleatoria X el número del inspector.
a) Determine una función de masa de probabilidad 

razonable paraX.
b) Graüque la función de distribución acumulada 

paraX.
3.71 La vida en anaquel de un producto es una varia­
ble aleatoria que se relaciona con la aceptación por par­
te del consumidor. Resulta que la vida en anaquel Y, en 
días, de cierta clase de artículo de panadería tiene la 
siguiente función de densidad;

y(j.) = 0<y<»,
1^0, en otro caso.

¿Qué fracción de las rebanadas de este producto que 
hoy están en exhibición se espera que se vendan en 3 
días a partir de hoy?
3.72 El congestionamiento de pa.sajeros es un proble­
ma de servicio en los aeropuertos, en los cuales se ins­
talan trenes para reducir la congestión. Cuando se usa 
el tren, el tiempo X, en minutos, que toma viajar desde 
la terminal principal hasta una explanada especíñca tie­
ne la siguiente función de densidad:

fi.x)
jL. 0<.r<10.
0, en otro caso.

a) Demuestre que la función de densidad de probabi­
lidad anteriores válida.

b) Calcule la probabilidad de que el tiempo que le 
toma a un pasajero viajar desde la terminal princi­
pal hasta la explanada no exceda los 7 minutos.

3.73 Las impurezas en el lote del producto final de un 
proceso químico a menudo reflejan un grave problema. 
A partir de una cantidad considerable de datos recaba­
dos en la planta se sabe que la proporción >'de impure­
zas en un li)te tiene una función de densidad dada por

ü<y<l,
\ü. en cualquier otn> caso.

a) Verifique que la función de densidad anterior sea 
válida.

b) Se considera que un lote no es vendible y. por con­
siguiente. no es aceptable si el porcentaje de impu­
rezas es superior a 60Cr. Con la calidad del proceso

actual, ¿cuál es el porcentaje de lotes que no son 
aceptables?

3.74 El tiempo Z en minutos, entre llamadas a un sis­
tema de alimentación eléctrica tiene la siguiente fun­
ción de densidad de probabilidad:

0 < 2 < oo. 
en otro caso.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que no haya llamadas 
en un lapso de 20 minutos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la primera llamada 
entre en los primeros 10 minutos después de abrir?

3.75 Un sistema químico que surge de una reacción 
química tiene dos componentes importantes, entre 
otros, en una mezcla. La distribución conjunta que des­
cribe las proporciones X, y X, de estos dos componen­
tes está dada por

/(ATu.ra)
r2. 0 < .Vi < X2 < 1. 
\0. en otro caso.

a) Determine la distribución marginal de X,.
b) Determine la distribución marginal de X,.
c) ¿Cuál es la probabilidad de que las proporcione> 

del componente generen los resultados X, < 0.2 \ 
X, > 0.5?

d) Determine la distribución condicional| .tj.
3.76 Considere la situación del ejercicio de repaso 
3.75; pero suponga que la distribución conjunta de las 
dos proporciones está dada por

/Ui.-v:) fót:. 0 < .t: < -V| < 1. 
\0, en otro caso.

a) Determine la distribución marginal /v/.v,) de la 
proporción X^ y verifique que sea una función de 
densidad válida.

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción A 
sea menor que 0.5, dado que .Y, es 0.7?

3.77 Considere las variables aleatorias A' y l'quc re­
presentan el número de vehículos que llegan a dos C'- 
quinas de calles separadas durante cierto periodo Je 2 
minutos. Estas esquinas de las calle.s están bastante cer­
ca una de la otra, así que es importante que los ingeni , 
ros de tráfico se iKupen de ellas de manera conjuni.i -i 
fuera necesario. Se sabe que la distribución coniunia 
deXy Les

1
4"*•'■

para .r = 0. 1.2.......y para y = 0. 1.2..,.
a) ¿Son independientes las dos variables aleaiorui' 

y Explique su re.spuesia.



3.5 Posibles riesgos y errores conceptuales; relación con el material de otros capítulos 109

b) ¿Cuál es la probabilidad de que, durante el período 
en cuestión, lleguen menos de 4 vehículos a los 
dos esquinas?

3.78 El comportamiento de seríes de componentes 
desempeña un papel importante en problemas de con- 
iiabilidad cientjffícos y de ingeniería. Ciertamente la 
confiabilidad de todo el sistema no es mejor que la del 
componente más débil de las series. En un sistema de 
series los componentes funcionan de manera indepen­
diente unos de otros. En un sistema particular de tres 
componentes, la probabilidad de cumplir con la espcci- 
ñcación para los componentes 1, 2 y 3. respectivamen­
te, son 0.95, 0.99 y 0.92. ¿Cuál es la probabilidad de 
que lodo el sistema funcione?

3.79 Otro tipo de sistema que se utiliza en trabajos de 
ingeniería es un grupo de componentes en paralelo o un 
sistema paralelo En este enfoque más conservador la 
probabilidad de que el sistema funcione es mayor que 
la probabilidad de que cualquier componente funcione. 
El sistema fallará sólo cuando falle todo el sistema. 
Considere una situación en la que hay 4 componentes

independientes en un sistema paralelo, en la que la pro­
babilidad de operación está dada por 
Componente 1: 0.95; Componente 2:0.94; 
Componente 3: 0.90; Componente 4: 0.97.
¿Cuál es la probabilidad de que no falle el sistema?
3.80 Considere un sistema de componentes en que 
hay cinco componentes independientes, cada uno de 
los cuales tiene una probabilidad de operación de 0.92. 
De hecho, el sistema tiene una redundancia preventiva 
diseñada pora que no falle mientras 3 de sus 5 compo­
nentes estén en funcionamiento. ¿Cuál es la probabili­
dad de que funcione todo el sistema?
3.81 Proyecto de grupo: Observe el color de los za­
patos de los estudiantes en 5 periodos de clases. Supon­
ga que las categorías de color son rojo, blanco, negro, 
café y otro. Construya una tabla de frecuencias para 
cada color.
a) Estime e interprete el sigmñcado de la distribución 

de probabilidad
b) ¿Cuál es la probabilidad estimada de que en el si­

guiente período de clases un estudiante elegido al 
azar use un par de zapatos rojos o blancos *

3.5 Posibles riesgos y errores conceptuales; relación 
con el material de otros capítulos

En los siguientes capítulos será evidente que las distribuciones de probabilidad represen­
tan la estructura mediante la cual las probabilidades que se calculan avudan a evaluar > 
a comprender un proceso. Por ejemplo, en el ejercicio de repaso 3.65 la distribución de 
probabilidad que cuantiñea la probabilidad de que haya una carga excesiva durante cier­
tos penodos podría ser muy útil en la planeación de cualquier cambio en el sistema El 
ejercicio de repaso 3.69 descnbc un escenario donde se estudia el período de v ida útil de 
un componente electrónico. Conocer la estructura de la probabilidad pora el componente 
contribuirá de manera significativa al entendimiento de la conhabilidad de un sistema 
mayor del cual e'sle forme parte. Además, comprender la naturaleza general de las distn- 
buciones de probabilidad reforzará el conocimiento del concepto valor-/’, que se estudio 
brevemente en el capítulo 1 y que desempeñará un papel destacado al inicio del capitu­
lo 10 y en lo que resta del texto.

Los capítulos 4, 5 y 6 dependen mucho de) matenul cubierto en este capítulo En el 
capítulo 4 estudiaremos el significado de parámetros importantes en las disinbuciones 
de probabilidad. Tules parámetros cuantifican las nociones de tendencia central v va­
riabilidad en un sistema De hecho, el conocimiento de tales cantidades, al margen de 
la distribución completa, puede ofrecer información sobre la naturaleza del sistema En 
los capítulos 5 y 6 se examinarán cscenanos de ingeniería, biológicos v de ciencia en ge­
neral que identifican tipos de distribuciones especiales. Por ejemplo, la estrucliir.i de la 
función de probabilidad en el ejercicio de repaso 3.65 se identificara facilrncnic Imjo 

ciertas suposiciones que se estudiarán en el capítulo 5 Lo mismo ovurre en el c»>nic\io
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del ejercicio de repaso 3.69, que es un coso especial de problema sobre tiempo de ope­
ración antes de la falla, cuya función de densidad de probabilidad se estudiará en el 
capítulo 6.

En lo que concierne a los riesgos potenciales de utilizar el material de este capítulo, 
la advertencia para el lector sería no interpretar el material más allá de lo que sea eviden­
te. La naturaleza general de la distribución de probabilidad para un fenómeno clentíñco 
determinado no es obvia a partir de lo que se estudió aquí. La finalidad de este capítulo 
es que los lectores aprendan a manipular una distribución de probabilidad, no que apren­
dan a identificar un tipo específico. Los capítulos 5 y 6 avanzan un largo trecho hacia la 
identificación de acuerdo con la naturaleza general del sistema científico.



Capítulo 4

Esperanza matemática
4.1 Media de una variable aleatoria

En el capítulo 1 estudiamos la media muestra], que es la media aritmética de los datos. 
Ahora considere la siguiente situación: si dos monedas se lanzan 16 veces y X es el 
número de caras que resultan en cada lanzamiento, entonces los valores de X pueden 
ser 0,1 y 2. Suponga que los resultados del experimento son: cero caras, una cara y dos 
caras, un total de 4,7 y 5 veces, respectivamente. El número promedio de caras por lan­
zamiento de las dos monedas es, entonces.

ÍO)(4) + (l)(7) + (2)(5)
-------------^

Éste es un valor promedio de los datos, aunque no es un resultado posible de {0. 1,2). 
Por lo tanto, un promedio no es necesariamente un resultado posible del experimen­
to. Por ejemplo, es probable que el ingreso mensual promedio de un vendedor no sea 
igual a alguno de sus cheques de pago mensuales.

Reestructuremos ahora nuestro cálculo del número promedio de caras para tener la 
siguiente forma equivalente:

Los números 4/16, 7/16 y 5/16 son las fracciones de los lanzamientos totales que dan 
como resultado 0,1 y 2 caras, respectivamente. Tales fracciones tambie'n son las frecuen­
cias relativas de los diferentes valores de X en nuestro experimento. Entonces, realmente 
podemos calcular la media, o el promedio de un conjunto de dalos, si conocemos los 
distintos valores que ocurren y sus frecuencias relativas sin tener conocimiento del nú­
mero total de observaciones en el conjunto de dalos. Por lo tanto, si 4/16 o 1/4 de los lan­
zamientos dan como resultado cero caras, 7/16 de los lanzamientos dan como resultado 
una cara y 5/16 dan como resultado dos caras, el número medio de caras por lanzamiento 
sería 1.06, sin importar si el número total de lanzamientos fue 16. lOOOoincluso 10,000.

Este método de frecuencias relativas se utiliza para calcular el número promedio de 
caras que esperaríamos obtener a largo plazo por el lanzamiento de dos monedas. A este 
valor promedio se le conoce como media de ía variable aleatoria X o media de la dis­
tribución de probabilidad de X, y se le denota como o simplemente como fi cuando 
es evidente a qué variable aleatoria se está haciendo referencia. También es común entre 
los estadísticos referirse a esta media como la esperanza matemática o el valor esperado 
de la variable aleatoria X y denotarla como E{X).

II!
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Suponiendo que una moneda legal se lanza dos veces, encontramos que el espacio 
muestral para el experimento es

S = [HH,HT,TH,TT].

Como los 4 puntos muéstrales son igualmente probables, se deduce que 

P(X=0) = P{TT)= l, P{X= \) = P(TH) + P{HT)=

y

P{X = 2) = P(HH)=

donde un elemento típico, digamos TH, indica que el primer lanzamiento dio como 
resultado una cruz seguida por una cara en el segundo lanzamiento. Así, estas probabi 
lidades son precisamente las frecuencias relativas para los eventos dados a largo plazo 
Por lo tanto.

M = £(X) = (0)(Í)+(dQ)+(2) =

Este resultado significa que una persona que lance 2 monedas una y otra \ez obtendru 
en promedio, 1 cara por cada lanzamiento.

El método descrito antes para calcular el número esperado de caras cada \ez que se 
lanzan 2 monedas sugiere que la media, o el valor esperado de cualquier \ anuble alea 
toria discreta, se puede obtener multiplicando cada uno de los valores r,, r,...., de la
vanable aleatoria X por su probabilidad correspondiente/(.r,),/(r,)...../(x^)y sumando
los productos. Esto es cierto, sin embargo, sólo si la vanable aleatona es discreta I-n 
el caso de variables aleatorias continuas la definición de un valor esperado es esem-ial 
mente la misma, pero las sumatorias se reemplazan con integrales

Definición 4.1: Sea X una variable aleatoria con distnbución de probabilidad fix) La media o valor 
esperado de X es

fX = E{X)=
X

si X es discreta, y

(1 = EiX) = J ^ix)dx

si .Ves continua.

El lector debe adv ertir que la forma para calcular el v alor esperado, o media, que 
muestra aquí es dilerente del método para calcular la media muestral que se describ 
en c! capítulo 1. donde la media muestral se obtuvo usando los dato-. En la esperan'j 
matemática el valor esperado se obtiene usando la dislnbución de probabilidad
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Sin embargo, la media suele considerarse un valor “central” de la distribución sub­
yacente si se utiliza el valor esperado, como en la definición 4.1.

Ejemplo 4.1:1 Un inspector de calidad obtiene una muestra de un lote que contiene 7 componentes; el 
lote contiene 4 componentes buenos y 3 defectuosos. El inspector toma una muestra de 
3 componentes. Calcule el valor esperado del número de componentes buenos en esta 
muestra.

Solución: Sea X el número de componentes buenos en la muestra. La distribución de probabilidad 
deXes

fix)
OLÍ.)

G) ’
j: = 0.1,2.3.

Unos cálculos sencillos dan/(O) = I/35,/(l) = I2/35./(2) = 18/35 y/(3) = 4/35. Por 
lo tanto,

/i = £(X)=(0)( —

De esta manera, sí de un lote de 4 componentes buenos y 3 defectuosos, se seleccionara 
al azar, una y otra vez, una muestra de tamaño 3, ésta contendría en promedio 1.7 com­
ponentes buenos. Jl

Ejemplo 4.2:! Cierto día un vendedor de una empresa de aparatos médicos tiene do.s citas. Considera 
que en la primera cita tiene 70 por ciento de probabilidades de cerrar una ^cma. por 
la cual podría obtener una comisión de S1000. Por otro lado, cree que en la segunda cita 
sólo tiene 40 por ciento de probabilidades de cerrare! trato, del cual obtendría $1500 de 
comisión. ¿Cuál es su comisión esperada con base en dichas probabilidades ’ Suponga 
que los resultados de las citas son independientes.

Solución: En primer lugar sabemos que el vendedor, en las dos citas, puede obtener 4 comisiones 
totales: $0, SIOOO, $1500 y $2500. Necesitamos calcular sus probabilidades asociadas 
Mediante la independencia obtenemos

/(SO) =(1-0.7)(I -0.4)=0.I8, /(S2500) == (0.7)(0 4i = 0 28. 
/(SIOOO) = (0.7)(1 -0.4) =0.42, y /(S1500) = (1 - 0.7)(0.4» = 0.12

Por lo tanto, la comisión esperada para el vendedor es

£(X) =(S0)(0.18J + (S1000)(0.42) + (SI500K0.12) 4- (S2.'i00)(ü.28)
= $1300. J

Los ejemplos 4.1 y 4.2 se diseñaron para que el lector comprenda mejor lo que 
queremos decir con la frase valor esperado de una sanable aleatoria En ambos c.lsos 

las variables aleatorias son discretas Seguimos con un ejemplo de sanable aleatoria 
continua, donde un ingeniero se interesa en la \iJa media de cierto tipt> de dispositi\i> 
electrónico. Ésta es una ilustración del problema tiempo que traiou arre <mrc’v de que se 
presente una falla que se enfrenta a menudo en la practica El \alur esperadi' de la s ida 
del dispositivo es un parámetro importante pora su esaluacion
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Ejemplo 4.3:1 Sea X la variable aleatoria que denota la vida en horas de cierto dispositivo electrónico. 
La función de densidad de probabilidad es

20.000

\0.
a: > 100,

en otro caso.

Calcule la vida esperada para esta clase de dispositivo.
Solución: Si usamos la definición 4.1, tenemos

r 20,000 ^ /•“ 20,000 ^fi = E{X)= / .T , dx = / , dx = 200.
J\0Q Jioo x^

Por lo tanto, esperamos que este tipo de dispositivo dure en promedio 200 horas. J 
Consideremos ahora una nueva variable aleatoria g{X), la cual depende de X\ es 

decir, cada valor de giX) es determinado por el valor de X. Por ejemplo, ¿(X) podría ser 
X- o 3X- I, y siempre que X asuma el valor 2, g(X) toma el valor 5(2). En particular, si 
X es una variable aleatoria discreta con distribución de probabilidad f{x), para x = -1,0. 
1, 2 y g{X) = X-, entonces,

/>Í5(X) = 0] = P(X =0)=/(0),

P{g(X)=l] = P(X =-l)+P(X= 1) =/(-!)+/(1).
P[g(X) = 4] = P(X =2)=/(2),

así que la distribución de probabilidad de g{X) se escribe como

g(.T) 0 4
/’[g(X) = g(.0] /(O) /(-)) + /(!) /(2)

Por medio de la definición del valor esperado de una variable aleatoria obtenemos

=0/(0) + l[/(-l) +/{!)] + -1/(2)

=(-l)V(-l) -I- (0)-/(0) + (l)V(l) -I- (2)V(2) =
X

Este resultado se generaliza en el teorema 4.1 para variables aleatorias discretas y con­
tinuas.

Teorema 4.1: Sea X una variable aleatoria con distribución de probabilidad f(x). El valor esperado do 
la variable aleatoria ^(.SO es

i

si X es discreta, y

Mci.V) =E[5(X)] = í g(x)f(x) dx

si X es continua.
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Ejemplo 4.4:1 Suponga que el número de automóviles X que pasa por un local de lavado de autos entre 
las 4:00 p.m. y las 5:00 p.m de cualquier viernes soleado tiene la siguiente distribución 
de probabilidad:

X 4 5 6 7 8 9
PiX =x) 1 1 1 1 1 1

12 12 4 4 6 6

Sea - 1 la cantidad de dinero en dólares que el administrador paga al opera­
dor. Calcule las ganancias esperadas del operador en este período específíco.

Solución: Por el teorema 4.1, el operador puede esperar recibir

£(2X -I) = ¿(2.t-1)/U)

'(7)1^1 +(9) (^),ai)(i).u3)(i)

+ (15) S12 67.
J

Ejemplo 4 I Sea X una variable aleatoria con función de densidad

— 1 < .r < 2. 
en otro caso.

Calcule el valor esperado de g(X) = 4X + 3. 
Solución: Por el teorema 4.1 tenemos

E{4X + 3) = r r (4x^ + 3x‘) dx = 8.
J-{ j j

Debemos extender ahora nuestro concepto de esperanza matemática al ca.so de dos 
variables aleatorias Xy Y con distnbución de probabilidad conjunta /(t, ^).

Definición 4.2: Sean X y Y variables aleatonas con distribución de probabibdad conjunta/(x, y) La 
media o valor esperado de la variable aleatoria g(X 10 es

í y

SI Af y y son discretas, y

ligí\.yt = Y)]= f f í’(x,y)f(x,y) dx d\
•/ —W •/—'X

si X y y son continuas.

Es evidente la generalización de la definición 4 2 para el cálculo de 11 (.-.{leran/a 
matemática de funciones de vanas variables aleatonas
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Ejemplo 4.6:1 Sean Xy Y variables aleatorias con la distribución de probabilidad conjunta que se indi- 
ca en la tabla 3.1 de la página 96. Calcule el valor esperado de g(X, )0 = XY. Por conve. 
niencia se repite aquí la tabla.

,V Totales
/U y) 0 2 por renglón

0 3 Q
78

IS
28

y 1 3
14

3
14 0 3

7
2 28 0 0 1

28
Totales por columna 5

14
IS
28 1

Solución'. Por la definición 4.2, escribimos

2 2

E(XY)=
x=0>s0

= (0)(0)/(0.0) + (0)(l)/(0. 1)
+ (1)(0)/(1. 0) + (l)(l)/(l. l) + (2)(0)/(2,0)

Ejemplo 4.7:1 Calcule E(Y/X) para la siguiente función de densidad

/(...V)Ho, ^
. (X.v < 2. 0< y < 1.

en otro caso.

Solución: Tenemos
I /-2 Vil + 3.V-)

d.xdy
/■‘v + 3v’ . 5

= l = 8-/ Jo Jo

Observ'e que si g{X, 10 = X en la definición 4.2. tenemo.^

H .V) = ) (caso discreto).
X \ X

f-x f-x yf ~ ./-V d.\ (caso continuo).
E(X)

J

donde g(.t) es la distribución marginal de A'. Por lo tanto, pora calcular L(Xt en un e^p.)- 
do bidimensional. se puede utilizar tanto la distribución de probabilidad conjunta de \ 
V como la distribución marginal de X. De manera similar, delinimus

£()'•) =
EE>/.V) = E.v/J(.v)

» t V
(caso discreto), 

(caso umiinuo).

donde /¡(y) es la disiiibución marginal de la sanable aleatoria Y.
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Ejercicios
4.1 En el ejercicio 3.13 de la página 92 se presenta la 
siguiente distribución de probabilidad de X, el número 
de imperfecciones que hay en cada 10 metros de una 
tela sintética, en rollos continuos de ancho uniforme

.t 0 I 2 3 4
fix) 0.41 0.37 0.16 0.05 0.01

Calcule el número promedio de imperfecciones que 
hay en cada 10 metros de esta tela.
4.2 La distribución de probabilidad de la variable 
aleatoria discreta X es

Calcule la media de X.
4J Calcule la medía de la variable aleatoria T que 
representa el total de las tres monedas del ejercicio 3.25 
de la página 93.
4.4 Una moneda está cargada de manera que la pro­
babilidad de ocurrencia de una cara es tres veces mayor 
que la de una cruz. Calcule el número esperado de cru­
ces si esta moneda se lanza dos veces.
4.5 En un juego de azar a una mujer se le pagan S3 si 
saca una jota o una reina, y S5 si saca un rey o un as de 
una baraja ordinaria de 52 cartas. Si saca cualquier otra 
carta, pierde. ¿Cuánto debería pagar si el juego es justo?
4.6 A un operador de un local de lavado de autos se 
le paga de acuerdo con el número de automóviles que 
lava. Suponga que las probabilidades de que entre las 
4:00 p.m. y las 5:00 p.m. de cualquier viernes soleado 
reciba S7,S9.Sll.SI3.S15oSI7son: 1/12.1/12,1/4. 
1/4. 1/6 y 1/6, respectivamente. Calcule las ganancias 
esperadas del operador para este período especíñeo.
4.7 Si una persona invierte en unas acciones en par­
ticular, en un año tiene una probabilidad de 0.3 de ob­
tener una ganancia de $4000 o una probabilidad de 0.7 
de tener una pérdida de $1000. ¿Cuál es la ganancia 
esperada de esta persona?
4.8 Suponga que un distribuidor de joyería antigua 
está interesado en comprar un collar de oro para el que 
tiene 0.22 de probabilidades de venderlo con $250 de 
utilidad; 0.36 de venderlo con $150 de utilidad; 0.28 
de venderlo al costo y 0.14 de venderlo con una per­
dida de $150. ¿Cuál es su utilidad esperada?
4.9 Un piloto privado desea asegurar su avión por 
$200.000. La aseguradora estima que la probabilidad 
de pérdida total es de 0.002, que la probabilidad de 
una pérdida del 50^ es de 0.01 y la probabilidad de una

pérdida del 25% es de 0.1. Si se ignoran todos los de­
más pérdidas parciales, ¿qué prima debería cobrar ca­
da año la aseguradora para tener una utilidad promedio 
de $500?
4.10 Dos expertos en calidad de neumáticos exami­
nan lotes de éstos y asignan a cada neumático puntua­
ciones de calidad en una escala de tres puntos. Sea X 
la puntuación dada por el experto A y K la dada por el 
experto B. La siguiente tabla presenta la distribución 
conjunta para Xy Y.

fix. V)
-V
2 3

U.IU Ü.Ü5 Ü.U2
X 2 0.10 035 0.05

3 0.03 0.10 0.20

Calcule //y y f^^.
4.11 La función de densidad de las mediciones codi- 
ñeadas del diámetro de paso de los hilos de un encaje 
es

f(x) = i«i+1*1 • 
0.

0<-T< 1. 
en otro caso.

Calcule el valor esperado de X.
4.12 Si la utilidad para un distribuidor de un automó­
vil nuevo, en unidades de $5000, se puede ver como 
una variable aleatoria X que tiene la siguiente función 
de densidad

_ f2(l —.t). 0 < .t < 1.
’ \0, en otro caso.

Calcule la utilidad promedio por automóvil.
4.13 La función de densidad de la variable aleatoria 
continua X, el número total de horas que una familia 
utiliza una aspiradora durante un año, en unidades de 
100 horas, se da en el ejercicio 3.7 de la página 92 como

/(.t) =
-t.
2-.t.
0,

0 <x < 1.
1 < .t < 2.
en otro caso.

Calcule el número promedio de horas por año que las 
familias utilizan sus aspiradoras.
4.14 Calcule la proporción X de personas que se podría 
esperar que respondieran a cierta encuesta que se envía 
por correo, si X tiene la siguiente función de densidad

/(.t)
0<.t<l.

0. en otro caso.
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4.15 Suponga que dos variables aleatorios (X, Y) están 
distribuidas de manera uniforme en un circulo con ra­
dio a. Entonces, la función de densidad de probabilidad 
conjunta es

fix, .v) {o”'’ X- +>•* <a-, 
en otro caso.

Calcule el valor esperado de X.
4.16 Suponga que usted inspecciona un lote de 1000 
bombillas de luz, entre las cuales hay 20 defectuosas, y 
elige al azar dos bombillas del lote sin reemplazo. Sean

Xi

X2

J1, si la primera bombilla está defectuosa, 
\0, en otro caso.

f 1, si la segunda bombilla está defectuosa. 
\0, en otro caso.

Calcule la probabilidad de que al menos una de las bom­
billas elegidos esté defectuosa. [Sugerencia: Calcule

4.17 SeaXuna variable aleatoria con la siguiente dis­
tribución de probabilidad:

.T I -3 6 9
fix) I 1/6 iñ Í/3“

Calcule donde g(X) = (2X -I- 1)’.
4.18 Calcule el valor esperado de la variable aleatoria 
g(X) = X-, donde X tiene la distribución de probabili­
dad del ejercicio 4.2.
4.19 Una empresa industrial grande compra vanos 
procesadores de textos nuevos al ñnal de cada año; el 
número exacto depende de la frecuencia de reparacio­
nes del año anterior. Suponga que el número de proce­
sadores de textos. X, que se compran cada año tiene la 
siguiente distribución de probabilidad;

X 0 1 2 3
fix) 1/10 3/10 2/5 1/5

Si el costo del modelo deseado es de $1200 por uni­
dad y al (inol del año la empresa obtiene un descuento 
de 50X* dólares, ¿cuánto espera gastar esta empresa en 
nuesos procesadores de textos durante este año?
4.20 UnavaríablcaleatonacontinuaXtienelasiguien- 
te función de densidad

(0. en otro caso.

Calcule el \alor esperado de g(.Y) =
4.21 ¿Cuál es la utilidad promedio por automós i] que 
obtiene un distnbuidor. si la utilidad en cada uno está 
dada porg(X) = X^, donde X es una \ unable aleatona 
que tiene la función de densidad del ejercicio 4 12?

4.22 El periodo de hospitalización, en días, para pa. 
clentes que siguen el tratamiento para cierto tipo de 
trastorno renal es una variable aleatoria Y = X -l- 4, 
donde X tiene la siguiente función de densidad

lo. en otro caso.

Calcule el número promedio de días que una persona 
permanece hospitalizada con el ñn de seguir el trata­
miento para dicha enfermedad.
4.23 Suponga que X y y tienen la siguiente función 
de probabilidad conjunta:

f(x. y)
X

2 4
1 0.10 0.15

V 3 0.20 0.30
5 0.10 0.15

a) Calcule el valor esperado de g(X, Y) = XY\ 
h) Calculey

AJ4 Remítase a las variables aleatorias cuya distn- 
bución de probabilidad conjunta se da en el ejercicio
3.39 de la página 105 y 
a) calcule £(X2y-2Xy): 
h) calcule

4.25 Remítase a las vanables aleatorias cuya distri­
bución de probabilidad conjunta se da en el cjercitio
3.51 de la página 106 y calcule la media para el nu 
mero total de jotas y reyes cuando se sacan 3 canas 
sin reemplazo, de las 12 carta.s mayores de una baraja 
ordinana de 52 cartas.
4.26 SeanXy Klas siguientes vanables aleatonas ton 
función de densidad conjunta

/(.r. 10. en otro caso.

Calcule el \alor esperado de Z = y/X' -f- y-
4.27 En el ejercicio 27 de la página 93 una funcicn 
de densidad está dada por el tiempo que tarda en fal!.a 
un componente importante de un repixxJuctor de D\P 
Calcule el número medio de horas antes de que eir> 
piece a fallar el componente y. por lo tanto, el repr-» 
ductor de DVD.
4.28 Considere la información del ejercicio 3 2K de 
la página 93. El problema tiene que \er con el pes»*. en 
onzu-s. del producto que contiene una cata de cereal n

23 75 <.t < 26 2.5. 
en otro caso
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a) Grañque la función de densidad.
b) Calcule el valor esperado o peso medio en onzas.
c) ¿Se sorprende de su respuesta en b)l Explique lo 

que responda.
4.29 El ejercicio 3.29 de la página 93 se reñere a una 
importante distribución del tamaño de las parifculas ca­
racterizada por

\0, en otro caso.

a) Grañque la función de densidad.
b) Determine el tamaño medio de la partícula.

430 En el ejercicio 3.31 de la página 94 la distribu­
ción del tíempo que transcune antes de que una lava­
dora requiera una reparación mayor fue dada como

y>0,
0, en otro caso.

¿Cuál es la media de población del tiempo que transcu­
rre antes de requerir la reparación?

431 Considere el ejercicio 3.32 de la página 94.
á) ¿Cuál es la proporción media del presupuesto asig­

nado para el control ambiental y de la contamina­
ción?

h) ¿Cuál es la probabilidad de que una empresa ele­
gida al azar tenga una proporción asignada pora el 
control ambiental y de la contaminación que ex­
ceda la media de la población dada en n)?

432 En el ejercicio 3.13 de la página 92 la distribu­
ción del número de imperfecciones en cada 10 metros 
de tela sintética fue dada por

X 0 1 2 3 4
fix) 0.41 0.37 0.16 0.05 0.01

a) Grañque la función de probabilidad.
b) Calcule el número de imperfecciones esperado

c) Calcule £(X*).

4.2 Varianza y covarianza de variables aleatorias

La media o valor esperado de una variable aleatoria X es de especial importancia en esta­
dística porque describe en dónde se centra la distribución de probabilidad. Sin emoargo, 
la media por sí misma no ofrece una descripción adecuada de la forma de la distribución. 
También se necesita ciasiñcar la variabilidad en la distribución. En la ñgura4.1 tenemos 
los histogramas de dos distribuciones de probabilidad discretas con la misma nediu 

= 2, pero que diñaren de manera considerable en la variabilidad o dispersión de su.s 
observaciones sobre la media.

Rgura4.1: Distribuciones con medias iguales y dispersiones diferentes

La medida de variabilidad más iraponanle de una variable aleatoria X se obtiene 
aplicando el teorema 4 1 con g(.Y) = A esta cantidad se le denomina varianza
de la variable aleatoria X o varianza de la distribución de probabilidad de .X s se
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denota como Var(X), o con el símbolo , o simplemente como cr^ cuando es evidente a
qué variable aleatoria se está haciendo referencia.

Definición 4.3: Sea X una variable aleatoria con distribución de probabilídad/(x) y media /r. La varian- 
za de X es

a^=E[{X ~¡í)~fjx), si X es discreta, y
X

cr^=£[(X = / {x - y)-f{x) dx, si X es continua.
J—00

La raíz cuadrada positiva de la varianza, cr, se llama desviación estándar de X.

La cantidad a: - /i en la defínicíón 4.3 se llama desviación de una observación 
respecto a su medía. Como estas desviaciones se elevan al cuadrado y después se pro­
median, será mucho menor para un conjunto de valores x que estén cercanos a y, que 
para un conjunto de valores que varíe de forma considerable de y.

Ejemplo 4.8:1 Suponga que la variable aleatoria X representa el número de automóviles que se utilizan 
con propósitos de negocios oñciales en un día de trabajo dado. La distribución de proba­
bilidad para la empresa A [fígura 4.1(a)] es

X 1 2 3
f(x) 0.3 0.4 0.3

y para la empresa B [figura 4.1(b)] es

X 0 12 3 4
fix) 0.2 0.1 0.3 0.3 0.1

Demuestre que la varianza de la distribución de probabilidad para la empresa B es mus or 
que la de la empresa A.

Solución: Para la empresa A enconmimos que

yA = £(X) = (1K0.3) + (2)(0.4) + (3)í0.3) = 2.0.
y entonces

3
0-2 = 2)~ = (1 - 2)-(0.3) + (2 - 2)-(0.4) -h (3 - 2)'(ü.3) = 0.6.

Para la empresa B tenemos

y¡} = E(X) = (0)(0.2) + (1 )(0.1) + (21(0.3) + (3)(0.3) + (4)(0.1) = 2.0.

y entonces

= X^(.v-2)V(.r)
.1=0

= (0-2)-{0.2)-l-(l -2)-(0.1) -K2 - 2)-(0.3) 

+ (3-2)-(0.3) + (4-2)n0.D = 1.6.
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Es evidente que la varíanza del número de automóviles que se utilizan con propósitos de 
negocios ofíciales es mayor para la empresa B que para la empresa A. -I

Una fórmula alternativa que se prefiere para calcular o®, que a menudo simplifica 
los cálculos, se establece en el siguiente teorema.

Teorema 4.2; La varianza de una variable aleatoria X es

Prueba: Para el caso discreto escribimos

O’' = ~ +M")/U)
X X

= - 2íJ.Y^xf(x) + 11-Y, fM-
X XX

Como/i = por definición, y ^/(jc) = 1 para cualquier distribución de pro-
X X

habilidad discreta, se deduce que

= Y^x~f{x)~pr =E{X-)~ ¡i-.

Para el caso continuo la demostración es la misma paso a paso, reemplazando las suma- 
torias por integrales. J

Ejemplo 4.9: ¡ Suponga que la variable aleatoria X representa el número de partes defectuosas de una 
máquina cuando de una línea de producción se obtiene una muestra de tres partes y se 
somete a prueba. La siguiente es la distribución de probabilidad de X.

X 0 1 2 3
fix) 0.51 0.38 0.10 0.01

Utilice el teorema 4.2 y calcule tri.
Solución: Primero calculamos

p. = (0K0.5I) -1- U)(0.38) + (2)(0.10) + (3X0.01) = 0.61.

Luego,

E(X-) = (0X0.51) -K1X0.38) +(4)í0.10) +Í9)(0.01) = 0.87.

Por lo tanto.

cr = 0.87 - (0.61)' = 0.4979. J

Ejemplo 4.10; I La demanda semanal de una bebida para una cadena local de tiendas de abarrotes, en 
miles de litros, es una variable aleatoria continua X que tiene la siguiente densidad de 
probabilidad

_ Pf-*" - 0. 1 < X <2.
' \0, en otro caso.

Calcule la media y la varianza de X.
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Solución: Al calcular E(X) y E{X^) tenemos

fl = E00 = 2j^2 5
a:(x - 1) ¿X = -

iE{X~) = 2 / x'^{.x-\)dx=—.

0-2 = — - I - ) = —.
Por lo tanto,

Hasta el momento la varíanza o la desviación estándar sólo tiene signiñcado cuando 
comparamos dos o más distribuciones que tienen las mismas unidades de medida. Por lo 
tanto, podemos comparar las varianzas de las distribuciones de contenido, medido en 
litros, de botellas de jugo de naranja de dos empresas, y el valor más grande indicaría la 
empresa cuyo producto es más variable o menos uniforme. No tendría caso comparar 
la varíanza de una distribución de estaturas con la varíanza de una distribución de caliñ- 
caciones de aptitud. En la sección 4.4 mostramos cómo se utiliza la desviación estándar 
para describir una sola distribución de observaciones.

Extenderemos ahora nuestro concepto de varíanza de una variable aleatoria X para 
incluir también variables aleatorias relacionadas con X. Para la variable aleatoria g(ÍT) la 
varíanza se denotará por y calculará empleando el siguiente teorema.

Teorema 4.3: Sea X una variable aleatoria con distribución de probabilidad f(x). La varíanza de la 
variable aleatoria g(X) es

X

si X es discreta, y

J \£(x)-figíX)ff{x) dx

si X es continua.

Prueba: Como g{X) es en sí misma una variable aleatoria con media como se define en el 
teorema 4.1, de la definición 4.3 se deduce que

Ahora bien, la demostración se completa aplicando nuevamente el teorema 4.1 a la va­
riable aleatoria [¿(X) -

Ejemplo 4.11:! Calcule la varianza de g(X) = 2A' + 3. donde X es una variable aleatoria con la siguienu- 
distribución de probabilidad

X 0 12 3

fix) lili
4 K 2 S
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Solución: Primero se calcula la media de la variable aleatoria + 3. De acuerdo con el teorema 4.1,
3

fí2X +3 = E(2X + 3) = 53 (2jt + 3)/{.r) = 6.

Ahora, usando el teorema 4.3, tenemos

=E{ii‘2X +3)-/i2x+3fl -=E[{2X +3-6f]
3

= £(4X = - 12X + 9) = - 12a: + 9)fix) = 4.
^=0 J

Ejemplo 4.12:1 Sea X una variable aleatoria que tiene la función de densidad dada en el ejemplo 4.S de 
la página 115. Calcule la varianza de la variable aleatoria g(X) = 4X + 3.

Solución: En el ejemplo 4.5 encontramos que ^ ^ = 8. Ahora bien, usando el teorema 4.3,

0-4X+3 =£^{[(4X +3)-8fl =£[(4X -5)"1
r2 .,2 1 f2j (4a:-5)'y íir = (l&r-*-4Qt^ + 25a=) dt = j.

Sig(X, Y) = (X--ft^), donde = £(Xj y//,. = E(Y), la definición 4.2 da un 
valor esperado denominado covarianza de X y Y. que se denota por cr^ o Cov(X y).

Definición 4.4: Sean X y y variables aleatorias con distribución de probabilidad conjunta/íx, y). La 
covarianza de X y y es

= £ [(X - ííx)(y - /i, )] - 51 ~
j y

si X y y son discretas, y

Oir =E[(X-nxKY = j J (x-/ixHy-íi-. )/u. yJí/ví/y

siXy y son continuas.

La covarianza entre dos variables aleatorias es una medida de la naturaleza de ¡a 
asociación entre ambas. Si valores grandes de X a menudo dan como resultado valores 
grandes de y, o valores pequeños de X. dan como resultado valores pequeños de >’. 
X -fi^ positiva con frecuencia dxirá como resultado )' - posiü\ a. y A' - negativ a 
a menudo dará como resultado Y~ fiy negativa. Por con.siguicme. eí producto (.V -/t J 
(y-/r,) tenderá a ser positivo. Por otro lado, .si con frecuencia valores grandes de .V dan 
como resultado valores pequeñas de >'. enionce.s el pn>ducio i.X’-^_^My-«,) tenderá a 
ser negativo. El signo de la covarianza indica si la relación cnu-e dos variables aleaionas 
dependientes es positiva o negativa. Cuando .V y }' son estadísticamente independientes, 
se puede demostrar que la covarianza es cero í véase el corolano 4.5) Lo opuesto, sin 
embargo, por lo general no es cierto. Dos variables pueden tener covarianza cero > aun 
así no ser estadíslicamcnie independientes. Observe que la covarianza sólo descnbe la 
relación lineal entre dos variables aleatoria-s. Por consiguiente, si una covanan/a entre X 
y y es cero. X y }' podrian tener una relación no lineal, lo cual significa que no necesa­
riamente son independientes.
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La fórmula alternativa que se prefiere para se establece en el teorema 4.4.

Teorema 4.4; La covarianza de dos variables aleatorias Xy Y, con medias y /t,, respectivamente, 
está dada por

cTxy = E{XY) ~y,x•

Prueba'. Para el caso discreto escribimos

^ ~ ~ y'^
X y

=YY^y'^ ~YYy'^
X y X y

-y-rYY y^+Y Y y^-
X y X y

Dado que

X y X >

para cualquier distribución discreta conjunta se deduce que

axr=E{XY)-^lxflr -y-ri^x = E(XY) - ¡1, fi,.

Para el caso continuo la demostración es ide'nüca, pero las sumatorias se reemplazan por 
integrales. J

Ejemplo 4.13:1 En el ejemplo 3.14 de la página 95 se describe una situación acerca del número de re­
puestos azules X y el número de repuestos rojos Y. Cuando de cierta caja se selecciotun 
dos repuestos para bolígrafo al azar y la distribución de probabilidad conjunta es la m- 
guíente.

fix. y)
X

h(y)0 2
0 3 1'28 2K 28 28

y 1 J4 A 0
2 28 0 0

gix) 5
14 1128 1

Calcule la covarianza de X y K
Solución: Del ejemplo 4.6 vemos que E(XY) = 3/14. Ahora bien.

^. = ¿.v,(., = (o,(A)+„)g)+r2,(¿)

X =ü ' ' ' '

3
4'

¿vA(y) = (0) (§)+<"(^) 

^ =0 \“ / \ /
+ (2)

I
T ■

y
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Por lo tanto.

56*

Ejemplo 4.14:! La fracción X de corredores y la fracción Y de corredoras que compiten en carreras 
de maratón se describen mediante la función de densidad conjunta

10, en otro caso.

Calcule la covarianza de X y P.
Solución: Primero calculamos las funciones de densidad marginal. Éstas son

gix)
Ux^, 0<X<1.
\o, en otro caso.

,,,3,) 0 <}■<!,
\0, en otro caso,

A partir de las funciones de densidad marginal dadas, calculamos

lix =^E(X) = 5 y Mr
-i:

4v"(I —y") dy = —.

De las funciones de densidad conjunta dadas arriba, tenemos
•1 A 1

E{XY) -Li: &x‘y‘ dx dy = ^

Entonces,
a-,, =

Aunque la covananza entre dos vanables aleatonas bnnda información respecto de 
la naturaleza de la relación, la magnitud de no indica nada respecto a la fuerza de la 
relación, ya que depende de la escala. Su magnitud dependerá de la.s unidades que se 
utilicen para medir X y Y. Hay una versión de la covananza sin escala que se denomina 
coeficiente de correlación y se utiliza ampliamente en estadística.

Definición 4.5: Sean X y Y variables aleatonas con covananza y desviaciones estándar (7^ > .
respectivamente. El coeficiente de correlación de X y P es

Pxr (Txcr, ■

Deberi'a quedar claro para el lector que no tiene las unidades de A’ j 1 El coefi­
ciente de correlación saüsl^ace la desigualdad-l 1 Toma un valor de cero cuando
<T^j = 0. Donde hay una dependencia lineal exacta, digamos K = u -f hX. — I si
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¿j > 0 y = — 1 si ¿ < 0. (Véase el ejercicio 4.48). En el capítulo 12, donde examinare, 
mos la regresión lineal, analizamos más a fondo el coeficiente de correlación.

Ejemplo 4.15:1 Calcule el coeficiente de correlación entre Xy Ken el ejemplo 4.13. 
Solución: Dado que

í(X^) = (0^)g)+0^)g)+(2^)(|)
28

y

£U'^) = (0^)g)+(l^)g)+(2^)(¿) 4
7’

obtenemos

•j *t
-7-7- 28’

Por lo tanto, el coeficiente de correlación entre X y y es

(TxY -9/56 1Pyy = --------  = --- — =-----—.
(Tx (Ty y/(45/112)(9/28) y/5

Ejemplo 4.16:1 Calcule el coeficiente de correlación entre Xy Ken el ejemplo 4.14. 
Solución: Dado que

E(X~) ■i:
concluimos que

2 /"4.t^ dx =- y E(Y‘) = / 4v’(l - v') ü\ = 
3 Jo

Por lo tanto,

- 4/ 225 _
“ 02/75K1 1/225) “ >/66‘ J

Observe que, aunque la covarianza en el ejemplo 4.15 tiene niavor maeniiuJ (Mn m. 
portar el signo) que la del ejemplo 4.16. la relación entre las magnitudes de ios coetu-ien 
tes de correlación en estos dos ejemplos es exactamente la in\ ersa Esto es e\ idencia il- 
que no debemos basamos en la magnitud de la co\anan/a para detemunar la lucí 
de la relación.
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Ejercicios
4J3 Use la deñnicióD 4.3 de la página 120 para en­
contrar la vananza de la variable aleatoria X del ejerci­
cio 4.7 de la página 117.
434 Sea X una variable aleatoria con la siguiente dis­
tribución de probabilidad:

X \ -2 3
/(x) I 0.3 02

5
0.5

Calcule la desviación estándar de X.
4J5 La variable aleatoria X, que representa el nú­
mero de errores por 100 líneas de código de progra­
mación, tiene la siguiente distribución de probabilidad:

X 2 3 4 5 6
f(x) 0.01 0.25 0.4 Q3 0.04

Utilice el teorema 4.2 de la página 121 para calcular la 
varianza de X.
436 Suponga que las probabilidades de que 0,1, 2 o 
3 fallas de energía eléctrica afecten cierta subdivisión 
en cualquier año dado son 0.4,0.3, 0.2 y O.I, respecti­
vamente. Calcule la media y la varianza de la variable 
aleatoria X que representa el número de fallos de ener­
gía que afectan esta subdivisión.
437 La utilidad que obtiene un distribuidor, en uni­
dades de S5000, al vender un automóvil nuevo es una 
variable aleatoria X que llene la función de densidad 
que se presenta en el ejercicio 4.12 de la página 117. 
Calcule la varianza de X.
438 La proporción de personas que responden cierta 
encuesta que se manda por correo es una variable alea­
toria X, la cual tiene la función de densidad del ejer­
cicio 4.14 de la página 117. Calcule la varianza de X.
439 El número total de horas que una familia utili­
za una aspiradora en un año, en unidades de 100 ho­
ras, es una variable aleatoria X que tiene la función de 
densidad dada en el ejercicio 4.13 de la página 117. 
Calcule la varianza de X.
4.40 Remítase al ejercicio 4.14 de la página 117 y 
calcule arj(X) para la función g{X) = 3X^ -1- 4.
4.41 Calcule la desviación estándar de la variable 
aleatoria g(X) = (2X + I)* del ejercicio 4.17 en la pá­
gina 118.
4.42 Utilice los resultados del ejercicio 4.21 de la pá­
gina 118 y calcule la varianza de g(X) = X^, donde A' es 
una variable aleatoria que tiene la función de densidad 
del ejercicio4.12 de lapágina 117.

4.43 El tiempo que transcurre, en minutos, para que 
un avión obtenga vía libre para despegar en cierto ae­
ropuerto es una variable aleatoria Y =3X-2, donde X 
tiene la siguiente función de densidad

/(x) =
x>0
en otro caso.

Calcule la media y la varianza de la variable aleatoria 
Y.
4.44 Calcule la covorianza de las variables aleatorias 
X y Kdel ejercicio 3.39 de la página 105.
4.45 Calcule la covarianza de los variables aleatorias 
A’y ydel ejercicio 3.49 de la página 106.
4.46 Calcule la covarianza de las variables aleatorias 
íf y Kdel ejercicio 3.44 de la página 105.
4.47 Calcule la covarianza de los variables aleatorios 
Xy Y cuya función de densidad conjunta está dada en 
el ejercicio 3.40 de la página 105.
4.48 Dada una variable aleatoria X, con desviación 
estándar y una variable aleatoria Y = a + bX, de­
muestre que si 6 < 0. el coeficiente de correlación
= -l,ysi¿>>0, 1.
4.49 Considere la situación del ejercicio 4.32 de la pá­
gina 119. La distribución del número de imperfecciones 
por coda 10 metros de tela sintética está dada por

X 0 1 2 3 4
f{x) 0.41 0.37 0.16 0.05 Ü.Ol

Calcule la varianza y la desviación estándar del número 
de imperfecciones.
430 En una tarca de laboratorio, si el equipo está 
funcionando, la función de densidad de! resultado ob­
servado X es

^0<x<!.
^ ' \0. en otro ca.se.

Calcule la varianza y la desviación estándar de A'.
431 Determine el coeficiente de correlación entre X 
y y pora las variables aleatorias .Y y Kdel ejercicio 3.39 
de la página 105.
432 Las variables aleatoria.s .Y y Ktienen la siguiente 
distribución conjunta

0<.r < v < I. 
en otro ca.so.

Determine el coeficiente de correlación entre X y 1’.
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4.3 Medias y varianzas de combinaciones lineales 
de variables aleatorias

Ahora estudiaremos algunas propiedades útiles que simpliñcarán los cálculos de las me­
dias y las varianzas de variables aleatorias que aparecen en tos siguientes capítulos 
Estas propiedades nos permitirán ocupamos de las esperanzas matemáticas en términos 
de otros parámetros que ya conocemos o que ya calculamos con facilidad. Todos tos 
resultados que presentamos aquí son válidos para variables aleatorias continuas y discre­
tas. Las demostraciones se dan sólo para el caso continuo. Comenzamos con un teorernu 
y dos corolarios que deberían ser, de forma intuitiva, razonables para el lector.

Teorema 4.5: S'iay b son constantes, entonces,

E{aX+b)~aE(X)+b.

Prueba’. Por la definición de valor esperado,

E{aX +b)= f (ax+b)fix) dx—a f xf(x)dx+bí f{x)dx.
OC ♦/—3C J—"X.

La primera integral de la derecha es E{X) y la segunda integral es igual a 1. Por lo tamo,

E[aX + b) = aE(X) + b. j

Corolario 4.1: Ai establecer que a = 0 vemos que E{b) = b.

Corolario 4.2; Al establecer que b = 0 vemos que E(aX) — aE(X).

Ejemplo 4.17:1 Aplique el teorema 4.5 a la variable aleatoria discreta/(X) = 2X - l para resolver Jj 
nuevo el ejemplo 4.4 de la página 115.

Solución'. De acuerdo con el teorema 4.5. escribimos

E{2X - \) = 1E(X)-].

Ahora,

9
fi = E(X ) = ^xf(x)

Por lo tanto.

=í->(y) =512.67.

como antes.
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Ejemplo 4.18; I Para resolver de nuevo el ejemplo 4.5 de la página 115 aplique el teorema 4.5 a la varia­
ble aleatoria continua g(X) = 4X + 3.

Solución: En el ejemplo 4.5 utilizamos el teorema 4.5 para escribir

Ahora,

Por lo tanto.

como antes.

£(4X+3) = 4E(X) + 3.

E(4X + 3) = (4)(^l-|-3 = 8.

Teorema 4.6: El valor esperado de la suma o diferencia de dos o más funciones de una variable alea­
toria X es la suma o diferencia de los valores esperados de las funciones. Es decir.

E[g(X)± h(X )1 = £ [g(X)] ± £ (/«(X )].

Prueba: Por definición,

E\s(X)± hiX )]= J lg(x) ± h(x)]fix) dx

= J 8(x)f{x)dx± j hix)f{x)dx 

= E\g{X)]±E\HX)].

Ejemplo 4.19:1 Sea X una variable aleatoria con la siguiente distribución de probabilidad:

x 0 12 3
/U) } i 0 J

Calcule el valor esperado de K = (X - 1
Solución: Si aplicamos el teorema 4.6 a la función K = (X - 1 podemo.s escribir

£[(X - I)-] =£(X=-2X -t-!) = £(X=)-2£(XH-£iI) 

A partir del corolario 4.1, £(1) = 1, y por cálculo directo

H(X)=(0)Qj +(1) = 1 y

£(X-) = (0) + =2.

En consecuencia.

£(ÍX - l)'l=2-(2)(ll-H 1 = 1. J
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Ejemplo 4.20:1 La demanda semanal de cierta bebida en una cadena de tiendas de abarrotes, en miles de 
litros, es una variable aleatoria continua ss X- + X - 2, donde X tiene la siguien- 
te función de densidad

/U)= i^O, en otro caso.

Calcule el valor esperado para la demanda semanal de la bebida.
Solución: Por medio del teorema 4.6, escribimos

E(X'^+X -2) ~E(X'^) + EiX) -£(2).

A partir del corolario 4.1, £(2) = 2, y por integración directa,

r~ 5 17E(X) = Zx(x-l)dx = - y E(X^) = Zx~{x ~ \) dx = —.

Entonces,

así que la demanda semanal promedio de la bebida en esta cadena de tiendas de abarrote^ 
es de 2500 litros. J

Suponga que tenemos dos variables aleatorias X y Y con distribución de proba­
bilidad conjunta f{x, y). Dos propiedades adicionales que serán muy útiles en los ca­
pítulos siguientes incluyen los valores esperados de la suma, la diferencia y el producto 
de estas dos variables aleatorias. Sin embargo, comenzaremos por demostrar un teorenu 
sobre el valor esperado de la suma o diferencia de funciones de las variables dadas. Por 
supuesto, tan sólo se trata de una extensión del teorema 4.6.

Teorema 4.7: El valor esperado de la suma o diferencia de dos o más funciones de las variables alea­
torias y y es la suma o diferencia de los valores esperados de las funciones. Es decir,

E\s(X. Y)±h{x. y)]==£[i>íx y)i±£[/i(x ni.

Prueba: Por la definición 4.2,

ElsiX. Y)±hiX, ni =
—2C J —X

g(.T. \)f(x. y) íLx dy ±

= £U’(X n]±£í/i(X Y)].

[g(.t. y) ±/i(.r. y)l/(.r. y) íir d\

h{x. y)/l.r, V) d\ d\
— (X J —*X

Corolario 4.3: Si establecemos que g(X Y) — gíX) y li(X, Y) = hO\ \emo.s que

£li>(X) ± /»(y )1 = £(.?{.Y )1 ± £(/ily )1.
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Corolario 4.4; Si establecemos que siX, Y) = Xy h(X, Y)^Y, vemos que

£[X ±Y]=E[X]±E[Y].

Si Xrepresenta la producción diaria de algún artículo de la máquina 4 y Kla produc­
ción diaria del mismo artículo de la máquina B, entonces X + Y representa la cantidad 
total de artículos que ambas máquinas producen diariamente. El corolario 4.4 establece 
que la producción diaria promedio para ambas máquinas es igual a la suma de la produc­
ción diaria promedio de cada máquina.

Teorema 4.8; Sean Xy Y dos variables aleatorias independientes. Entonces,

E{XY) = E(X)E(Y).

Prueba: Por la definición 4.2,

E{XY) = xyfix, y) dx dy.

Como X y K son independientes, podemos escribir

f{x,y) = g(x)h{\).

donde g(.r) y h{y) son las distribuciones marginales ácXyY, respectivamente. En tonse- 
cuencia.

E{XY) — J J xyg(x)h(y) dx dy = j xg(xi dx j yh<y)dy

= E(X)E(Y). J

Para variables discretas el teorema 4.8 se ilustra mediante un exper,mentó en el que 
se lanzan un dado verde y uno rojo. La variable aleatoria X representi el resultado de 
lanzar el dado verde y la variable aleatoria Y el resultado de lanzar el dado rojo. Enton­
ces XY representa el producto de los números que resultan de lanzar el par de dados. A 
la larga el promedio de los productos de los números es igual al procucto del número 
promedio que resulta de lanzar el dado \erdey el número promedio que resulta de lanzar 
el dado rojo.

Corolario 4.5: Sean Xy Y dos variables aleatorias independientes. Entonces, = 0

Prueba: La demostración se puede realizar utilizando los teoremas 4 4 y 4 8.

Ejemplo 4.21: Se sabe que la proporción de galio v arseniuro no afecta el funcionamiento de las obleas 
de arseniuro de galio que son los principales componentes de los circuitos imegrados 
Denotemos con A' la proporción de galio a arseniuro > con Y el porcentaje de obleas 
funcionales producidas durante una hora. X y Y Non variables aleaü.naa independientes 
con la siguiente función de densidad conjunta

/(X, = \o.
0 < X < 2. 0 < ; '' 1.
en otro caso
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Demuestre que E{XY) = E{X)E{Y), como sugiere el teorema 4.8.
Solución: Por definición,

--i
Por lo tanto,

£OT£(y)=g)(0=5=£(xy). ^

Concluimos esta sección con la demostración de un teorema y la presentación de 
varios corolarios que son útiles para calcular varianzas o desviaciones estándar.

Teorema 4.9: Si X y K son variables aleatorias con distribución de probabilidad conjunta f{x, y), y «. 
by c son constantes, entonces

+br +c + Ira; +2 aba^,.

Prueba: Por definición, a]x +bv +c “ ^ í + ¿K + c) - +f,y +rP 1 • Entonces,

HaX+bY+c = EioX+bY + c) — aE{X) + bE(Y) + c = + b^i, +f,

si utilizamos el corolario 4.4 y después el corolario 4.2. Por lo tanto.

^bY ^,=E[[a(X -}i,) + b{Y - )? ]

=^a-E[{X -^,)-]+[tEHY -fi, )-]+2abE[(X -/i, K >' - fi, )¡
= a~a; + tra; + 2abaxr . j

Si utilizamos el teorema 4.9, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 4.6: Si se establece que b = 0, vemos que

=aV; =a~a\

Corolario 4.7: Si se establece que o = 1 y ¿ = 0. vemos que

=a-

Corolarío 4.8: Si se establece que ¿» = 0 y c = 0, vemos que

^íx =a-cr.

Los corolarios 4.6 y 4.7 establecen que la \ arianza no cambia si se suma u se re-' 
una constante a una variable aleatoria. La suma o resta de una ctmsianle simplemci' 
corre los valores de X a la derecha o a la izquierda, pero no cambia su \anabilidad 
embargo, si una variable aleatoria se multiplica por una constante o se di\ ide entre c ' 
entonces los corolarios 4.6 y 4.8 establecen que la vanunza se multiplica por el cuadr.u 
de la constante o se dh ide entre é.ste.
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Corolario 4.9: Si X y y son variables aleatorias independientes, entonces

^ +f,r = «"07 + •

El resultado que se establece en el corolario 4.9 se obtiene a partir del teorema 4.9 
y recurriendo al corolario 4.5.

Corolario 4.10: Si A' y Y son variables aleatorias independientes, entonces,

o-lx-bY =a-a¡+b-(r;.

El corolario 4,10 se obtiene reemplazando b por -b en el corolario 4.9. Al genera­
lizar a una combinación lineal de n variables aleatorias independientes, resulta el coro- 
lario4.11.

Corolario 4.11: Si X,, X,,..., X^ son variables aleatorias independientes, entonces

^iXi+02Af:+-+fl,A',

Ejemplo 4,22:1 SiXy J'son variables aleatorias con varianzas o’- = 2 y o’j^ = 4y covarianza = 
calcule la varianza de la N'ariable aleatoria Z = 3X- 41' -f- 8.

Solución: (X2 =o'n’-4>’ + 8 —^3A’-4r (por el corolario4.6) 
= 9o’j 4- 16o"" — 24o’jj, (por el teorema 4.9) 
= (9)(2) -f(i6)(4)- (24)(-2) = 130.

-2.

J

Ejemplo 4.23:1 Denotemos con A’ y Y la cantidad de dos tipos diferentes de inipureza.s en un lote de 
cierto producto químico. Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes con 
varianzas cr^ = 2 y a; — 3. Calcule la varianza de la variable aleatoria / = 3A' - 21’ 
+ 5.

Solución: a\ =0’3y-’y+ 5 =0’|a - 21 1 por el corolario 4.6)

= 9cr, +4cr" (por el corolario 4.10)

= (9){2)-K4)(3) = 30. I

¿Qué sucede si la función es no lineal?
En las secciones anteriores estudiamos propiedades de funciones lineales de sanables 
aleatorias por razones muy importantes. En los capítulos 8 a 15 se estudiarán y ejempli­
ficarán problemas de la vida real, en los cuales el analista construye un modelo lineal 
para describir un conjunto de datos y, en consecuencia, describir o explicar el com­
portamiento de un fenómeno científico. Así que resulta natural que encontremos los 
valores esperados y las varianzas de combinaciones lineales de variables aleatorias. Sin 
embargo, hay situaciones en que las propiedades de las funciones no lineales de varia­
bles aleatorias se vuelven importantes. En efecto, hay muchos fenómenos cicniífico> de 
naturaleza no lineal, donde el modelado estadístico que utiliza funciones no lineales 
adquiere gran importancia. De hecho, en el capítulo 12 se estudia el modelado de los 
que se han convertido en modelos estándar no lineales. En realidad, incluso una función 
simple de variables aleatorias, como Z = X!Y, cK'urrc con bastante frecuencia en la prác­
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tica, y a diferencia del caso del valor esperado de las combinaciones lineales de variables 
aleatorias, no hay una simple regla general. Por ejemplo,

E{Z)^E{X¡Y)i^E{X)/E{Y),

excepto en circunstancias muy especiales.
El material dado por los teoremas 4.5 a 4.9 y los diversos corolarios son sumamente 

útiles, ya que no hay restricciones sobre la forma de la densidad o las funciones de pro­
babilidad, aparte de la propiedad de independencia cuando ésta se requiere, como en los 
corolarios posteriores al teorema 4.9. Para ilustrar considere el ejemplo 4.23; la varianza 
de Z = 3X - 2K + 5 no requiere restricciones en las distribuciones de las cantidades X 
y y de los dos tipos de impurezas. Sólo se requiere la independencia entre X y Y. Por 
consiguiente, disponemos de la capacidad de calcular y cualquier fun­
ción g(0 a partir de los principios iniciales establecidos en los teoremas 4.1 y 4.3, donde 
se supone que se conoce la distribución/(.r) correspondiente. Los ejercicios 4.40, 4.41 
y 4.42, entre otros, ilustran el uso de tales teoremas. De modo que, .si g(.v) es una fun­
ción no lineal y se conoce la función de densidad (o función de probabilidad en el caso 
discreto), y pueden evaluarse con exactitud. No obstante, como en el caso de 
las reglas dadas para combinaciones lineales, ¿habría reglas para funciones no lineales 
que se puedan utilizar cuando no se conoce la forma de la distribución de las variables 
aleatorias pertinentes?

En general, suponga que X es una variable aleatoria y que Y = g{.r). La solución 
general para E{Y) o Var(y) puede ser difícil y depende de la complejidad de la función 
g(*). Sin embargo, hay aproximaciones diponibles que dependen de una aproximación 
lineal de la función g(.t). Por ejemplo, suponga que denotamos E{X) como fi y Var(X) = 
a^. Entonces, una aproximación a las series de Taylor de g(.r) alrededor deX = da

g(x) = g(fi,) +
dgi.x)

[X +
dx^-

{■X - fix)'
+

Como resultado, si truncamos después el término lineal y lomamos el valor esperado 
de ambos lados, obtenemos £[g{X)] = g(^\), que ciertamente es intuitivo y en algunn' 
casos ofrece una aproximación razonable. No ob.stante, si incluimos el término de se­
gundo orden de la serie de Taylor, entonces tenemos un ajuste de segundo orden para 
esta aproximación de primer orden como sigue:

Aproximación de
£U’(-V)] = g(/ij +

d^gix)
dx^‘ 1

Ejemplo 4.24: í Dada la variable aleatoria X con media y varianza cr^, determine la aproximación de 
segundo orden para E(e^).

Solución: Como ^ = e' y = e', obtenemos E(e'^) « (1 + <r; /2). J

De manera similar, podemo.s desarrollar una aproximación para Var[,i,’( t) ¡ lomand ' 
la varianza de ambos lados de la expansión de la serie de Ta> lor de pnmer orden de ci''

Aproximación de 
Varle(A')l VarígtX' )1

ag(.v)

Ejemplo 4.25: i Dada la variable aleatoria X. como en el ejemplo 4.24, determine una lórmula aproxinu- 
da para VarIí,'(.v)J.
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Solución: De nuevo, ^ por lo lamo, Var(X) w (X‘. J
Estas aproximaciones se pueden extender a las funciones no lineales de más de una 

variable aleatoria.
Dado un conjunto de variables aleatorias independíenles Xj, con medias/z,,

/tj,..., y varianzas £7f,02v..,<7¿, respectivamente, sea

Y =¡i(Xi,X2......Xt)

una función no lineal; entonces tenemos las siguientes aproximaciones para £(10 y 
Var(}0:

E{Y)^h{fiuii2........ +
«=i

d^h(xi,X2........xt)
dx~ si=n,. l^ísk

VarCr) = ¿

«=i

dh(xi,X2........Xk)

Ejemplo 4.26:1 Considere dos variables aleatorias independientes Xy Z, con medias y varianzas 
trj y o^, respectivamente. Considere una variable aleatoria

Y =X/Z.

Determine aproximaciones para £(í0 y Var(10.
So/«cidn: Para £(10, debemos usar |~ = i y Por consiguiente,

^-0 V —
dx^- ^ dz‘ z^'

Como resultado.
£(1'):=:^ +

P^2

y la aproximación para la varianza de Y está dada por

Var(K) 4t07 + = -í?
MS Mz M? J

4.4 Teorema de Chebyshev

En la sección 4.2 establecimos que la varianza de una variable alealona nos dice algo 
acerca de la variabilidad de las observaciones con respecto a la media. Si una variable 
aleatoria tiene una vananza o desviación estándar pequeña, esperaríamos que la mavoria 
de los valores se agrupen alrededor de la media. Por lo tanto, la probabilidad de que una 
variable aleatoria tome un valor dentro de cierto intervalo alrededor de la media ev ma­
yor que para una variable aleatoria similar con una desviación estándar ma>or. Si pensa­
mos en la probabilidad en términos de área, esperaríamos una distribución continua con 
un valor grande de (t para indicar una variabilidad major y. por lo tanto, espcran'amos 
que el área esté más extendida, como en la tigura 4.2<tf). Una distribución con una dcv 
viación estándar pequeña debería tener la mayor parte de su área cercana a //. como en 
la figura 4.2(6).
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Figura 4.2: Variabilidad de observaciones continuas alrededor de la media.

(a)
A

(b)

Figura 4.3: Variabilidad de obser\’aciones discretas alrededor de la media.

Podemos argumentar lo mismo para una distnbución discreta. En el hisiograma 
probabilidad de la figura 4.3(b) el área se extiende mucho más queen la figura 4 3(ai. lo 
cual indica una distribución más variable de mediciones o resultado\

El matemático ruso P. L. Cheby.shev (1821-1894) descubno que la fracción del arcj 
entre cualesquiera dos valores sime'lricos alrededor de la media está relacionada con 1j 
desviación estándar. Como el área bajo una curva de distribución de probabilidad, o la do 
un histograma de probabilidad, suma 1, el área entre cualesquiera dos números es la pu* 
habilidad de que la variable aleatona tome un \ alor entre estos números.

El siguiente teorema, planteado por Chebyshev, ofrece una estimación conservadora 
de la probabilidad de que una variable aleatona tome un valor denu-o de k desvlaclone^ 
estándar de su media para cualquier número real k.
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Teorema 4.10: (Teorema de Chebyshev) La probabilidad de que cualquier variable aleatoria X tome 
un valor dentro de k desviaciones estándar de la media es de al menos 1 - VIr. Es decir,

P{fí-ka<X <fi + ka)>l--^.

Para ¿ = 2 el teorema establece que la variable aleatoria X tiene una probabilidad 
de al menos 1 —1/2^ = 3/4 de caer dentro de dos desviaciones estándar a partir de la me­
dia; es decir, que tres cuartas partes o más de las observaciones de cualquier distribución 
se localizan en el intervalo fi ± 2tr. De manera similar, el teorema afirma que al menos 
ocho novenos de las observaciones de cualquier distribución caen en el intervalo /í ± 3<r.

Ejemplo 4.27:1 Una variable aleatoria X tiene una media = 8, una varianza o® = 9 y una distribución 
de probabilidad desconocida. Calcule
a) P(-4<X <20),
b) P([X -8| >6).

SoluciÓma) P(-4<X < 20) = P[8 - (4)(3) < X < 8 + (4)(3)] > {f.

b) P(|X-8I> 6) = 1 -P(|X -8K 6) = 1 -P(-6 <X - 8 < 6)
= 1-P[8-(2)(3)<X <8-t-(2)(3)] < ^. j

El teorema de Chebyshev tiene validez para cualquier distribución de obsen’acio- 
nes, por lo cual los resultados generalmente son débiles. El valor que proporciona el 
teorema es sólo un límite inferior, es decir, sabemos que la probabilidad de una variable 
aleatoria que cae dentro de dos desviaciones estándar de la media no puede ser menor 
que 3/4. pero nunca sabemos cuánto podría ser en realidad Sólo cuando conocemos la 
distribución de probabilidad podemos determinar probabilidades exactas. Por esta razón 
llamamos al teorema resultado de disinbiiciún libre. Cuando se supcingan distribucio­
nes específicas, como ocurrirá en los siguientes capítulos, los resultados serán menos 
conservadores. El uso del teorema de Chebyshev se restringe a situaciones donde se 
desconoce la forma de la distnbución.

Ejercicios
4.53 Remítase al ejercicio 4.35 de la página 127 y 
calcule la media y la vananza de la variable alealona 
discreta Z = 3X - 2. donde X representa el número de 
errores por 100 líneas de código.
4.54 Use el teorema 4.5 y el corolario 4.6 para calcu­
lar la media y la vananza de la variable aleatoria Z = 
5X + 3. donde X tiene la distribución de probabilidad 
del ejercicio 4.36 de la página 127.
4.55 Suponga que una tienda de abarrotes compra 
5 envases de leche descremada al precio de ma>oreo 
de SI.20 por envase y la vende a SI.65 por envase 
Despue's de la fecha de caducidad, la leche que no se 
vende se retira de los anaqueles y el tendero recibe un 
crédito del dislnbuidor igual a tres cuartas partes del

precio de mayoreo. Si la disünbucion de probabilidad 
de la vanable aleatona es X y el número de envases que 
se venden de este lote es

X 1; 0 1 2 3 4 5
/(O 11 I 

■ lí iT it
4

TT
4
í^

calcule la utilidad esperada
4.56 Repita el ejercicio 4 43 de la pagina 127 apli­
cando el teorema 4 5 > el corulano 4 6
4.57 Sea A' una vanable alealona ton la siguiente dis- 
tnbución de probabilidad

r I -3 69
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Calcule E{X) y E{X^) y luego utilice estos valores para 
evaluar £[(2A^+ !)*].
4^8 El tiempo total que una adolescente utiliza su 
secadora de pelo durante un año, medido en unidades 
de 100 horas, es una variable aleatoria continua X que 
tiene la siguiente función de densidad

f(x)
X, o < a: < 1,
2-j:, I<j:<2,
0, en otro caso,

4.65 Sea X el número que resulta cuando se lanza un 
dado rojo y y el número que resulta cuando se lanza 
un dado verde. Calcule
a) E(X +Y);
b) E{X - Y);
c) E(XY).

4.66 Sea X el número que resulta cuando se lanza un 
dado verde y y el número que resulta cuando se lanza 
un dado rojo. Calcule la varianza de la variable alea 
loria

Utilíce el teorema 4.6 para evaluar la media de la va­
riable aleatoria Y = 60)0 + 29X, donde Y es igual al 
número de kilowatts-hora que gasta al año.
4.59 Si una variable aleatoria X se deñne de manera 
que

£[(X-1)']=I0 y E[{X~2f\=6, 

calcule fiy o^.
4.60 Suponga que X y y son variables aleatorias in­
dependientes que tienen la siguiente distnbución de 
probabilidad conjunta

fix. y)
X

2 4
0.10 0.15

y 3 0.20 0.30
5 0.10 0.15

Calcule
a) E(2X ~3Y)\
b) E(XY).

4.61 Use el teorema 4.7 para evaluar E{2XY^ - X-Y) 
en la distribución de probabilidad conjunta que se 
muestra en la tabla 3.1 de la página 96.
4.62 Si X y y son variables aleatonas independientes 
con vananzas <T^= 5 y 07 = 3. calcule la varianza de 
la variable aleatoria Z = -2X -b 4y- 3.
4.63 Repita el ejercicio 4.62 si X y y no son indepen­
dientes y CTx)~ ^
4.64 Suponga que X y y son variables aleatorias inde­
pendientes con densidades de probabilidad y

y

g(v)= I 

hiy) = I

-t>2.
U, en otro caso.

2y. 0<\<1,
0. en otro caso

fl) 2X - y;
i>) X -+-3y -5.

4.67 Si la función de densidad conjunta de X y y está 
dada por

f(x vi = 0 < a: < 1. 1 < y < 2.

\o. en otro caso,

calcule el valor esperado de g(X, Y) = +X^Y.
4.68 Se sabe que la potencia P en watts que se disipa 
en un circuito eléctrico con resistencia P está dada por 
P = ¡'R. donde I es la comente en amperes y R es 
una constante fija en 50 ohms Sin embargo. I es una 
variable aleatona con ft, = 15 amperes y 07 = 0 03 
amperes*. Dé aproximaciones numéncas a la media j a 
la vananza de la potencia P.
4.69 Considere el ejercicio de repaso 3.77 de la pa­
gina 108 Las vanables aleatonas X y y representan el 
número de vehículos que llegan a dos esquinas de ca 
lies separadas durante cierto penodo de 2 minutos en el 
día. La distnbución conjunta es

para j = 0, 1. 2... y V = 0. 1, 2.
a) Determine £{X). E{Y), Var(Xj y Vartl')
b) Considere que Z = A' 4- >’ es la suma de amb^j 

Calcule EiZ) v VartZ).
4.70 Considere el ejercicio de repaso 3 64 de la 
página 107. Hay dos líneas de sen icio Las sanables 
aleatonas X y f son las proporciones del tiempo que la 
línea 1 y la línea 2 están en funcionamiento, respcwti 
vamente. La función de densidad de probabilidad «.i'.t 
junta para {A', K) está dada por

OSr. ><l. 
lo. en otro caso

Calcule el valor esperado de Z = XY a) Determine si X y Y son independientes o no
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b) Se tiene interés por saber oigo acerca de la propor­
ción de Z = X + K, la suma de las dos proporcio­
nes. Calcule E(X Y). También calcule EiXY).

c) Calcule Var(X).Var(y) y Cov(X,y).
d) Calcule Var(X + y).

4.71 El período Y en minutos que se requiere para ge­
nerar un reflejo humano ante el gas lacrimógeno tiene 
la siguiente función de densidad

/(>’)
0<y<oo, 

0, en otro caso.

a) ¿Cuál es el tiempo medio para el reflejo?
b) Calcule £{y-) y Var(y).

4.72 Una empresa industrial desarrolló una máquina 
de limpiar alfombras con buen rendimiento de com­
bustible porque limpia más supcrfície de alfombra en 
menos tiempo. Se tiene interés por una variable aleato­
ria Y, la cantidad en galones por minuto que ofrece. Se 
sabe que la función de densidad está dada por

fiy)
ru 7<y<8, 
\0, en otro caso.

a) Determine la función de densidad.
b) Calcule £(Í0.E(1^ y Var(10.

4.73 Para la situación del ejercicio 4.72 calcule £(<?0 
utilizando el teorema 4.1, es decir, mediante el uso de

e-' fiy) dy.

Luego, calcule £(e*) sin utilizar/(.v). En su lugar utilice 
el ajuste de segundo orden para la aproximación de pri­
mer orden de £{e’ ). Comente al respecto.
4.74 Considere nuevamente la situación del ejerci­
cio 4.72, donde se le pide calcular Var(e‘'). Utilice los 
teoremas 4.2 y 4.3 y defina Z = e'. En consecuencia, 
utilice las condiciones del ejercicio 4.73 para calcular

Var(Z)=£(Z')-{£(Z)]^

Luego hágalo sin utilizar /(y). En su lugar utilice la 
aproximación de primer orden a las series de Taylor 
para Var(e*’). ¡Comente al respecto!
4.75 Una empresa eléctrica fabrica una bombilla de 
luz de 100 watts que, de acuerdo con las especifica­
ciones escritas en la caja, tiene una vida media de 900 
horas con una desviación estándar de 50 horas. A lo 
sumo, ¿qué porcentaje de los bombillas no duran al 
menos 700 horas? Suponga que la distribución es simé­
trica alrededor de la media.
4.76 En una planta de ensamble automotriz se crean 
70 nuevos puestos de trabajo y se presentan 1000 as­
pirantes. Pora seleccionar entre los aspirantes a los 70 
mejores la armadora aplica un examen que abarca habi­
lidad mecánica, destreza manual y capacidad matemá­
tica. La calificación media de este examen resulta ser 
60 y las calificaciones tienen una desviación estándar 
de 6. ¿Una persona que obtiene una calificación de 84 
puede obtener uno de los puestos? [Sugerencia: Utilice 
el teorema de Chebyshev]. Suponga que la distribución 
es simétrica alrededor de la media.
4.77 Una variable aleatoria X tiene una media /r = 10 
y una varianza cr = 4. Utilice el teorema de Cheby.shev 
pora calcular
a) P(|X -10[>3):
b) £(|X -10| <3);
c) P(5 <X < 15);
d) el valor de la constante r tal que

P(\X - I0¡ >c) <0.04.

4.78 CalculeP{fi~2a<X<;i + 2a), dondeX tiene 
la siguiente función de densidad

[0. en otro ca.so.

y compare con el resultado dado por el teorema de 
Chebyshev.

Ejercicios de repaso

4.79 Demuestre el teorema de Chebyshev.
4.80 Calcule la covarianza de las variables aleatorias 
X y Y que tienen la siguiente función de den.sidad de 
probabilidad conjunta

= 0<^<'-0<y<l,
10, en otro caso.

4.81 Rcmíuise a las variables aleatorias cuya función 
de densidad de probabilidad conjunta está dada en el 
ejercicio 3.47 de la página 105 y calcule la cantidad 
promedio de queroseno que queda en el tanque al lina) 
del día.
4.82 Suponga que la duración A' en minutos de un 
tipo específico de conversación telefónica es una varia­
ble aleatoria con función de densidad de probabilidad
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f{x) = 10.

;c> 0,
en otro caso.

a) Determine la duración media E(X) de este tipo de 
conversación telefónica.

b) Calcule la varianza y la desviación estándar de X.
c) Calcule £[(A-+5)-].

4.83 Remítase a las variables aleatorias cuya fun­
ción de densidad conjunta está dada en el ejercicio 
3.41 de la página 105 y calcule la covarianza entre el 
peso de las cremas y el peso de los chiclosos en estas 
cajas de chocolates.
4.84 Remítase a las variables aleatorias cuya función 
de densidad de probabilidad conjunta está dada en el 
ejercicio 3.41 de la página 105 y calcule el peso espe­
rado pora la suma de las cremas y los chiclosos si uno 
compra una caja de tales chocolates.
4.85 Suponga que se sabe que la vida de un compre­
sor particular^, en horas, tiene la siguiente función de 
densidad

. .r > 0, 
en otro caso.

a) Calcule la vida media del compresor.
b) Calcule £{r-).
c) Calcule la varianza y la desviación estándar de la 

variable aleatoria X. •
4.86 Remítase a las variables aleatorias cuya función 
de densidad conjunta está dada en el ejercicio 3.40 de 
la página 105,
a) calculey//j;
b) calcule £[{X-I-y)/2].

4.87 Demuestre que Cov(aX. bY) — ab Cov(X, Y).
4.88 Considere la función de densidad del ejercicio de 
repaso 4.85. Demuestre que el teorema de Chebyshev 
es válido para k = 2y k = 3.
4.89 Considere la siguiente función de densidad con­
junta

f .r > 2. 0 < y < I. 
en otro caso.

Calcule el coeficiente de correlación
4.90 Considere las variables aleatorias Aí y Kdcl ejer­
cicio 4.63 de la página 138. Calcule
4.91 La utilidad de un distribuidor, en unidades de 
S5000. por un automóvil nuevo es una variable aleato­
ria X que tiene la siguiente función de densidad

2Í1 -X), 

0.
0<-v < 1. 
en otro caso.

a) Calcule la varianza de la utilidad del distribuidor.
b) Demuestre que el teorema de Chebyshev es válido 

para k = 2 con la función de den.sidad anterior.

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la utilidad exceda 
$500?

4.92 Considereelejercicio4.10delapágina 117.¿Sc 
puede decir que las calificaciones dadas por los dos ex­
pertos son independientes? Explique su respuesta.
4.93 Los departamentos de marketing y de contab¡ 
lidad de una empresa determinaron que si la empresa 
comercializa su producto creado recientemente, hu 
contribución a las utilidades de la empresa durante lo, 
próximos 6 meses será la siguiente:

Contribución a ias utilidades Probabilidad
-55.000 0.2
510,000 0.5
530.000 0.3

¿Cuál es la utilidad esperada de la empresa?
4.94 En un sistema de apoyo para el programa espj. 
cial estadounidense, un componente crucial único fun­
ciona sólo 85 por ciento del tiempo. Para aumentar |j 
confiabilidad del sistema se decidió instalar tres com­
ponentes paralelos, de manera que el sistema falle súlo 
si todos fallan. Suponga que los componentes actúan 
de forma independiente y que son equivalentes en til 
sentido de que 3 de ellos tienen una lasa de éxito de 8.' 
por ciento. Considere la variable aleatoria X como d 
número de componentes de cada tres que fallan.
a) Escríba una función de probabilidad pora la vana- 

ble aleatoria X.
b) ¿Cuál es E(X) (es decir, el número medio de com­

ponentes de cada tres que fallan)?
c) ¿Cuál es VartX)?
d) ¿Cuál es la probabilidad de que el sistema com­

pleto sea exitoso?
e) ¿Cuál es la probabilidad de que falle el si.stema'
/) Si se desea que el sistema tenga una probabiltdaJ

de éxito de 0.99, ¿son suficientes los tres comp.»- 
nentes? Si no lo .son, ¿cuántos se requerirían?

4.95 En los negocios es importante planear y ilesjx 
a cabo investigación para anticipar lo que ocurrirá ai 
final del año. La investigación sugiere que el espectro' 
de utilidades (perdidas) de cierta empresa, con sus re«- 
pectivas probabilidades, es el siguiente:

Utilidad Probabilidad
-S15.0Ü0 0.05

SO 0.15
$15,000 0.15
$25.000 0.30
$40,000 0.15
$50.000 0.10

$100.000 0.05
$150,000 0.03
$200,000 0.02
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<i) ¿Cuál es la utilidad esperada?
/}) Determine la desviación estándar de las utilidades.

4.96 Mediante un conjunto de datos, y por la amplia 
investigación, se sabe que la cantidad de tiempo que 
cierto empleado de una empresa llega tarde a trabajar, 
medido en segundos, es una variable aleatoria X con la 
siguiente función de densidad

f(x)
;^(50=-.r), -50<.r<50, 
0, en otro caso.

En otras palabras, e'l no sólo llega ligeramente retra­
sado a veces, sino que también puede llegar temprano 
a trabajar.
a) Calcule el valor esperado del tiempo en segundos 

que llega larde.
b) Calcule
c) ¿Cuál es la desviación estándar del tiempo en que 

llega tarde?
4.97 Un camión de carga viaja desde el punto A hasta 
el punto B y regresa por la misma ruta diariamente Hay 
cuatro semáforos en la ruta. Sea X, el número de semá­
foros en rojo que el camión encuentra cuando va de A 
aByX,el número de los que encuentra en el viaje de 
regreso. Los datos recabados durante un período largo 
sugieren que la dístñbución de probabilidad conjunta 
para (X,. XJ está dada por

Xl
Xl 0 1 2 3 4
0 QOl QOl Q03 Q07 QOl
1 Q03 Q05 Q08 Q03 Q02
2 Q03 Qll Q15 QOl QOl
3 Q02 Q07 QIO Q03 QOl
4 QOl Q06 Q03 QOl QOl

a) Determine la densidad marginal de X^.
b) Determine la densidad marginal de X,.
c) Determine la distribución de densidad condicional 

de dado que X, = 3.
d) Determine
e) Determine £(X,).
f) Determine£(X;iX, = 3).
g) Determine la desviación estándar de Af,

4.98 Una tienda de abarrotes tiene dos siuos sepa­
rados en sus instalaciones donde los clientes pueden 
pagar cuando se marchan Estos dos lugares tienen dos 
cajas registradoras y dos empleados que atienden a los 
clientes que van a pagar. Sea X el número de la caja 
registradora que se utiliza en un momento cspecitico 
en e! sitio 1 > L el número de la caja registradora que se 
utiliza en el mismo momento en el sitio 2 La función 
de probabilidad conjunta está dada por

V
X 0 I 2
0 Q12 Q04 Q04
1 Q08 QI9 Q05
2 Q06 Q12 Q30

a) Determine la densidad marginal de X y de Y, así 
como la distribución de probabilidad de X. dado 
que Y =2.

b) Determine £(X) y Var(X).
c) Determine£(X|y' = 2)yVar(Xir= 2).

4.99 Considere un transbordador que puede llevar 
txuito autobuses como automóviles en un recorrido a tra­
vés de una vfa fluvial. Cada viaje cuesta al propietario 
aproximadamente $10. La tarifa por automóvil es de 
S3 y por autobús es de $8. Sean X y y el número de au­
tobuses y automóviles, respectivamente, que se trans­
portan en un viaje especfñco. La distribución conjunta 
de X y y está dada por

X
.V 0 1 2
0 QOl QOl Q03

1 Q03 Q08 Q07
2 Q03 Q06 Q06
3 Q07 Q07 Q13
4 Q12 Q04 Q03
5 Q08 Q06 Q02

Calcule la utilidad esperada para el viaje del transbor­
dador.
4.100 Como veremos en el capítulo 12. lo< meli>dos 
estadísticos asociados con los modelos lineal > no li­
neal son muy importantes De hecho, a menudo las iun- 
Clones exponenciales se utilizan en una amplia gama 
de problemas científicos y de ingeniería Considere 
un modelo que se ajusta a un conjunto de datos que 
implica los valores medidos v k,. > una respuesta 
específica }’ a las mediciones El modelo postulado es

Y _ I **:*:

donde >' denota el valor estimado de }*. k\k son 
valores fijos y y 6, son estimados de ..onsiantcs > 
por lo tanto, vanobics aleaionas Suponga que tales \a- 
nables aleatorias son independientes > use la fonnula 
aproximada para la vananza de una función no lineal 
de más de una vanable De' una expresión para Van >'» 
Suponga que se conocen las medias di./i, h \h v que 
son y /?.. y también suptmgj que m ^vaioten las 
vananzas de b^. b > que son trr,. tr- y rrl
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4.101 Considere el ejercicio de repaso 3.73 de la pá­
gina 108, el cual implica Y, la proporción de impurezas 
en un lote, donde la función de densidad está dada por

/(y) = /‘0(i-:vr. 0<y<i,
^ \0. en otro caso.

a) Calcule el porcentaje esperado de impurezas.
b) Calcule el valor esperado de la proporción de la 

calidad del material (es decir, calcule £■{! - 10).

c) Calcule la varianza de la variable aleatoria Z u 
l-Y.

4.102 Proyecto: Sea X = número de horas que cada 
estudiante del grupo durmió la noche anterior. Cree una 
variable discreta utilizando los siguientes intervalo, 
arbitrarios:
X<3,3<X<6,6<X<9yX>9.
a) Estime la distribución de probabilidad para X.
b) Calcule la media estimada y la varianza para X

4.5 Posibles riesgos y errores conceptuales; relación 
con el material de otros capítulos

El material que se cubrió en este capítulo es fundamental, como el contenido del capitulo 
3. Mientras que en el capítulo 3 nos concentramos en las caracleristicas generales de una 
distribución de probabilidad, en el presente capítulo definimos cantidades importantes o 
parámetros que caracterizan la naturaleza general del sistema. La media de una distn- 
bución refleja una tendencia central, en tanto que la varianza o la desviación estándar 
reflejan variabilidad en el sistema. Además, la covarianza refleja la tendencia de dos \ j. 
riables aleatorias a “moverse juntas" en un sistema. Estos imporlante.s parámetros serán 
fundamentales en el estudio de los siguientes capítulos.

El lector debería comprender que el tipo de distribución a menudo está determinado 
por el contexto científico. Sin embargo, los valores del parámetro necesitan estimarse j 
partir de datos científicos. Por ejemplo, en el caso del ejercicio de repaso 4.85 el fahn- 
cante del compresor podría saber {material que se presentará en el capítulo 6). por su 
experiencia y conocimiento del tipo de compresor, que la naturaleza de la distribución cs 
como se indica en el ejercicio. Pero la media p = 9(X) se estimaría a partir de la c\\\ 
rimentación con la máquina. Aunque aquí se da por conocido el valor de! parámetro d: 
900, en situaciones reales eso no ocurrirá sin el uso de datos experimentales. El capiiu' 
9 se dedica a lu estimación.



Capítulo 5

Algunas distribuciones 
de probabilidad discreta
5.1 Introducción y motivación

La distribución de probabilidad discreta describe el comportamiento de una variable 
aleatoria, independientemente de si se representa de forma gráfica o mediante un histo- 
grama, en forma tabular o con una fórmula. A menudo las observaciones que se generan 
mediante diferentes experimentos estadísticos tienen el mismo tipo general de compor­
tamiento. En consecuencia, las variables aleatorias discretas asociadas con estos experi­
mentos se pueden describir esencialmente con la misma distribución de probabilidad y, 
por lo tanto, es posible representarlas usando una sola fórmula. De hecho, se necesitan 
sólo unas cuantas distribuciones de probabilidad importantes para describir muchas de 
las variables aleatorias discretas que se encuentran en la práctica.

Este conjunto de distribuciones en realidad describe varios fenómenos aleatorios 
de la vida real. Por ejemplo, en un estudio en el que se probó la eficacia de un nuevo 
fármaco, de todos los pacientes que lo utilizaron, el número de pacientes que se curaron 
se aproximó a una distribución binomial {sección 5.2). En un ejemplo en una industria, 
cuando se prueba una muestra de artículos seleccionados de un lote de producción, el nú­
mero de productos defectuosos en la muestra por lo general se puede representar como 
una variable aleatoria hipergeométrica (sección 5.3). En un problema estadístico de con­
trol de calidad el experimentador señalará un cambio en la media del proceso cuando los 
datos observacionales excedan ciertos límites. El número de muestras requeridas para ge­
nerar una falsa alarma sigue una distribución geome'trica, que es un caso especial de dis­
tribución binomial negativa (sección 5.4). Por otro lado, el número de leucocitos de 
una cantidad fija de una muestra de la sangre de un individuo suele ser aleatorio y podría 
describirse mediante una distribución de Pois.son (sección 5.5). En este capítulo se pre­
sentarán esas distribuciones de uso común con varios ejemplos.

5.2 Distribuciones binomial y multinomial

Con frecuencia un experimento consta de pruebas repetidas, cada una con dos resultados 
posibles que se pueden denominar éxito o fracaso. La aplicación más evidente tiene que 
ver con la prueba de artículos a medida que salen de una línea de ensamble, donde cada
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prueba o experimento puede indicar si un artículo está o no defectuoso. Podemos elegid 
deñnir cualquiera de los resultados como éxito. El proceso se conoce como proceso 
de Bernoulli y cada ensayo se denomina experimento de Bernoulli. Por ejemplo, s, 
extraemos cartas de una baraja y éstas no se reemplazan, cambian las probabilidades 
en la repetición de cada ensayo: es decir, la probabilidad de seleccionar una carta de 
corazones en la primera extracción es 1/4, pero en la segunda es una probabilidad con- 
dicional que tiene un valor de 13/51 o 12/51, dependiendo de si resulta un corazón en la 
primera extracción; entonces éste ya no sería considerado un conjunto de experimentoj 
de Bernoulli.

El proceso de Bernoulli
En términos estrictos el proceso de Bernoulli se caracteriza por lo siguiente:

1. El experimento consta de ensayos repelidos.

2. Cada ensayo produce un resultado que se puede clasificar como éxito o fracaso

3. La probabilidad de un éxito, que se denota con p, permanece constante de un en 
sayo a otro.

4. Los ensayos repetidos son independientes.
Considere el conjunto de experimentos de Bernoulli en el que se seleccionan irc'. 

artículos al azar de un proceso de producción, luego se inspeccionan y se clasifican co­
mo defectuosos o no defectuosos. Un artículo defectuoso se designa como un éxito El 
número de éxitos es una variable aleatoria X que toma valores integrales de cero a .3 Lu^ 
ocho resultados posibles y los valores correspondientes de X son

Resultado NNN NDN NND DNN NDD DND DDN DDD
X 0 111 2 2 2 3

Como los artículos se seleccionan de forma independiente y se asume que el pro­
ceso produce 25% de artículos defectuosos.

p(NDN) = pmPiD)pm = (?) (i) (?) = ~

Cálculos similares dan las probabilidades para los otros resultados posibles La distnha 
ción de probabilidad de X es, por lo tanto,

X 0 1 2 3
f{x) 27 27

64 M
V 1

Distribución binomial
El número X de é.xitos en n experimentos de Bernoulli .se denomina sanable aleatoria 
binomial. La distribución de probabilidad de esta sanable aleatona discreta se llar' 
distribución binomial y sus valores se denotarán como M.r; n. p), >a que dependen J.' 
número de ensayos y de la probabilidad de éxito en un ensavo dado. Por consiguici 
para la distribución de probabilidad de X el número Je productos defectuosos es

P{X =2)=/(2) = fc(2;3.?) = ^.
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Generalicemos ahora la ilustración anterior con el ñn de obtener una fórmula para 
b{x; n, p). Esto significa que deseamos encontrar una fórmula que dé la probabilidad de 
X éxitos en n ensayos para un experimento binomial. Empiece por considerar la probabi­
lidad de X éxitos yn~x fracasos en un orden específico. Como los ensayos son indepen­
dientes, podemos multiplicar todas las probabilidades que corresponden a los diferentes 
resultados. Cada éxito ocurre con probabilidad p y cada fracaso con probabilidad q — 
\ - p. Por lo tanto, la probabilidad para el orden específico es p‘<f^'. Ahora debemos 
determinar el número total de puntos muéstrales en el experimento que tienen x éxitos y 
n-x fracasos. Este número es igual al número de particiones de n resultados en dos gru­
pos con .r en un grupo y n - j: en el otro, y se escribe ) como se presentó en la sección 
2.3. Como estas particiones son mutuamente excluyenies, sumamos los probabilidades 
de todas las diferentes particiones para obtener la fórmula general o simplemente mul­
tiplicamos p^íf' por ).

Distribución Un experimiento de Bernoulli puede tener como resultado un éxito con probabilidad p 
binomial y un fracaso con probabilidad q = l -p. Entonces, la distribución de probabilidad de la 

variable aleatoria binomial X, el número de éxitos en n ensayos independientes, es

= jt= 0,1, 2,.. ../i.

Observe que cuando n = 3y p= 1/4, la distribución de probabilidad de X. el número de 
artículos defectuosos, se escribe como

0,1.2.3.

en vez de la forma tabular de la página 144.

Ejemplo 5.1:1 La probabilidad de que cierta clase de componente sobrevi\u a una prueba de choque es 
de 3/4. Calcule la probabilidad de que sobrevivan exactamente 2 de los siguiertes 4 
componentes que se prueben.

Solución: Si suponemos que las pruebas son independientes y p = 3/4 para cada una de las 4 prue­
bas, obtenemos

¿De dónde proviene el nombre binomial?
La distribución binomial deriva su nombre del hecho de que tos n + t lérmim>s en la 
expansión binomial de (q -l- pY corresponden a los diversos valores de h(x: ti. pt para 
.T = 0,1, 2,..., ;i. Es decir.

(1+pr = (;)</■ + + (")/.V-= + ■ + (")/'"
= /;(0: n,p) + b(l\n,p) -I- h{2: n.p) -t------- h hln: n,p).

Dado que p + q = 1, vemos que
n

h{x-, n.p) = 1.
í=()

una condición que se debe cumplir para cualquier distribucn'in de probabilidad
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Con frecuencia nos interesamos en problemas donde se necesita obtener P{X < r) o 
P{a <X<b). Lassumatorias bínomiales

r

B{r, n,p)='^b{r,n,p)
x=0

se presentan en la tabla A. 1 del apéndice para n = 1,2,..., 20, para valores seleccionados 
dep entre 0.1 y 0.9. Ilustramos el uso de la tabla A. 1 con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2:1 La probabilidad de que un paciente se recupere de una rara enfermedad sanguínea es de 
0.4. Si se sabe que 15 personas contrajeron la enfermedad, ¿cuál es la probabilidad de que 
a) sobrevivan al menos 10. b) sobrevivan de 3 a 8. y c) sobrevivan exactamente 5? 

Solución: Sea X el número de personas que sobreviven.
9

a) P(A-> 10) = 1 - < 10)= 1 -53*(-^;*5.0.4) = 1 -0.9662
x=0

= 0.0338
8 8 2

b) P (3 < < 8) = ^ bix, 15, 0.4) = ^ b{x\ 15. 0.4) - ^ b{x-, 15. 0.4)
x*s3 x=0 x=0

= 0.9050-0.0271 =0.8779
5 4

c) P{X=5) = b{S\ 15,0.4) = b{x\ 15, 0.4) - Y ’5. 0.4)
x=0 x=0

= 0.4032-0.2173 = 0.1859 i

Ejemplo 5.3: í Una cadena grande de tiendas al detalle le compra cierto tipo de dispositivo electrónico 
a un fabricante, el cual le indica que la tasa de dispositivos defectuosos es de 3%.

a) El inspector de la cadena elige 20 artículos al azar de un cargamento. ¿Cuál es la pro­
babilidad de que haya al menos un artículo defectuo.so entre estos 20?

b) Suponga que el detallista recibe 10 cargamentos en un mes y que el inspector prueba 
aleatoriamente 20 dispositivos por cargamento. ¿Cuál es la probabilidad de que ha\a 
exactamente tres cargamentos que contengan al menos un dispositivo defectuoso de 
entre los 20 seleccionados y probados?

Solución: a) Denote con X el número de dispositivos defectuosos de los 20. Entonces X sigue una 
distribución b(x; 20, 0.03). Por consiguiente.

P(X> 1) = I - P(X = 0) = 1 -¿7(0;20.0.03)
= 1 -(0.03)“(1 -0.03)-'^"“ = 0.4562.

b) En este caso cada cargamento puede o no contener al menos un artículo defectuu'^o 
Por lo tanto, el hecho de probar el resultado de cada cargamento puede conside^ar^; 
como un experimento de Bernoulli con p = 0.4562 del inciso u). Si suponemo> b 
independencia de un cargamento a otro, y si se denotamos con l’el número de carca- 
mentos que contienen al menos un artículo defectuoso. 1'sigue otra distribución bi-
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nomial b(y; 10,0.4562). Por lo tanto,

P(Y = 3) = 0.4562^ (1 - 0.4562)' =0.1602.
J

Áreas de aplicación
A partir de los ejemplos 5.1 a 5.3 debena quedar claro que la distribución binomial tiene 
aplicaciones en muchos campos científícos. Un ingeniero industrial está muy interesado 
en “la proporción de aitfculos defectuosos” en cierto proceso industrial. A menudo las 
medidas de control de calidad y los esquemas de muestreo para procesos se basan en 
la distribución binomial, la cual se aplica en cualquier situación industrial donde el re­
sultado de un proceso es dicotómico y los resultados del proceso son independientes, y 
además la probabilidad de éxito se mantiene constante de una prueba a otra. La distribu­
ción binomial también se utiliza mucho en aplicaciones médicas y militares. En ambos 
casos un resultado de éxito o de fracaso es importante. Por ejemplo, la importancia del 
trabajo farmacéutico radica en poder determinar si un determinado fármaco “cura” o “no 
cura”: mientras que si se está probando la eñcacia al lanzar un proyectil el resultado se 
interpretaria como "dar en el blanco" o “fallar”.

Como la distribución de probabilidad de cualquier variable aleatoria binomial de­
pende sólo de los valores que toman los parámetros n,py q, parecería razonable suponer 
que la media y la vorianza de una variable aleatoria binomial también dependen de los 
valores que toman tales parámetros. En realidad esto es cierto, y en la demostración del 
teorema 5.1 derivamos fórmulas generales que se pueden utilizar para calcular la media 
y la varianza de cualquier variable aleatoria binomial como funciones de n,py q.

Teorema 5.1: La media y la varianza de la distribución binomial b(x\ n, p) son

Prueba: Representemos el resultado de lay-ésima prueba mediante una variable aleatoria de Ber­
noulli que toma los valores 0 y 1 con probabilidades q y p, respectivamente. Por lo 
tanto, en un experimento binomial el número de éxitos se escribe como la suma de las n 
variables indicadoras independientes. De aquí.

La media de cualquier es £(/) = (0)(^) + (])(p) = p. Por lo tanto, usando el corolario
4.4 de la página 131, la medía de la distribución binomial es

La varianza de cualquier / es = E(¡j)-pr = (0)-(í7) {\)Hp)-¡r = p{ \~p)=pq.M
ampliar el corolario 4.11 al ca.só de n variables de Bernoulli independientes, la varianza 
de la distribución binomial resulta como

fi = np y O” — npq.

X = I] + ¡2 -\-----+/«.

p — E(X) = E{Ii)+ E(¡ 2)-i‘“-+EU„) = p+ p + -- -+ p = np.

n términos

(7^. = (TT + 07. -h • • • + 07, = pq + pq + ■ ■ ■ + pq = npq.

/I ténnino\ J



148 Capítulo 5 Algunas distribuciones de probabilidad discreta

Ejemplo 5.4; I Se conjetura que hay impurezas en 30% del total de pozos de agua potable de cierta co.
munidad rural. Para obtener información sobre la verdadera magnitud del problema se 
determina que debe realizarse algún tipo de prueba. Como es muy costoso probar todos 
los pozos del área, se eligen 10 al azarpara someterlos a la prueba.

a) Si se utiliza la distribución binomial, ¿cuál es la probabilidad de que exactamente ] 
pozos tengan impurezas, considerando que la conjetura es correcta?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que más de 3 pozos tengan impurezas?
Solución', a) Requerimos 3 2 '

¿(3; 10.0.3) = 10,0.3) - ¿M-v; 10.0.3) = 0.6496-0.3828 = 0.2668 ’

ATSSO .*=0 I

b) En este caso P(X > 3) = 1 - 0.6496 = 0.3504. J

Ejemplo 5.5:1 Calcule la media y la varianza de la variable aleatoria binomial del ejemplo 5.2 y de>- 
pués utilice el teorema de Chebyshev (de la página 137) para interpretar el intervalo // ¿ 
2(7.

Solución'. Como el ejemplo 5.2 fue un experimento binomial con n = 15 y p = 0.4, por el teorcnij
5.1 tenemos

// = {15)(0.4) = 6 y £7- = (15)(0.4)í0.6) = 3.6.

Al tomar la raíz cuadrada de 3.6 encontramos que a = 1.897. Poi lo tanto, el inter­
valo que se requiere es 6 ± (2)(1.897). o de 2.206 a 9.794. El teorema de Cheb\she\ 
establece que el número de pacientes recuperados, de un total de 15 que contrajeron la 
enfermedad, tiene una probabilidad de al menos 3/4 de caer entre 2.206 y 9.794 o. comí 
los datos son discretos, incluso entre 2 y 10. J

Hay soluciones en las que el cálculo de la.s probabilidades binomiales nos permiti­
rían hacer inferencias científicas acerca de una población después de que se recaban lc>> 
datos. El siguiente ejemplo es una ilustración de esto.

Ejemplo 5.6:1 Considere la situación del ejemplo 5.4. La idea de que el 30% de los po/os tienen impu­
rezas es sólo una conjetura del consejo local del agua. Suponga que se eligen 10 pivo' 
de forma aleatoria y resulta que 6 contienen impurezas. ¿Qué implica esto respecto de L 
conjetura? Utilice un enunciado de probabilidad.

Solución: Primero debemos preguntar “Si la conjetura es correcta, ¿podríamos haber encontraJ ■
6 o más pozos con impurezas?”

10 5
P{X>6) = Y^ b(x; 10, 0.3) b(x; 10. 0.3) = I - 0.9527 = 0.(M73.

í =0 x=Q

En consecuencia, es poco probable (4.7% de probabilidad) que se encontrara que b- 
más pozos contenían impurezas si sólo 30% de ellos las contienen Esto pone senamenií 
en duda la conjetura y sugiere que el problema de la impureza es mucho más gra\ e J 

Como podrá darse cuenta el lector ahora, en muchas aplicaciones hay más de di'' 
resultados posibles. Por ejemplo, en el campo de la genética el color de las crías de u'- 
ncjillos de Indias puede ser rojo, negro o blanco. Con frecuencia la dicotomía de ‘'dctc.. 
luoso" y “sin defectos” en casos de ingeniería es en realidad un simplificación excedo- 
De hecho, a menudo hay más de dos categorías que caractenzan los artículos o las partC' 
que salen de una línea de producción.
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Experimentos muitinoniiales y la distribución multinomial
El expenmento binomial se convierte en un experimento multinomial si cada prueba 
tiene más de dos resultados posibles. La clasificación de un producto fabricado como 
ligero, pesado o aceptable, y el registro de los accidentes en cierto crucero de acuerdo 
con el día de la semana, constituyen experimentos multinomiales. Extraer con reem­
plazo una carta de una baraja también es un experimento multinomial si los 4 palos son 
los resultados de interés.

En general, si un ensayo dado puede tener como consecuencia cualquiera de los k 
resultados posibles E^, con probabilidades />,, p,,.., Pj, la distribución muUI>
nomial daré la probabilidad de que E^ ocurra Vj veces, £, ocurra .r, veces.. y £, ocurra 
veces en it ensayos independientes, donde

xi+X2+*'*+ai = n.

Denotaremos esta distribución de probabilidad conjunta como

fiXi.X2....... Xk',P],P2........Pi.n)

Salla a la vista que p, + p, 4------b p^ = 1, pues el resultado de cada ensayo debe ser uno
de los k resultados posibles

Para denvar la fórmula general procedemos como en el caso binomial. Puesto que 
los ensayos son independientes, cualquier orden especificado que produzca r, resultados 
para £,, .t, para £„..., para £^ ocumrá con probabilidad p,'* '' Pk^ ■ número 
total de ordenamientos que producen resultados similares para los n ensayos es igual 
al número de particiones de n artículos en k grupos con en el pnmer grupo, x, en el 
segundo grupo, ., y en el A-ésimo grupo. Esto se puede hacer en

( " U___ ____
\X\. V2.. .,Ai/ ti'

formas Como todas las particiones son mutuamente excluj entes y tienen la misma pro­
babilidad de ocumr, obtenemos la distribución multinomial multiplicando la probabili­
dad para un orden específico por el número total de particiones

Distribución Si un ensayo dado puede producir los k resultados £,. £,. , £jCon probabilidades p^, 
inultinoniial /j„ entonces la distribución de probabilidad de las sanables aléatenos X,.X,. ,.Yj, 

que representa el número de ocurrencias para £,, £,, , £^ en n ensajos independientes, 
es

/(xi.t2.. ,xi.pi.p2. ,pi,/i)=( " PV'
V,Ai,t2. ,Ai/

=/i y Y.P, = 1
«=1 J=l

La dtstnbucion multinomial densa su nombro del hecho de que los términos de la 
expansion mulunomia! de ip^+p^ + . + corresponden a todos l(»^ {Kisibles \alou 
de/(ti,\2..--. ti./Ji,p2.
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Ejemplo 5.7:1 La complejidad de las llegadas y las salidas de los aviones en un aeropuerto es tal que 3 
menudo se utiliza la simulación por computadora para modelar las condiciones “idea 
les". Para un aeropuerto específico que tiene tres pistas se sabe que, en el escenario ideal, 
las probabilidades de que las pistas individuales sean utilizadas por un avión comercial 
que llega aleatoriamente son las siguientes:

Pista I: p, = 2/9
Pista 2: p, = 1/6
Pista3: 11/18

¿Cuál es la probabilidad de que 6 aviones que llegan al azor se distribuyan de la siguicn 
te manera?

Pista 1: 2 aviones
Pista 2: 1 avión
Pista 3: 3 aviones

Solución'. Si usamos la distribución multinomial, tenemos

Ejercicios

i ®V2,I.3

6! 2- 1 11-^
2!1!3! ■ 9- ' 6 ' 183 “ ■ “ ■ J

5.1 Una variable aleatoria X que toma los valores .r,, 
X,,..., -x^ se denomina variable aleatoria discreta uni­
forme SI su función de masa de probabilidad es f(x) = 
j- para todas las variables x,, .t,...., y 0 en cualquier 
otro coso. Calcule la media y la varianza de X.
5.2 Se entregan dos altavoces idénticos a 12 personas 
y se les pide que los escuchen para determinar si hay al­
guna diferencia entre ellos. Suponga que sus respuestas 
son simplemente conjeturas. Calcule la probabilidad de 
que tres personas afirmen haber detectado una diferen­
cia entre los dos altavoces.

53 De un equipo de 10 empleados, y mediante la se­
lección al azar de una etiqueta contenida en una caja 
que conuene 10 etiquetas numeradas del 1 al 10, se eli­
ge a uno para que superv’ise cierto proyecto Calcule la 
fórmula pora la distribución de probabilidad de .Y que 
represente el número en la etiqueta que se saca (,Cuál 
es la probabilidad de que el número que se extrae 
sea menor que 4?

5.4 En cierto distnto de la ciudad se establece que 
la causa de 15% de todos los robos es la necesidad 
de dinero para comprar drogas. Calcule la probabili­
dad de que entre los siguientes cinco casos de robo que 
se reporten en este distrito,
a) exactamente 2 sean resultado de la necesidad de 

dinero para comprar drogas;
b) a lo sumo 3 resulten de la necesidad de dinero para 

comprar drogas.

5.5 De acuerdo con Chemical Engineering Progress 
(noviembre de 1990), aproximadamente 30íc de todo, 
las fallas de operación en Ixs tuberias de plantas quimi 
cas son ocasionadas por errores del operador.
a) (.Cuál es la probabilidad de que de las siguicniC) 

20 fallxs en las tuberías al menos 10 se deban a un 
error del operador’’

b) ¿Cuál es la probabilidad de que no mis de 4 de 20 
fallas se deban a un error del operador?

c) Suponga que, para una planta específica, de ü 
muestra alcatona de 20 de tales fallas exactamente 
5 son errores de operación. ¿Considera que la ufn 
de 30‘’f ontcnor se aplique a esta planta? Comente 
su respuesta.

5.6 De acuerdo con una encuesta de la AJmtni\iratn< 
Management Society, la mitad de las empresas estadio 
unidenses da a sus empleados 4 semanxs de sacacionc' 
después de 15 años de scrucio en la empresa Caltul: 
la probabilidad de que. de 6 empresis encuestada-' al 
azar, el número que da a sus empleados 4 semanas il¿ 
vacaciones después de 15 años de serxiciü es
o) cualquiera entre 2 y 5. 
b) menor que 3

5.7 Un destacado médico alimu que el 10% de U' 
personxs con cáncer de pulmón son fumadores empe 
demidos. S¡ su xseseración es correcta,

<j) calcule la probabilidad de que de 10 de estos p-- 
ciernes, que ingresaron recientemente a un hospiii! 
menos de la mitad sean fumadores empedernido'
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b) calcule la probabilidad de que de 20 de estos pa­
cientes, que ingresaron recientemente a un hospital, 
menos de la mitad sean fumadores empedernidos.

5.8 De acuerdo con un estudio publicado por un grupo 
de sociólogos de la Universidad de Massachusetts, 
aproximadamente 60% de los consumidores de Valium 
en el estado de Massachusetts empezaron a consumirlo 
a causa de problemas psicológicos. Calcule la probabi­
lidad de que entre los siguientes 8 consumidores entre­
vistados de este estado,
a) exactamente 3 comenzaron a consumir Valium por 

problemas psicológicos;
b) al menos 5 comenzaron a consumir Valium por 

problemas que no fueron psicológicos.
5.9 Al probar cierta clase de neumático para camión 
en un terreno accidentado, se encuentra que el 25% de 
los camiones no completan la prueba de recorrido sin 
ponchaduras. De los siguientes 15 camiones probados, 
calcule la probabilidad de que
a) de 3 a6 tengan ponchaduras;
b) menos de 4 tengan ponchaduras;
c) más de 5 tengan ponchaduras.

5.10 Según un informe de la revista Parade, una en­
cuesta a nivel nacional, realizada por la Universidad de 
Michigan con estudiantes universitano^ de último año. 
reveló que casi 70% desaprueban el consumo diario de 
marihuana. Si se seleccionan 12 estudiantes de último 
año al azor y se les pide su opinión, calcule la probabi­
lidad de que el número de los que desaprueban el con­
sumo diario de marihuana sea
a) cualquiera entre 7 y 9;
b) 5 a lo sumo;
c) no menos de 8.

5.11 La probabilidad de que un paciente se recupere 
de una delicada operación de corazón es 0.9. ¿Cuál es 
la probabilidad de que exactamente 5 de los siguientes 
7 pacientes intervenidos sobrevivan?
5.12 Un ingeniero de conüol de tráfico reporta que 
75% de los vehículos que pasan por un punto de \ enfica- 
ción son de ese estado. ¿Cuál es la probabilidad de que 
menos de 4 de los siguientes 9 vehículos sean de otro 
estado?
5.13 Un estudio a nivel nacional que examinó las 
actitudes hacia los antidcpresivos reveló que aproxi­
madamente 70% de los encueslados cree que “los an- 
tidepresivos en realidad no curan nada, sólo disfrazan 
el problema real". De acuerdo con este estudio, ¿cuál 
es la probabilidad de que al menos 3 de las siguientes 
5 personas seleccionadas al azar tengan esta opinión'^
5.14 El porcentaje de victonas que consiguió el equi­
po de baloncesto los Toros de Chicago para pasar a las

finales en la temporada 1996-97 fue de 87.7. Redondee
87.7 a 90 para poder utilizar la tabla A. 1.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que los Toros logren 

una victoria aplastante (4-0) en la serie final de 7 
juegos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que los Toros ganen la 
serie inicial?

c) ¿Qué suposición importante se hace al responder 
los incisos a) y b)l

5.15 Se sabe que 60% de los ratones inoculados con 
un suero quedan protegidos contra cierta enfermedad. 
Si se inoculan 5 ratones, calcule la probabilidad de que
a) ninguno contraiga la enfermedad;
b) menos de 2 contraigan la enfermedad;
c) más de 3 contraigan la enfermedad.

5.16 Suponga que los motores de un avión operan de 
forma independiente y que tienen una probabilidad 
de falla de 0.4. Se supone que un avión tiene un vuelo 
seguro si funcionan aJ menos la mitad de sus motores 
Si un avión tiene 4 motores y otro Uene 2. ¿cuál de los 
dos Uene la probabilidad más alta de un vuelo exitoso?
5.17 Si X representa el número de persona.s del ejerci­
cio 5.13 que creen que los anudepresivos no curan sino 
que sólo disfrazan el problema real, calcule la media y 
la vananza de X si se seleccionan al azar 5 personas.
5.18 a) ¿Cuántos de los 15 camiones del ejercicio 5.9 
esperaría que tuvieran ponchaduras?
b) t.Cuál es la vananza del número de ponchaduras 

de los 15 camiones? ¿Qué significado tiene eso’
5.19 Un estudiante que conduce hacia su escuela cn- 
cuenUa un semáforo, el cual permanece verde por 35 
segundos, amanllo cinco segundos y rojo 60 segundos 
Suponga que toda la semana el estudiante recorre el 
camino a la escuela cnUe las 8 00 > las 8 30 a m Sea .Y, 
el número de veces que encuentra un^ luz verde. .X el 
número de veces que encuentra una luz amarilla v \. 
el numero de veces que encuentra una luz roja. Calcule 
la distribución conjunta de ,Y,. X. y X
5.20 Según el diano USA Toda\ (IS de marzo de 
1997), de 4 millones de integrantes de la fuerza laboral. 
5.8% resultó positivo en una prueba de drogas De los 
que dieron positivo. 22 5% consumían cocaína v 54 4*7 
consumían manhuana
a) (,Cuál es la probabilidad de que de ! 0 trabajadores 

que dieron positivo. 2 sean usuarios de cixaina. 5 
de manhuana > 3 de otras droga.s'’

b) ¿Cuál es la probabilidad de que de 10 trabajadores 
que dieron positivo, todos sean consumidores de 
manhuana'*

c) oCuál es la probabilidad de que de 10 trabajadorc'. 
que dieron positivo, ninguno consuma ccKaiiia ’
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5.21 La superficie de un tablero circular para dardos 
tiene un pequeño círculo central llamado diana y 20 
regiones en forma de rebanada de pastel numeradas 
del 1 al 20. Asimismo, cada una de estas regiones está 
dividida en tres partes, de manera que una persona 
que lanza un dardo que cae en un número específico 
obtiene una puntuación igual al valor del número, el 
doble del número o el triple de éste, dependiendo de 
en cuál de las tres panes caiga el dardo. Si una per­
sona tiene una probabilidad de 0.01 de acenar a la 
diana, una probabilidad de 0.10 de acenar un doble, 
una probabilidad de 0.05 de acenar un triple y una 
probabilidad de 0.02 de no accnar al tablero, ¿cuál 
es la probabilidad de que 7 lanzamientos den como 
resultado ninguna diana, ningún triple, dos dobles y 
una vez fuera del tablero?

5.22 De acuerdo con la teoría genética, cieña craza 
de conejillos de Indias tendrá crías rojos, negras y blan­
cos en la proporción 8:4:4. Calcule la probabilidad de 
que de 8 crías, 5 sean rojas, 2 negras y I blanca.

5.23 Los probabilidades de que un delegado llegue a 
cierta convención en avión, autobús, automóvil o tren 
son de 0.4, 0.2, 0.3 y 0,1, respectivamente. ¿Cuál es la 
probabilidad de que, de 9 delegados que asisten a esta 
convención seleccionados al azar, 3 lleguen en avión. 3 
en autobús. 1 en automóvil y 2 en tren?

5.24 Un ingeniero de seguridad afirma que sólo 40^ 
de los trabajadores utilizan cascos de seguridad cuando 
comen en el lugar de trabajo. Suponga que esta afirma­
ción es cierta y calcule la probabilidad de que 4 de 6 
trabajadores elegidos al azar utilicen sus cascos mien­
tras comen en el lugar de trabajo.

5.25 Suponga que para un embarque muy grande éc 
circuitos integrados, la probabilidad de que falle cual, 
quiera de ellos es de 0.10. Suponga que se cumplen los 
supuestos en que se basan las distribuciones bínomiulos 
y calcule la probabilidad de que en una muestra alcato. 
ria de 20 fallen, a lo sumo, 3 chips integrados.
5.26 Suponga que 6 de 10 accidentes automovilísi], 
eos se deben principalmente a que no se respeta el |f. 
mite de velocidad y calcule la probabilidad de que. de 8 
accidentes automovilísticos, 6 se deban principalmenic 
a una violación del límite de velocidad
a) mediante el uso de la fónnula para la distribución 

binomial:
b) usando la tabla A. 1.

5.27 Si una bombilla fluorescente tiene una probabi­
lidad de 0.9 de tener una vida útil de al menos 800 ho­
ras, calcule los probabilidades de que, de 20 bombillas 
fluorescentes,
a) exactamente 18 tengan una vida útil de al mcno^ 

800 horas;
b) al menos 15 tengan una vida útil de al menos 800 

horas:
r) al menos 2 no tengan una vida útil de al menos 80(| 

horas.
5.28 Un fabricante sabe que, en promedio. 20^ de los 
tostadores eléctricos producidos requerirá reparacinn<:<. 
durante el primer año posterior a su venta. Suponga qui> 
se seleccionan al azar 20 tostadores y calcule los núme­
ros X y y adecuados tales que
ít) la probabilidad de que al menos x de ellos requie­

ran reparaciones sea menor que 0.5; 
b) la probabilidad de que al menos y de ellos no re­

quieran reparaciones sea mayor que 0.8.

5.3 Distribución hipergeométrica

La manera más simple de ver la diferencia entre la distribución binomial de la .sección
5.2 y la distribución hipergeométrica consiste en obsenar la forma en que .se reali/a el 
muestreo. Los tipos de aplicaciones de la distribución hipergeométrica son muy simi­
lares a los de la distribución binomial. Nos interesa el cálculo de probabilidades para c! 
número de obscrv-aciones que caen en una categoría específica. Sin embargo, la distn- 
bución binomial requiere que los ensayos sean independientes. Por consiguiente, '•i ^ 
aplica esta distribución, digamos, lomando muestras de un lote de artículos (barajas. lotC' 
de artículos producidos), el muestreo se debe efectuar reemplazando cada artículo des­
pués de ob.ser\'arlo. Por otro lado, la distribución hipergeométrica no requiere indepen­
dencia y se ba.sa en el muestreo que se realiza sin reemplazo.

Las aplicaciones de la distribución hipergeométrica se encuentran en muchos cam­
pos. sobre todo en el muestreo de aceptación, las pruebas electrónicas y los conin'lc' 
de calidad. Evideniemenie. en muchos de estos campos el muestreo se realiza a expen­
sas del artículo que se prueba; es decir, el artículo se destruye, por lo que no se pueJe
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reemplazar en ia muestra. Por consiguiente, el muestreo sin reemplazo es necesario. 
Utilizaremos un caso simple con barajas para nuestro primer ejemplo.

Si deseamos calcular la probabilidad de obtener 3 cartas rojas en 5 extracciones de 
una baraja ordinaria de 52 cartas, la distribución binomial de la sección 5.2 no se aplica a 
menos que cada carta se reemplace y que el paquete se revuelva antes de extraer la si­
guiente carta. Para resolver el problema del muestreo sin reemplazo volvamos a plantear 
el problema. Si se sacan 5 cartas al azar, nos interesa la probabilidad de seleccionar 3 
cartas rojas de las 26 disponibles y 2 de las 26 cartas negras de que dispone la baraja. Hay 
(‘3 ) formas de seleccionar 3 cartas rojas, y para cada una de estas formas podemos elegir 
2 cartas negras de ) maneras. Por lo tanto, el número total de formas de seleccionar 3 
cartas rojas y 2 negras en 5 extracciones es el producto ("3^) ("í). El número total de formas 
de seleccionar cualesquiera 5 cartas de las 52 disponibles es (3"). En consecuencia, la 
probabilidad de seleccionar 5 cartas sin reemplazo, de las cuales 3 sean rojas y 2 negras 
está dada por

En general, nos interesa la probabilidad de seleccionar.t éxitos de los k artículos con­
siderados éxitos y n-x fracasos de los N-k artículos que se consideran fracasos cuando 
una muestra aleatoria de tamaño n se selecciona de N artículos. Esto se conoce como un 
experimento hipergeométrico; es decir, aquel que posee las siguientes dos propieda­
des:

1. De un lote de N artículos se selecciona una muestra aleatoria de tamaño n sin re-

2. k de los N artículos se pueden clasificar como éxitos y N-k se clasifican como

El número X de éxitos de un experimento hipergeométrico se denomina variable 
aleatoria hípergeométrica. En consecuencia, la distribución de probabilidad de la \a- 
riable hipergeoméüica se conoce como distribución hípergeométrica. y sus valores se 
denotan con /i(.r; N, n, k), ya que dependen del número de éxitos k en el conjunto N ilel 
que seleccionamos n artículos.

Distribución hípergeométrica en el muestreo de aceptación
Como en el caso de la distribución binomial, la distribución hípergeométrica se aplica en 
el muestreo de aceptación, donde se toman muestras del material o las partes de los lotes 
con el fin de determinar si se acepta o no el lote completo.

Ejemplo 5.8:1 Una parte específica que se utiliza como disposiiiso de inyección se vende en lotes de 10.
El productor considera que el lote es aceptable si no tiene más de un artículo defectuoso. 
Un plan de muestreo incluye un muestreo aleatorio y la prueba de 3 de cada 10 partes 
Si ninguna de las 3 está defectuosa, se acepta el lote. Comente acerca de la utilidad de 
este plan.

Solución: Supongamos que el lote es verdaderamente inaceptable íes decir, que 2 de cada 10 par­
tes e.stán defectuosas). La probabilidad de que el plan de muestreo considere que el lote 
aceptable es

(?) (?) (261/3! 23 !)(261 /2! 24!)
{«) “ 521/5147!

= 0.3251.

emplazo.

fracasos.

= 0.467.
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Por consiguiente, si el lote es realmente inaceptable porque 2 partes están defectuosos, 
este plan de muestreo permitirá que se acepte aproximadamente 47% de las veces. Cornó 
resultado, este plan debería considerarse inadecuado. J

Hagamos una generalización para calcular una fórmula para h(x-, N, ii, k). El número 
total de muestras de tamaño n elegidas de N artículos es ). Se supone que estas mués, 
tras tienen la misma probabilidad. Hay (*) formas de seleccionar .r éxitos de los k dispo. 
nibles, y por cada una de estas formas podemos elegir n - x fracasos en formas (ñl*) 
De esta manera, el número total de muestras favorables entre las (^) muestras posibles, 
está dado por(*) consecuencia, tenemos la siguiente definición.

Distribución La distribución de probabilidad de la variable aleatoria hipergeométrica X, el número 
hipergeomélrica de éxitos en una muestra aleatoria de tamaño n que se selecciona de N artículos, en loi 

que k se denomina éxito yN-k fracaso, es

h(x\N, n, k) =
o '

máx{0,n -{N - k)] <x< mín{/i, k).

El rango de.r puede determinarse mediante los tres coeficientes binomiales en la de­
finición, donde.r y «-x no son más que ky N- k\ respectivamente; y ambos no pueden 
ser menores que 0. Por lo general, cuando tanto k (el número de éxitos) como N-k (el 
número de fracasos) son mayores que el tamaño de la muestra n, el rango de una variable 
aleatoria hipergeométrica será = 0, 1...., n.

Ejemplo 5.9:1 Lotes con 40 componentes cada uno que contengan 3 o más defectuosos se consideran 
inaceptables. El procedimiento para obtener muestras del lote consi.ste en seleccionar 5 
componentes al azar y rechazar el lote si se encuentra un componente defectuoso. ¿Cuál 
es la probabilidad de, que en la muestra, se encuentre exactamente un componente de­
fectuoso, si en todo el lote hay 3 defectuosos?

Solución: Si utilizamos la distribución hipergeométrica con n = 5, N = 40, k = 3 y x = 1, encon­
tramos que la probabilidad de obtener un componente defectuoso es

/i(l;40,5,3) = 0.3011.

De nueva cuenta este plan no es adecuado porque sólo 30% de las veces detecta un lote 
malo (con 3 componentes defectuosos). J

Teorema 5.2: La media y la varianza de la distribución hipergeométrica /r(.r; N. n, k) son

ii =
N - n 
N - 1

• n
k
Ñ

La demostración para la media se muestra en el apéndice A.24

Ejemplo 5.10:1 Volvamos a investigar el ejemplo 3.4 de la página 83. La finalidad de este ejemplo tue 
ilustrar el concepto de una variable aleatoria y el espacio muestral correspondiente. En 
el ejemplo tenemos un lote de 100 artículos, de los cuales 12 están defectuosos. ¿Cual 
la probabilidad de que haya 3 defectuosos en una muestra de 10?
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Solucióm Si utilizamos la función de probabilidad hipergeomélrica, tenemos

/i(3; 100,10.12) 0.08.
J

Ejemplo 5.11: i Calcule la media y la varianza de la variable aleatona del ejemplo 5.9, y después utilice 
el teorema de Chebyshev para interpretar el intervalo ± 2(7.

Solución: Como el ejemplo 5.9 fue un expenmento hipergeoméirico con W = 40, n = 5 y ¿' = 3, 
usando el teorema 5.2, tenemos

/i
(5)(3)

40
¡ = 0.375,

y

= 0.3113.

Si calculamos la raíz cuadrada de 0.3113, encontramos que (7= 0 558. Por lo tanto, 
el intervalo que se requiere es 0.375 ± (2)(0.558), o de -0.741 a 1.491. El teorema 
de Chebyshev establece que el número de componentes defectuosos que se obtienen 
cuando, de un lote de 40 componentes, se seleccionan 5 al azar, de los cuales 3 están 
defectuosos, tiene una probabilidad de al menos 3/4 de caer entre-0 741 y 1 491 Esto 
es. al menos tres cuartas partes de las veces los 5 componentes incluirán menos de 2 
defectuosos. J

Relación con la distribución binomial
En este capítulo examinamos vanas distnbuciones discretas importantes iiue tienen 
diversas aplicaciones Mucha.s de estas distnbuciones se relacionan bien cure sí. El 
estudiante novato debería tener una clara comprensuín de tales relaciones Existe una 
relación interesante entre las dislnbuciones hipergeométnca y binomial Ccmo se es- 
peraria, sí n es pequeña comparada con N, la naturaleza de los N artículos t^'mbia muy 
poco en cada prueba. Así, cuando ii es pequeña en comparación con N, se puede utilizar 
una distribución binomial para aproximar la distnbucion hipergeométnca De hecho, por 
regla general la aproximación es buena cuando n/N < 0 05

Por lo tanto, la cantidad kJN desempeña el papel del parámetro binomial p y. como 
consecuencia. la distribución binomial se podn'a considerar una versión de población 
grande de la distribución hipergeome'tnca. La media y la vananza entonces se obtienen 
de las fórmula.s , , / , ,

fi = np = -yar-=np,=„ ( 1 - ^ j

Al comparar estas fórmulas con las del teorema 5 2. vemos que la media es la misma, 
mientras que la varianza difiere por un factor de corrección de (,V - n)/{\' - 1). que es 
in.significanle cuando n es pequeña en relación con N

Ejemplo 5.12:1 Un fabncanie de neumáticos para automóv li reporta que de un cargamento de 5tKH) pie­
zas que se mandan a un distribuidor local, 1000 están ligeramente manchadas Si se 
compran al azar 10 de estos neumáticos al distribuidor. t,cuál es la prob.ibilidad de que 
exactamente 3 estén manchados'^
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Solución: Como N = 5000 es grande con respecto a la muestra de tamaño n — 10, nos aproxima.
remos a la probabilidad deseada usando la distribución binomial. La probabilidad dj 
obtener un neumático manchado es 0.2. Por lo tanto, la probabilidad de obtener exacta- 
mente 3 manchados es

/i(3;5000,10.1000) == ¿(3; 10,0.2) = 0.8791 -0.6778 = 0.2013.

Por otro lado, la probabilidad exacta es /i(3; 5000, 10, 1000) = 0.2015. j
La distribución hipergeome'trica se puede extender para tratar el caso donde los 

artículos se pueden dividir en k celdas A^, A,,..., con a^ elementos en la primera celda, 
a, en la segunda,..., elementos en la ¿-ésima celda. Lo que nos interesa ahora es !j 
probabilidad de que una muestra aleatoria de tamaño n produzca .v, elementos de x 
elementos de Aj,..., y .t^ elementos de A^. Representemos esta probabilidad medianie

/(xi,.T2........XL\ax,a2,...,aL,N, n ).

Para obtener una fórmula general observamos que el número total de muestras d.- 
tamaño n que se pueden elegir a partir de N artículos es aún (^’). Hay (“¡) fomu, 
de seleccionar.t, artículos de los que hay en A,, y para cada uno de éstos podemo.s elegir 
X-, de los de A, en (“*) formas. Por lo tanto, podemos seleccionar .t^ artículos de A, \ t 
artículos de Á, en ('’')("•) formas. Si continuamos de esta forma, podemos sedee- 
cionar todos los n artículos que constan de.t, de A,, v, de A,...., y de A^ en

La distribución de probabilidad que se requiere se define ahora como sigue.

Distribución Si N artículos se pueden dividir en las k celda.s A,. A,,..., A^con u,, u,.....eleinemc-
hipergeométnca respectivamente, entonces la distribución de probabilidad de las variables aleatorias .\ 

multivariada X,,..., X^, que representan el número de elementos que se .seleccionan de Aj, A,.... lt 
una muestra aleatoria de tamaño ;i, es

(.i,)/..:)
/{.V1..V2.........U;£/|,U2,...,£H,A',/I) = ---------

V n

i í
con X) -V, = n y ^ Ü, = A/.

;=1 1=1

Ejemplo 5.13:1 Se usa un grupo de 10 individuos para un estudio de ca.so biológico. El grupo coniiene • 
personas con sangre tipo 0,4 con sangre tipo A y 3 con tipo B , Cuál es la probabiiiJ-d 
de que una muestra aleatoria de 5 contenga 1 persona con sangre tipo O. 2 persona^ u'C 
tipo A y 2 personas con tipo B?

Solución: Si se utiliza la extensión de la distribución hipergeométnca con i|=l,.r. = 2..v. = - 
fl, = 3. a, = 4, ü, = 3. A = 10 y n = 5, vemos que la probabilidad que se desea es

/(1,2.2;3.4.3, 10.5) = = ~-
J



Ejercicios 157

Ejercicios
5.29 El dueño de una casa planta 6 bulbos selecciona­
dos al azar de una caja que contiene 5 bulbos de tulipán 
y 4 de narciso ¿Cuál es la probabilidad de que plante 2 
bulbos de narciso y 4 de tulipán
5 JO Para evitar la detección en la aduana, un viajero 
coloca 6 comprimidos con narcóticos en una botella 
que conüene 9 píldoras de vitamina que aparentemente 
son similores Si c! oficial de la aduana selecciona 3 de 
las tabletas al azar para su análisis, ¿cuál es la probabi­
lidad de que el viajero sea arrestado por posesión ilegal 
de narcóticos?
5J1 Se selecciona al azar un comité de 3 perso­
nas a partir de 4 me'dicos y 2 enfermeras Escriba una 
formula para la distribución de probabilidad de la va- 
nable aleatona X que representa el numero de médicos 
en el comité Calcule P{2 <X<3)
5J2 Deunlotede 10misiles,se seleccionan4al azar 
y se disparan Si el lote contiene 3 misiles defectuosos 
que no pueden dispararse, ¿,cual es la probabilidad de que
a) los 4 puedan dispararse'^
b) a lo sumo fallen 2"^

533 Si de una baraja ordinaria de 52 cartas, se toman 
7 > se reparten, (.cual es la probabilidad de que
a) exactamente 2 de ellas sean cartas de figuras
h) al menos 1 de ellas sea una rema'’

534 (.Cual es la probabilidad de que una camarera se 
rehúse a servir bebidas alcohólicas a solo 2 menores si 
\cnfica al azar 5 identificaciones de 9 estudiantes, de 
los cuales 4 son menores de edad ’
5.35 Una empresa esta interesada en esaluar su pro­
cedimiento de inspección actual para embarques de 50 
artículos idénticos El procedimiento consiste en tomar 
una muestra de 5 artículos y aceptar el embarque si no 
se encuentran mis de 2 defectuosos tQttc proporción 
de embarques con 20^'c de artículos defectuosos se 
aceptara'’
536 Una empresa de manufactura utiliza un esquema 
de aceptación para los artículos de una linea de produc­
ción antes de que se embarquen El plan tiene dos eta­
pas Se preparan cajas de 25 artículos para su embarque 
y se prueba una muestra de 3 en busca de defectuosos 
Si se encuentra alguno defectuoso, se regresa toda la 
cajaparasenficarel lOO^r de ellos Si no se encuentran 
artículos defectuosos, la caja se embarca
a) (,Cuál es la probabilidad de que se embarque una 

caja que contiene 3 defectuosos ’
b) (Cual es la probabilidad de que se regrese para su 

re\ bion una caja qi contenga solo un articulo de­
fectuoso’

537 Suponga que la empresa fabncantc del ejercicio 
536 decide cambiar su esquema de aceptación Con el 
nuevo esquema un inspector loma un artículo al azor, lo 
inspecciona y después lo regresa a la caja, un segundo 
inspector hace lo mismo. Finalmente, un tercer inspec­
tor lleva a cabo e! mismo procedimiento Si cualquiera 
de los tres encuentra un artículo defectuoso. la caja no 
se embarca. Responda los incisos del ejercicio 5 36 con 
este nuevo plan.
538 De los 150 empleados de hacienda en una ciu­
dad grande, sólo 30 son mujeres. Suponga que se eli­
gen al azar 10 de los empleados para que proporcionen 
asesona gratuita sobre declaraciones de impuestos a los 
residentes de esta ciudad, utilice la aproximación bino 
mial a la distribución hipcrgcometrica para calcular la 
probabilidad de que se seleccionen al menos 3 mujeres
539 Una ciudad vecina considera entablar una de­
manda de anexión en contra de una subdivision de! 
condado de 1200 residencias Si los ocupantes de la 
mitad de las residencias objetan la anexión (cua! es 
la probabilidad de que en una muestra aleatona de in 
residencias al menos 3 esten a favor de la anexión '
5.40 Se estima que 4ü(X) de los lO.'MHI residentes con 
derecho al voto de una ciudad están en contra de un 
nuevo impuesto sobre las vcnta.s Si se seleccionan al 
azar 15 votantes y se les pide su opinion i,cua! es la 
probabilidad de que a lo sumo 7 este i a favor del nuevo 
impuesto’
5.41 Una encuesta a nivel nación il realizada por la 
Universidad de Michigan a 17 IXK) estudiantes univer 
sítanos de ultimo año. revela que casi 70 < desaprueba 
el consumo diano de manhuana Si se seleccionan al 
azar 18 de tales estudiantes y se les pide su opinii'ii
, cual es la probabilidad de que mas de 9 pero menos de 
14 desaprueben el consumo de manhuana '
5.42 Calcule la probabilidad de que si le Us-a una 
mano de bndge de 13 (.artas esta inc luv a ^ espadas 2 
corazones. 3 diamantes y 3 tréboles
5.43 Un club de estudiantes extranjeros tiene coriU' 
miembros a 2 canadienses 3 japoneses ^ italianos v 
2 alemanes Si se selecciona al azar un vomite de 4 
calcule la probabilidad de que
íi) todas las nacionalidades esten representadas 
b) todas las nacionalidades esten representadas w 

ccpio la Italiana
5.44 Una unía contiene 3 h'Ias verdes 2 a/ules y 4 
rojas Calcule la probabilidad dv en una muestra 
aleatoria de 5 bolas se svLwionen las 2 bvilas a/uies y 
al inenoi un.i ropi
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5.45 A menudo los biólogos que estudian un ambiente 
específico etiquetan y liberan a sujetos con el fin de esti­
mar el tamaño de la población o la prevalencia de ciertas 
caractensücas en ella Los biólogos capturan a 10 anima­
les de una especie que se piensa extinta (o casi extinta), 
los etiquetan y los liberan en cierta región Después de 
un j^nodo seleccionan en la región una muestra aleato- 
na de 15 animales de ese upo. ¿Cuál es la probabilidad 
de que 5 de los animales seleccionados estén eUqueta- 
dos, si hay 25 animales de este tipo en la región?
5.46 Una empresa grande tiene un sistema de inspec­
ción para los lotes de compresores pequeños que compra 
a los vendedores Un lote típico contiene 15 compreso­
res. En el sistema de inspección se selecciona una mues- 
üa aleatona de 5 compresores para someterlos a prueba. 
Suponga que en el lote de 15 hay 2 defectuosos
a) ¿Cuál es la probabilidad de que en una muestra 

determinada haya un compresor defectuoso*’
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la inspección des­

cubra los 2 compresores defectuosos'’

5.47 Una fuerza de tareas gubernamental sospecha 
que algunas fábncas infnngen los reglamentos fcii,, 
lides contra la contaminación ambiental en lo que ^ 
refiere a la descarga de cierto Upo de producto Vemij 
empresas están bajo sospecha pero no todas se pueden 
inspeccionar. Suponga que 3 de las empresas infnngi.n 
los reglamentos
a) ¿Cuál es la probabilidad de que si se inspecciorun 

5 empresas no se encuentre ninguna infracción'
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la inspección d 

5 empresas descubra a 2 que infnngen el regla 
mentó'’

5.48 Una maquina llena 10,000 latas de bebida e,, 
seosa por hora, de entre las cuales 300 resultan co-) 
el líquido incompleto Cada hora se elige al azar ur. 
muestra de 30 latas y se \entica el numero de on¿.. 
de gaseosa que contiene cada una Denote con X el nu 
mero de latas seleccionadas con llenado insuliutnii. 
Encuentre la probabilidad de encontrar al menos una d 
las latas muestreadas con llenado insuficiente

5.4 Distribuciones binomial negativa y geométrica

Consideremos un expenmento con las mismas propiedades de un experimento binomij 
sólo que en este caso las pruebas se repetirán hasta que ocurra un numero Jijo de exiiO' 
Por lo tanto, en vez de encontrar la probabilidad de r éxitos en n pruebas, donde n es tiji 
ahora nos interesa la probabilidad de que ocurra el A-ésimo éxito en la t-ésima prui.b- 
Los expenmentos de este tipo se llaman experimentos binumiales negathos

Como ej'emplo. considere el uso de un medicamento que se sabe que es etica/ 
el 60% de los casos en que se utiliza El uso del medicamento se considerara un exiiit ^ 
proporciona algún grado de alivio al paciente Nos interesa calcular la probabilid.ul 
que el quinto paciente que expenmente ali\ 10 sea el séptimo paciente en recibir el mal 
camento en una semana determinada Si designamos un éxito con £ y un fracaso con / 
un orden posible para alcanzar el resultado que se desea es EFEEHFE, que ocurre cot 
la siguiente probabilidad

(0 6) (0 4) (0 6) (0 6) (0 6) (0 4) (0 6) = (t) 6)' (0 4r

Podríamos listar todos los posibles ordenamientos reacomodando las T > las / a* 
excepción del último resultado, que debe ser el quinto éxito El numero total de orden- 
mientos posibles es igual al numero de particiones de los pnmeros 6 ensayos en 2 grufx 
con dos fracasos asignados a un grupo y 4 éxitos asignados al otro grupo Esto se pucik 
realizaren (^) = 15 forma.s mutuamente excluyentes Por lo tanto, si represenut 
resultado en el que ocurre el quinto éxito, entonces

P{X =1)= ^^^(0 6)^04)- = 0 1866

¿Cuál es la variable aleatoria binomial negati\a?
El numero/Y de ensayos necesarios para generar A, éxitos en un experimento binonu ti nc 
gativo se denomina variable aleatoria binomial negativa y su distribución de piobal'
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lidad se Uama distribución binomial negativa. Dado que sus probabilidades dependen 
del número de éxitos deseados y de la probabilidad de un éxito en un ensayo dado, de­
notaremos ambas probabilidades con el símbolo b*{x; k, p) Para obtener la fórmula ge­
neral para b*{x\ k, p), considere la probabilidad de un éxito en el t-ésimo ensayo 
precedido por A:-1 éxitos y x-k fracasos en un orden especíñco. Como los ensayos son 
independientes podemos multiplicar todas las probabilidades que corresponden a cada 
resultado deseado. La probabilidad de que ocurra un éxito es p y la probabilidad de que 
ocurra un fracaso es q = 1 - p. Por lo tanto, la probabilidad para el orden específico, 
que termina en un éxito, es

El número total de puntos muéstrales en el expenmento que termina en un éxito, des­
pués de la ocurrencia de t - 1 éxitos y x-k fracasos en cualquier orden, es igual al nú­
mero de particiones de x- 1 ensayos en dos grupos con k - 1 éxitos, que corresponden 
a un grupo, y fracasos, que corresponden al otro grupo. Este numero se especifica 
con el término cada uno es mutuamente excluyeme y tiene las mismas probabi­
lidades de ocurrirObtenemos la fórmula general multiplicando p*^'"* por(J'{)

Distribución Si ensayos independientes repetidos pueden dar como resultado un éxito con probabih- 
bmomial dad p y un fracaso con probabilidad ^ = 1 -p, entonces la distribución de probabilidad 
negativa de la variable aleatona X, el número del ensayo en el que ocurre el A-ésimo éxito, es

gane 4 de 7 juegos será el ganador Suponga que los equipos A \ B se enfrentan en los 
juegos de campeonato y que el equipo A tiene una probabilidad de 0 55 de ganarle al 
equipo B

a) ¿Cuál es la probabilidad de que el equipo A gane la sene en 6 juegos *
b) ¿Cuál es la probabilidad de que el equipo A gane la sene'
c) Si ambos eqmpos se enfrentaran en la eliminatona de una sene regional > el inunla 

dor fuera el que ganara 3 de 5 juegos, ^cuál es la probabilidad de que el equipo A 
gane la sene*’

Ejemplo 5.14:1 En la serie de campeonato de la NBA (National Basketball Association), el equipo que

Solución: a) ¿•(6;4,0.55) = (5)0 SS-’d - 0 55)^-^ =0 1853

b) P(e\ equipo A gana la sene de campeonato) es

¿>•(4,4.055) -b ¿•(5,4,055) +/>*(6,4.0 55) +/'*(7,4.055) 
= 0 0915 + 0 1647 + 0 1853 + 0 1668 = 0 (>083

c) P(cl equipo A gana la eliminatona) es

¿•(3,3,0 55) + //(4,3,0 55) + //(5, 3 0 ss,
= 0 1664 + 0 2‘*46 + 0 2021 = 0 5931 Jí
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La distribución binomial negativa deriva su nombre del hecho de que cada tc-r- 
mino de la expansión de /7‘(1 - corresponde a los valores de b*i.x; k, p) para .v ^ 
k + \, k + 2,.... Si consideramos el caso especial de la distribución binomial negati\a 
donde k= l, tenemos una distribución de probabilidad para el número de ensayos qüj 
se requieren para un solo éxito. Un ejemplo sena lanzar una moneda hasta que salgj 
una cara. Nos podemos interesar en la probabilidad de que la primera cara resulte en c| 
cuarto lanzamiento. En este caso la distribución binomial negativa se reduce a la forma

l,p) = pq^~K -V = 1,2,3,...

Como los términos sucesivos constituyen una progresión geométrica, se acostumbra re. 
ferirse a este caso e.special como distribución geométrica y denotar sus valores con 
g(.t; p).

Distribución Si pruebas independientes repetidas pueden tener como resultado un éxito con probabi- 
geométnca lidad /? y un fracaso con probabilidad g = l -p, entonces la distribución de probabilidad 

de la variable aleatoria X, el número de la prueba en el que ocurre el primer éxito, es

g{x;p)=pg^~\ .r= 1,2,3,...

Ejemplo 5.15:1 Se sabe que en cierto proceso de fabricación uno de cada 100 artículos, en promedio 
resulta defectuoso. ¿Cuál es la probabilidad de que el quinto artículo que se inspecciona 
en un grupo de 100, sea el primer defectuoso que se encuentra?

Solución: Si utilizamos la distnbución geoméüica con.r = 5 y/? = 0.01. tenemos

g(5;0.01) = (0.01)(0.99)-* = 0.0096. j

Ejemplo 5.16:1 En “momentos ajetreados” un conmutador telefónico está muy cerca de su líiniie da 
capacidad, por lo que los usuarios tienen dificultad para hacer sus llamadas. Sería iiik- 
resante saber cuántos intentos serian necesarios para conseguir un enlace telefóim. ' 
Suponga que la probabilidad de conseguir un enlace durante un momento ajetreado 
p = 0.05. Nos interesa conocer la probabilidad de que se necesiten 5 intentos para enlj- 
zar con éxito una llamada.

Solución: Si utilizamos la distnbución geométnca con x — 5y p = 0.05, obtenemos

P{X =.r) = g(5;0.05j =Í0.05)(0.95)-’ =0.041. J

Muy a menudo, en aplicaciones que tienen que \er con la distnbución geomeinu- 
la media y la varianza son importantes. Se puede \cr esto en el ejemplo 5.16. en UonJ. 
el número esperado de llamadas necesario para lograr un enlace es muy imporl.int.- \ 
continuación se establecen, sin demostración, la media \ la \arian/a de la distnlnuho 
geométnca.

Teorema 5.3: La media y la varianza de una variable aleatoria que sigue la distribución geomeuu . 
son

p =
I
-y.- = l-/>

P-
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Aplicaciones de las distribuciones binomial negativa y geométrica
Las áreas de aplicación de las distribuciones binomial negativa y geométrica serán evi­
dentes cuando nos enfoquemos en los ejemplos de esta sección y en los ejercicios que 
se dedican a tales distribuciones al final de la sección 5.5. En el caso de la distribución 
geométrica, el ejemplo 5.16 describe una situación en que los ingenieros o adminis­
tradores intentan determinar cuán ineficiente es un sistema de conmutación telefónica 
durante periodos ajetreados. En este caso es evidente que los ensayos que ocurren antes 
de un éxito representan un costo. Si hay una alta probabilidad de que se requieran varios 
intentos antes de lograr conectarse, entonces se debería rediseñar el sistema.

Las aplicaciones de la distribución binomial negativa son similares por naturaleza. 
Supongamos que los intentos son costosos en algún sentido y que ocurren en secuencia. 
La alta probabilidad de que se requiera un número “grande” de intentos para experi­
mentar un número fijo de éxitos no es benéfica ni para el científico ni para c! ingeniero. 
Considere los escenarios de los ejercicios de repaso 5.90 y 5.91. En el ejercicio 5.91 el 
perforador define cierto nivel de éxitos perforando diferentes sitios en secuencia para 
encontrar petróleo. Si sólo se han hecho 6 intentos en el momento en que se experimenta 
el segundo éxito, parecería que las utilidades superan de forma considerable la inversión 
en que se incurre para la perforación.

5.5 Distribución de Poisson y proceso de Poisson
Los experimentos que producen valores numéricos de una variable aleatoria X. el nú­
mero de resultados que ocurren durante un intervalo de tiempo determinado o en una 
región específica, se denominan experimentos de Poisson. El intervalo de tiempo puede 
ser de cualquier duración, como un minuto, un día. una semana, un mes o incluso un año. 
Por ejemplo, un experimento de Poisson podría generar observ’adones para la v ariable 
aleatoria X que representa el número de llamadas telefónicas por hora que recibe una 
oficina, el número de días que una escuela permanece cerrada debido a la nieve durante 
el invierno o el número de juegos suspendidos debido a la lluvia durante la temporada 
de béisbol. La región específica podría ser un segmento de recta, una área, un volumen 
o quizá una pieza de material. En tales casos X podría representar el número de ralas de 
campo por acre, el número de bacterias en un cultivo dado o el número de errtires mcca- 
nográficos por página. Un experimento de Poisson se deriva del proceso de Poisson \ 
tiene las siguientes propiedades:

Propiedades del proceso de Poisson
1. El número de resultados que ocurren en un intervalo o región específica es indepen­

diente del número que ocurre en cualquier otro intervalo de tiempo o región del 
espacio disjunto. De esta forma vemos que el proceso de Poi.sson no tiene memoria.

2. La probabilidad de que ocurra un solo resultado durante un intervalo Je tiempo 
muy corto o en una región pequeña es proporcional a la longitud del interv alo o ai 
tamaño de la región, y no depende del número de resultados que ocurren fuera de 
este inten alo de tiempo o región.

3. La probabilidad de que ocurra más de un resultado en tal interv alo de tiempo eort«i 
o que caiga en tal región pequeña es insignificante.

El número X de resultados que ocurren durante un experimento de Poi^^on se llama 
variable aleatorio de Poisson y su distribución de probabilidad se llama dislribu-
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cíón de Poisson. El número medio de resultados se calcula a partir de;/ = X/, donde, 
es el “tiempo”, la “distancia”, el “área” o el “volumen” específicos de interés. Como 
probabilidades dependen de X, denotaremos la tasa de ocurrencia de los resultados con 
pix', X/). La derivación de la fórmula para p(x; \i), que se basa en las tres propiedades 
de un proceso de Poisson que se listaron antes, está fuera del alcance de este texto, 
siguiente fórmula se utiliza para calcular probabilidades de Poisson.

Di.stribución La distribución de probabilidad de la variable aleatoria de Poisson X, la cual represenin 
de Poisson el número de resultados que ocurren en un intervalo de tiempo dado o región específico) 

y se denota con í, es
pix;M)=------x^0,\,2........................

x\

donde X es el número promedio de resultados por unidad de tiempo, distancia, área o 
volumen y e = 2.71828...

La tabla A.2 contiene las sumatorias de la probabilidad de Poisson
r

P{r;Át) = y^p(x;At),
x=0

para valores selectos de Xrque van de O.I a 18.0 Ilusmimos el uso de esta tabla con los 
siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 5.17:1 Durante un experimento de laboratorio el número promedio de partículas radiactivas que 
pasan a través de un contador en un milisegundo es 4. ¿Cuál es la probabilidad de 
que entren 6 partículas al contador en un milisegundo dado?

Solución: Ai usar la distribución de Poisson con x = 6yX/ = 4, yal remitimos a la tabla A.2. te­
nemos que

e-446 6 5
p(6;4) = —^ = 0-8893 -0.7851 = 0.1ÍM2.

j;=U xsO J

Ejemplo 5.18:1 £1 número promedio de camiones-tanque que llega cada día a cierta dudad portuaria 
10. Las instalaciones en el puerto pueden alojar a lo sumo 15 camiones-tanque por dii 
¿Cuál es la probabilidad de que en un día determinado lleguen más de 15 camiones \ --e 
tenga que rechazar algunos?

Solución: Sea X el número de camiones-tanque que llegan cada día. Entonces, usando la tabla .A Z
tenemos

is
PiX> 15) = \-P(X < 15) = 1 -5Zp(-í;10)= 1 “0.9513 ==0.CM87.

j =0 J
Como la distribución binomial, la distribución de Poisson se utiliza para control de 

calidad, aseguramiento de calidad y muestreo de aceptación. Además, ciertas distribucio­
nes continuas importantes que se usan en la teoría de confiabilidad y en la teoría de cola.' 
dependen del proceso de Poisson. Algunas de estas distribuciones se analizan y dcsam'- 
lian en el capítulo 6. El siguiente teorema acerca de la variable aleatoria de Poisson ^ 
presenta en el apéndice A.25.

Teorema 5.4: Tanto la media como la varianza de la distribución de Poisson/Hx; X/) son X/.
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Naturaleza de la función de probabilidad de Poisson
Al igual que muchas distribuciones discretas y continuas, la forma de la distribución de 
Poisson se vuelve cada vez más simétrica, incluso con forma de campana, a medida 
que la media se hace más grande. Una ilustración de esto son las gráficas de la función 
de probabilidad para/r = 0.1,// = 2y finalmente// — 5 que se muestran en la figura5.1. 
Observe cómo se acercan a la simetría cuando // se vuelve tan grande como 5. Con la 
distribución binomial ocurre algo parecido, como se ilustrará más adelante en este texto.
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Figura 5.1: Funciones de densidad de Poisson para diferentes media.s.

Aproximación de una distribución binomial por medio 
de una distribución de Poisson

A partir de los tres principios del proceso de Poisson deberia ser evidente que la distri­
bución de Poisson se relaciona con la distribución binomial. Aanque la de Poisson por 
lo general se aplica en problemas de espacio y tiempo, como se ilustra con los ejemplos
5.17 y 5.18, se podría considerar como una forma limitante de la distribución bmoniial 
En el caso de la distribución binomial, si n es bastante grande y p es pequeña. las condi­
ciones comienzan a simular las implicaciones de espacio o tiempo continuos del proceso 
de Poisson. La independencia entre las pruebas de Bernoulli en el caso binomial es con­
sistente con la segunda propiedad del proceso de Poisson. Permitir que el parametro /> se 
acerque a cero se relaciona con la tercera propiedad de! proceso de Poi.sson De hecho, 
si n es grande y p es cercana a 0, se puede usar la distnbución de Poisson, con // = np. 
para aproximar probabilidades binomiales. Si p es cercana a 1, aún podemos utilizar la 
distribución de Poisson para aproximar probabilidades binomiales intercambiando lo 
que definimos como éxito y fraca.so, por lo tanto, cambiando p a un valor cercano a 0.

Teorema 5.5: Sea X una variable aleatoria binomial con distribución de probabilidad his,n,pl Cuan­
do n —»«. p —» 0. y np // permanece constante.

h(r, lup) p{r. //).
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Ejemplo S.19: í En cierta fábrica los accidentes ocurren con muy poca frecuencia. Se sabe que la proba 
bilidad de un accidente en cualquier dfa dado es de 0.G05. y que los accidentes son inOe. 
pendientes entre sí.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que en un día de cualquier periodo determinado de 40o 
días ocurra un accidente?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que ocurra un accidente a lo sumo en tres días de tal p^. 
riodo?

Solución: Sea X una variable aleatoria binomial con n = 400 y p = 0.005. Por consiguiente, np *
2. Si utilizamos la aproximación de Poisson,

a) P(X = 1) = e-“2‘ = 0.271 y

b) P(X < 3) = ¿ e-‘2^/.x\ =0.857.
j=0 j

Ejemplo 5.20:1 En un proceso de fabricación donde se manufacturan productos de vidrio ocurren defa 
los o burbujas, lo cual ocasionalmente hace que la pieza ya no se pueda vender. Se saK* 
que, en promedio. 1 de cada 1000 artículos producidos tiene una o más burbujas. j,Cual 
es la probabilidad de que una muestra aleatoria de 8000 tenga menos de 7 artículos «.on 
burbujas?

Solución: Se trata básicamente de un experimento binomial con n = 8000 > p = 0 001. Como p e» 
muy cercana a cero y n es bastante grande, haremos la aproximación con la disinbution 
de Poisson utilizando

fi = (8Ü00K0.001) = 8.

Por lo tanto, si X representa el número de burbujas, tenemos

f)
P(X < 1) = ^¿(.\:8000,0.001) ==p(t;8) = 0 3134.

j=n J

Ejercicios
5.49 La probabilidad de que una persona que \ive en 
cierta ciudad tenga un perro es de 0.3. Calcule la proba­
bilidad de que la de'cima persona entrevistada al o/ar en 
esa ciudad sea la quima que tiene un perro

5.50 Calcule la probabilidad de que una persona que 
lanza una moneda obtenga
rt) la tercera cara en el séptimo lanzamiento;
/;) la primera cara en el cuarto lanzamiento.

5.51 Tres personas lanzan una moneda legal > el 
disparejo paga los cafés. Si todas las monedas tienen 
el mismo resultado, se lanzan de nue\o. Calcule la 
probabilidad de que se necesiten menos de 4 lanza­
mientos

5.52 Un cientííico inocula a sanos ratones, uno a 
la vez. el \ irus que produce una enlemiedad. hasta que 
encuentra a 2 que contraen la enfennedad Si la proba­

bilidad de contraer la enfermedad es de 1/6, «tual C' 
la probabilidad de que tenga que inocular a K rau>nc''
5.53 Un estudio de un inseniano determina que. c’’ 
promedio, el número de seces al día que se solicita ud 
artículo especifico en un almacén es 5 , Cual es la proba 
bilidad de que en un día determinado este artículo se p^i-

(1) más de 5 veces? 
b) ninguna vez*

5.54 De acuerdo con un estudio publicado por u.’ 
grupo de sociólogasde la Unís ersidadde Missachust't' 
Estados Unidos, casi dos terceras partes de los 20 iw 
Hones de personas que consumen Nalium son mujcic' 
Suponga que esta cifra es una esutnacion valida v cal 
cule la probabilidad de que en un determinado día U 
quinta presenpeion de Valium que da un médico sea
a) la primera prescripción de Valiuni para una muju 
h) la tercera presenpeion de Valmin para una mujer
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5 La probabilidad de que una persona que estudia 
la carrera de piloto privado apruebe el examen escrito 
para obtener la licencia es de 0.7. Calcule la probabili­
dad de que cierto estudiante apruebe el examen 
o) en el tercer intento; 
b) antes del cuarto intento.

556 En cierto crucero ocurren, en promedio. 3 acci­
dentes de tránsito al mes. ¿Cuál es la probabilidad de 
que en cualquier determinado mes en este crucero
a) ocurran exactamente 5 accidentes?
b) ocurran menos de 3 accidentes?
c) ocurran al menos 2 accidentes?

557 Un escritor de libros comete, en promedio, dos 
errores de procesamiento de texto por página en el pri­
mer borrador de su libro. ¿Cuál es la probabilidad de 
que en la siguiente página cometa
o) 4 o más errores? 
b) ningún error?

558 Cierta área del este de Estados Unidos resulta 
afectada, en promedio, por 6 huracanes al año. Calcule 
la probabilidad de que para cierto año esta área resulte 
afectada por
fl) menos de 4 huracanes;
b) cualquier cantidad entre 6 y 8 huracanes.

559 Suponga que la probabilidad de que una deter­
minada persona crea un rumor acerca de las transgre­
siones de cierta actriz famosa es de 0.8. ¿Cuál es la 
probabilidad de que
fl) la sexta persona que escuche este rumor sea la 

cuarta en creerlo?
b) la tercera persona que escuche este rumor sea la 

pnmera en creerlo?
5.60 Se estima que el número promedio de ratas de 
campo por acre, en un campo de 5 acres de trigo, es 12 
Calcule la probabilidad de que se encuentren menos de 
7 ralas de campo
fl) en un acre dado;
b) en 2 de los siguientes 3 acres que se inspeccionen.

5.61 Supongaque, en promedio, una persona en 1000 
comete un error nume'nco al preparar su declaración de 
impuestos. Si se seleccionan 10,000 formas al azar y se 
examinan, calcule la probabilidad de que 6,7 u 8 de las 
formas contengan un error.
5.62 Se sabe que la probabilidad de que un estudiante 
de preparatona no pase la prueba de escoliosis (curva­
tura de la espina dorsal) es de 0 004 De los siguientes 
1875 estudiantes que se revisan en búsqueda de esco­
liosis. calcule la probabilidad de que
ü) menos de 5 no pasen la prueba; 
h) 8.9 o 10 no pasen la prueba.

5.63 Calcule la media y la vorianza de la variable alea­
toria X del ejercicio 5.58, que representa el número de 
huracanes que afectan cada año a cierta área del este 
de Estados Unidos.

5.64 Calcule la media y la varianza de la variable 
aleatoria X del ejercicio 5.61, que representa el número 
de personas, de cada 10,000, que comete un error al 
preparar su declaración de impuestos.

5.65 Un fabricante de automóviles se preocupa por 
una folla en el mecanismo de freno de un modelo es­
pecífico. En raras ocasiones la falla puede causar una 
catástrofe al manejarlo a alta velocidad. La distribución 
del número de automóviles por año que experimentará 
la catástrofe es una variable aleatoria de Poisson con 
X = 5.
fl) ¿Cuál es la probabilidad de que. a lo sumo. 3 au­

tomóviles por año de ese modelo específico sufran 
una catástrofe?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que más de un auto­
móvil por año experimente una catá.strofc?

5.66 Los cambios en los procedimientos de los ae­
ropuertos requieren una planeacióti considerable Los 
índices de llegadas de los aviones son factores impor­
tantes que deben tomarse en cuenta Suponga que los 
aviones pequeños llegan a cierto aeropuerto, de acuerdo 
con un proceso de Poisson, con una frecuencia de 6 por 
hora De esta manera, el parámetro de Poisson para las 
llegadas en un penodo de horas es ,t = 6r
o) (,Cuál es la probabilidad de ijue lleguen exJi.ij- 

mente 4 aviones pequeños durante un penodo de 
una hora'’

b) ¿Cuál es la probabilidad de que lleguen tímenos t 
durante un penodo de una hora"’

c) Si definimos un día laboral como de 12 h •ras. 
í,cuál es la probabilidad de que al menos 7^ avio­
nes pequeños lleguen durante un día laboral?

5.67 Se supone que el número de clientej. que llegan 
por hora a ciertas instalaciones de servicio aulomotnr 
sigue una disinbución de Poisson con media X = 7
fl) Calcule la probabilidad de que lleguen mas de 10 

clientes en un penodo de dos horas 
b) i,Cual es el número medio de llegadas durante un 

penodo de 2 hora.s'

5.68 Considere el ejercicio 5 62 tCuál es el numero 
promedio de estudiantes que no pasan la prueba ’

5.69 La probabilidad de que una persona muerj a! 
contraer una infección viral es de OOül De los si 
guíenles 4(KK) mtcctados con el • 'rus. ^cual es el nu­
mero promedio que nutnr.i'
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5.70 Una empresa compra lotes grandes de cierta 
clase de dispositivo electrónico. Utiliza un método que 
rechaza el lote completo si en una muestra aleatoria de 
100 unidades se encuentran 2 o más unidades defec­
tuosas.
a) ¿Cuál es el número promedio de unidades defec­

tuosas que se encuentran en una muestra de 100 
unidades si el lote tiene \% de unidades defec­
tuosas?

b) ¿Cuál es la varianza?
5.71 Se sabe que para cierto tipo de alambre de cobre 
ocurren, en promedio, 1.5 fallas por milímetro. Si se 
supone que el número de fallas es una vanable aleatoria 
de Poisson, ¿cuál es la probabilidad de que no ocurran 
fallas en cierta parte de un alambre que tiene 5 milí­
metros de longitud? ¿Cuál es el número promedio de 
fallas en alguna parte de un alambre que tiene 5 milí­
metros de longitud?
5.72 Los baches en ciertas carreteras pueden ser 
un problema grave y requieren reparación constante­
mente. Con un tipo específico de terreno y mezcla de 
concreto la experiencia sugiere que hay, en promedio, 2 
baches por rmlla después de cierta cantidad de uso. Se 
supone que el proceso de Poisson se aplica a la variable 
aleatoria “número de baches".
a) ¿Cuál es la probabilidad de que no aparezca más de 

un bache en un tramo de una milla?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que no aparezcan más 

de 4 baches en un tramo determinado de 5 millas'’
5.73 En ciudades grandes los administradores de los 
hospitales se preocupan por el flujo de personas en las 
salas de urgencias. En un hospital específico de una

Ejercicios de repaso
5.77 Durante un proceso de producción, cada día se 
seleccionan al azar 15 unidades de la línea de ensamble 
para verificar el porcentaje de artículos defectuosos. A 
partir de información histórica se sabe que la probabi­
lidad de tener una unidad defectuosa es de 0 05. Cada 
vez que se encuentran dos o más unidades defectuosas 
en la muestra de 15, el proceso se detiene. Este pro­
cedimiento se utiliza para proporcionar una señal en 
caso de que aumente la probabilidad de unidades de­
fectuosas.
a) í,Cuál es la probabilidad de que en un día deter­

minado se detenga el proceso de producción'’ (Su­
ponga 57c de unidades defectuosas).

b) Suponga que la probabilidad de una unidad defec­
tuosa aumenta a 0.07. (,Cual es la probabilidad de 
que en cualquier día no se detenga el proceso 
de producción?

ciudad grande el personal disponible no puede aloj^j 
el flujo de pacientes cuando hay más de 10 casos 
emergencia en una hora determinada. Se supone que ij 
llegada de los pacientes sigue un proceso de Poisson j 
los datos históricos sugieren que, en promedio, lleg^j, 
5 emergencias cada hora.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que en una hora de 

terminada el personal no pueda alojar el flujo de 
pacientes?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que, durante un turno 
de 3 horas, lleguen más de 20 emergencias?

5.74 Se sabe que 3% de las personas a las que se Icj 
revisa el equipaje en un aeropuerto lleva objetos cues 
tionables. ¿Cuál es la probabilidad de que una sene de 
15 personas cruce sin problemas antes de que se atrapa 
a una con un objeto cuestionable? ¿Cuál es el número 
esperado de personas que pasarán antes de que se de 
tenga a una?
5.75 La tecnología cibernética ha generado un am 
biente donde los “robots" funcionan con el uso de mi 
croprocesadores. La probabilidad de que un robot fall; 
durante cualquier tumo de 6 horas es de 0.10. ¿Cual e» 
la probabilidad de que un robot funcione a lo suma 5 
tumos antes de fallar?
5.76 Se sabe que la tasa de rechazo en las cncuc'^u 
telefónicas es de aproximadamente 20ír. Un reporUj. 
del periódico indica que 50 personas respondieran j 
una encuesta antes de que una se rehusara a participar
a) Comente acerca de la validez del reportaje. Uiiliu 

una probabilidad en su argumento.
b) ¿Cuál es el número esperado de persona.s encuc' 

tada.s antes de que una se rehúse a responder'

5.78 Se considera utilizar una maquina autonuiiu 
de soldadura pora un proceso de producción. Antes 
comprarla se probará para venrtcar si tiene éxito e^' 
999r de sus soldaduras. SÍ no es así. se considerara quí 
no es eficiente La prueba se llevará a cabo con un rn>- 
totipo que requiere hacer 100 soldaduitcs La maquiru 
se aceptará para la producción sólo si no lalla en nu­
de 3 soldaduras

£j) ¿Cuál es la probabilidad de que se rechace ura 
buena máquina’’

/;) ¿Cuál es la probabilidad de que se acepte una iiu 
quina ineficiente que soldé bien el 95% de la.s vctC'

5.79 Una agencia de renta de automóviles en un as 
ropuerto local tiene 5 Ford. 7 Chevrolet, 4 Dodge ’ 
Honda > 4 Jojota disponibles. Si la agencia seles*.u'tu 
al azar 9 de estos automóv iles pora transportar delega
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dos desde el aeropuerto hasta el centro de convencio­
nes de la ciudad, calcule la probabilidad de que rente 2 
Ford, 3 Chevrolet, 1 Dodge, 1 Honda y 2 Toyota.
5.80 En un centro de mantenimiento que recibe llama­
das de servicio de acuerdo con un proceso de Poisson 
entran, en promedio, 2.7 llamadas por minuto. Calcule 
la probabilidad de que
a) no entren más de 4 llamados en cualquier minuto;
b) entren menos de 2 llamadas en cualquier minuto;
c) entren más de 10 llamadas en un período de S mi­

nutos.

5.81 Una empresa de electrónica afírma que la pro­
porción de unidades defectuosas de cierto proceso 
es de 5%. Un comprador sigue el procedimiento están­
dar de inspeccionar 15 unidades elegidas al azar de un 
lote grande. En una ocasión específíca el comprador 
encuentra 5 unidades defectuosas.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que esto ocurra, si es 

correcta la añrmación de que el 5% de los produc­
tos son defectuosos?

b) ¿Cómo reaccionaría usted si fuera el comprador?

5.82 Un dispositivo electrómeo de conmutación fa­
lla ocasionalmente, pero se considera que es saUsfac- 
torío si, en promedio, no comete más de 0.20 errores 
por hora. Se elige un período particular de 5 horas para 
probarlo Si durante este periodo no ocurre más de un 
error, se considera que el funcionamiento del disposi­
tivo es satisfactorio.
á) ¿Cuál es la probabilidad de que, con base en la 

prueba, se considere que un dispositivo no funciona 
satisfactoriamente cuando en realidad sí lo hace? 
Suponga que se trata de un proceso de Poisson. 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un dispositivo se 
considere satisfactono cuando, de hecho, el número 
medio de errores que comete es 0.25“^ De nue­
vo suponga que se trata de un proceso de Poisson.

5.83 Una empresa por lo general compra lotes gran­
des de cierta clase de dispositivo electrónico Utiliza un 
método que rechaza el lote completo si encuentra 2 o 
más urudades defectuosas en una muestra aleatona de 
100 unidades.
u) (.Cuál es la probabilidad de que el método rechace 

un lote que tiene un 1% de unidades defectuosas’’ 
b) ¿Cuál es la probabilidad de que acepte un lote que 

tiene 5% de unidades defectuosas?
5.84 El propietario de una farmacia local sabe que. en 
promedio, llegan a su farmacia 100 personas por hora
a) Calcule la probabilidad de que en un penodo de­

terminado de 3 minutos nadie entre a la farmacia.
b) Calcule la probabilidad de que en un penodo dado 

de 3 minutos entren más de 5 personas a la farmacia

5.85 a) Suponga que lanza 4 dados. Calcule la proba­
bilidad de obtener ai menos un 1.
b) Suponga que lanza 2 dados 24 veces. Calcule la 

probabilidad de obtener al menos uno (1, 1), es 
decir, un "ojos de serpiente".

5.86 Suponga que de 500 billetes de lotería que se 
venden, 200 le dan a ganar al comprador ol menos el 
costo del billete. Aliora suponga que usted compra 5 
billetes. Calcule la probabilidad de ganar al menos el 
costo de 3 billetes.
5.87 Las imperfecciones en los tableros de circuitos 
y los microcircuitos de computadora se prestan pora un 
análisis estadístico. Un Upo particular de tablero con­
dene 200 diodos y la probabilidad de que falle alguno 
es de 0.03.
a) ¿Cuál es el número promedio de fallas en los dio­

dos?
b) (.Cuál es la vanonza?
c) El tablero funciona si no tiene diodos defectuosos 

¿Cuál es la probabilidad de que un tablero fun­
cione*’

5.88 El comprador potencial de un motor particular re­
quiere (entre otras cosas) que éste encienda 10 veces con- 
secuuvos. Suponga que la probabilidad de que cnaenda 
es de 0.990. Suponga que los resultados ce intentos de 
encendido son independientes
a) ¿Cuál es la probabilidad de que el posible compra­

dor acepte el motor después de sólo IC encendidos’’
b) (.Cuál es la probabilidad de que se tenga que in­

tentar encenderlo 12 veces durante d proceso de 
aceptación’’

5.89 El esquema de aceptación para comprar lotes 
que conuenen un número grande de balerías consiste 
en probar no más de 75 baterías seleccionadas J azar 
y rechazar el lote completo si folla unu sola balen. 
Suponga que la probabilidad de encontrar una que talk 
es de 0 001
a) ¿Cuál es la probabilidad de que se acepte un tote
b) ¿Cuál es la probabilidad de que se rechace un luie 

en la vigésima prueba’’
c) ¿Cuál es la probabilidad de que se rechace en 10 o 

menos pruebas?
5.90 Una empresa que perfora pozos petroleros opera 
en vanos .sitios y su éxito o froca.so es independiente de 
un sitio a otro Suponga que la probabilidad de éxito en 
cualquier siuo específico es de 0 25
a) (.Cuál es la probabilidad de que un peiiorador ba­

rrene 10 sitios y tenga un éxito’’
b) El perforador se declarara en bancarrota si tiene 

que perforar 10 veces antes de que ocurra el pn 
mer éxito ^.Cuáles son la»* perspectivas de banca­
rrota del perforador ’
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5.91 Considere la información del ejercicio de repaso 
5.90. El perforador cree que “dará en el clavo" si logra 
el segundo éxito durante o antes del sexto intento. ¿Cuál 
es la probabilidad de que el perforador “dé en el clavo"?
5.92 Una pareja decide que continuará procreando hi­
jos hasta tener dos hombres. Suponiendo que P(hombrc) 
= 0.5, ¿cuál es la probabilidad de que su segundo niño 
sea su cuarto hijo?
5.93 Por los investigadores se sabe que una de cada 
100 personas es portadora de un gen que lleva a la heren­
cia de cierta enfermedad crónica. En una muestra alea­
toria de 1000 individuos, ¿cuál es la probabilidad de que 
menos de 7 individuos porten el gen? Utilice la aproxi­
mación de Poisson. Nuevamente con la aproximación de 
Poisson, determine cuál es el número promedio aproxi­
mado de personas, de cada 1000, que portan el gen.
5.94 Un proceso de fabricación produce piezas para 
componentes electrónicos. Se supone que la proba­
bilidad de que una pieza salga defectuosa es de 0.01. 
Durante una prueba de esta suposición se obtiene una 
muestra al azar de 500 artículos y se encuentran 15 de­
fectuosos.
a) ¿Cuál es su respuesta ante la suposición de que 

1% de las piezas producidas salen defectuosas? 
Asegúrese de acompañar su comentario con un 
cálculo de probabilidad.

b) Suponiendo que 1 % de las piezas producidas salen 
con defecto, ¿cuál es la probabilidad de que sólo 
se encuentren 3 defectuosas?

c) Resuelva de nueva cuenta los incisos a) y b) uüli- 
2umdo la aproximación de Poisson.

5.95 Un proceso de manufactura produce artícu­
los en lotes de 50. Se dispone de planes de muestren 
en los cuales los lotes se apartan periódicamente y 
se someten a cierto tipo de inspección. Por lo general se 
supone que la proporción de artículos defectuosos que 
resultan del proceso es muy pequeña. Para la empresa 
también es importante que los lotes que contengan ar­
tículos defectuosos sean un evento raro. El plan actual 
de inspección consiste en elegir lotes al azar, obtener 
muestras periódicas de 10 en 50 artículos de un lote y. 
si ninguno de los mucstreados está defectuoso, no se 
realizan acciones.
a) Suponga que se elige un lote al azar y 2 de cada 50 

artículos tienen defecto. ¿Cuál es la probabilidad 
de que al menos uno en la muestra de 10 del lote 
esté defectuoso?

b) A partir de .su respuesta en el inciso u). comente 
sobre la calidad de este plan de muesüvo.

c) ¿Cuál es el numero promedio de artículos defec­
tuosos encontrados por cada 10 artículos de la 
muestra

5.96 Considere la situación del ejercicio de repago 
5.95. Se ha determinado que el plan de mucstreo debe, 
ría ser lo suñeientemente amplio como para que ha}a 
una probabilidad alta, digamos de 0.9, de que si ha^ 
tantos como 2 artículos defectuosos en el lote de 50
se muestrea, al menos uno se encuentre en el muestrco 
Con tales restricciones, ¿cuántos de los 50 artículos de. 
herían muestrearse?

5.97 La seguridad nacional requiere que la tecnología 
de defensa sea capaz de detectar proyectiles o misiles 
ofensivos. Para que este sistema de defensa sea exitoso 
se requieren múltiples pantallas de radar. Suponga que se 
usarán tres pantallas independientes y que la proba, 
bilidad de que cualquiera detecte un misil ofensivo ^ 
de 0.8. Es evidente que si ninguna pantalla detecta un 
misil ofensivo, el sistema no funciona y requiere me- 
joraise.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que ninguna de la, 
pantallas detecte un misil ofensivo?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que solo una de las 
pantallas detecte el misil?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que al menos 2 de U, 
3 pantallas detecten el misil?

5.98 Suponga que es importante que el sistema ge 
neral de defensa contra misiles sea lo más perfecto po- 
sible.
a) Suponga que la calidad de las pantallas es la que s« 

indica en el ejercicio de repaso 5.97. ¿Cuánu> 
se requieren, entonces, para asegurar que la proba­
bilidad de que el misil pa.se sin ser detectado scj 
de 0.0001?

b) Suponga que se decide utilizar sólo 3 pantallas; 
intentar mejorar la capacidad de dcteceión de L' 
mismas. ¿Cuál debe ser la eficacia individual 
las pantallas (es decir, la probabilidad de Jet;., 
clon), para alcanzar la eñcacia que se rcquiereea 
el inciso a?

5.99 Regrese al ejercicio de repaso 5.9.5íi. Vuelvai 
calcular la probabilidad usando la distribución bino­
mial Comente su respuesta.

5.100 En cieno depanamento umversitano de esta­
dística hay dos vacantes. Cinco perainas las .solicitar 
dos de ellas tienen experiencia con modelos lineales v 
una tiene experiencia con probabilidad aplicada Al ci» 
mué de selección se le indicó elegir a los 2 aspiran^' 
aleatoriamente.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que los 2 elegidos sc-u 

los que tienen e.xperienda con modelos lineales’
b) ¿Cuál es la probabilidad de que. de los 2 elegiJi'* 

uno tenga expcncncia con mixletos lineales > e 
otro con probabilidad aplicada?
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5.101 El fabricante de un triciclo para niños ha reci­
bido quejas porque su producto tiene defecto en los fre­
nos. De acuerdo con el diseño del producto y muchas 
pruebas preliminares, se determinó que la probabilidad 
del tipo de defecto reportado era I en 10,000(esdecir,de 
0.0001). Después de una minuciosa investigación 
de las quejas se determinó que durante cierto periodo 
se eligieron aleatoriamente 200 artículos de la produc­
ción, de los cuales 5 tuvieron frenos defectuosos.
a) Comente sobre la afirmación de “uno en 10,000" 

del fabricante. Utilice un argumento probabilfsüco. 
Use la distribución binomial para sus cálculos.

b) Repita el inciso a utilizando la aproximación de 
Poisson.

5.102 Proyecto de grupo: Separe la clase en dos 
grupos aproximadamente del mismo tamaño. Cada 
uno de los estudiantes del grupo 1 lanzará una moneda 
10 veces («,) y contará el número de caras resultan­
tes. Cada uno de los estudiantes del grupo Z lanzará 
una moneda 40 veces (/«,) y también contará el número 
de caras obtenidas. Los miembros de cada grupo deben 
calcular de manera individual la proporción de caras ob­
servadas. que es una estimación de p, la probabilidad de 
obtener una cara. De esta manera, habrá un conjunto 
deNTÚoresdepi (del grupo l)y un conjunto de valores de 
p, (del grupo 2). Todos los valores de p, y p, son estima­
ciones de 0.5. que es el valor verdadero de la probabili­
dad de obtener una cara de una moneda legal.

fl) ¿Cuál conjunto de valores se acerca con mayor 
consistencia a 0.5, el de p¡ o el de p,? Considere

la demostración del teorema 5.1 de la página 147 
con respecto a las estimaciones del parámetro p = 
0.5. Los valores de p, se obtuvieron con n = /i, 
= 10 y los valores de p, se obtuvieron con n = n, = 
40. Si se utiliza la notación de la demostración, las 
estimaciones están dadas por

_ ÍL — + • • • -f- /tu
~ rii ~ ri]

donde /,.... son ceros y unos y n, = 10. y

-t2 II + '•• + In;
~ H2 ~ /II

donde I ,...J son nuevamente ceros y unos y n,= 
40.

b) Remítase nuevamente ol teorema 5.1 y demuestre 
que

E(pi) = £{p;) =p = Q5.

c) Demuestre que tjp, = -jjp es 4 veces el valor de 
a~, = Explique, además, porqué los valores
de p, del grupo 2 se acercan con mayor consisten­
cia al valor verdadero, p = 0.5. que los valores de 
p, del grupo 1.

Aprenderá mucho mis sobre la estimación de paráme­
tros a partir del capítulo 9. Ahí pondremos más énfasis 
en la importancia de la media y la varianza de un esti­
mador de un parámetro.

5.6 Posibles riesgos y errores conceptuales; relación 
con el material de otros capítulos

Las distribuciones discretas estudiadas en este capítulo ocurren con mucha frecuencia 
en los escenarios de la ingeniería, así como en los de las ciencias biológicas y físicas. Es 
evidente que los ejemplos y los ejercicios sugieren esto. Los planes de mucsirco indus­
trial y muchas de las decisiones en ingeniería se basan en las distribuciones binomial y 
de Poisson, así como en la distribución hipergeomélrica. Mientras que las distribuciones 
binomial negativa y geome'irica se utilizan en menor grado, también tienen aplicaciones. 
En específico, una variable aleatoria binomial negativa se puede ver como una mezcla 
de variables aleatorias gamma y de Poisson (la distribución gamma se estudiará en el 
capítulo 6).

A pesar de las múltiples aplicaciones que estas distribuciones tienen en la vida real, 
podrían utilizarse de manera incorrecta, a menos que el científico sea prudente y cui­
dadoso. Desde luego, cualquier cálculo de probabilidad para Ia.s distribuciones que se 
estudiaron en este capítulo se realiza bajo el supuesto de que se contK'c el valor del pa­
rámetro. Las aplicaciones en el mundo real a menudo resultan en un valor del parámetro 
que se puede “despla/ar" debido a factores que son difíciles de controlar en el proceso.
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o debido a intervenciones en el proceso que no se han tomado en cuenta. Por ejemplo 
en el ejercicio de repaso 5.77 se utilizó “información histórica": sin embargo, ¿el pr^^ 
ceso actual es el mismo que aquel en que se recabaron los datos históricos? El uso de 
la distribución de Poisson tiene incluso más posibilidades de enfrentar esta diñculiad 
Por ejemplo, en el ejercicio de repaso 5.80 las preguntas de los incisos a, by esa basa^ 
en el uso dtfi — 2.7 llamadas por minuto. Con base en los registros históricos éste es el 
número de llamadas que se reciben “en promedio". Pero en ésta y muchas otras aplica, 
ciones de la distribución de Poisson hay momentos desocupados y momentos ajetreados, 
de manera que se espera que haya momentos en que las condiciones para el proceso de 
Poisson parezcan cumplirse, cuando en realidad no lo hacen. Por consiguiente. loi 
cálculos de probabilidad podrían ser incorrectos. En el caso de la distribución binomio] 
la condición que podría fallar en ciertas aplicaciones (además de la falta de constancia 
de p) es la suposición de independencia, estipulando que los experimentos de Bemouilj 
son independientes.

Una de las aplicaciones incorrectas más célebres de la distribución binomial ocumo 
en la temporada de béisbol de 1961, cuando Mickey Mantle y Roger Maris se enfrasca- 
ron en una batalla amistosa por romper el récord de todos los tiempos de 60 jonrones es­
tablecido por Babe Ruth. Un famoso artículo de una revista predijo, con ba.se en la tcoria 
de la probabilidad, que Mantle rompería el récord. La predicción estaba fundamcniada 
en un cálculo de probabilidad en el que se utilizó la distribución binomial. El error clá­
sico cometido fue la estimación del parámetro p (uno pora cada jugador) con ba.se en U 
frecuencia histórica relativa dejonrones a lo largo de la carrera de los 2 jugadores. Morb. 
a diferencia de Mantle, no había sido un jonronero prodigioso antes de 1961, de manen 
que su estimado de p fue bastante bajo. Como resultado de esto se determinó que Manila 
tenía más probabilidades que Maris de romper el récord, pero quien logro romperlo al 
ñnal fue este último.

Capítulo 5 Algunas distribuciones de probabilidad discrc^



Capítulo 6

Algunas distribuciones continuas 
de probabilidad

6.1 Distribución uniforme continua

Una de las distnbuciones continuas más simples de la estadística es la distribución 
uniforme continua. Esta distribución se caracteriza por una función de densidad que es 
“plana”, por lo cual la probabilidad es uniforme en un inter\'alo cerrado, digamos [A^ B] 
Aunque las aplicaciones de la distnbución uniforme continua no son tan abundantes 
como las de otras distnbuciones que se presentan en este capítulo, es apropiado para el 
principiante que comience esta introducción a las distribuciones continuas con la distn- 
bución uniforme

Distnbucion La función de densidad de la variable aleatona uniforme continua X en el intervalo 
uniforme [A, 5] es

f(x;A. B)
A <x <B. 
en otro caso

La función de densidad forma un rectángulo con base B - Ay altura conslanli — 
Como resultado, la distribución uniforme a menudo se conoce como distríbucinn icc- 
taugular. Sin embargo, observe que el intervalo no siempre es cerrado {A, B\ también 
puede ser (A, B) En la figura 6 1 se muestra la función de densidad para una variable 
aleatoria uniforme en el intervalo [1, 3]

Resulta sencillo calcular las probabilidades para la distnbución uniforme debido a la 
naturaleza simple de la función de densidad. Sin embargo, obsene que la aplicación de 
esta distribución se basa en el supuesto de que la probabilidad de caer en un intervalo 
de longitud fija dentro de [A, B] es constante

Ejemplo 6.1: i Suponga que el tiempo máximo que se puede reservar una sala de conferenuia.s grande 
de cierta empresa son cuatro horas Con mucha frecuencia tienen conferencias extensas 
y breves De hecho, se puede suponer que la duración X de una conferencia ricne 
una distribución uniforme en el intervalo [0. 4)

171
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1
2

0 1 3

Figura 6.1: Función de densidad para una variable aleatoria en el intcr\’aIo [1.3j,

a) ¿Cuál es la función de densidad de probabilidad?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que cualquier conferencia determinada dure al nii;nL.. 

3 horas?
Solución: a) La función de densidad apropiada para la variable aleatoria X distribuida uniform.'- 

mente en esta situación es

f{x) =
0<.r <4, 
en otro caso.

b) P[X >3] = J¡'idtr=i. J

Teorema 6.1: La media y la varianza de la distribución uniforme son

A +B (B -A)~ 
12

Las demostraciones de los teorema.s se dejan al lector. Véase el ejercicio 6. l de la ¡i.i:: 
na 185.

6.2 Distribución normal
La distribución de probabilidad continua más importante en todo el campo de la - 
tica es la distribución norma]. Su gráñea, denominada cun a normal, es la cur\ a ' 
forma de campana de la figura 6.2, la cual describe de manera aproximada muchos icn.- 
menos que ocurren en la naturaleza, la industria y la investigación. Por ejemplo. L 
mediciones físicas en áreas como los experimentos meteorológicos, estudios de la prcvif 
tación pluvial y mediciones de partes fabricadas a menudo se explican más que ade^;-- 
damente con una distribución norma!. Además, los errores en las mediciones cieniiik. 
se aproximan muy bien mediante una distribución normal. En 1733. Abraham DeM . • 
desarrolló la ecuación matemática de la curva normal, la cual sentó las basev sol’" 
las que descansa gran parte de la teoría de la estadística inductiva. La distribución ru'; 
mal a menudo se denomina distribución gausslana en honor de Karl Friedrich 
(1777-1855), quien también derivó su ecuación a partir de un estudio de errores en 
dieiones repetidas de la misma cantidad.
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Una variable aleatoria continua X que tiene la distribución en fonna de campana de 
la figura 6.2 se denomina variable aleatoria normal. La ecuación matemática para la 
distribución de probabilidad de la variable normal depende de los dos parámetros /i y o*, 
su media y su desviación estándar, respectivamente. Por ello, denotamos los valores de 
la densidad de X por n(Ar, /i, o).

Distribución La densidad de la variable aleatoria normal X, con media ¡x y varianza <r% es 
normal

nix',u,o) = —oo<x<oo,

donde7T=3.14159...yg- 2.71828...

Una vez que se especifican /í y ít, la curva normal queda determinada por completo. Por 
ejemplo, si /i = 50 y tr = 5, entonces se pueden calcular las ordenadas n{x\ 50. 5) para 
diferentes valores de x y dibujar la curva. En la figura 6.3 aparecen dos curvas normales 
que tienen la misma desviación estándar pero diferentes medias. Las dos curvas son 
idénticas en forma, pero están centradas en diferentes posiciones a lo largo del eje ho­
rizontal.

Figura 6.3: Curvas normales con < /i, y cr, = <r,.
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Figura 6.4: Curvas normales con /x, = /ij y tr, < cr,.

En la figura 6.4 se muestran dos curvas normales con la misma media pero con 
desviaciones estándar diferentes. Aquí se observa que las dos curvas están centradas 
exactamente en la misma posición sobre el eje horizontal; sin embargo, la curva con la 
mayor desviación estándar es más baja y más extendida. Recuerde que el área bajo una 
curva de probabilidad debe ser igual a I y. por lo tanto, cuanto más variable sea el con­
junto de observaciones, más baja y más ancha será la curva correspondiente.

La figura 6.5 muestra dos curvas normales que tienen diferentes medias y diferenteN 
desviaciones estándar. Evidentemente, están centradas en posiciones diferentes sobre el 
eje horizontal y sus formas reflejan los dos valores diferentes de a.

Figura 6.5: Curvas normales con /i, < ^, y < <7,.

Con base en lo que observamos en las figuras 6.2 a 6.5, y en el examen de la pnmc- 
ra y la segunda derivadas de n (.r. /x, (T), listamos las siguientes propiedades de la cursa 
normal:

1. La moda, que es el punto sobre el eje horizontal donde la curva tiene su punto 
máximo, ocurre en ,t — /x.

2. La curva es simétricá alrededor de un eje vertical a través de la media /x.
3. La curva tiene sus puntos de inflexión en x = /x ± a, es cóncava hacia abajo 

{.i- a < X < fi + <j,y e& cóncava hacia arriba en otro ea.so.
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4. La curva normal se aproxima al eje horizontal de manera asintóüca, conforme 
nos alejamos de la media en cualquier dirección.

5. El área total bajo la curva y sobre el eje horizontal es igual a uno.

Teorema 6.2; La media y la varianza de n (a:; /í, <f) son y-y d^, respectivamente. Por lo tanto, la des­
viación estándar es a.

Prueba: Para evaluar la media primero calculamos

Al establecer que z = (x-y)/(7y dx = (tdz, obtenemos

E(X f dz = 0.
y27T J—3C

dado que la integral anterior es una función impar de z. Al aplicar el teorema 4 5 de la 
página 128 concluimos que

E{X)=y

La varianza de la distribución normal es dada por 

E[{X -yf] = -^ f U
yJllTG J-x,

De nuevo, al establecer que z = {x- y)/a y dx = crdz, obtenemos

Al integrar por partes conu = zy dv — ce“'*^'í/cde modo que Jn = dzy v = 
encontramos que

E\_{X - y)-] =-^=(^-ze~'‘+J dz^ = a'íQ-i'\) = cr ^

Muchas variables aleatorias tienen distribuciones de probabilidad que se pueden 
describir de forma adecuada mediante la curva normal, una vez que se especitiqucn y y 
(T*. En este capítulo supondremos que se conocen estos dos parámetros, quizás a partir 
de investigaciones anteriores. Más adelante haremos inferencias estadísticas cuando se 
desconozcan yy a~y se estimen a partir de los dalos experimentales disponibles.

Anteriormente señalamos el papel que desempeña la disuibución normal como una 
aproximación razonable de variables científicas en expenmentos de la vida real Hay 
otras aplicaciones de la distribución normal que el lector apreciará a medida que av anee 
en el estudio de este libro. La distnbución normal tiene muchas aplicaciones como dis­
tribución limitante. En ciertas condiciones, la distribución normal ofrece una ouena 
aproximación continua a las distribuciones binomial e hipergcométnca El caso de 
la aproximación a la distnbución binomial se examina en !a sección 6 5 En el capitulo 8 
el lector aprenderá acerca de las distribuciones muéstrales Resulta que la distribución 
limitante de promedios muéstrales es normal, lo que brinda una base amplia para la
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inferencia estadística, que es muy valiosa para el analista de dalos interesado en la estima, 
ción y prueba de hipótesis. Las teorías de áreas importantes como el análisis de vananza 
(capítulos 13,14 y 15) y el control de calidad (capítulo 17) se basan en suposiciones quc 
utilizan la distribución normal.

En la sección 6.3 se ofrecen ejemplos para demostrar cómo se utilizan las tablas de 
la distribución normal. En la sección 6.4 continúan los ejemplos de aplicaciones de la 
distribución normal.

6.3 Áreas bajo la curva normal

La curva de cualquier distribución continua de probabilidad o función de densidad se 
construye de manera que el área bajo la curva limitada por las dos ordenadas x =
X = .T, sea igual a la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor entre t 
y .t = .T,. Por consiguiente, para la curva normal de la figura 6.6,

/>(.Ti <X <xz)= f n(x;fi,cr)dx = J— f dx,
Jx\ \J¿.TV(T Jx\

es representada por el área de la región sombreada.

Figura 6.6: P(\^ < X <xj = área de la región sombreada.

En las figuras 6.3.6.4 y 6.5 vimos cómo la curva normal depende de la media \ de 
la desviación estándar de la distribución que se está estudiando. El área bajo la curva 
entre cualesquiera dos ordenadas tambiún debe depender de los valores /i y cr Esto cs 
evidente en la figura 6.7, donde sombreamos las regiones que corresponden a P(\^ < \ 
< Aj para dos curvas con medias y vananzas diferentes P(Xj < X < x,!. donde .\’ es b 
variable aleatona que describe la distribución A, se indica por el área sombreada ma> 
oscura debajo de la curva de A. Si X es la variable aleatona que descnbe la distribución B 
entonces Píx, < X < .r,) es dada por toda la región sombreada. ENidentemenlc. las dvh 
reglones sombreadas tienen tamaños diferentes; por lo tanto, la probabilidad asiX'iaJj 
con cada dislnbución será diferente para los dos valores dados de X.

Existen muchos tipos de programas estadísticos que sirven pora calcular el área bajo 
la curva nonnal La dificultad que se enfrenta al resolver las integrales de funcione'» ik 
densidad normal exige tabular las áreos de la curva normal para una referencia nipuU 
Sin embargo, sería inútil tratar de establecer tablas separadas para cada posible valor df 
/i y cr Por fortuna, podemos transformar todas las observaciones de cualquier vanablf
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Figura 6.7: P{x^ <X <x^) para diferentes curvas normales.

aleatoria normal X en un nuevo conjunto de observaciones de una variable aleatoria nor­
mal 2 con media 0 y varianza 1. Esto se puede realizar mediante la transformación

z = ^.
cr

Siempre que X tome un valor x, el valor correspondiente de 2 es dado por z = 
(x - /X)/(T. Por lo tanto, si X cae entre los valores x = ,t, y x = x„ la variable aleatona 2 
caerá entre los valores correspondientes z^ = (x, - /í)/(T y = (x, - fi)/cr. En conse­
cuencia, podemos escribir

P(xi < X <X2) =-^= / e

= í n(z;0,\)dz = P(zi< 2 < Z:).

donde 2 se considera una variable aleatoria normal con media 0 y \ananza 1.

Definición 6.1: La distribución de una variable aleatoria normal con media ü y vananza I se llama 
distribución normal estándar.

Las distribuciones original y transformada se ilustran en la figura 6.8. Como todos los 
valores de X que caen entre Xj y .v, tienen valores z correspondientes entre z, y z,. el área 
bajo la curva X entre las ordenadas x = .tj y t = v, de la figura 6 8 es igual al área bajo 
la curva 2 entre las ordenadas transformadas z = z, y z = z.

Ahora hemos reducido el número requendo de tabla.s de áreas de cursa normal a 
una, la de la distribución normal estándar. La tabla A 3 indica el área bajo la curv a nor­
mal estándar que corresponde a P(Z < z) para valores de z que van de -3 49 a 3 49 Para 
ilustrar el uso de esta tabla calculemos la probabilidad de que 2 sea menor que I 74 
Primero, localizamos un valor de z igual a 1.7 en la columna izquierda, después nos 
movemos a lo largo del renglón hasta la columna bajo 0 ()4. donde leemos 0 9591 Por 
lo tanto, P{Z < 1.74) = 0.9591. Paracalcuhr un valor : que coirespoi'da a una probabi­
lidad dada se invierte el proceso. Por ejemplo, se observa que el valí*. i¡ue deja un arca 
de 0.2148 bajo la curva a la izquierda de z es -0 79
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Figura 6.8: Distribuciones normales original y transformada.

Ejemplo 6.2:1 Dada una distribución normal estándar, calcule el área bajo lu cur\'a que se localiza

a) a la derecha de z = 1.84, y

b) entre z = -1.97 y z = 0.86.

^ _

0 1.84 ^ -1.97 0 0.86

a) b)

Figura 6.9: Áreas para el ejemplo 6.2.

Solución: Véase la figura 6.9 para las áreas específicas.

ij) El área en la figura 6.9u a la derecha de c = 1.84 es igual a 1 menos el área en la i..Mi 
A.3 a la izquierda de z = 1.84. a saber. I - 0.9671 = 0.0329.

b) El área en la figura 6.9Z? entre z = -1.97 y z = 0.86 es igual al área a la izquierd.i J- 
z = 0.86 menos el área a la izquierda de z = -1.97. A partir de la tabla A.3 encontra­
mos que el área que se desea es 0.8051 - 0 0244 = 0.7807. J
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Ejemplo 63:1 Dada una distribución normal estándar, calcule el valor de tal que

a) P{Z> it) = 0.3015, y
b) P{k <Z< -0.18) = 0.4197.

b)
Figura 6.10: Áreos para el ejemplo 6.3.

Solución: La distribución y las áreas deseadas se muestran en la fígura 6.10.

a) En lañgura 6.10a vemos que el valor A: que deja un área de 0.3015 a la derecha debe 
dejar entonces un área de 0.6985 a la izquierda. De la tabla A.3 se sigue que 
k = 0.52.

b) En la tabla A.3 observamos el área total a la izquierda de -0.18 es igual a 0.4286. En
la figura 6.10b vemos que el área entre ky -0.18 es 0.4197. de manera que el área 
a la izquierda de k debe ser 0.4286 - 0.4197 = 0.0089. Por lo tanto, a partir de la 
tabla A.3 tenemos k = -2.37. J

Ejemplo 6.4: i Dada una variable aleatoria X que tiene una distribución normal con fi — 50y a — 10, 
calcule la probabilidad de que X tome un \'alor entre 45 y 62.

-0.5 0 1 2

Figura 6.11: Área para el ejemplo 6.4.

Solución: Los valores z que corresponden a .t, = 45 y .r, = 62 son

Ct
45-50 62-50

10
-0.5 y r:

10
1.2.



ISO Capítulo 6 Algunas distribuciones continuas de probabilidad

Por lo tanto,
P(45 < X < 62) = P(-0.5 < Z < 1.2).

P(-0.5 < Z < 1.2) se muestra mediante el área de la región sombreada de la figura 6.11 
Esta área se puede calcular restando el área a la izquierda de la ordenada z = -0.5 de 
toda el área a la izquierda de z = 1.2. Si usamos la tabla A.3, tenemos

P(45 <X<62) =P(-0-5 <Z < 1.2) =P(Z<1.2)-P(Z <-0.5)

= 0.8849 - 0.3085 = 0.5764. j

Ejemplo 63:1 Dado que X tiene una distribución normal con /i = 300 y cr = 50, calcule la probabilidad 
de que X tome un valor mayor que 362.

Solución: La distribución de probabiÚdad normal que muestra el área sombreada que se desea se 
presenta en la figura 6.12. Para calcular P(X > 362) necesitamos evaluar el área bajo la 
curva normal a la derecha de x = 362. Esto se puede realizar transformando x = 362 al 
valor z correspondiente, obteniendo el área a la izquierda de z de la tabla A.3 y después 
restando esta área de 1. Encontramos que

362-300
^ = 1-24.

De ahí,
P(X> 362)=P(Z> 1.24) = Í-P(Z< 1.24)= 1 -0.8925 = 0.1075. j

De acuerdo con el teorema de Chebyshev en la página 137, la probabilidad do qui; 
una variable aleatoria tome un valor dentro de 2 desviaciones estándar de la medu C' 
de por lo menos 3/4. Si la variable aleatoria tiene una distribución normal, los valorc': 
que corresponden a x, = ^ - 2ír y Xj = /i + 2cr se calculan fácilmente y son

De ahí.

P{^-2cr<X < fi + 2a) = P{-2 <Z < 2) =P{Z < 2)-P(Z < -2)
= 0.9772 - 0.0228 = 0.9544.

que es una afirmación mucho más firme que la que se establece mediante el teorema d’ 
Chebyshev.
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Uso de la curva norma) a la inversa
En ocasiones se nos pide calcular el valor de z que corresponde a una probabilidad espe­
cífica que cae entre los valores que se listan en la tabla A.3 (véase el ejemplo 6.6). Por 
conveniencia, siempre elegiremos el valor z que corresponde a la probabilidad tabular 
que está más cerca de la probabilidad que se especifica.

Los dos ejemplos anteriores se resolvieron al ir primero de un valor de j: a un valor z 
y después calcular el área que se desea. En el ejemplo 6.6 invertimos el proceso y co­
menzamos con un área o probabilidad conocida, calculamos el valor z y después deter­
minamos X reacomodando la fórmula

X —u
z —-------- para obtener x = az+ fi.

Ejemplo 6.6:1 Dada una distribución normal con /¿ = 40 y cr = 6, calcule el valor de x que tiene 

á) 43% del área a la izquierda, y

b) 14% del área a la derecha.

V___________ |o-l4 V
40
b)

Figura 6.13: Áreas para el ejemplo 6.6.

Solución', a) En la figura 6.13n se sombrea un área de 0.45 a la izquierda del valor j: deseado. Ne­
cesitamos un valor z que deje un área de 0.45 a la izquierda. En la tabla A.3 encontra­
mos P(Z < -0.13) = 0.45, es decir, que el valor z que se desea es-0.13. Por lo tanto,

,r=(6)í-0.l3) 4-40 = 39.22.

b) En la figura 6.13¿ sombreamos un área igual a 0.14 a la derecha del valor .r deseado. 
Esta vez necesitamos un valor z que deje 0.14 del área a la derecha y. por lo tanto, 
un área de 0.86 a la izquierda. De nuevo, a partir de la tabla A.3 encontramos P{Z< 
1.08) = 0.86, así que el valor z deseado es 1.08 y

.r = (6)(I.08)-f 40 =46.48. J
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6.4 Aplicaciones de la distribución normal

En los siguientes ejemplos se abordan algunos de los muchos problemas en los que se 
puede aplicar la distribución normal. El uso de la curva normal para aproximar probabi. 
lidades binomlales se estudia en la sección 6.5.

Ejemplo 6.7:1 Cierto tipo de batería de almacenamiento dura, en promedio, 3.0 años, con una desviación 
estándar de 0.5 años. Suponga que la duración de la balería se distribuye normalmente j 
calcule la probabilidad de que una batería determinada dure menos de 2.3 años.

Solución'. Empiece construyendo un diagrama como el de la ñgura 6.14, que muestra la distribu.
ción dada de la duración de las baterías y el área deseada. Para calcular la P{X < 2.3) 
necesitamos evaluar el área bajo la curva normal a la izquierda de 2.3. Esto se logra 
calculando el área a la izquierda del valor z correspondiente. De donde encontramos que

2.3-3
= -1.4,

y entonces, usando la tabla A.3, tenemos

P{X < 2.3) = P(Z < -1.4) = 0.0808.

2.3 3

Figura 6.14: Área para el ejemplo 6.7. Figura 6.15: Area para el ejemplo 6.8.

Ejemplo 6.81 Una empresa de material eléctrico fabrica bombillas de luz cuya duración, antes de que­
marse, se distribuye normalmente con una media igual a 800 horas y una desviacK'n 
estándar de 40 horas. Calcule la probabilidad de que una bombilla se queme entre 77S 
834 horas.

Solución: La distribución de vida de las bombillas se ilustra en la figura 6.15. Los valores r qu: 
corresponden a = 778 y .r, = 834 son

778 -800 834- 800
z\ =----- 777— - -0.55 y :: =------—-----= 0.85.

Por lo tanto,

F(778 <X< 834) =Pí-0,55 <Z <0.85) =PiZ < 0.85) -P(Z < - 0 55)
= 0.8023 -0.2912 = 0.5111. J

Ejemplo 6.9:1 En un proceso industrial el diámetro de un cojinete de bolas es una medida imponaii’^-' 
El comprador establece que la.s e.speciticaciones en el diámetro sean 3.0 ± 0.01 em l.- ’̂- '
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implica que no se aceptará ninguna parte que no cumpla estas especificaciones. Se sabe 
que en el proceso el diámetro de un cojinete tiene una distribución normal con media 
/i = 3.0 y una desviación estándar a = 0.005. En promedio, ¿cuántos de los cojinetes 
fabricados se descartarán?

Solución: La distribución de los diámetros se ilustra en la figura 6.16. Los valores que corresponden 
a los límites especificados son = 2.99 y x^ = 3.01. Los valores z correspondientes son

zi
2.99-3.0

0.005 —2.0 y Z2
3.01-3.0

0.005
= +2.0.

Por lo tanto,

P(2.99 <X < 3.01) = Pi-2.0 <Z< 2.0).

A partir de la tabla A.3, /^(Z < -2.0) = 0.0228. Debido a la simeüía de la distribución 
normal, encontramos que

P(Z < -2.0) + P(2 > 2.0) = 2(0.0228) = 0.0456.

Como resultado se anticipa que, en promedio, se descartarán 4.56% de los cojinetes fa­
bricados. -I

Figura 6.17: Especificaciones para el ejemplo 6.10.

Ejemplo 6.10:1 Se utilizan medidores para rechazar todos los componentes en los que cierta dimen.síón 
no esté dentro de la especificación 1.50 ± d. Se sabe que esta medida se distribuye nor­
malmente con una media de 1.50 y una desviación estándar de 0.2. Determine el valor d 
tal que las especificaciones “cubran” 95% de las mediciones.

Solución: A partir de la tabla A.3 sabemos que

P(-1.96<Z < 1.96) = 0.95.

Por lo tanto.
1.96

(1.50+£f) - 1.50 
0.2

de la que obtenemos

í/= (0.2)(1.96)= 0.392.

En la figura 6.17 se muestra una ilustración de la.s especificaciones. J
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Ejemplo 6.11:1 Cierta máquina fabrica resistencias eléctricas que tienen una resistencia media de 40 ohms 
y una desviación estándar de 2 ohms. Si se supone que la resistencia sigue una distribu­
ción normal y que se puede medir con cualquier grado de precisión, ¿qué porcentaje dg 
resistencias tendrán una resistencia que exceda 43 ohms?

Solución: Se obtiene un porcentaje multiplicando la frecuencia relativa por 100%. Como la frecuen- 
da relativa para un intervalo es igual a la probabilidad de caer en el intervalo, debemos 
calcular el ¿ea a la derecha de .r = 43 en la figura 6.18. Esto se puede hacer transforman­
do X = 43 al valor z correspondiente, con lo cual se obtiene el área a la izquierda de; dg 
la tabla A.3, y después se resta esta área de 1. Encontramos que

43-40 
^ = “2— 1.5.

Por lo tanto,

P(X > 43) =P(2> 1.5) = I - P(Z < 1.5) = 1 -0.9332 = 0.0668.

Así, 6.68% de las resistencias tendrán una resistencia que exceda 43 ohms. J

Figura 6.19: Área para el ejemplo 6.12.

Ejemplo 6.12:1 Calcule el porcentaje de resistencias que excedan 43 ohms para el ejemplo 6.11 si b 
resistencia se mide al ohm más cercano.

Solución: Este problema difiere del ejemplo 6.11 en que ahora asignamos una medida de 43 ohniN 
a todos los resistores cuyas resistencias sean mayores que 42.5 y menores que 43.5. Lo 
que estamos haciendo realmente es aproximar una distribución discreta por medio Je 
una distribución continua normal. El área que se requiere es la región sombreada a Ij 
derecha de 43.5 en la figura 6.19. Enconuaraos ahora que

En consecuencia.

43.5 - 40
= 1.75.

P{X> 43.5)=P(Z> 1.75) =1 -P{Z< 1.75) =1 -0 9599 = 0.0401.

Por lo tanto. 4.01% de las resistencias exceden 43 ohms cuando se miden al ohm mas 
cercano. La diferencia 6.68% - 4.01% = 2.67% entre esta respuesta y la del ejem­
plo 6.11 representa todos los valores de resistencias mayores que 43 y menores que 43 5. 
que ahora se registran como de 43 ohms. J
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Ejemplo 6.13: ÍLa califícación promedio para un examen es 74 y la desviación estándar es 7. Si 12% del 
grupo obtiene A y las caliñcaciones siguen una curva que tiene una distribución normal, 
¿cuál es la A más baja posible y la £ más alta posible?

So!ucióni En este ejemplo comenzamos con un área de probabilidad conocida, calculamos el valor 
z y después determinamos x con la fórmula a: = oz + /i. Un área de 0.12, que correspon­
de a la fracción de estudiantes que reciben A, está sombreada en la ñgura 6.20. Necesi­
tamos un valor z que deje 0.12 del área a la derecha y, por lo tanto, un área de 0 88 a la 
izquierda. A partir de la tabla A 3, P{Z < 1.18) tiene el valor más cercano a 0.88, de ma­
nera que el valor z que se desea es 1.18. En consecuencia.

jf=(7)(U8)-H 74 = 82.26

Por lo tanto, la A más baja es 83 y la ¿ más alta es 82. J

Figura 6.20: Área para el ejemplo 6.13. Figura 6 21 Área para el ejemplo 6 14

Ejemplo 6.14:1 Remítase al ejemplo 6 13 y calcule el sexto decil.

Solución: El sexto decil, escrito como D^, es el valorx que deja 60% del área a la izquierda, como 
se muestra en la figura 6.21 En la tabla A 3 encontramos que P(Z < 0 25) O 6. de 
manera que el valor z deseado es 0 25. Ahora, x = (7) (0 25) + 74 = 75.75. Por lo tanto. 

= 75.75. Es decir, 60% de las calificaciones son 75 o menos J

Ejercicios

6.1 Dada una distribución continua umforme, de­
muestre que
o) =
b) cr = '-^.

6.2 Suponga que X tiene una distribución continua 
uniforme de 1 a 5 Determine la probabilidad condicio- 
nalPO: > 25 l;f <4)

6J La cantidad de café diana, en litros, que sirve 
una máquina que se localiza en el vestíbulo de un 
aeropuerto es una vanable aleatona X que tiene una

distnbución continua uniforme con A = 7 > fí = 10 
Calcule la probabilidad de que en un día determina­
do la cantidad de café que sirve esta maquina sea

a) a lo sumo 8 8 litros.

b) más de 7 4 litros, pero menos de 9 5 litros.

c) al menos 8 5 litros

6.4 Un autobús llega cada 10 minutos a una parada 
Se supone que el tiempo de espera para un indiv iduo en 
particular es una sonable aleatona con distnbucion 
continua uniforme
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a) ¿Cuál es la probabilidad de que el individuo espe­
re más de 7 minutos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el individuo espe­
re entre 2 y 7 minutos?

Dada una distribución normal estándar, calcule el 
área bajo la curva que está
a) a la izquierda de 2 = -1.39;
b) a la derecha de 2= 1.96;
c) entrez = -2.16yz = -0.65;
d) a la izquierda de z= 1.43; 
é) a la derecha de z =-0.89,
/) entre z =-048 y z = 1.74.

6.6 Calcule el valor de z sí el área baj'o una curva nor­
mal estándar
a) a la derecha de z es 0 3622;
b) a la izquierda de z es 0.1131,
c) entre 0 y z, con z > 0, es 0 4838;
d) entre -z y z, con z > 0, es 0.9500.

6.7 Dada una distribución normal estándar, calcule el 
valor de k tal que
a) P(Z> k) = 0.2946;
b) /»(Z<¿) = 00427;
c) /»(-0.93 < Z <*) = 0.7235.

6.8 Dada una distribución normal con /r = 30 y (7 = 6. 
calcule
a) el área de la curva normal a la derecha de x = 17.
b) el área de la curva normal a la izquierda de x = 22;
c) el área de la curva normal entre x = 32y .r = 41;
d) el valor de x que tiene 80% del área de la curva 

normal a la izquierda;
e) los dos valores de x que contienen 75% central del 

área de la curva normal

6.9 Dada la vanable X normalmente distribuida con 
una media de 18 y una desviación estándar de 2 5, 
calcule
o) P{X < 15),
b) el valor de ^ tal que P(X <k) = 0 2236;
c) el valor de A. tal que/’(X > A) = 0.1814,
d) P(n<X<2\).

6.10 De acuerdo con el teorema de Chebyshev, la 
probabilidad de que cualquier vanable oleatona tome 
un valor dentro de 3 desviaciones estándar de la media 
es de al menos 8/9 Si se sabe que la distnbucion de 
probabilidad de una vanable aleatoria X es normal con 
media /i y vananza ¿cuál es el valor exacto de 
P(Ii-2(t<X <^i + 3(7)'’

6.11 Una máquina expendedora de bebidas gaseosas 
se regula para que sirva un promedio de 200 mililitros 
por vaso Si la cantidad de bebida se distnbuye nor­

malmente con una desviación estándar igual a IS nii. 
lilitros,
a) ¿qué íraccíón de los vasos contendrá más de 224 

mililitros?
b) ¿cuál es la probabilidad de que un voso contenga 

entre 191 y 209 mililitros?
c) ¿cuántos vasos probablemente se derramarán si se 

utilizan vosos de 230 mililitros para las siguientes 
1000 bebidas?

d) ¿por debajo de qué valor obtendremos el 25% más 
bajo en el llenado de los bebidas?

6.12 Las barras de pan de centeno que cierta panade- 
ría distnbuye a las tiendas locales tienen una longitud 
promedio de 30 centímetros y una desviación estándar 
de 2 centímetros. Si se supone que las longitudes están 
distribuidas normalmente, ¿qué porcentaje de las ba 
rras son
á) más largas que 31.7 centímetros?
b) de entre 29.3 y 33.5 centímetros de longitud'^
c) más cortas que 25 5 centímetros?

6.13 Un investigador informa que unos ratones a los 
que pnmero se les restnngen drásticamente sus dietas y 
después se Ies ennquecen con vitarmnas y proteínas vi 
virán un promedio de 40 meses Si suponemos que la 
vida de tales ratones se distribuye normalmente, con 
una desviación estándar de 6 3 meses, calcule la proba 
bilidad de que un ratón determinado viva
a) más de 32 meses.
b) menos de 28 meses.
c) entre 37 y 49 meses.

6.14 El diámetro intenor del anillo de un pistón ter* 
minado se distnbuye normalmente con una media de 
10 centímetros y una desviación estándar de 0 03 cen 
tímetros
o) ¿Qué proporción de anillos tendrá diámetros inte 

ñores que excedan 10 075 centímetros?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que el anillo de un pit 

lón tenga un diámetro intcnor de entre 9 97 j 
1003 centímetros'’

c) ¿Por debajo de qué v olor del diámetro intcnor cae 
rá el 15% de los amllos de pistón'’

6.15 Un abogado viaja todos los días de su casa eo 
los suburbios a su oñcina en el centro de la ciudad El 
tiempo promedio para un viaje sólo de ida es de 24 mi 
ñutos, con una desv lación estándar de 3 8 minuiot Si 
se supone que la distnbución de los tiempos de viaje 
está distnbuida normalmente
a) ¿Cuál es la probabilidad de que un viaje tome ol 

menos 1/2 hora'’
b) Si la oñcina abre a las 9 00 a M. y él sale diano de 

su casa a las 8 45 a m . ¿qué porcentaje de las ve 
ces llegara tarde al trabajo'’
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c) Si sole de su casa a las 8:35 a.m. y el café se sirve en 
la oficina de 8:50 a.m. a 9:00 a.m., ¿cuál es la pro­
babilidad de que se pierda el café?

d) Calcule la duración mayor en la que se encuentra 
el 15% de los viajes más lentos.

e) Calcule la probabilidad de que 2 de los siguientes 
3 viajes tomen al menos 1/2 hora.

6.16 En el ejemplar de noviembre de 1990 de Chemi­
cal Engineerins Progress, un estudio analiza el porcen­
taje de pureza del oxígeno de cieno proveedor. Suponga 
que la media fue de 99.61, con una desviación estándar 
de 0.08. Suponga que la distribución del porcentaje de 
pureza fue aproximadamente normal.
a) ¿Qué porcentaje de los valores de pureza esperaría 

que estuvieran entre 99.5 y 99.7?
b) ¿Qué valor de pureza esperaría que excediera 

exactamente 5% de la población?
6.17 La vida promedio de cieno tipo de motor pe­
queño es de 10 años, con una desviación estándar de 
2 años. El fabricante reemplaza gmtis todos los moto­
res que fallen dentro del periodo de garantía. Si estu­
viera dispuesto a reemplazar sólo 3% de los motores 
que fallan, ¿cuánto tiempo de garantía debería ofrecer? 
Suponga que la duración de un motor sigue una distri­
bución normal.
6.18 La estatura de 1000 estudiantes se distribuye 
normalmente con una media de 174.5 cenrímetros y 
una desviación estándar de 6.9 centímetros. Si se supo­
ne que las estaturas se redondean al medio centímetro 
más cercano, ¿cuántos de estos estudiantes esperaría 
que tuvieran una estatura
a) menor que 160.0 centímetros?
b) de entre 171,5 y 182.0 centímetros inclusive?
c) iguala 175,0centímetros?
d) mayor o igual que 188.0 centímetros?

6.19 Una empresa paga a sus empleados un salario 
promedio de $15.90 por hora, con una desviación es­
tándar de $1.50. Si los salarios se distribuyen aproxi­
madamente de forma normal y se redondean al centavo 
más cercano.

a) ¿qué porcentaje de los trabajadores recibe salarios 
de entre $13.75 y $16.22 por hora?

b) ¿el 5% de los salarios más olios por hora de los 
empleados es mayor a qué cantidad?

6J10 Los pesos de un gran número de poodle miniatura 
se distribuyen aproximadamente de forma normal con 
una media de 8 kilogramos y una desviación están­
dar de 0.9 kilogramos. Si las mediciones se redondean 
al décimo de kilogramo más cercano, calcule la frac­
ción de estos poodle con pesos
a) por arriba de 9 J kilogramos;
b) a lo sumo 8.6 kilogramos;
c) entre 7.3 y 9.1 kilogramos.

6.21 La resistencia a la tensión de cierto componente 
de metal se distribuye normalmente con una medía de 
10,000 kilogramos por centímetro cuadrado y una des­
viación estándar de 100 kilogramos por centímetro 
cuadrado. Los mediciones se redondean a los 50 kilo­
gramos por centímetro cuadrado mis cercanos. 
o) ¿Qué proporción de estos componentes excede a 

10,150 kilogramos por centímetro cuadrado de re­
sistencia a la tensión?

b) Si las especiñcaciones requieren que todos los 
componentes tengan una resistencia a la tensión 
de entre 9800y 10.200 kilogramos por centímetro 
cuadrado, ¿qué proporción de piezas esperaría que 
se descartara?

6 Si un conjunto de obscrt'aciones se distribuye de 
manera normal, ¿qué porcentaje de éstas difieren de la 
media en
a) más de 1.3ít?
b) menos de 0.52a'.’

6.23 El cocfíciente intelectual (Ci) de 600 aspirantes 
a cierta universidad se distribuye aproximadamente de 
forma normal con una media de 115 y una de.sviación 
estándar de 12. Si la uniNersidad requiere un C1 de al 
menos 95. ¿cuántos de estos estudiantes serán rechaza­
dos con base en éste sin importar sus otras calificacio­
nes? Tome en cuenta que el C1 de los a.spirantcs se 
redondea al entero más cercano.

6.5 Aproximación normal a la binomial

Las probabilidades asociadas con experimentos binomialcs se obtienen fácilmente a 
partir de la fórmula b{x; n, p) de la distribución binomial o de la tabla A. 1 cuando n es 
pequeña. Además, las probabilidades binomiules están disponibles en muchos paquetes 
de software. Sin embargo, resulta aleccionador conocer la relación entre la distribución 
binomial y la normal. En la sección 5.5 explicamos cómo se puede utilizar la distribu­
ción de Poisson para aproximar probabilidades binomiales cuando n es muy grande y 
p se acerca mucho a 0 o a I. Tanto la distribución binomial como la de Poisson son
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discretas. La primera aplicación de una distribución continua de probabilidad 
aproximar probabilidades sobre un espacio muestral discreto se demostró en el cjem 
pío 6.12, donde se utilizó la curva normal. La distribución normal a menudo es 
buena aproximación a una distribución discreta cuando la última adquiere una forma d; 
campana simétrica. Desde un punto de vista teórico, algunas distribuciones converireq 
a la normal a medida que sus parámetros se aproximan a ciertos límites. La distnbuuuu 
normal es una distribución de aproximación conveniente, ya que la función de d]slnt,^ 
ción acumulativa se tabula con mucha facilidad. La distribución binomial se aproximj 
bien por medio de la normal en problemas prácticos cuando se trabaja con la función d; 
distribución acumulativa. Ahora plantearemos un teorema que nos permitirá utiliz^j 
áreas bajo la curva normal para aproximar propiedades binomiales cuando n es suf¡ 
cientemente grande.

Teorema 6.3: Si X es una variable aleatoria binomial con media ¡i = npy varianza = npq, enum 
ces la forma limitante de la distribución de

Z = ^

yjñpq '

conforme n —»oo, es la distribución normal estándar /i(c; 0, 1).

Resulta que la distribución normal con p. = np y <r ~ np{ \ - p) no sólo ofrece urj 
aproximación muy precisa a la distnbución binomial cuando n es grande y p no C'U 
extremadamente cerca de 0 o de 1. sino que también bnnda una aproximación b.Njn j 
buena aun cuando n es pequeña y p está razonablemente cerca de I /2.

Para ilustrar la apro.ximación normal a la distribución binomial pnmero dibujam 
el histograma para 15, 0.4) y después superponemos la cursa normal pamcuLn. • 
la misma media y varianza que la variable binomial X. En consecuencia, dibujamns u*j 
curva normal con

p = np = (l5)(0-4) = 6 y í7‘ = npq = {151(0 4)(0.6l =36

El histograma de b{x; 15, 0.4) y la cun'a norma! superpuesta correspondiente, qii,.- l . 
determinada por completo por su media y su sananza. se ilustran en la tigura 6 22

Figura 6.22. Aproximación normal de /lU. 1.5. 0 4)
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La probabilidad exacta de que la variable aleatoria binomial X tome un valor deter­
minado X es igual al área de la barra cuya base se centra en x. Por ejemplo, la probabili­
dad exacta de que X tome el valor 4 es igual al área del rectángulo con base centrada en 
Jr = 4. Si usamos la tabla A.1, encontramos qué esta área es

P{X = A) = Í7(4; 15.0.4) = 0.1268.

que es aproximadamente igual al área de la región sombreada bajo la curva normal entre 
las dos ordenadas x, = 3.5 y x, = 4.5 en la íigiua 6.23. Al convertir a valores z, tenemos

z\
3.5-6
1.897

-1.32 y Z2
4.5-6
1.897

= -0.79.

Figura 6.23: Aproximación normal de b{x\ 15,0.4) y ^ ¿»(.t; 15,0.4).
í*7

Si X es una variable aleatoria binomial y Z una variable normal estándar, entonces.

(X = 4 ) = fc(4; 15.0.4) = P (-1.32 < Z < -0.79)
= P{Z< -0.79) -F(Z < -1.32) =0.2148 -0.0934 = 0.1214.

Esto se aproxima bastante al valor exacto de 0.1268.
La aproximación normal es más útil en el cálculo de sumatorias binomialcs para 

valores grandes de n. Si nos remitimos a la ñgura 6.23. nos podríamos interesar en la 
probabilidad de que X tome un valor de 7 a 9. La probabilidad exacta es dada por

9 6
PO ^X <9) = ^¿(x;15,0.4)-^fe(:c:15.0.4)

x=0 1=0

= 0.9662 - 0.6098 = 0.3564,

que es igual a la sumatoría de las áreas de tos rectángulos cuyas bases están centradas en 
X = 7, 8 y 9. Para la aproximación normal calculamos el área de la región sombreada 
bajo la curva entre las ordenadas .t, = 6.5 yx^ = 9.5 de la figura 6.23. Los valores c co­
rrespondientes son

6.5-6 9.5-6
= 1.85.zi = 1.897

0.26 y Z2
1.897
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Ahora,

P(7 <Jf <9)^PiQ26<Z < 1.85) =P{Z < 1.85)-/»(Z < 0.26)
= 0.9678 - 0 6026 = 0.3652.

Una vez más, la aproximación de la curva normal ofrece un valor que se acerca al 
valor exacto de 0.3564. El grado de exactitud, que depende de qué tan bien se ajuste la 
curva al hisiograma, se incrementa a medida que aumenta n Esto es particularmente cierto 
cuando p no está muy cerca de 1 /2 y el histograma ya no es simétrico. Las figuras 6 24 j
6.25 muestran los histogramas para ¿j(r, 6.0.2) y ¿(x; 15,0.2), respectivamente Esevidcn 
te que una curva normal se ajustará mucho mejor al histograma cuando n = 15 que cuando 
n = 6.

En las ilustraciones de la aproximación normal a la binoimal se hizo evidente que si 
buscamos el área bajo la cursa normal hacia la izquierda de, digamos x, es mas preciso 
utilizar T + 0 5. Esto es una corrección para dar cabida al hecho de que una distnbuuon 
discreta se aproxima mediante una distnbucion continua La corrección +0,5 se llanu 
corrección de continuidad La explicación antcnor conduce a la siguiente aproxiim 
ción normal formal a la binomial

Aproximación SeaX una variable aleatoria binomial con parametros /i ) p Para una n grande, \ tiene 
normal a la aproximadamente una distnbución normal con = npy (r = npq — np{ \ ~p)y 

distribución '
binomial P{^<\) = b{k,n.p)

r=ü
S5 area bajo la curva normal a la izquierda de i + O 5

P\Z <
T + 0 5 — np

\¡m¡

> la aproximación sera buena si np y t¡( \ -p) son mayores que o iguJes a 5

Como indicamos antes, la calidad de la aproximación es niu\ buena para « grand? 
Si p esta cerca de 1 /2, un lamaiu) de la muestra moderado o pequeño sera suticienie p-^ 
una aproximación razonable Ofrecemos la tabla 6 1 como una indicación de la iliJ-
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de la aproximación. Se presentan tanto la aproximación normal como las probabilidades 
binomiales acumulativas reales. Observe que en p = 0.05 y p = 0.10 la aproximación es 
muy burda para n = 10. Sin embargo, incluso para n = 10, observe la mejoría para 
p = 0.50. Por otro lado, cuando p es fija en p = 0.05, observe cómo mejora la aproxima­
ción conforme vamos de n = 20 a n = 100.

Tabla 6.1: Aproximación normal y probabilidades binomiales acumulativas reales

p = 0.05, n = 10 p = 0.10, n = 10 p = 0.50, n = 10
r Binomial Normal Binomial Normal Binomial Normal
0 0.5987 0.5000 0.3487 0.2981 0.0010 0.0022
1 0.9139 0.9265 0.7361 0.7019 0.0107 0.0136
2 0.9885 0.9981 0.9298 0.9429 0.0547 0.0571
3 0.9990 1.0000 0.9872 0.9959 0.1719 0.1711
4 1.0000 1.0000 0.9984 0.9999 0.3770 0.3745
5 1.0000 1.0000 0.6230 0.6255
6 0.8281 0.8289
7 0.9453 0.9429
8 0.9893 0.9864
9 0.9990 0.9978

10 1.0000 0.9997

P = 0.05
n ~ 20 n = 50 n = 100

r Binomial Normal Binomial Normal Binomial Normal
0 0.3585 0.3015 0.0769 0.0968 0.0059 0.0197
I 0.7358 0.6985 0.2794 0.2578 0 0371 0.0537
2 0.9245 0.9382 0.5405 0.5000 0.1183 0.1251
3 0.9841 0.9948 0.7604 0.7422 0.2578 0.2451
4 0.9974 0.9998 0.8964 0.9032 0.4360 0.4090
5 0.9997 1.0000 0.9622 0.9744 0.6160 0.5910
6 1.0000 1.0000 0.9882 0.9953 0.7660 0.7549
7 0.9968 0.9994 0.8720 0.8749
8 0.9992 0.9999 0.9369 0.9463
9 0.9998 1.0000 0.9718 0 9803

10 l.OOOO 1.0000 0.9885 0.9941

Ejemplo 6.15:1 Un paciente que padece una rara enfermedad de la sangre tiene 0.4 de probabilidad de 
recuperarse. Si se sabe que 100 personas contrajeron esta enfcmiedad. t,cuál es la proba­
bilidad de que sobrevivan menos de 30?

Solución: Representemos con la variable binomial X el número de pacientes que sobres i\en. Como 
n = 100, debenamos obtener resultados muy precisos usando la aproximación de la 
curva normal con

¡i = np = (I00)(0.4) = 40 y iT= ^Jnpq — \/( 100)(0.4)(0 6)= 4.899.

Para obtener la probabilidad que se desea, tenemos que calcular el área a la izquier­
da de.T = 29.5.
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El valor z que corresponde a 29.5 es
29.5-40

4.899
-2.14,

y la probabilidad de que menos de 30 de los 100 pacientes sobrevivan está dada por |j 
región sombreada en la figura 6.26. Por lo tanto,

P{X < 30) ís P{Z <-2.14) = 0.0162. ,

\o-=1
\

-2.14

Figura 6.26: Área para el ejemplo 6.15. Figura 6.27: Arca para el ejemplo 6.16.

Ejemplo 6.16:1 Un examen de opción múltiple tiene 200 preguntas, cada una con 4 respuestas po>ihk‘\ 
de las que sólo una es la correcta. ¿Cuál es la probabilidad de que solamente udi\ man Ji> 
se obtengan de 25 a 30 respuestas correctas para 80 de los 200 problemas .sobre lo> qu. 
el estudiante no tiene conocimientos?

Solución: La probabilidad de adivinar una respuesta correcta para cada una de las 80 preguntáis <.'< 
p = 1/4. Si X representa el número de respuestas correctas .sólo porque se udiuíuron 
entonces, 2^

P(25<X<30)= ¿ 1/4»

x=25

Al usar la aproximación de la curva normal con

p:=np =(80) j = 20

y

CT = = \/(80)(l/4)(3/4) = 3.873.

necesitamos el área entre r, =s 24.5 y .t, = 30.5. Los \ alores : correspondiente'* si >n

Z]
24.5 - 20 

3.873
I 16 y r: =

30.5 - 20 
3.873

2.71.

La probabilidad de adivinar correctamente de 25 a 30 preguntas es dada por L 
sombreada de la figura 6.27. En ia tabla A.3 encontramos que

3ü
Pí25<X <30) = 5]] Hx:»0,0.25)=xPa.i6 < Z < 2.71i

*a25
= />(Z< 2.71)-P(Z < 1.16) = 0.9966 - 0 8770 = 0 1196 J
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Ejercicios
6.24 Se lanza una moneda 400 veces. Utilice la 
aproximación a la curva normal para calcular la proba­
bilidad de obtener
a) entre 185 y 210 caras;
b) exactamente 205 caras;
c) menos de 176 o más de 227 caras.

6.25 En un proceso para fabricar un componente 
electrónico, 1% de los artículos resultan defectuosos. 
Un plan de control de calidad consiste en seleccionar 
100 artículos de un proceso de producción y detenerlo 
o continuar con 61 si ninguno está defectuoso. Use la 
aproximación normal a la binomial para calcular
a) la probabilidad de que el proceso continúe con el 

plan de muestreo descrito;
b) la probabilidad de que el proceso continúe aun si 

éste va mal (es decir, si la frecuencia de componen­
tes defectuosos cambió a 5.0% de defectuosos).

6.26 Un proceso produce 10% de artículos defectuo­
sos. Si se seleccionan al azar 100 artículos del proce­
so, ¿cuál es la probabilidad de que el número de 
defectuosos
a) excédalos 13?
b) sea menor que 8?

6.27 Un paciente tiene 0.9 de probabilidad de recupe­
rarse de una operación de corazón delicada. De los si­
guientes 100 pacientes que se someten a esta operación, 
¿cuál es la probabilidad de que
fl) sobrevivan entre 84 y 95 inclusive? 
b) sobrevivan menos de 86?

6J.8 Investigadores de la Universidad George Wa­
shington y del Instituto Nacional de Salud informan 
que aproximadamente 75% de las personas cree que 
"los tranquilizantes funcionan muy bien para lograr 
que una persona esté más tranquila y relajada". De las 
siguientes 80 personas entrevistadas, ¿cu^ es la proba­
bilidad de que
a) al menos 50 tengan esta opinión?
b) a lo sumo 56 tengan esta opinión?

6.29 Si 20% de los residentes de una ciudad de Esta­
dos Unidos prefieren un teléfono blanco sobre cual­
quier ouo color disponible, ^cuál es la probabilidad de 
que, de los siguientes 1000 teléfonos que se instalen en 
esa ciudad,
a) enue 170 y 185 sean blancos?
b) al menos 210 pero no más de 225 sean blancos?

6J0 Un fabncanie de medicamentos sostiene que 
cierto medicamento cura una enfermedad de la sangre, 
en promedio. 80% de las veces. Para verificar la ase\e- 
ración, inspectores gubernamentales utilizan el medi­

camento en una muestra de 100 individuos y deciden 
aceptar la afirmación s¡ se curan 75 o más.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que los inspectores gu­

bernamentales rechacen la aseveración si la proba­
bilidad de curación es, de hecho, de 0.8?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el gobierno acepte 
la afirmación si la probabilidad de curación resulta 
tan baja como 0.7?

631 Una sexta parte de los estudiantes de primer año 
que entran a una escuela estatal grande provienen de 
otros estados. Si son asignados al azar a lo.s 180 dormi­
torios de un edificio, ¿cuál es la probabilidad de que en 
un determinado dormitorio al menos una quinta parte 
de los estudiantes provenga de otro estado?
632 Una empresa farmacéutica sabe que aproxima­
damente 5% de sus píldoras anticoncepüvas no conuenc 
la cantidad suficiente de un ingrediente, lo que las vuel­
ve ineficaces. ¿Cuál es la probabilidad de que menos de 
10 píldoras en una mucsüu de 200 sean ineficaces'’
633 Estadísticas publicadas por la National Highway 
Traffic Safety Adminisuation y el National Safcij 
Council revelan que en una noche promedio de hn de 
semana, uno de cada 10 conductores está ebno Si la 
siguiente noche de sábado se revisan 4(X) conductores 
al azar, ¿cuál es lu probabilidad de que el número de 
conductores ebnos sea
o) menor que 32?
b) mayor que 49?
c) al menos 35 pero menos que 47'’

634 Un par de dados se lanza 180 veces ,Cuales la 
probabilidad de que ocurra un total de 7
a) al menos 25 veces? 
h) entre 33 y 41 veces'’ 
c) exactamente 30 veces?

635 Una empresa produce partes componentes para 
un motor. Las espiccificaciones de las panes sugieren 
que sólo 95% de los anículos las cumplen Las panes 
para los clientes se embarcan en lotes de 1(H)
a) ¿Cuál es la probabilidad de que mas de 2 anicu- 

los estén defectuosos en un lote determinado’’
b) ¿Cuál es la probabilidad de que mas de 10 anivu- 

los de un lote estén defectuosos'*
6.36 Una práctica común por pane de las aerolíneas 
consiste en vender más boletos que el numero real de 
asientos para un vuelo específico porque los dientes 
que compran boletos no siempre se presentan a abordar 
el avión. Suponga que el porcentaje de pasajeros que 
no se presentan a la hora del v ucln es de 2% Para un 
vuelo panicular con 197 asientos, se vendieron un total
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de 200 boletos. ¿Cuál es la probabilidad de que la aero­
línea haya sobrevendido el vuelo?
6J7 El nivel X de colesterol en la sangre en mucha­
chos de 14 años tiene aproximadamente una distribu­
ción normal, con una media de 170 y una desviación 
estándar de 30.
a) Determine la probabilidad de que el nivel de coles­

terol en la sangre de un muchacho de 14 años ele­
gido al azar exceda 230.

b) En una escuela secundaría hay 300 muchachos de 
14 años. Determine la probabilidad de que por lo 
menos 8 de ellos tengan un nivel de colesterol su­
perior a 230.

6 J8 Una empresa de telemarketing tiene una máqui. 
na especial para abrir cartas que abre y extrae el conte. 
nido de los sobres. Si un sobre se colocara de forma 
incorrecta en la máquina, no se podría extraer su conte. 
nido, o incluso se podría dañar. En este caso se dice 
“falló” la máquina.
a) Si la probabilidad de que folie la máquina es de 

O.OI, ¿cuál es la probabilidad de que ocurra más 
de una falla en un lote de 20 sobres?

b) Sí la probabilidad de que falle la máquina es de 
0.01 y se abrirá un lote de 500 sobres, ¿cuál es la 
probabilidad de que ocurran más de 8 fallos?

6.6 Distribución gamma y distribución exponencial

Aunque la distribución normal se puede utilizar para resolver muchos problemas de in­
geniería y ciencias, aún hay numerosas situaciones que requieren diferentes tipos de 
funciones de densidad. En esta sección se estudiarán dos de estas funciones de den.sidad. 
la distribución gamma y la distribución exponencial.

Resulta que la distribución exponencial es un caso especial de la distribución gamma, 
y ambas tienen un gran número de aplicaciones. La distribución exponencial y la distri­
bución gamma desempeñan un papel importante en la teoría de colas y en p^obIema^ de 
conñabilídad. Los tiempos entre llegadas en instalaciones de servido y los tiempos de ope­
ración antes de que partes componentes y sistemas eléctricos empiecen a fallar a menudo 
se representan bien mediante la distribución exponencial. La relación entre la distribu­
ción gamma y la exponencial permite que la gamma se utilice en problemas similares. 
En la siguiente sección se presentarán más detalles y ejemplos.

La distribución gamma deriva su nombre de la bien conocida función gamma, que 
se estudia en muchas áreos de las matemáticas. Antes de estudiar la distribución ganim3 
repasaremos e.sta función y algunas de sus propiedades importantes.

Definición 6.2: La función gamma se deñne como

r(Q) = f dx, para q > 0.
Jo

Las siguientes son algunas propiedades sencillas de la función gamma. 

a) Fí/;) = (/j - 1 )(n - 2) ••• (1) r (1) para una integral positiva n. 

Paravcrlademostración.alintegrarporpartesconir^x®”* y dv íir.obteneiru>>

F(a) =-e ^ ' |o + / e {a -\)x°~^ dx = {a -\) f dx.
Jo Jo

para q > 1, que produce la fórmula recursiva
F(a) = (a — l)F(a - 1).

El resultado proviene de la aplicación repelida de la fórmula recursiva. Si utilizamos este 
resultado, podemos demostrar con facilidad las siguientes dos propiedades.
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b) F(n) = (n — 1)! para una integral positiva n.
c) r(l)= 1.
Asimismo, tenemos la siguiente propiedad de F(a), que el lector deberá verificar (véase 
el ejercicio 6.39 de la página 206).

d) F(I/2) = y/ñ,
A continuación se define la distribución gamma.

Distribución La variable aleatoria continua X tiene una distribución gamma, con parámetros a y /3, 
gamma si su ñmción de densidad está dada por

/(.r;o,/3) =
i rQ-i.-x/d

¡3mXq) ’
o.

X >0, 
en otro caso.

donde o: > 0 y j9 > 0._________

En la figura 6.28 se muestran gráficas de varias distribuciones gamma para ciertos 
valores específicos de los parámetros a y /3. La distribución gamma especial para la que 
a = 1 se llama distribución exponencial.

f(x)

Di.siribución La variable aleatona continua X tiene una distribución exponencial, con parámetro 3. 
exponencial si su función de densidad es dada por

.r>0.
0. en otro caso,

donde 0 > 0.



El siguiente teorema y corolario proporcionan la media y la varianza de la distribucióti 
gamma y la exponencial.

Teorema 6.4; La media y la varianza de la distribución gamma son

/i = a/3 y = Q0^.

La demostración de este teorema se encuentra en el apéndice A.26.

Corolario 6.1: La media y la varianza de la distribución exponencial son

/i = /3y en =/3^
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Relación con el proceso de Poisson
Continuaremos con las aplicaciones de la distribución exponencial y después regresare­
mos a la distribución gamma. Las aplicaciones más importantes de la distribución expo­
nencial son situaciones donde se aplica el proceso de Poisson (véase la sección 5.5). E| 
lector debería recordar que el proceso de Poisson permite utilizar la distribución discreta 
llamada distribución de Poisson. Recuerde que la distribución de Poisson se utiliza pan 
calcular la probabilidad de números específicos de “eventos" durante un periodo o espa­
do particulares. En muchas aplicaciones la variable aleatoria es el tiempo o la cantidad 
de espacio. Por ejemplo, un ingeniero industrial se podría interesar en un modelo <le 
tiempo T entre las llegadas en una intersección congestionada durante las hora.s de ma­
yor afiuencia en una ciudad grande. Una llegada representa el evento de Poisson.

La relación entre la distribución exponencial (a menudo denominada exponencial 
negativa) y el proceso de Poisson es muy simple. En el capítulo 5 la distribución de 
Poisson se desarrolló como una distribución de un solo parámetro con parámetro 
donde \ se interpreta como el número medio de eventos por unidad de “tiempo". Con­
sidere ahora la variable aleatoria descrita por el tiempo que se requiere para que ocurra 
el primer evento. Si utilizamos la distribución de Poisson, vemos que la probabilidad de 
que no ocurra algún evento, en el periodo hasta el tiempo /, es dada por

p(0; \t)
_ .X,

0! ^

Ahora podemos utilizar lo anterior y hacer que X sea el tiempo para el primer evento de 
Poisson. La probabilidad de que la duración del tiempo hasta el primer evento exceda x 
es la misma que la probabilidad de que no ocurra algún evento de Poisson en .x. E'io 
último, por supuesto, es dado por Como resultado,

P(X > .X) =

Así, la función de distribución acumulativa para X es dada por

P(0 <X <.c) = 1

Ahora, para poder reconocer la presencia de la distribución exponencial, ptxlemos dife­
renciar la función de disüábución acumulativa anterior con el fin de obtener la función de 
densidad
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/(x) = Xe-^.

que es la función de densidad de la distribución exponencial con X = 1 /j3.

Aplicaciones de la distribución exponencial y la distribución gamma
En la explicación anterior establecimos las bases para la aplicación de la distribución 
exponencial en el “tiempo de llegada” o tiempo para problemas con eventos de Poisson. 
Aquí ilustraremos algunas aplicaciones de modelado y después procederemos a analizar 
el papel que la distribución gamma desempeña en ellas. Observe que la media de la 
distribución exponencial es el parámetro (3, el recíproco del parámetro en la distribución 
de Poisson. El lector debería recordar que con frecuencia se dice que la distribución de 
Poisson no tiene memoria, lo cual implica que las ocurrencias en periodos sucesivos son 
independientes. El importante parámetro es el tiempo promedio entre eventos. En la 
teoría de confiabilidad, donde la falla de equipo con frecuencia se ajusta a este proceso 
de Poisson, /3 se denomina tiempo medio entre fallas. Muchas descomposturas de equi­
po siguen el proceso de Poisson y por ello se aplica la distribución exponencial. Otras 
aplicaciones incluyen tiempos de supervivencia en experimentos biomédicos y tiempo 
de respuesta de computadoras.

En el siguiente ejemplo mostramos una aplicación simple de la distribución expo­
nencial a un problema de confiabllidad. La distribución binomial también desempeña un 
papel en la solución.

Ejemplo 6.17:1 Suponga que un sistema contiene cierto tipo de componente cuyo tiempo de operación 
antes de fallar, en años, está dado por T. La variable aleatoria T se modela bien mediante 
la distribución exponencial con tiempo medio de operación antes de fallar /3 = 5. Si 
se instalan 5 de estos componentes en diferentes sistemas, ¿cuál es la probabilidad de 
que al final de 8 años al menos dos aún funcionen?

Solución: La probabilidad de que un componente determinado siga funcionando después de 8 años 
es dada por

P{T > 8) = ^ f e~'^^ dt = = 0.2.

Representemos con X el número de componentes que todavía funcionan después de 
8 años. Entonces, utilizando la distribución binomial tenemos

5 I
P{X >2) = ]^6(.i:;5,0.2) =1 - ^¿U;5,0.2) =1-0.7373 = 0.2627.

s=l .1=0 J
En el capítulo 3 se incluyen ejercicios y ejemplos en los que el lector ya se enfrentó 

a la distribución exponencial. Otros que implican problemas de tiempo de espera y de 
confiabilidad se pueden encontrar en el ejemplo 6.24 y en los ejercicios y ejercicios 
de repaso al final de este capítulo.

La propiedad de falta de memoria y su efecto 
en la distribución exponencial

En los tipos de aplicación de la distribución exponencial en los problemas de conhabili- 
dad y de tiempo de vida de una máquina o de un componente influvc la propiedad de
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falta de memoria de la distribución exponencial. Por ejemplo, en el caso de, digamos, 
un componente electrónico, en el que la distribución del tiempo de vida es exponencial, 
la probabilidad de que el componente dure, por ejemplo, / horas, es decir, P(X ^ /), qj 
igual que la probabilidad condicional

P{X >ío+ / U ^^o).

Entonces, si el componente "alcanza” las horas, la probabilidad de que dure otras 
/ horas es igual que la probabilidad de que dure / horas. No hay “castigo” a trave's del 
desgaste como resultado de durar las primeras horas. Por lo tanto, cuando la propiedad 
de falta de memoria es justificada es más adecuada la distribución exponencial. Pero si 
la falla del componente es resultado del desgaste lento o gradual (como en el caso del 
desgaste mecánico), entonces la distribución exponencial no es aplicable y serían más 
adecuadas la distribución gamma o la de Weibull (sección 6.10).

La importancia de la distribución gamma radica en el hecho de que define una fami­
lia en la cual otras distribuciones son casos especiales. Pero la propia distribución gamma 
tiene aplicaciones importantes en tiempo de espera y teoría de confiabilidad. Mientras 
que la distribución exponencial describe el tiempo que transcurre hasta la ocurrencia de 
un evento de Poisson (o el tiempo entre eventos de Poisson), el tiempo (o espacio) que 
transcurre hasta que ocurre un número específico de eventos de Poisson es una variable 
aleatoria, cuya función de densidad es descrita por la distribución gamma. Este número 
específico de eventos es el parámetro a en la función de densidad gamma. De esta ma­
nera se facilita comprender que cuando q = l, ocurre el caso especial de la distribución 
exponencial. La densidad gamma se puede desarrollar a partir de .su relación con el pro­
ceso de Poisson de la misma manera en que lo hicimos con la densidad exponencial. Los 
detalles se dejan al lector. El siguiente es un ejemplo numérico de cómo se utiliza la 
distribución gamma en una aplicación de tiempo de espera.

Ejemplo 6.18: i Suponga que las llamadas telefónicas que llegan a un conmutador particular siguen un 
proceso de Poisson con un promedio de 5 llamadas entrantes por minuto. ¿Cuál es la 
probabilidad de que transcurra hasta un minuto en el momento en que han entrado 2 
llamadas al conmutador?

Solución: Se aplica el proceso de Poisson, con un lapso de tiempo hasta que ocurren 2 eventos de 
Poisson que sigue una distribución gamma con 0 = 1/5 y Q = 2. Denote con X el tiem­
po en minutos que transcurre antes de que lleguen 2 llamadas. La probabilidad que s¿ 
requiere está dada por

P(X< I) = / dx = 25 f .re”-'" dx = 1 -e~\l -f 5) = 0.%.
Jn Jo J

Mientras el origen de la distribución gamma trata con el tiempo (o espacio) hasta la 
ocurrencia de a eventos de Poisson, hay muchos ejemplos donde una distribución gamma 
funciona muy bien aunque no exista una estructura de Poisson clara. Esto es particu­
larmente cierto para problemas de tiempo de supervivencia en aplicaciones de ingenie­
ría y biomédicas.

Ejemplo 6.19:1 En un estudio bioine'dico con ratas se utiliza una investigación de respuesta a la dosis pora 
determinar el efecto de la dosis de un tóxico en su tiempo de supeirivcncia. El tó.xico c> 
producido por el combustible que utilizan los aviones y. en consecuencia, descargan con 
frecuencia a la atmósfera. Para cieña dosis del tóxico, el estudio determina que el tiemix' 
de supervivencia de las rala.s, en semanas, tiene una distribución gamma con q = 5 y = ló. 
¿Cuál es la probabilidad de que una rata no sobreviva más de 60 semanas?
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Solución: Sea la variable aleatoria X el tiempo de supervivencia (tiempo hasta la muerte). La pro­
babilidad que se requiere es

P{X <60) = ^
r(5) dx.

La integral anterior se puede resolver mediante la función gamma incompleta, que se 
convierte en la función de distribución acumulativa para la distribución gamma. Esta 
función se escribe como

F(x;a) i: ,.0-1 e~>
na)

dy.

Si permitimos que y = .r//3, de modo que x = (5y, tenemos

que se denota como F{6\ 5) en la tabla de la función gamma incompleta del apéndice 
A.23. Observe que esto permite un cálculo rápido de las probabilidades para la distribu­
ción gamma. De hecho, para este problema la probabilidad de que la rata no sobreviva 
más de 60 días es dada por

P(X<60) =F(6;5)=0.715. J
Ejemplo 6.20:1A partir de datos previos se sabe que la longitud de tiempo, en meses, entre las quejas de 

los clientes sobre cierto producto es una distribución gamma con Q = 2 y /3 = 4. Se 
realizaron cambios para hacer más estrictos los requerimientos del control de calidad 
después de los cuales pasaron 20 meses antes de la primera queja. ¿Parecería que los 
cambios realizados en el control de calidad resultaron eñcaces?

Solución: Sea X el tiempo para que se presente la primera queja, el cual, en las condiciones ante­
riores a los cambios, seguía una distribución gamma con a = 2 y /3 = 4. La pregunta se 
centra alrededor de qué tan raro es X > 20 dado que Q y /3 permanecen con los valores 2 
y 4, repectivamente. En otras palabras, en las condiciones anteriores ¿es razonable un 
“tiempo para la queja” tan grande como 20 meses? Por consiguiente, si seguimos la so­
lución del ejemplo 6.19,

P{X >20) = 1
1 . 

/3“ X T(q) '
De nuevo, usando y — x/0 tenemos

-F(5;2)= 1 -0.96 = 0 04,

donde F(5; 2) = 0.96 se obtiene de la tabla A.23.
Como resultado, podriamos concluir que las condiciones de la distribución gamma 

con ü;=2y/3 = 4no son sustentadas por los datos de que un tiempo observado para la 
queja sea tan extenso como 20 meses. Entonces, es razonable concluir que el trabajo de 
control de calidad resultó eñeaz. J!

Ejemplo 6.21: i Considere el ejercicio 3.31 de la página 94. Con base en abundantes pruebas se determi­
nó que el tiempo Y en años antes de que ,se requiera una reparación ma>or para cierta 
lavadora se caracteriza por la función de densidad

/(V) =
y > 0.

0. en otro caso
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Observe que Y es una variable aleatoria exponencial con /í = 4 años. Se considera que ia 
lavadora es una ganga si no hay probabilidades de que requiera una reparación mayor 
antes de cumplir 6 años de haber sido comprada. ¿Cuál es la probabilidad de P(y > 
¿Cuál es la probabilidad de que la lavadora requiera una reparación mayor durante el 
primer año?

Solución’. Considere la fundón de distribución acumulativa F{y) para la distribución exponencial,

F{y) = r át = \-
P Jo

De manera que

P(Y > 6) = I -F(6) = =0.2231.

Por lo tanto, la probabilidad de que la lavadora requiera una reparación mayor después 
de seis años es de 0.223. Desde luego, la probabilidad de que requiera reparación ames dc| 
sexto año es de 0.777. Así, se podría concluir que la lavadora no es realmente una ganga. 
La probabilidad de que se requiera una reparación mayor durante el primer año es

P(P < 1) = 1-e-'/-* = 1 -0.779 = 0.221. j

6.7 Distribución chi cuadrada

Otro caso especial muy importante de la distribución gamma se obtiene al permitir que 
a = v/2 y /3 s= 2, donde v es un entero positivo. Este resultado se conoce como distri* 
budón chi cuadrada. La distribución tiene un solo parámetro, v. denominado grados 
de libertad.

Distribución La variable aleatoria continua X tiene una distribución cbi cuadrada, con v grados de 
chi cuadrada libertad, si su función de densidad es dada por

;c>o.
2-'' -r(v/2l

[0. en otro caso.

donde v es un entero positivo.

La distribución chi cuadrada desempeña un papel fundamental en la inferencia cnU- 
dística. Tiene una aplicación considerable tanto en la metodología como en la teorii 
Aunque no estudiaremos con detalle sus aplicaciones en este capítulo, es imporianic 
tener en cuenta que los capítulos 8.9 y 16 contienen aplicaciones importantes. La diitn- 
bución chi cuadrada es un componente importante de la prueba estadística de hipí')ic''b 
y de la estimación estadística.

Los temas en los que se trata con distribuciones de muestreo, análisis de \arianra> 
estadística no paramétrica implican el uso extenso de la distribución chi cuadrada.

La media y la varianza de la distribución chi cuadrada son

// = V y <7* = 2\\

Teorema 6.5:
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6.8 Distribución beta

Una extensión de la distribución uniforme es la distribución beta. Primero definiremos 
una función beta.

Definición 6.3: Una función beta es definida por

Bia.0) = pan, a.p > 0.

donde r(o:) es la función gamma.

Distribución La variable aleatoria continua X tiene una distribución beta con los parámetros ü: > 0 y 
beta /3 > 0, si su función de densidad es dada por

II ' Ce D
 - 0 1

1

1 0<.t < L
en otro caso.

Observe que la distribución uniforme sobre (0, I) es una distribución beta con los pará­
metros a = 1 y /3 = 1.

Teorema 6.6: La media y la varianza de una distribución beta en la que los parámetros a y /3 son

_ Q 2 _ ________^________

respectivamente.

Para la distribución uniforme sobre (0. 1), la media y la varianza son

= —l_=:i 2 _ (IKO 1
^ \ + \ 2^^ íl + D-íl + 1 + 1) 12'

respectivamente.

6.9 Distribución logarítmica normal

La distribución logarítmica normal se utiliza en una amplia variedad de aplicaciones. La 
distribución se aplica en casos donde una transformación logarítmica natural tiene como 
resultado una distribución normal.

Di.stribución La variable aleatoria continua X tiene una distribución logarítmica normal si la Nana- 
logarítmica ble aleatoria Y = ln(A^ tiene una distribución normal con media /t y des\ lación estándar 

normal cr. La función de den.sidad de X que resulta es

0 .

.r > 0.
i < 0.
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Figura 6.29: Distribuciones logarítmicas normales.

Las gráñcas de las distribuciones logarítmicas normales se ilustran en la fígura 6.29.

Teorema 6.7: La media y la varianza de la distribución logarítmica normal son

^ = ya-

La función de distribución acumulativa es muy simple debido a su relación con la dístn- 
bución normal. El uso de la función de distribución se ilustra con el siguiente ejemplo

Ejemplo 6.22:1 Se sabe que históricamente la concentración de contaminantes producidos por planiji 
químicas exhiben un comportamiento que se parece a una distribución logarítmica nor­
mal. Esto es importante cuando se consideran cuestiones relacionadas con el cumpli­
miento de ios regulaciones gubernamentales. Suponga que la concentración de cierto 
contaminante, en partes por millón, tiene una distribución logarítmica normal con lo* 
parámetros /r = 3.2 y tr = 1. ¿Cuál es la probabilidad de que la concentración cxceJa 
8 partes por millón?

Solución: Sea la variable aleatoria X la concentración de contaminantes. Entonces

P(X>S)= l-P{X< 8).

Como IníX) tiene una distribución normal con media /i = 3.2 y desviación esiánJ.ii
c= 1.

P(X <8) = ‘F
■|n(8) -3.2 

1
«I*{-1.12) =0.1314.

Aquí, utilizamos el símbolo para denotar la función de distribución acumulatixa de U 
distribución normal estándar. Como resultado, la probabilidad de que la concentración 
del contaminante e.xceda 8 partes por millón es 0.1314.
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Ejemplo 6.23:1 La vida, en miles de millas, de un cierto tipo de control electrónico para locomotoras 
tiene una distribución aproximadamente logarítmica normal con /í = 5.149 y ít = 0.737. 
Calcule el quinto percentil de la vida de un control electrónico como éste.

Solución: A partir de la tabla A.3 sabemos que PÍZ < -1.645) = 0.05. Denote coraoX la vida del 
control electrónico. Puesto que ln(X) tiene una distribución normal con media = 5.149 
ye— 0.737, el quinto percentil de X se calcula como

In(jr) = 5.149 +(0.737)(-1.645) = 3.937.

Por lo tanto, x = 51.265. Esto significa que .sólo 5% de los controles tendrán un tiempo 
de vida menor que 51,265 millas. _l

6.10 Distribución de Weibull (opcional)

La tecnología actual permite que los ingenieros diseñen muchos sistemas complicados 
cuya operación y seguridad dependen de la confiabilidad de los diversos componentes 
que conforman los sistemas. Por ejemplo, un fusible se puede quemar, una columna de 
acero se puede torcer o un dispositivo sensor de calor puede fallar. Componentes idénticos, 
sujetos a idénticas condiciones ambientales, fallarán en momentos diferentes e imprede­
cibles. Ya examinamos el papel que desempeñan las distribuciones gamma y exponencial 
en estos tipos de problemas. Otra distribución que se ha utilizado ampliamente en años 
recientes para tratar con tales problemas es la distribución de Weibull, introducida por 
el físico sueco Waloddi Weibull en 1939.

Distribución de La variable aleatoria continua X tiene una distribución de Weibull. con parámetros a 
Weibull y /3, si su función de densidad es dada por

f(x;Q, p)
x>0.

0. en otro caso.

donde a > 0 y /3 > 0.

En la figura 6.30 se ilustran las gráficas de la distribución de Weibull para q = l y diver­
sos valores del parámetro /3. Vemos que las curvas cambian de manera considerable para 
diferentes valores del parámetro /3. Si permitimos que /3 = 1. la distribución de Weibull 
se reduce a la distribución exponencial. Para valores de /3 > 1 las curvas adoptan ligera­
mente la forma de campana y se asemejan a las curvas normales, pero muestran algo de 
asimetría.

La media y la varianza de la distribución de Weibull se establecen en el siguiente teo­
rema. Se solicita al lector que haga la demostración en el ejercicio 6.52 de la página 206.

Teorema 6.8: La media y la varianza de la distribución de Weibull son

Al igual que la distribución gamma y la exponencial, la distribución de Weibull se 
aplica a problemas de confiabilidad y de prueba de \ ida como los de tiempo de operación
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m

Figura 6.30: Disinbuciones de Wcibull (a — 1)

antes de la falla o la duración de la vida de un componente, que se miden desde algún 
tiempo específico hasta que falla Representemos este tiempo de operación antes de la 
falla mediante la vanable aleatoria continua T, con función de densidad de probabiiidaij 
/{/), donde /(;) es la dismbución de Weibull Ésta tiene la flexibilidad inherente de no 
requerir la propiedad de falta de memona de la distribución exponencial La función de 
distribución acumulativa (fda) para la distnbución de Weibull se puede escnbir en fnrnu 
cerrada y realmente es muy útil para calcular probabilidades

Fda para la La función de distribución acumulativa para la distribución de Weibull es dada 
distnbución por
de Weibull ,

F(x)~ . para r > 0.

paraa> Oy 0 > 0

Ejemplo 6.24:1 El tiempo de vida X, en horas, de un articulo en el taller mecánico tiene una distnhuui i 
de Weibull con a = 001y/3 — 2. ^.Cuál es la probabilidad de que talle antes Je 
horas de uso?

Solución: P(X < 8)=F(8)= 1-é>-‘üod8- -0.527 =0473 J

La tasa de fallas para la distribución de Weibull
Cuando se aplica la distribución de Weibull, con frecuencia es útil determinar la ta.sa dr 
fallas (algunas veces denominada tasa de nesgo) para tener conocimiento del desco>U'o 
detenoro del componente. Comencemos por definir la coniiabilidad de un componer': 
o producto como la probabilidad de que fum. lone adt l iiadamente por al menos un ¡u m 
po específico en condiciones experimentales especificas Por lo lamo, si Rin se defiix: 
como la confiabilidad del componente dado en el tiempo t. escnbimos

R(í) = PiT > I) = /(O di
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donde F(t) es la función de distribución acuraulatíva de T. La probabilidad condicional 
de que un componente fallará en el intervalo de T = í a 7 = / + Ar, dado que sobrevive 
hasta el tiempo t, es

F(r + A/)-F(í)
R(t)

Al dividir esta proporción entre At y tomar el límite como At —* 0, obtenemos la tasa 
de fallas, denotada por Z{í). De aquí,

Z(í)= b'm + i _ F'ÍO ^f(t) _ fit)
At-o At R(t) R(t) R(l) \-F{ty

que expresa la tasa de fallas en términos de la distribución del tiempo de operación antes 
de la falla.

Como Z(0 = f(t)/[l - F(/)], entonces la tasa de falla es dada como sigue:

Tasa de fallas para La tasa de fallas en el tiempo t para la distribución de Weibull es dada por 
la distribución

de Weibull Z(t) = apt^~\ i>0.

Interpretación de la tasa de fallas
La cantidad Z{t) es bien llamada tasa de fallas porque realmente cuantiñca la tasa de 
cambio con el tiempo de la probabilidad condicional de que el componente dure una At 
adicional dado que ha durado el tiempo t. La tasa de disminución (o crecimiento) con el 
tiempo también es importante. Los siguientes puntos son fundamentales.

a) Si0= i, la tasa de fallas = a, es decir, una constante. Esto, como se indicó anterior­
mente, es el caso especial de la distribución exponencial en que predomina la falta de 
memoria.

b) Si /3 > 1, Z(í) es una función creciente del tiempo t que indica que el componente se 
desgasta con el tiempo.

c) Si /3 < 1, Z(t) es una función decreciente del tiempo t y. por lo tanto, el componente 
se fortalece o endurece con el paso del tiempo.
Por ejemplo, el artículo en el taller mecánico del ejemplo 6.24 tiene P = 2 y, por 

consiguiente, se desgasta con el tiempo. De hecho, la función de la tasa de fallxs es dada 
por Z(í) = .02/. Por otro lado, suponga un parámetro donde j3 = 3/4 y q = 2. En ese 
caso, Z(í) = 1.5//’/'* y, por lo tanto, el componente se hace más fuerte con el tiempo.
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Ejercicios
639 Utilice la función gamma con v = para de­
mostrar que r(l/2) = \/ñ.

6.40 En cierta ciudad, el consumo diario de agua (en 
millones de litros) sigue aproximadamente una distri­
bución gamma con a = 2 y /3 = 3. Si la capacidad 
diaria de dicha ciudad es de 9 millones de litros de 
agua, ¿cuál es la probabilidad de que en cualquier día 
dado el suministro de agua sea inadecuado?

6.41 Si una variable aleatoria.^ tiene una distribución 
gamma con a = 2 y /3 = 1, calcule /*( 1.8 < X < 2.4).

6.42 Suponga que el tiempo, en horas, necesario para 
reparar una bomba de calor es una variable aleatoria X 
que tiene una distribución gamma con los parámetros 
a = 2 y (3 = 1/2. ¿Cuál es la probabilidad de que la 
siguiente llamada de servicio requiera
a) a lo sumo una hora para reparar la bomba de calor?
b) al menos dos horas para reparar la bomba de 

calor?

6.43 a) Calcule la media y la varianza del consumo 
diario de agua del ejercicio 6.40.
b) De acuerdo con el teorema de Chebyshev, ¿hay 

por lo menos 3/4 de probabilidad de que el consu­
mo de agua en cualquier día determinado caiga 
dentro de cuál intervalo?

6.44 En cierta ciudad el consumo diario de energía 
eléctrica, en millones de kilowaits-hora. es una variable 
aleatoria X que tiene una distribución gamma con me­
dia ^ = 6 y varianza cr = 12.
o) Calcule los valores dea y/3. 
b) Calcule la probabilidad de que en cualquier día 

dado el consumo diario de energía exceda los 
12 millones de kilowatts-hora.

6.45 El tiempo necesario para que un individuo sea 
atendido en una cafeteria es una variable aleatoria que 
tiene una distribución exponencial con una media de 
4 minutos. ¿Cuál es la probabilidad de que una persona 
sea atendida en menos de 3 minutos en al menos 4 de 
los siguientes 6 días?

6.46 La vida, en años, de cierto interruptor eléctrico 
tiene una distribución exponencial con una vida prome­
dio de /3 = 2. Si 100 de estos interruptores se instalan 
en dircrentes sistemas, ¿cuál es la probabilidad de que, 
a lo sumo, fallen 30 durante el primer año?

6.47 Suponga que la vida de ser\áciü de la batería de 
un auxiliar auditivo, en años, es una variable aleatoria 
que tiene una distribución de Weibull con q = 1/2 y 
0 = 2.

a) ¿Cuánto tiempo se puede esperar que dure tal baierfa? 
h) ¿Cuál es la probabilidad de que tal bateria est¿ 

funcionando después de 2 años?

6.48 Derive la media y la varianza de la distribución bet^
6.49 Suponga que la variable aleatoria X tiene una 
distribución beta con a = l y 0 = 2.
a) Determine la media y la mediana de X.
b) Determine la varianza de X.
c) Calcule la probabilidad de que X > 1/3.

6.50 Si la proporción de una marca de televisores que 
requiere servicio durante el primer año de operación es 
una variable aleatoria que tiene una distribución beia 
con a = 2 y 0 = 2, ¿cuál es la probabilidad de que a| 
menos 80Td de los nuevos modelos de esta marca que 
se vendieron este año requieran servicio durante su pn- 
mer año de operación?
6.51 Las vidas de ciertos sellos para automóvil tienen 
la distribución de Weibull con tasa de fallas Zin = 
1 /VF. Calcule la probabilidad de que tal sello aún este 
intacto después de 4 años.
6.52 Derive la media y la varianza de la distribucién 
de Weibull.
6.53 En una investigación biomédica se detemiin.i 
que el tiempo de supcirivencia, en semanas, de un ani­
mal cuando se le somete a cierta exposición de radia­
ción gamma tiene una distribución gamma con a = \ 
0=\O.

(í) ¿Cuál es el tiempo medio de supetvivencia de un 
animal seleccionado a) azar del tipo que se utilizó 
en el expenmento?

h) ¿Cuál e.s la desviación estándar del tiempo de '•u- 
penivencia?

f) ¿Cuál es la probabilidad de que un animal sohreti- 
va más de .10 semanas?

6.54 Se sabe que la vida, en semanas, de cierto iip> 
de transistor tiene una distribución gamma con una me­
dia de 10 semanas y una desviación estándar de v-'" 
semanas.
íj) ¿Cuál es la probabilidad de que un transistor d:

este tipo dure a lo sumo 50 semanas?
/>) ¿Cuál es la probabilidad de que un transistor ¿¡ 

este tipo no sobreviva las primeras 10 semana'’
635 El tiempo de respuesta de una computadora r 
una aplicación importante de las distribuciones gamnu 
y exponencial. Suponga que un estudio de cierto si'tí- 
nía de cómputo revela que d tiempo de respuesta, tn 
segundos, tiene una distribución exponencial con utu 
media de 3 segundos.
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a) ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo de res­
puesta exceda 5 segundos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo de res­
puesta exceda 10 segundos?

6^6 Los datos de frecuencia a menudo tienen una 
distribución logarítmica normal. Se estudia el uso pro­
medio de potencia (dB por hora) para una empresa es­
pecífica y se sabe que tiene una distribución logarítmica 
normal con parámetros /i = 4 y (T = 2. ¿Cuál es la pro­
babilidad de que la empresa utilice más de 270 dB du­
rante cualquier hora particular?
6S7 Para el ejercicio 6.56, ¿cuál es el uso de la po­
tencia media (dB promedio por hora)? ¿Cuál es la 
vari an za?
6.58 El número de automóviles que llegan a cierta 
intersección por minuto tiene una distribución de Pois­
son con una media de S. Existe interés por el tiempo 
que transcurre antes de que 10 automóviles aparezcan 
en la intersección.

Ejercicios de repaso
6.61 Según un estudio publicado por un grupo de so­
ciólogos de la Universidad de Massachusetts, aproxi­
madamente 49% de los consumidores de Valium en el 
estado de Massachusetts son empleados de oficina. 
¿Cuál es la probabilidad de que entre 482 y 510 de los 
siguientes 1000 consumidores de Valium seleccionados 
al azar de dicho estado sean empleados de oficina?
6.62 La distribución exponencial .se aplica con fre­
cuencia a los tiempos de espera entre éxitos en un proce­
so de Poisson. Si ei número de llamadas que se reciben 
por hora en un servicio de respuesta telefónica es una 
variable aleatoria de Poisson con el parámetro X = 6. 
sabemos que el tiempo, en horas, entre llamadas suce­
sivas tiene una distribución exponencial con el paráme­
tro /3 = 1/6. ¿Cuál es la probabilidad de esperar más de 
15 minutos entre cualesquiera 2 llamadas sucesivas?
6.63 Cuando o es un entero positivo n, la distribución 
gamma también se conoce como distribución de Er­
lang. Al establecer que o = u en la distribución gamma 
de la página 195, la distribución de Erlang es

(ilzhzHJ. ^>0
[0, en otro caso.

Se puede demostrar que si los tiempos entre eventos 
sucesivos son independientes, y cada uno tiene una dis­
tribución exponencial con el parámetro p, entonces el 
tiempo de espera total X transcurrido hasta que ocurran 
ti eventos tiene la distribución de Erlang. Con referen­

a) ¿Cuál es la probabilidad de que más de 10 auto­
móviles aparezcan en la intersección durante cual­
quier minuto determinado?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que transcurran más de 
2 minutos antes de que lleguen 10 autos?

6.59 Considere la información del ejercicio 6.58.
o) ¿Cuál es la probabilidad de que transcurra más de 

1 minuto entre llegadas?
b) ¿Cuál es el número medio de minutos que transcu­

rre entre las llegadas?
6.60 Demuestre que la función de la tasa de fallas es 
dada por

ZU)=Q0t‘^-\ f>0.

si y sólo si la distribución del tiempo que transcurre 
antes de la falla es la distribución de Weibull

fU) = Q0r^-'e~"'\ t>0.

cia al ejercicio de repaso 6.62, ¿cuál es la probabilidad 
de que las siguientes 3 llamadas se reciban dentro de 
los siguientes 30 minutos?
6.64 Un fabricante de cierto tipo de máquina grande 
desea comprar remaches de uno de dos fabncanlcs. Es 
importante que la resistencia a la rotura de cada rema­
che exceda 10,000 psi. Dos fabricantes (.4 y B) ofrecen 
este tipo de remache y ambos tienen remaches cuya re­
sistencia a la rotura está distribuida de forma normal 
Las resistencias promedio a la rotura para los fabricantes 
AyBson 14.000psi y 13,(XX)psi.respccti\amente. Las 
desviaciones estándar son 2(KK) psi \ 1 (XX) psi. respec­
tivamente. ¿Cuál fabncante producirá, en promedio, el 
menor número de remaches defectuosos?
6.65 De acuerdo con un censo reciente, casi 65‘’< de 
los hogares en Estados Unidos se componen de una o 
dos personas. Si se supone que este porcentaje sigue 
siendo válido en la actualidad, ^.cuál es la probabilidad 
de que entre 590 y 625 de los siguientes UXX) hogares 
seleccionados al azar en Estados Unidos consten de 
una o dos personas?
6.66 Cierto tipo de dispositivo tiene una tasa de fallas 
anunciada de 0.01 por hora La tasa de tallas es cons­
tante y se aplica la distribución exponencial

(i) ¿Cuál es el tiempo promedio que transcurre antes 
de la talla?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que pasen 2(X) horas 
antes de que se observe una falla '
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6.67 En una planta de procesamiento químico es im­
portante que el rendimiento de cierto tipo de producto 
de un lote se mantenga por arriba de 80^. Si permane­
ce por debajo de SOÍp durante un tiempo prolongado, la 
empresa pierde dinero. Los lotes producidos ocasional­
mente con defectos son de poco interds, pero si varios 
lotes por día resultan defectuosos, la planta se detiene y 
se realizan ajustes. Se sabe que el rendimiento se distri­
buye normalmente con una desviación estándar de 4^c.
n) ¿Cuál es la probabilidad de una “falsa alarma" 

(rendimiento por debajo de 80^) cuando el rendi­
miento promedio es en realidad de 85íó? 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un lote tenga un 
rendimiento que exceda el 809c cuando en reali­
dad el rendimiento promedio es de 79Cc?

6.68 Para un componente ele'ctrico que tiene una tasa 
de fallas de una vez cada 5 horas es importante consi­
derar el tiempo que transcurre para que fallen 2 com­
ponentes.
a) Suponiendo que se aplica la distribución gamma, 

¿cuál es el tiempo promedio que transcurre para 
que fallen 2 componentes?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que transcurran 12 ho­
ras antes de que fallen 2 componentes?

6.69 Se establece que la elongación de una barra de 
acero bajo una carga particular se distribuye normal­
mente con una media de 0.05 pulgadas y <7 = 0.01 
pulgadas. Calcule la probabilidad de que el alarga­
miento este
a) por arriba de 0.1 pulgadas;
b) por abajo de 0.04 pulgadas;
c) entre 0.025 y 0.065 pulgadas.

6.70 Se sabe que un satélite controlado tiene un error 
(distancia del objetivo) que se distribuye normalmente 
con una media 0 y una desviación estándar de 4 pies. El 
fabricante del satélite deñne un éxito como un disparo 
en el cual el satélite llega a 10 pies del objetivo. Calcu­
le la prubabilidad de que el satélite falle.
6.71 Un técnico planea probar cierto tipo de resina 
desarrollada en el laboratorio para determinar la natu­
raleza del tiempo que transcurre antes de que se logre 
el pegado. Se sabe que el tiempo promedio para el pe­
gado es de 3 horas y que la desviación estándar es de 
0.5 horas. Un producto se considerará indeseable si el 
tiempo de pegado es menor de una hora o mayor de 
4 horas, Comente sobre la utilidad de la resina. ¿Con 
qué frecuencia su desempeño se considera indeseable? 
Suponga que el tiempo para la unión se distribuye nor­
malmente.
6.72 Considere la mfonnación del ejercicio de repaso 
6 66. ¿Cuál es la probabilidad de que transcurran me­
nos de 200 horas antes ilc que ocurran 2 fallas"'

6.73 Para el ejercicio de repaso 6.72, ¿cuál es la ing. 
dia y la varianza del tiempo que transcurre antes de qu^ 
ocurran 2 fallas?
6.74 Se sabe que la tasa promedio de uso de agua (tn 
miles de galones por hora) en cierta comunidad implÍQ 
la distribución logarítmica normal con los parámeiroj 
H = 5y <7=2. Pora propósitos de planeación es inipor- 
tanie tener información sobre los periodos de alto con­
sumo. ¿Cuál es la probabilidad de que, para cualquier 
hora determinada, se usen 50.000 galones de agua?
6.75 Para el ejercicio de repaso 6.74. ¿cuál es la me- 
dia del uso de agua por hora promedio en miles de g;j. 
Iones?
6.76 En el ejercicio 6.54 de la página 206 se supone 
que la vida de un transistor tiene una distribución guni- 
ma con una media de 10 semanas y una desviación es. 
lándar de semanas. Suponga que la distribución 
gamma es incorrecta y que se trata de una distribu­
ción normal.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que el transistor durea 

lo sumo 50 semanas?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que el transistor no so­

breviva las primeras 10 semanas?
c) Comente acerca de la diferencia entre los resulta­

dos que obtuvo aquí y los que se obtuvieron en el 
ejercicio 6.54 de la página 206.

6.77 La distribución beta tiene muchas aplicacionts 
en problemas de condabilidad. donde la variable akv 
torta básica es una proporción, como sucede en el con­
texto práctico que se ilustra en el ejercicio 6 .50 de L 
página 206. En este apartado considere el cjercicinil: 
repaso 3.73 de la página 108. Las impurezas en el k':.- 
del producto de un proceso químico rellejan un piohle- 
ma grave. Se sabe que la proporción de lmpure/J^) a 
un lote tiene la siguiente función de densidad

10(1-y)". 0<y<l,
0. en otro caso.

cj) Verilique que la anterior sea una funciini de denu­
dad válida.

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un lote se coimJ.- 

re no aceptable les decir. >' > I) 6l?
f) ¿Cuáles son los parámel^o^ o y <3 de la di'inb-- 

ción beta que se ilustra aquí.’
</) La media de la distribución beta es, , C ti.iU-'l.. 

proporción media de impurezas en el lote ’
c) La \arianza de una \anahlc aleatoria beta doin- 

buida es

. _________ oJ_______
~ (a -Kíri-(a -i',í+ I i'

¿Cuál es la varian/a de >’cn este problem.i'
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6.78 Considere ahora el ejercicio de repaso 3.74 de la 
pdgina 108. La función de densidad del tiempo Z entre 
las llamadas, en minutos, a una empresa de suministro 
eléctrico es dada por

Xg-í/10 10*^ ' 
0.

o < z < oo, 
en otro caso.

a) ¿Cuál es el tiempo medio entre llamadas? 
bj ¿Cuál es la varianza en el tiempo entre llamadas?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo entre 

llamadas supere la media?
6.79 Considere el ejercicio de repaso 6.78. Dada la 
suposición de la distribución exponencial, ¿cuál es el 
número medio de llamadas por hora? ¿Cuál es la va- 
nanza en el número de llamadas por hora?
6.80 En un proyecto experimental sobre el factor hu­
mano se determinó que el tiempo de reacción de un 
piloto ante un estímulo visual es distribuido normal­
mente con una media de 1 /2 segundo y una desviación 
estándar de 2/5 de segundo.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que una reacción del 

piloto tome más de 0 3 segundos?
b) ¿Qué tiempo de reacción se excede el 95% de las 

veces*^
6.81 El tiempo que transcurre entre las fallas de una 
pieza esencial de equipo es importante en la decisión 
del uso de equipo auxiliar. Un ingeniero cree que el 
mejor modelo para el tiempo entre las fallas de un ge­
nerador es la distribución exponencial con una media 
de 15 días.
a) Si el generador acaba de fallar, ¿cuál es la probabi­

lidad de que falle en los siguientes 21 días'^
b) ¿Cuál es la probabilidad de que el generador fun­

cione durante 30 días sin fallar'^
6.82 El penodo de vida de una broca en una operación 
mecánica, en horas, tiene una disüibución de Weibull 
con Q = 2 y /3 = 50. Calcule la probabilidad de que la 
broca falle antes de 10 horas de uso.
6.83 Calcule la fda para la distnbución de Weibull 
[Siigere/jcia. En la deñmción de una fda haga la trans­
formación z =
6.84 Explique por qué la naturaleza del escenano en 
el ejercicio de repaso 6 82 probablemente no se preste 
a la disuibución exponencial

6.85 A partu* de la relación entre la vanable aleatona 
chi cuadrada y la variable aleatona gamma, demuestre 
que la media de la variable aleatona chi cuadrada es v 
y que la varianza es 2v.

6.86 El tiempo que le toma a un usuario de compu­
tadora leer su correo electrónico, en segundos, se disln- 
buye como una vanable aleatona logarítmica normal 
con/í= l.8y<T' = 4.0.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que el usuano lea el 

correo durante más de 20 segundos'’ ¿Y por mis 
de un minuto?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que e) usuano lea el 
correo durante un tiempo que sea igual a la media 
de la distnbución logarítmica noimal subyacente"’

6.87 Proyecto de grupo: Pida a grupos de estudian­
tes que observen durante 2 .semanas el número de per­
sonas que entra a una cafetería o restaurante de comida 
rápida específico en el transcurso de una hora, cmpie- 
zando a la misma hora cada día La hora deberá ser la 
de mayor tránsito en la cafetena o restaurante Los da­
tos reunidos corresponderán al número de clientes que 
entran al lugar durante cada lapso de media hora De 
esta manera, cada día se recolectarán 2 dalos Suponga­
mos que la variable aleatona X, el número de personas 
que entra cada media hora, tiene una disinbuLión de 
Poisson Los estudiantes deberán calcular la media y la 
vananza muéstrales de X utilizando los 28 datos obte­
nidos

a) ¿Qué evidencia hay de que la disinbucion de Pois­
son es o no correcta?

b) Dado que X es una vanable de Poisson, ,.cual es la 
distnbución de T. el tiempo entre la llegada de los 
personas al lugar durante un lapso de media hora' 
Proporcione un estimado numenco del parámetro 
de esa distnbución

c) Proporcione un estimado de la probabilidad de que 
el lapso de tiempo entre las 2 llegadas sea menor 
de 15 minutos

d) ¿Cuál es la probabilidad estimada de que el lapso 
entre las 2 llegadas seamavor de 10 minutos'

e) ¿Cuál es Id probabilidad estimada de que 20 minu 
tos después de iniciar la recolctciun de datos mn 
gun cliente ha>a llegado'’

6.11 Posibles riesgos y errores conceptuales; relación con el material 
de otros capítulos

Muchos de los nesgos en el uso del matenal de este capitulo son mu\ similares a los di I 
capítulo 5 Uno de los peores abusos de la estadística consiste en suponer que se trata de
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una distribucidn normal haciendo algún tipo de inferencia estadística, cuando en reali. 
dad no es normal. En los capítulos 10 al 15 el lector estudiará las pruebas de hipótesis 
en las que se asume normalidad. Además, se le recordará al lector que hay pruebas de 
la bondad de ajuste, además de las rutinas gráfícas que se examinan en los capítulos 8 
y 10, que permiten verificar los datos para determinar si es razonable la suposición de 
normalidad.

Debemos hacer advertencias similares con respecto a las suposiciones que a menu­
do se hacen sobre otras distribuciones, además de la curva normal. En este libro se han 
presentado ejemplos en los que es necesario calcular las probabilidades de falla de cier- 
tos productos o la probabilidad de recibir una queja durante cierto periodo. Se suelen 
hacer suposiciones con respecto a cierto tipo de distribución, así como a los valores de 
los parámetros de la distribucidn. Observe que los problemas de ejemplo incluyen lo*, 
valores de los parámetros (por ejemplo, el valor de /3 para la distribución exponencial) 
No obstante, en los problemas de la vida real los valores de los parámetros deben 
estimaciones de experiencias o datos reales. Observe el énfasis que se pone en la estima­
ción en los proyectos que aparecen en los capítulos 1, 5 y 6, así como la referencia que 
se hace en el capítulo 5 a las estimación de parámetros, tema que se analizará amplia- 
mente a partir del capítulo 9.

Capítulo 6 Algunas distribuciones continuas de probabilidaj



Capítulo 7

Funciones de variables aleatorias 
(opcional)
7.1 Introducción

Este capítulo contiene un amplio espectro de material. Los capítulos 5 y 6 üutan tipos es­
pecíficos de distribuciones, tanto discretas como continuas. Estas son distribuciones que 
suelen aplicarse en muchos campos, por ejemplo en el de la confiabilidad, el de control 
de calidad y el de muestreo de aceptación. En este capítulo comenzamos a estudiar un 
tema más general: el de la di.stribución de funciones de variables aleatorias. Se presentan 
las técnicas generales y se ilustran con ejemplos. Las presentaciones van seguidas por un 
concepto relacionado, el de funciones generadoras de momentos, que pueden ser útiles 
para el aprendizaje de distribuciones de funciones lineales de variables aleatorias.

En los métodos estadísticos estándar, el resultado de la prueba de hipótesis estadís­
ticas, la estimación, o incluso las gráficas estadísticas, no involucra a una sola variable 
aleatoria sino a funciones de una o más variables aleatorias. Como resultado, la inferen­
cia estadística requiere la distribución de tales funciones. Por ejemplo, es común que se 
utilicen promedios de variables aleatorias. Además, las sumatorias y las combinacio­
nes lineales más generales son importantes. Con frecuencia nos interesa la distnbucion 
de las sumas de cuadrados de variables aleatorias, en particular la manera en que se utili­
zan las técnicas del análisis de varianza, las cuales se estudiarán en lo.s capítulos 11 a 14.

7.2 Transformaciones de variables

Con frecuencia, en la estadística se enfrenta la necesidad de densar la distribución de 
probabilidad de una función de una o más vanables aleatorias Por ejemplo, suponga que 
X es una variable aleatoria discreta con distnbucion de probabilidad fix), suponga 
también que Y = u (X) define una transformación uno a uno entre los \alores de A’ > 1' 
Queremos encontrar la distribución de probabilidad de P Es importante notar que la 
transformación uno a uno implica que cada valor .v está relacionado con un. y sólo un. 
valor y = u(.x), y que cada valor y está relacionado con un. y solo un. salor t = w (y). 
donde u’(y) se obtiene al resolver y = u(v) para aren términos de v.

211
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A partir de lo expuesto respecto a las distribuciones de probabilidad discreta en c| 
capítulo 3, nos quedó claro que la variable aleatoria Y toma el valor y cuando X toma 
el valor tv(y). En consecuencia, la distribución de probabilidad de Y es dada por

g(y) = P(Y=y) = P[X=wiy)] =f[w(y)].

Teorema 7.1; Suponga que X es una variable aleatoria discreta con distribución de probabÍlidad/(t) 
Definamos con Y — u(X) una transformación uno a uno entre los valores de X y ); dg 
manera que la ecuación y = u(,x) se resuelva exclusivamente para x en términos de 
digamos, x = w(y). Entonces, la distribución de probabilidad de Y es

g(y) =/[w(y)].

Ejemplo 7.1:1 Sea X una variable aleatoria geométrica con la siguiente distribución de probabilidad
'■ ...............

Calcule la distribución de probabilidad de la variable aleatoria Y =Xr.
Solución: Como todos los valores de X son positivos, la transformación define una corresponden­

cia uno a uno entre los valores xyy,y=>ryx = Por lo tanto,

= = ........
1^0, en cualquier caso. j

De manera similar, para una transformación de dos dimensiones, tenemos el resul­
tado en el teorema 7.2.

Teorema 7.2: Suponga que X, y ^ son variables aleatorias discretas, con distribución de probabilidad 
conjunta/{jc,, x^). Definamos con y, = X,) y Y^~ Uj{X¡, X,) una transformación
uno a uno entre los puntos (x,, x^) y (y,, y,), de manera que las ecuaciones

yi = MiUi.-Ta) y y2=u2Ui.-t2)

se pueden resolver exclusivamente para jr, y x, en términos de y, y y„ digamos .t, = »*, 
(>V >0 y -*2 ” Entonces, la distribución de probabilidad conjunta de Y^ y )’j es

g(yi»y2) =/[H’i(yi,>’2),>v'2(yi,y2)].

El teorema 7.2 es muy útil para encontrar la distribución de alguna variable aleatom 
y, = M,(X|, Xj), donde Xj y X^ son variables aleatorias discretas con distribución do pro­
babilidad conjuntaf(x^, x^). Definimos simplemente una segunda función, digamos= 
Mj(X|, X,), manteniendo una correspondencia uno a uno entre los puntos (x,. .t,) y (y,. >.»• 
y obtenemos la distribución de probabilidad conjunta g(y,, y,). La distribución de 1 
es precisamente la distribución marginal de gCv,. que se encuentra sumando los vale­
res y,. Si denotamos la distribución de Y^ con /«O',), pixlemos escribir

A(.Vi)= 5Z^(yi,.V2).
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Ejemplo 7.2; I Sean Xj y X, dos variables aleatorias independientes que tienen distribuciones de Poisson 
con los parámetros /ij y respectivamente. Calcule la distribución de la variable alea­
toria P, = ^, + Xy

Solución: Como X, y son independientes, podemos escribir

Xi! Xt! X\\X2l

donde x, = 0, I, 2,... y Xj = 0, l, 2,.... Definamos ahora una segunda variable aleatoria, 
digamos Y^ = X,. Las funciones inversas son dadas porx, = y, —y^yx, = Si usamos 
el teorema 7.2, encontramos que la distribución de probabilidad conjunta de K, y K, es

(>’1 ->’2)!>'2l

donde >’j = 0, 1, 2,... y = 0, 1, 2,..., y,. Advierta que. como x, > 0, la transformación 
x^ =>',-•^2 implica que y, y, por lo tanto, x, siempre deben ser menores o iguales que y,. 
En consecuencia, la distribución de probabilidad marginal de Y^ es

/i(yi) = 5(>’i.>'2) = e ^
>J=0 >2=0

(.V| -V2)!>2!

g-tfii+IHi ^ Vil

>2=0 >'2!CV| -V2)!

^-(/i|+/i2)
"i 2-^yi! >:=0

Al reconocer esta suma como la expansión binomial de (/í, -f- /i,)'’, obtenemos

/í(.Vl) =
Vi!

yi =0.1,2........

a partir de lo cual concluimos que la suma de las dos vanables aleatonas independientes 
que tienen distribuciones de Poisson, con los parámetros /i, y ;i,, tiene una distribución 
de Poisson con el parámetro /i, + /<,. J

Para calcular la distnbución de probabilidad de la \anable aleatoria Y = «(X), 
cuando X es una variable aleatoria continua y la transformación es uno a uno, necesita­
remos el teorema 7 3. La demostración de este teorema se deja al lector

Teorema 7.3: Suponga que X es una vanable aleatona continua con distribución de probabilidad/< x) 
Definamos con Y = u{X) una correspondencia uno a uno entre los valores de X > de 
manera que la ecuación y = u(a.) se resuelva exclusivamente para x en términos de 
digamos x = u (y). Entonces, la distnbución de probabilidad de K es

^0) =/['i(t)JUI.

donde J = »v'(>’) y se llama Jacobiano de la transformación



214 Capítulo 7 Funciones de variables aleatorias (opcional)

Ejemplo 73; I Sea X una variable aleatoria continua con la siguiente distribución de probabilidad

f{x)
í-^, 1 <AT < 5,

1 0, en cualquier caso.

Calcule la distribución de probabilidad de la variable aleatoria Y —IX-3. 
Solución: La solución inversa dey = 2>:-3 producen: = (y + 3)/2, de la que obtenemos /=

= dx/dy = 1/2. Por lo tanto, usando el teorema 7.3 encontramos que la función de den- 
sidad de Y es

50’) 0, en cualquier caso. J
Para calcular la distribución de probabilidad conjunta de las variables aleatonas

y, =«,(X,,XJy y, = Uj(X,.Xj), cuandoX, y son continuas y la transformación es uno
a uno, necesitamos un teorema adicional análogo al teorema 7.2, el cual establecemos 
sin demostración.

Teorema 7.4: Suponga que X^ y A, son variables aleatorias contínuas con distribución de probabil,.
dad conjunta f(x^, xj. Definamos con K, = u,(X,, X^) y Y^~ u,(X,, X,) una transforma­
ción uno a uno entre los puntos (.r,, x,) y }\)< de manera que las ecuaciones = 
u,(Xj,Xj) yy, = u,(x,,X2) se resuelven exclusivamente parax, yx, en términos de y, y y„ 
digamos x, = y,) y .r, = ^vJy^, y,). Entonces, la distribución de probabilidad con­
junta de Y^ y y,es

5Cyi.>’2)=/[‘v'i(>’i.y2).H’2Íyi,y2)]|.^ I.

donde el jacobiano es el determinante 2x2

dxI dzI 
t)» I

dz7 dx? 
3>i

y ^ es simplemente la derivada de x, = H’,(y|, >'j) respecto a y,, con y, constante, que 
en cálculo se denomina derivada parcial de r, respecto ay,. La.s otras derivadas parciales 
se definen de manera similar.

Ejemplo 7.4: í Sean X, y X, dos variables aleatorias continuas con la siguiente distribución de probabi­
lidad conjunta

/(-’^l.-t2)
Í4xiX2, o < Xi < 1. o <X2 < 1. 

lo. en cualquier caso.

Calcule la distribución de probabilidad conjunta de yj = X f y y^ = X | X 2. 
Solución: Las soluciones inversas deyi = xf y V2 = xjX2 son xi = yjy\ y X2 = yz/y/^’ ^ 

las que obtenemos

J
1/(20T) 0 t J_

i/VTTi 2vr
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Para delerminar el conjunto B de puntos en el plano en el que se traza el conjunto A 
de puntos en el plano x^x^ escribimos

y X2=y2/y/y\^

Luego, al establecer a:, — 0, jTj = 0, x, — 1 y x, = 1, las fronteras del conjunto A se trans­
forman en y, = 0, yj = 0, yj = 1 y y^ = o y| = Las dos regiones se ilustran en la 
figura 7.1. Al trazar el conjunto /i = {(x,. x^) | 0 < x, < 1, 0 < Xj < 1) en el conjunto 
5 = {(yi .yi) I y| < yi < l. 0 < ya < I}, se vuelve evidente que la transformación 
es uno a uno. Del teorema 7.4, la distribución de probabilidad conjunta de y Y^ es

g(yi.y2) = 4(yyT)-^:^ = 
V>T2yi

>’2 <yi < L 0 <ya < 1,
en cualquier caso. J

^2 Y2

X2 =1
1

S'!-
A B

ro II O ^1 y 2 =0

Rgura 7.1: Gráfica del conjunto i4 en el conjunto B.

A menudo surgen problemas cuando deseamos encontrar la distribución de pro­
babilidad de la variable aleatoria Y = u(X) y X es una variable aleatoria continua y la 
transformación no es uno a uno. Es decir, a cada valor x le corresponde exactamente un 
valor y; pero a cada valor y le corresponde más de un valor x. Por ejemplo, suponga que 
/(x) es positiva en el intervalo —1 < x < 2 y cero en cualquier caso. Considere la transfor­
mación y = x^. En este caso, x = ± y/y para 0 < y < I y x = y/y para 1 < y < 4. Para 
el intervalo 1 < y < 4, la distribución de probabilidad de Y se calcula como antes, con el 
teorema 7.3. Es decir,

5(y) =/[H'0’)]|7| K y < 4.

Sin embargo, cuando 0 <y < 1, podemos dividir el intervalo-1 < x < 1 para obtener los 
dos funciones inversas

= ~y/y> — l<x<0, y X = y/y, 0<.r<l.X
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Entonces, a todo valorle corresponde un solo valor j: para cada partición. En la figura
7.2 vemos que

P{a<Y <b) = P{-\fb<X< -V^) + F(v^<X< \fb)

r-y/5 rVí
J

• \/b J yjá

r—
= / f(x) dx+ f(x) dx. 

J~ylb Jx/S

\

1
/

/ y = x^

/

\
\ a

1 -\^ -Va \'^ \b 1

Figura 7.2: Función decreciente y creciente.

Al cambiar la variable de integración de x a y. obtenemos

P{a<Y <b) = J f(-y/y)J\ dy + J fiy/\)J2 dy 

= - J /(-■s/y)/i dy + J fiy/yUz dy.

donde

dy 2y/y

dy 2^ ' ■'

Por lo tanto, podemos escribir

P(a<Y<b) = í t/(-^)|yi|+/(Vy)|y2ll4v.
Ja

y entonces

s(yt =/(-Vy)ly,I +/(v/y)lJ.| = o<>■< l.
“V>
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La distribución de probabilidad de Y para 0 <y < 4 se puede escribir ahora como

/(-^/y)+/(^/y)

lo.

0 <>» < I,

1 < y < 4,

en cualquier caso.

Este procedimiento para calcular g(y) cuando 0 < >> < 1 se generaliza en el teorema
7.5 para k funciones inversas. Para transformaciones de funciones de diversas variables 
que no son uno a uno se recomienda al lector Introduction to Mathematical Statistics de 
Hogg, McKean y Craig (2005; véase la bibliografía).

Teorema 7.5; Suponga que X es una variable aleatoria continua con distribución de probabilÍdad/(jr).
Definamos con Y = u(^ una transformación entre los valores de X y K que no es uno a 
uno. Si el intervalo sobre el que se define X se puede dividir en k conjuntos mutuamen­
te disjuntos de manera que cada una de las funciones inversas

xi = wt(y), X2 = iV2(y)............ Xk = Wk(y)

de y = u(x) defina una correspondencia uno a uno, entonces la distribución de probabi­
lidad de y es

k

donde Ji = (y), í = 1,2,..., ¿.

Ejemplo 7,5:1 Demuestre que Y= (X-/i)Vo^ tiene una distribución chi cuadrada con 1 grado de liber­
tad cuando X tiene una distribución normal con media n y varianza tr.

Solución'. Sea Z ~ (X~n)fa, donde la variable aleatoria Z tiene la distribución normal estándar

/(z) =-oo<z<oo.

Ahora debemos calcular la distribución de la variable aleatoria Y = Z-. Las soluciones 
inversas dey =: z^sonz = ± yjy. Si designamos z, =-^y z^ = yjy. entonces 7, = -1/2 
yjy yJ^ — -lf2yjy. Entonces, por el teorema 7.5, tenemos

«0’) = y/2^
.“>/2 -I + _^^-v/2 1

y/2ñ 2y/y
^ ,.l/2-l..->/2 y > 0.

Como g(y) es una función de densidad, se deduce que

y/2ñJo ' ' V?r 7o v'2r(l/2) ' V^r

la integral es el área bajo una cur\’a de probabilidad gamma con los parámetros 0=1/2 
y /3 = 2. Por lo tanto, V^= r(I/2) y la densidad de Kes dada por

«(y)
f ^ I ,.l/2-l.-V/2 y > QJ y/iro/2) > ^ > u.
lo­ en cualquier caso, 

que se considera una distribución chi cuadrada con 1 grado de libertad.
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7.3 Momentos y funciones generadoras de momentos

En esta sección nos concentramos en aplicaciones de las funciones generadoras de mo. 
mentos. El propósito evidente de la función generadora de momentos es la determinación 
de los momentos de variables aleatorias. Sin embargo, la contribución más importante 
consiste en establecer distribuciones de funciones de variables aleatorias.

Si g(X) = para r = 0, 1,2,3,..., la definición 7.1 proporciona un valor esperado 
que se denomina r-ésimo momento alrededor del origen de la variable aleatoria X, que 
denotamos con

Definición 7.1: El r-ésimo momento alrededor del origen de la variable aleatoria X es dado por

/
Mr

si X es discreta, 

si X es continua.

Como el primer y segundo momentos alrededor del origen son dados por /t', = E(X) y 
= £(X*), podemos escribir la media y la varianza de una variable aleatoria como

M = MÍ y

Aunque los momentos de una variable aleatoria se pueden determinar directamente 
a partir de la definición 7.1, existe un procedimiento alternativo, el cual requiere que uti­
licemos una fundón generadora de momentos.

Definición 7.2: La función generadora de momentos de la variable aleatoria X es dada por £(e^), y se 
denota con Mp). Por lo tanto.

Mx (t)
si X es discreta, 

siX es continua.

Las funciones generadoras de momentos existirán sólo sí la sumatoria o integral de 
la definición 7.2 converge. Si existe una función generadora de momentos de una vana- 
ble aleatoria X, se puede utilizar para generar todos los momentos de dicha variable El 
método se describe en el teorema 7.6 sin demostración.

Teorema 7.6: Sea X una variable aleatoria con función generadora de momentos M^t). Entonces.

d'Mx(t)

Ejemplo 7.6ri Calcule la función generadora de momentos de la variable aleatoria binomial X > des­
pués utilícela para verificar que = npy = npq.

Solución'. A partir de la definición 7.2 tenemos

MM) = ¿e“ = ¿

w=0 > ' r =ü ' '
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Al reconocer a esta úliiraa sumatoria como la expansión binomial de (pe‘ + q)" obtenemos
MxU) = (pe' +q)".

Así,
dMxd) n(pe'+ q)" ^pe'

(Í^MxU)
np[e‘(n-\)(pe'+ q)" ^pe' +(pe‘ + q)" ’e'].

Al establecer / = 0 obtenemos

p.[=npy p^= np[(n - I)p + 1].
Por consiguiente,

p. = p\ =np y cr = np(l -p) = npq,

que coincide con los resultados que se obtuvieron en el capítulo 5.

Ejemplo 7.7:1 Demuestre que la función generadora de momentos de la variable aleatoria X. la cual 
tiene una distribución de probabilidad normal con media p y varianza o^. es dada por

MxiO = exp

Solución: A partir de la definición 7.2, la función generadora de momentos de la variable aleatoria 
normal X es

MxiO
f

= /’ - 
7-co yjl

e“ ■ exp 
yJlTza

yJTñb

1 (x-p.
2^ o- 

j- -2(p + i(r)x +p21
dx.

Si completamos el cuadrado en el exponente, podemos escribir

•T' — 2(p + i(7-)x +p- = \x —ip + KT’)]' - 2/i/cr* — t‘(f*

y, entonces,
[x-(/i + /íT)]^-2/i/o'--r-cr-‘1MxiO= í -^exp|--

7-00 \j27r<7 [

exp
f 2pt + íT-/-l 2

[x -ip + icr)]'

Sea w = [x - (p + ia^)]/cr; entonces dx = a d\v y
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ya que la última integral representa el área bajo una curva de densidad normal estándar 
y, en consecuencia, es igual al. j

Aunque el método de transformación de variables bnnda una forma eficaz para de- 
terminar la distribución de una función de múltiples variables, existe un procedimiento 
alternativo, y que a menudo se prefiere cuando la función a analizar es una combinación 
lineal de variables aleatorias independientes. Este procedimiento utiliza las propiedades 
de las funciones generadoras de momentos que se estudian en los siguientes cuatro leo. 
remas. Para no rebasar el alcance matemático de este libro, establecemos el teorema 7 7 
sin demostración.

Teorema 7,7; (Teorema de unicidad) Sean XyYdos variables aleatorias con funciones generadoras 
de momentos M^(f) y MJj), respectivamente. Si M^{t) = A/,(0 para todos los valores de 
t, entonces XyY tienen la misma distribución de probabilidad.

Teorema7.8; M^+a(0 = e"Aíx(0-

Prueba-. A/x + «(0 = + =c‘"£:(e'*) = e^'MxU). J

Teorema 7.9; Mgx U) — Mx iai).

Prueba: MaxH) = ] =Mx(at). J

Teorema 7.10: Si X,, X^......X^ son variables aleatonas independientes con funciones generadoras de
momentos AÍ,(í), respectivamente, y P = Xj + X, +... + X^. entontes

Myit) = Mx, (/) Mxj (0 • ■ ■ Mx. (0-

La demostración del teorema 7.10 se deja al lector.
Los teoremas 7.7 a 7.10 son fundamentales para entender las funciones generadora^ 

de momentos. A continuación se presenta un ejemplo como ilustración Hay mutha. 
situaciones en que necesitamos conocer la distribución de la suma de la.s variables alea 
lorias. Podemos utilizar los teoremas 7.7 y 7.10. así como el resultado del ejercicio 7 11 
de la página 224, para calcular la distribución de una suma de dos \ariables aleaiona' 
independientes de Poisson, con funciones generadoras de momentos dadas por

Mx, (/) = y Mx,(f) =

respectivamente. De acuerdo con el teorema 7.10, la función generadora de momenU'' 
de la variable aleatona K, = X, + X, es

Mr,(r) = Mx.{í)Mx,(0=

que de inmediato identificamos como la función generadora de momentos de una 'a 
nable aleatona que tiene una distnbución de Poisson con el parámetro /í, + n. Por I' 
tanto, de acuerdo con el teorema 7.7. de nuevo concluimos que la suma de dos vanabk' 
aleatonas independientes, que tienen distribuciones de Poisson con los parámetros n ' 
/í, tiene una distnbución de Poisson con e! parámetro fi, + n,.
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Combinaciones lineales de variables aleatorias
En estadística aplicada a menudo se necesita conocer la distribución de probabilidad de 
una combinación lineal de variables aleatorias normales independientes. Obtengamos la 
distribución de la variable aleatoria Y = + o, cuando X, es una variable normal
con media y varianza <Ti y X, también es una variable normal, pero independiente de 
X,, con media/tj y varianza Primero, por medio del teorema 7.10, obtenemos

J^y(0 = K,x,(0M^,x,0).

y después, usando el teorema 7.9, obtenemos

My(0 = Mxt(ai0Mxj(a20-

Si sustituimos a,t por t, y después aj por /, en una función generadora de momento.s de 
la distribución normal derivada en ei ejemplo 7.7, tenemos

Afy(i) = exp(ai/xit + a^ajr/2 + 02ti2i + ala2r/2)

= exp[( + fl:/X2)r + (flíaf + alaj)r/2],

que reconocemos como la función generadora de momentos de una distribución que es 
normal, con media a,/i, + y varianza a^aj + alah

Al generalizar para el caso de n variables normales independientes, establecemos el 
siguiente resultado.

Teorema 7.11; Si X,, Xj,..., X^ son variables aleatorias independientes que tienen distnbuciones norma­
les con mediasy varianzas tr?...., cr^. respectivamente, entonces la varia­
ble aleatoria

Y = aiX\ + ü2Xt ++ OnX„ 

tiene una distribución normal con media

Hy =ai/ii +Ü2H2 +■■■ +a„fi„

y varianza
=a\a^ + alai + ---+ala^.

Ahora es evidente que la distribución de Poisson y la distribución normal tienen 
una propiedad reproductiva, en el sentido de que la suma de variables aleatorias inde­
pendientes que tengan cualquiera de estas distribuciones es una variable aleatona que 
también tiene el mismo Upo de distribución. La distribución chi cuadrada también posee 
esta propiedad reproductiva.

Teorema 7,12; Si X,, X,,..., X^ son variables aleatorias mutuamente independientes, que tienen disinbu- 
ciones chi cuadrada con v,, v,,..., grados de libertad, respectivamente, entonces la 
variable aleatoria

Y = X\ -f- Xj + • • • + Xn

tiene una distribución chi cuadrada con v ^ v, -I- Vj +...+ grados de libertad.

Prueba: Por medio del teorema 7.10 y el ejercicio 7 21,
A/j.(r) = Mx,(OAfv.(0-”Aí.v.(Oy A/A-,(f) = (l - / = 1.2.. ,./i.
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Por lo tanto,

A/i-(0 = (1 - ... (1 = (I =

que reconocemos como la función generadora de momentos de una distnbución chi 
cuadrada con »»= \\ + v, +...+ grados de libertad. j

Corolario 7.1: Si X,, X„..., son variables aleatorias independientes que tienen distribuciones norma- 
les idénticas, con media fi y varianza o^, entonces la variable aleatoria

tiene una distribución chi cuadrada con v = n grados de libertad.

Este corolario es una consecuencia inmediata del ejemplo 7.5, y establece una relaucn 
entre la muy importante distribución chi cuadrada y la distnbución normal. También debe 
brindar al lector una idea muy clara de lo que significa el parámetro llamado gradoj 
de libertad. En futuros capítulos el concepto de grados de libertad desempeñará uii pap^i 
cada vez más relevante.

Corolario 7.2: Si X,, X,...., X^ son variables aleatorias independientes y X tiene una distnbución normal 
con media y vananza para i = 1,2..., ;i. entonces la variable aleatona

tiene una distribución chi cuadrada con v = n grados de libertad

Ejercidos
7.1 Sea X una vanable aleatona que tiene la siguiente 
probabilidad

r = 1 3
\ü, en cualquier ca.so.

Calcule la distnbución de probabilidad de la \anable 
aleatona Y = 2X- l.
7.2 Sea X una vanable aleatona binomial con la si­
guiente distnbución de probabilidad

v = 0.1,2,3.
1 0, en cualquier caso.

Calcule la distribución de probabilidad de la sanable 
aleatona Y = X^.
7.3 Sean X, y X, sanables aleatonas discretas con la 
siguiente distnbución multmomia! conjunta

V]. r:, 2
r"

para r, = 0. I. 2; t, = 0. 1.2. r, -I- v, s 2, > Lcroe: 
cualquier caso Calcule la distnbuuón de probabiliJ-J 
conjunta de y, = X, -f- X. y Y. = X, - A.
7.4 Sean A‘, y X. variables aleatorias discreta^ lonLi 
siguiente distnbución de probabilidad conjunta

/(ti.t:)
t, = 1.2. r: = 1.2 '
en cualquier caso

Calcule la distnbución de probabilidad de la varub'f 
aleatona >’ = .V,.Y,
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1J5 Si X tiene la siguiente distribución de probabilidad

/(.t)
ri, Q<x <1,
\o. en cualquier caso.

Demuestre que la variable aleatoria Y = -21n X tiene 
una distribución chi cuadrada con 2 grados de libertad.
7.6 Dada la variable aleatoria X con la siguiente dis­
tribución de probabilidad

_f2r, 0<a:<l,
^ \0. en cualquier caso.

calcule la distribución de probabilidad de K = SX’.
7.7 La velocidad de una molécula en un gas uniforme 
en equilibrio es una variable aleatoria V, cuya distribu­
ción de probabilidad es dada por

, _ ÍAT’e“*'■^ V > 0,
lo, en cualquier caso,

donde k es una constante adecuada y b depende de 
la temperatura absoluta y de la masa de la molécula. 
Calcule la distribución de probabilidad de la energía 
cinética de la molécula \V, donde W = mVV2.
7.8 La utilidad de un distribuidor, en unidades de 
S5000. sobre un automóvil nuevo, es dada por Y = X% 
donde X es una variable aleatoria que tiene la siguiente 
función de densidad

..^) = /2{l-.r), 0<.r<l,
\0. en cualquier caso,

o) Calcule la función de densidad de probabilidad de 
la variable aleatoria Y.

b) Utilice la función de densidad de Y para calcular la 
probabilidad de que la utilidad sobre el siguiente 
automóvil nuevo que venda este distribuidor sea 
menor que S500.

7.9 El período hospitalario, en días, para pacientes 
que siguen un tiaiamiento para cierto tipo de enfer­
medad del riñón es una variable aleatoria >' = X + 4. 
donde X tiene la siguiente función de densidad

f{x) =
x>Q.
en cualquier caso.

a) Calcule la función de densidad de probabilidad de 
la variable aleatoria Y.

b) Utilice la función de densidad de 1* pora calcular 
la probabilidad de que el período hospitalario para 
un paciente que sigue este tratamiento exceda los 
8 días.

cajas de un kilogramo de chocolates que contienen una 
combinación de cremas, chiclosos y envinados, tienen 
la siguiente función de densidad conjunta 
/-(j. = í24-t>', 0<Jr<l. 0<y < l.-r+y < 1.

\0, en cualquier coso.

a) Calcule la función de densidad de probabilidad de 
la variable aleatoria Z = X + Y.

b) Utilice la función de densidad de Z para calcular 
la probabilidad de que, en una determinada caja, la 
suma de los pesos de los cremas y los chiclosos sea 
por lo menos 1/2 del peso total, pero menos de 3/4.

7.11 La cantidad de queroseno en un tonque al ini­
cio de cualquier día. en miles de litros, es una cantidad 
aleatoria Y. de la cual una cantidad aleatoria X se vende 
durante ese día. Suponga que la función de densidad 
conjunta de estas variables es dada por

0<.T<y. 0<y< I,
\0. en cualquier caso.

Calcule la función de densidad de probabilidad pura la 
cantidad de queroseno que queda en el tanque al ñnal 
del día.
7.12 Sean X, y X, variables aleatorias independientes 
que tienen cada una la siguiente distribución de proba­
bilidad

fix) Íí’‘‘. .vX).
\0, en cualquier caso.

Demuestre que las variables aleatorias y’| y son inde­
pendientes cuando F, = X, + X, y Y, = -Y,/(.V, -í- .Y,).
7.13 Una corriente de / amperios que fluye a través 
de una resistencia de R ohms varia de acuerdo con la 
siguiente disuábución de probabilidad

r6,(i-„. ü</<!.
(0. en cualquier caso.

Si la resistencia varia independientemente de la co­
rriente de acuerdo con la siguiente distribución de pro­
babilidad

\0. en cualquier caso.

calcule la di.stribución de probabilidad para la ponencia 
U’ = I-R watts.
7.14 SeaX una variable aleatoria con la siguiente dis­
tribución de probabilidad

-1 < .1 < l. 
en cualquier caso.fix)

7.10 Las variables aleatorias X y F, que representan Calcule la distribución de probabilidad de la sanable 
lo.s pesos de cremas y chiclosos, respectivamente, en aleatoria l' = .Y%
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7.15 Si X Uene la siguiente distribución de probabi­
lidad

-K.v<2.
[0. en cualquier caso.

Calcule la distnbución de probabilidad de la variable 
aleatona K =
7.16 Demuestre que el r-ósimo momento respecto al 
ongcn de la distnbución gamma es

7.19 Una variable aleatoria X tiene la distribución
Poisson p(r, fi) = e'^fi‘/x\ para.r = 0,1,2.... Demuestre
que la función generadora de momentos de X es

Utilice A/^(f) para calcular la media y la varian¿a de 
distribución de Poisson.
7.20 La función generadora de momentos de ciertj 
vanable aleatoria de Poisson X es dada por

, _(3'r(a + r) 
" r(a)

[Sugerencia: Sustituya y = en la integral que define 
;i'y después utilice la función gamma para evaluar la 
integral].
7.17 Una variable aleatoria X tiene la siguiente distn­
bución uniforme discreta

f{x:k) íf. .r=l,2....... k,
\0, en cualquier caso.

Demuestre que la función generadora de momentos de 
X es

MxU) =
e'O-e^') 
k{l -e') •

7.18 Una variable aleatona X tiene la distnbución 
geometncagír,/?) =p^'''para.r= 1,2.3... .Demuestre 
que la función generadora de momentos de X es

pc'
M\U) = -r-----r] —qe'

y después use M^{t) para calcular la media y la vananza 
de la distnbución geométnca.

Mv(/)

Calcule P(;t-2(T<X</i + 2a).
7.21 Demuestre que la función generadora de mo­
mentos de la vanable aleatona X. que tiene una distn 
bución chi cuadrada con v grados de libertad, es

AA (/)=(!

7.22 Con la función generadora de momenun iiíl 
ejemplo 7.21 demuestre que la media y la vanan/j di 
la distnbución chi cuadrada con r grados de lihenj 
son. respectivamente, r y 2v.
7.23 Si tanto X como Y, distnbuidas de manera m- 
dependiente, siguen distnbuciones exponenciales coi 
parámetro medio 1, calcule las distnbuciones de

a) U=X +Y.
b) V = .Y/(,Y+K).

7.24 Mediante la expansión de e“ en una sene ti; 
Maclaunn y la integración término por témiiiu'. Je 
muestre que

AA(/J = J e“/U)ííc

= 1+^/+^;- + . .+p'.‘-p +



Capítulo 8

Distribuciones de muestreo 
fundamentales y descripciones de datos
8.1 Muestreo aleatorio

El resultado de un experimento estadístico se puede registrar como un valor numcnco o 
como una representación descriptiva. Cuando se lanza un par de dado.s y lo que nos inte­
resa es el resultado total, registramos un valor numénco. Sin embargo, si a los estudian­
tes de cierta escuela se les hacen pruebas de sangre para averiguar cuál es su tipo, podria 
ser más útil una representación descriptiva. La sangre de una persona se puede clasiticar 
de 8 maneras. Puede ser AB. A, B u O. cada una con un signo de más o de menos, lo cual 
depende de la presencia o ausencia del antígeno Rh.

En este capítulo nos enfocamos en el muestreo de distribuciones o poblaciones, y 
estudiamos cantidades tan importantes como la media de la muestra y la varíanza de 
la muestra, que serán de importancia fundamental en los capítulos siguientes. Además, 
en los próximos capítulos intentamos introducir al lector al papel que desempeñarán la 
media y la varianza de la muestra en la inferencia estadística. El uso de las computadoras 
modernas de alta velocidad permite a los científicos e ingenieros incrementar enorme­
mente su uso de la inferencia estadística formal con técnicas gráficas. La ma>oría de las 
veces la inferencia formal parece muy árida y quizás incluso abstracta pora el profesional 
o el gerente que desea que el análisis e.stadísUco sea una guía pora la toma de decisiones.

Poblaciones y muestras
Comenzamos esta sección presentando los conceptos de poblaciones \ muestras Ambas 
se mencionan de forma extensa en el capítulo 1; sin embargo, aquí será necesario estu­
diarlas más ampliamente, en particular en el contexto del concepto de sanables aleato­
rias. La totalidad de observaciones que nos interesan, ya sean de número finito o infinito, 
constituye lo que llamamos población. En alguna época el término población se referia a 
obsers’aciones que se obtenían de e,studio.s estadísticos aplicados a personas. En la actuali­
dad el estadístico utiliza la palabra para referirse a obsen aciones sobre cualquier cuestión 
de interés, ya sea de grupos de personas, de animales o de tixlos los resultados posibles de 
algún complicado sistema biológico o de ingenicria.

225
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Definición 8.1: Una población consta de la totalidad de las observaciones en las que estamos mierc 
sados.

El número de observaciones en la población se define como el tamaño de la pobig 
ción Si en la escuela hay 600 estudiantes que clasificamos de acuerdo con su upo ¿g 
sangre, decimos que tenemos una población de tamaño 600 Los números en las cartas 
de una baraja, las estaturas de los residentes de cierta ciudad y las longitudes de los pe 
ces en un lago específico son ejemplos de poblaciones de tamaño finito En cada caso el 
número total de observaciones es un número finito. Las observaciones que se obtienen al 
medir dianaraente la presión almosfénca desde el pasado hasta el futuro, o todas las me 
diciones de la profundidad de un lago desde cualquier posición concebible son ejemplos 
de poblaciones cuyos tamaños son infinitos. Algunas poblaciones finitas son tan grandes 
que en teoría las supondríamos infinitas, lo cual es cierto si se considera la población 
de la vida útil de cierto Upo de balería de almacenarmenio que se está fabricando para 
distribuirla en forma masiva en todo el país.

Cada observación en una población es un valor de una variable aleatoria X que 
tiene alguna distribución de probabilidadf{x) SÍ se inspeccionan artículos que salen de 
una línea de ensamble para buscar defectos, entonces cada obsei^’ación en la población 
podría ser un valor 0 o I de la vanable aleatoria X de Bernoulli, con una distribución de 
probabilidad

¿(r; l,;j) = r = 0.1

donde 0 indica un artículo sm defecto y 1 indica un artículo defectuoso De hecho, se 
supone que p. la probabilidad de que cualquier artículo esté defectuoso, permanece cons­
tante de una prueba a otra En el expenmento del tipo de sangre la variable aleatonj V 
representa el tipo de sangre y se supone que toma un valor del 1 al 8 A cada estudíame 
se le asigna uno de los valores de la vanable aleatona discreta Las duraciones de las ba 
tenas de almacenamiento son valores que toma una vanable aleatona continua que quiza 
tiene una distnbución normal De ahora en adelante, cuando nos refiramos a una ‘ pohla 
ción binomial", a una “población normal” o, en general, a la "población/(v)”. aludirá 
mos a una población cuyas observaciones son valores de una vanable aleatona que iicns 
una distnbución binomial, una distnbución normal o la distnbución de probabilidad M f 
Por ello, a la media y a la vananza de una vanable aleatona o distnbucion de probabi 
lidad también se les denomina la media y la vananza de la población correspondiente

En el campo de la inlerencia estadística, el estadístico se interesa en llegar a con 
clusiones respecto a una población, cuando es imposible o poco practico conocer uxlo 
el conjunto de observaciones que la constitujen Por ejemplo, al intentar detemiinj’ 
la longitud de la vida promedio de cierta marca de bombilla, sena imposible proharL' 
todas SI tenemos que dejar algunas para venderlas Los costos desmesurados que impli 
caría estudiar a toda la población también conslituinon un factor que impediría hacerlo 
Por lo tanto, debemos depender de un subconjunto de observaciones de la población qut 
nos avude a realizar interencias respecto a ella Esto nos lleva a considerar el concepto 
de muestreo

Definición 8.2. Una muestra es un subconjunto de una población

Para que las inlerencias que hacemos sobre la población a partir de la muc'tra 
sean validas, debemos obtener muestras que sean representativas de ella Con inuUu
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frecuencia nos sentimos tentados a elegir una muestra seleccionando a los miembros más 
convenientes de la población. Tal procedimiento podría conducir a inferencias erróneas 
respecto a la población. Se dice que cualquier procedimiento de muestreo que produzca 
inferencias que sobreestimen o subestimen de forma consistente alguna característica de 
la población está sesgado. Para eliminar cualquier posibilidad de sesgo en el procedi­
miento de muestreo es deseable elegir una muestra aleatoria, lo cual significa que las 
observaciones se realicen de forma independiente y al azar.

Para seleccionar una muestra aleatoria de tamaño n de una población/(.r) defi­
nimos la variable aleatoria X¡, / = I, 2,..., n, que representa la /-éstma medición o 
valor de la muestra que observamos. Si las mediciones se obtienen repitiendo el expe­
rimento n veces independientes en. esencialmente, las mismas condiciones, las varia­
bles aleatorias Xj, X,,..„ X„ con.siituirán entonces una muestra aleatona de la población 
f{x) con valores numéricos .tj, a,,..., Debido a las condiciones idénticas en las que 
se seleccionan los elementos de la muestra, es razonable suponer que las n vanables
aleatorias Xj. X,.....X„ son independientes y que cada una tiene la misma distribución
de probabilidad/(x). Es decir, las distribuciones de probabilidad de X,. X„ ... X^son, 
respectivamente,/(X|),/(.X,),...,y su distribución de probabilidad conjunta es 
f{x\,x-í,.,. ,x„) = /(xi)/(Xí) • • • /(x„). El concepto de muestra aleatoria se describe 
de manera formal en la siguiente definición.

Definición 8.3: Sean Xj, X^,..., X„ variables aleatonas independientes n, cada una con la misma distribu­
ción de probabilidad/(.r). Definimos Xj, X,.... X„ como una muestra aleatoria de ta­
maño n de la población/(.v) y escribimos su distnbución de probabilidad conjunta como

fix 1 .A2........-v„) - f{.\ I )/(x:) • • */(x„).

Si se realiza una selección aleatona de « = 8 baterías de almacenamiento de un pn> 
ceso de fabncación que mantiene las mismas especificaciones, y al registrar la duración 
de cada balería se encuentra que la pnmera medición .x^ es un \alor de .X',. la segunda 
medición v, es un valer de X„ y así sucesivamente, entonces x,. .r,,.., .\^ son los valores 
de la muestra aleatoria X,. X,,..., Si suponemos que la población de v idas útiles de las
balerías es normal, los valores posibles de cualquier X, / = 1.2.... 8 serán exactamente
los mismos que los de la población onginal. por consiguiente. X tiene una distribución 
normal idéntica a la de X.

8.2 Algunos estadísticos importantes

Nuestro pnncipal propósito al seleccionar muestras aleatonas consiste en obtener intor- 
mación acerca de los parámetros desconocidos de la población Suponga, por ejemplo, 
que deseamos concluir algo respecto a la proporción de consumidores de cale en Estados 
Unidos que prefieren cierta morca de cale. Sería imposible interrogar a cada consumidor 
estadounidense de café pora calcular el valor de! parámetro /> que representa la propor­
ción de la población En vez de esto se selecciona una muestra aleatona grande v se 
calcula la proporción /» de personas en esta muestra que pretieren la marca de cafe en 
cuestión. El valor p se utiliza ahora para hacer una inferencia respecto a la propor^-ion 
p verdadera.

Ahora, f> es una función de los valores observados en la muestra aleatttna. va que 
es posible tomar muchas muestras aleatonas de la misma psihlacion. esperan'amo>«



228 Capítulo 8 Distribuciones de muestreo fundamentales y descripciones de daioj

que p vanara un poco de una a otra muestra. Es decir, p es un valor de una vanable alea 
tona que representamos con P. Tal vanable aleatoria se llama estadístico.

Definición 8.4: Cualquier función de las variables aleatorias que forman una muestra aleatoria se llama 
cstadístíco.

Medidas de localización de una muestra: la media, la mediana 
y la moda muéstrales

En el capítulo 4 presentamos los parámetrosp y cP, que miden el centro y la vanabilidad 
de una distnbución de probabilidad. Éstos son parámetros de población constantes y de 
ninguna manera se ven afectados o influidos por las observaciones de una muestra alea 
toria. Definiremos, sin embaído, algunos estadísticos importantes que descnben las me 
didas correspondientes de una muestra aleatoria. Los estadísticos que más se utilizan 
para medir el centro de un conjunto de datos, acomodados en orden de magnitud, son la 
media, la mediana y la moda. Aunque los primeros dos estadísticos se expusieron tn el 
capítulo 1, repetiremos las definiciones. Sean X,, X,,..., X^ representaciones de n \anj 
bles aleatonas.

a) Media mucstral.
X = -

/I

Observe que el estadístico Xtoma el valor v = ^ r, cuando X, loma el valor X

loma el valor t, y así sucesivamente. El te'nmno media muestral se aplica tanto al c>ia 

dístico Xcomo a su valor calculado.?

b) Mediana muestral.

- ^ í'^(-.+ii/2. sin es impar,
\ jUn/2 + V^+i sin es par

La mediana muestral tambie'n es una medida de localización que indica el valor utniral 
de la muestra En la sección 1 3 se presentan ejemplos de la media muestral y de la m: 
diana muestral. La moda muestral se define de la siguiente manera

c) La moda muestral es el valor que ocurre con mayor frecuencia en la muestra

Ejemplo 8.1:1 Suponga que un conjunto de datos consta de la.s siguientes observaciones’

0 32 0 53 0 28 ü 37 0 47 0 43 0 36 Ü 42 0 38 0 43

La moda de la muestra es 0 43, ya que este valor aparece con mas írecuenLia qui. I 
demás J

Como se expuso en el capítulo l. una medida de locali/aciun o tendencia central c" 
una muestra no da por sí misma una indicación clara de la naturaleza de esta, de m in.fJ 
que también debe considerarse una medida de variabilidad en la muestra
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Las medidas de variabilidad de una muestra: la varianza, 
la desviación estándar y el rango de la muestra

La variabilidad en la muestra refleja cómo se dispersan las observaciones a partir del 
promedio. Se remite al lector al capítulo 1 para un análisis más amplio. Es posible tener 
dos conjuntos de observaciones con las mismas media o mediana que difieran de manera 
considerable en la variabilidad de sus mediciones sobre el promedio.

Considere las siguientes mediciones, en litros, para dos muestras de jugo de naranja 
envasado por las empresas Ay B:

Muestra A 0.97 1.00 0.94 1.03 1.06
Muestra B 1.06 1.01 0.88 0.91 1.14

Ambas muestras tienen la misma media, 1.00 litros. Es muy evidente que la em­
presa A envasa el jugo de naranja con un contenido más uniforme que la B. Decimos 
que la variabilidad o la dispersión de las observaciones a partir del promedio es me­
nor para la muestra A que para la muestra B. Por lo tanto, al comprar jugo de naranja, 
tendríamos más confianza en que el envase que seleccionemos se acerque al promedio 
anunciado si se lo compramos a la empresa A.

En el capítulo 1 presentamos varías medidas de la variabilidad de una muestra, como 
la varianza muestra], la desviación estándar muestra! y el rango de la muestra. En 
este capítulo nos enfocaremos sobre lodo en la varianza de la muestra. Nuevamente, sea 
que X,, X,.....representan h variables aleatorias

a) La varianza muestral:

Yl^X,-X)K
|sl (8.2.1)

El valor calculado de S* para una muestra dada se denota con r. Observe que S' 
se define esencialmente como el promedio de los cuadrados de las desviaciones de los 
observaciones a partir de su media. La razón para utilizar n - 1 como div isor, en vez de 
la elección más obvia n. quedará más clora en el capítulo 9.

Ejemplo 8.2:1 Una comparación de los precios de café en 4 tiendas de abarrotes de San Diego, sclec- 
cÍonada.s al azar, mostró aumentos en comparación con el mes antenor de 12. 15. 17 j 
20 centavos por bolsa de una libra Calcule la vananza de esta muestra aleatoria de au­
mentos de precio

Solución: Si calculamos la media de la muestra, obtenemos

X 12+ 15-h 17 4-20 
4

= 16 centavos.

Por lo tanto.
, lA (12-16)=+(15-16)-+{17-16>=+<20-16)'
r = - ^(.v, - 16)- =----------------------------------^----------------------------------

‘ 1=1
_ (-4)~-M-0~+<l>- + (4)= _ U 

3 3 ■

Mientras que la expresión parala varianza déla muestra de la detimcion 8 6 ilustra mejor 
que S- es una medida de variabilidad, una expresión alternativa tiene cierto mentó, de 
manera que el lector debería conocerla. El siguiente teorema contiene tal expresión
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Teorema 8.1: Si S~ es la varianza de una muestra aleatoria de tamaño n, podemos escribir

S~
1

n(n - I)

n

Prueba: Por definición,

" * =1 Í=1
n n

-2X Y^X, +nX
n - 1 Lí = l 1 = 1

Como en el capítulo 1, a continuación se definen la desviación estándar muestral j 
el rango muestral:

b) Desviación estándar muestral:

donde S~ es la vananza muestral.
Permitamos que X^ denote el más grande de los valores X^ y X^ el más pequeño 

c) Rango muestral:

Ejemplo 8.3: i Calcule la varianza de los datos 3, 4, 5, 6. 6 y 7, que representan el número de truchas 
atrapadas por una muestra aleatona de 6 pescadores, el 19 de Junio de 1996, en el lago 
Muskoka. ¿ 6

Solución: Encontramos que ^ .r; = 171, ^ x, = 31 y n = 6 De aquí,
1=1 >=i

Por consiguiente, la desviación estándar de la muestra s = Vi 3/6 = 1.47 y el raneo 
muestral es 7 - 3 = 4. J

Ejercicios
8.1 Defina las poblaciones adecuadas a partir de las 
cuales se seleccionaron las siguientes muestras
a) Se llamó por teléfono a personas de 200 casas en 

la ciudad de Richmond y se les pidió nombrar al 
candidato por el que votarían en la elección del 
presidente de la mesa directna de la escuela

b) Se lanzó 100 veces una moneda y se registraron 34 
cruces

c) Se probaron 200 pares de un nuevo tipo de calzado 
deportivo en un torneo tk tenis profesional pan 
determinar su duración v se encontró que. en priv- 
medio. duraron 4 meses

(i) En cinco ocasiones diferentes a una abogada le 
lomó 21, 26. 24. 22 y 21 minutos conducir desde 
su casa en los suburbios hasta su oficina en el cen­
tro de la ciudad
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8^ El tíempo, en minutos, que 10 pacientes esperan 
en un consultorio médico antes de recibir tratamiento 
se registraron como sigue: 5, 11, 9. 5, 10, 15, 6, 10. 
5 y 10. Trate los datos como una muestra aleatoria y 
calcule
a) lamedla;
b) la mediana;
c) la modxL

83 Los tiempos que los 9 individuos de una muestra 
aleatoria tardan en reaccionar ante un estimulante se 
registraron como 23, 3.6, 3.1, 4.3, 2.9, 2.3, 2.6, 4.1 y
3.4 segundos. Calcule
a) la media;
b) la mediano.

8.4 El número de multas emitidas por inñacciones de 
tránsito por 8 oñciales estatales durante el fin de se­
mana del dfa en Conmemoración de los Caídos es 5.4. 
7,7.6,3, 8 y 6.
a) Si estos valores representan el número de multas 

emitidas por una muestra aleatoria de 8 oñciales 
estatales del condado de Montgomery, en Virginia, 
deñna una población adecuada.

b) Si los valores representan el número de multas 
emitidas por una muestra aleatoria de 8 oñciales 
estatales de Carolina del Sur. deñna una población 
adecuada.

S3 El número de respuestas incorrectas en un exa­
men de competencia de verdadero-falso para una 
muestra aleatoria de 15 estudiantes se registraron de la 
siguiente manera: 2, 1, 3, 0, I, 3,6,0, 3. 3.5. 2,1.4 y
2. Calcule
a) la media;
b) la mediana;
c) la moda.

8.6 Calcule la media, la mediana y la moda para la 
muestra, cuyas observaciones. 15, 7. 8, 95, 19. 12, 8, 
22 y 14 representan el número de días de incapacidad 
médica reportados en 9 solicitudes de devolución de 
impuestos. ¿Qué valor parece ser la mejor medida del 
centro de esos datos? Explique los razones de su pre­
ferencia.
8.7 Una muestra aleatoria de empleados de una fá­
brica local prometíeron los siguientes donativos, en dó­
lares. al United Fund: 100,40. 75. 15.20. 100.75.50. 
30.10.55.75.25.50.90.80.15.25.45 y 100. Calcule
a) la media;
b) la moda.

83 De acuerdo con la escritora ecologista Jacqueline 
KUleen. los fosfatos que contienen los detergentes de 
uso casero pasan directamente a nuestros sistemas 
de desagüe, ocasionando que los lagos se conviertan

en pantanos, los cuales a la larga se volverán desiertos. 
Los siguientes datos muestran la cantidad de fosfatos 
por carga de lavado, en gramos, pora una muestra alea­
toria de diversos tipos de detergentes que se usan de 
acuerdo con las instrucciones prescritas:

Detergente Fosfatos por carga
para ropa______________ (gramos)_______
A & P Ulue bail 48
Dash 47
Concentrated All 42
Cold Water All 42
Breeze 41
Oxydol 34
Ajax 31
Sears 30
Fab 29
Cold Power 29
Bold 29
Rinso 26

Para los datos de fosfato dados, calcule
a) la media;
b) la mediana;
c) la moda.

8.9 Considere los datos del ejercicio 8.2 y calcule
a) el rango;
b) la desviación estándar.

8.10 Para la muestra de tiempos de reacción del ejer­
cicio 8.3 calcule
a) el rango;
b) la varianza, utilizando la fórmula de la forma 

(8.2.1).

8.11 Para los datos del ejercicio 8.5 calcule la va­
rianza utilizando la fórmula
a) de la forma (8.2.1);
b) del teorema 8.1.

8.12 El contenido de alquitrán de 8 marcas de cigarri* 
líos que se seleccionan ol azar de la lista más reciente 
publicada por la Comisión Federal de Comercio es el 
siguiente: 7.3. 8.6, 10.4. 16.1. 12.2. 15.1, 14.5 y 9.3 
miligramos. Calcule
a) la media;
b) la varianza.

8.13 Los promedios de caliñcaciones de 20 estudian­
tes universitarios del último año. seleccionados al azar 
de una clase que se va a graduar, son los siguientes:

3.2 1.9 2.7 24 2.8
2.9 18 3.0 25 3.3
1.8 25 3.7 28 2.0
3.2 23 2.1 25 1.9

Calcule la desviación estándar.
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8.14 a) Demuestre que la varianza de la muestra per­
manece sin cambio si a cada valor de la muestra se le 
suma o se le resta una constante c.
b) Demuestre que la varianza de la muestra se vuelve 

veces su valor original si cada observación de la 
muestra se multiplica por c.

8.15 Verifique que la varianza de la muestra 4,9,3,6. 
4 y 7 es 5.1, y utilice este hecho, junto con los resulta­
dos del ejercicio 8.14, para calcular
fl) la varianza de la muestra 12,27,9,18,12y2I; 
b) la varianza de la muestra 9,14, 8, 11,9 y 12.

232

8.16 En la temporada 2004-2005 el equipo de fuibo) 
americano de la Universidad del Sur de California tuvo 
las siguientes diferencias de puntuación en los 13 par. 
tidos que jugó.

11 49 323638 38 308431 536

Calcule
a) la media de la diferencia de puntos;
b) la mediana de las diferencias de puntos.

8.3 Distribuciones muéstrales
El campo de la inferencia estadística trata básicamente con gcncralizacione.s y prcdiccio. 
nes. Por ejemplo, con base en las opiniones de varias personas entrevistadas en la calle, 
los estadounidenses podrian afirmar que en una próxima elección 60íc de los votantes 
de la ciudad de Detroit favorecerían a cierto candidato. En este caso tratamos con una 
muestra aleatoria de opiniones de una población finita muy grande. Por otro lado, con 
base en las estimaciones de 3 contratistas seleccionados al azar, de los 30 que laboran 
actualmente en esta ciudad, podríamos afirmar que el costo promedio de construir unn 
residencia en Charleston. Carolina del Sur, está entre S330.000 y $335.000. La pobla­
ción que se va a muestrear aquí también es finita, pero muy pequeña. Finalmente, con­
sideremos una máquina despachadora de bebida gaseosa que está diseñada para servir 
en promedio 240 mililitros de bebida. Un ejecutivo de la empresa calcula la media de 
40 bebidas servidas y obtiene x = 236 mililitros y. con base en este valor, decide que la 
máquina está sirviendo bebidas con un contenido promedio de /< = 240 mililitros. La^ 
40 bebidas servidas representan una muestra de la población infinita de posibles bebida> 
que despachará esta máquina.

Inferencias sobre la población a partir de información de la muestra
En cada uno de los ejemplos anteriores calculamos un estadístico de una muestra que se 
selecciona de la población, y con base en tales estadísticos hicimo.s vanas atimiacionc' 
respecto a los valores de los parámetros de la población, que pueden ser o no ciena-v 
El ejecutivo de la empresa decide que la máquina despachadora está sirviendo bebida.' 
con un contenido promedio de 240 mililitros, aunque la media de la muestra fue de 23b 
mililitros, porque conoce la teoría del muestreo según la cual, si = 240 milihta»'. tal 
valor de la muestra podría ocurrir fácilmente. De hecho, si realiza prueba-s similare'. 
cada hora por ejemplo, esperaría que los valores del estadístico .v lluctuaran pi*r arriba \ 
por abajo de // = 240 mililitros. Sólo cuando el valor de .f difiera considerableniemc de 
240 mililitros el ejecutivo de la empresa tomará medidas para ajustar la máquina.

Como un estadístico es una variable aleatoria que depende sólo de la muestra ob'vr- 
vada. debe tener una distribución de probabilidad.

Definición 8.5: La distribución de probabilidad de un estadístico se denomina distribución muestra!
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La distribución muestral de un estadístico depende de la distribución de la pobla­
ción, del tamaño de las muestras y del método de selección de las muestras. En lo que 
resta de este capítulo estudiaremos varias de las distribuciones muéstrales más impor­
tantes de los estadísticos que se utilizan con frecuencia. Las aplicaciones de tales distri­
buciones muéstrales a problemas de inferencia estadística se consideran en la mayoría 
de los capítulos posteriores. La distribución de probabilidad de J?se llama distribución 
muestra! de la media.

¿Qué es la distribución muestral de X ?
Se deberían considerar los distribuciones muéstrales de J?y S' como los mecanismos a 
partir de los cuales se puede hacer inferencias acerca de los parámetros ft y a'. La dis­
tribución muestral de ^ con tamaño muestral n es la distribución que resulta cuando un 
experimento se lleva a cabo una y otra vez (siempre con una muestra de tamaño n) y 
resultan los diversos valores de Por lo tanto, esta distribución muestral describe la 
variabilidad de los promedios muéstrales alrededor de la media de la población //. En el 
caso de la máquina despachadora de bebidas, el conocer la distribución muestral de Xle 
permite al analista encontrar una discrepancia “típica" entre un valor x obseiv'ado y el 
verdadero valor de fi. Se aplica el mismo principio en el caso de la distribución de S'. La 
distribución muestral produce información acerca de la variabilidad de los valores de 
alrededor de a' en experimentos que se repiten.

8.4 Distribución muestra! de medias y el teorema 
del límite central

La primera distribución muestral importante a considerar es la de la media ÍL Suponga 
que de una población normal con media y varianza a' se toma una muestra aleatoria 
de n observaciones. Cada observación X^, r ^ 1. 2.....n, de la muestra aleatoria ten­
drá entonces la misma distribución normal que la población de donde se tomó. Así. por 
la propiedad reproductiva de la distribución normal que se estableció en el teorema 7.11, 
concluimos que

X =-{Xi+X2+---+X„) 
n

tiene una distribución normal con medía

Rx
1 , , 1 , ,

-b -t-------h /i) — fiy vananza — ~(r +<r +-----KT~) = —.

II términos n términos

Si tomamos muestras de una población con distribución desconocida, ya sea ñnita 
o infinita, la disüibución muestral de í aún será aproximadamente normal con media fi 
y varianza ítV/i, siempre que el tamaño de la muestra sea grande. Este asombroso resul­
tado es una consecuencia inmediata del siguiente teorema, que se conoce como teorema 
del límite central.



234 Capítulo 8 Distribuciones de muestreo fundamentales y descripciones de ciatos

El teorema del límite central

Teorema 8.2; Teorema del limite central: Si .^es la media de una muestra aleatoria de tamaño n, 
lomada de una población con media/t y varianza finita cr-, entonces la forma límite de 
la distribución de

, -y

a medida que n —» oo, es la distribución normal estándar n(.z', 0,1).

La aproximación normal para X por lo general será buena si n > 30. siempre j 
cuando la distribución de la población no sea muy asimétrica. Si n < 30, la aproxima­
ción será buena sólo si la población no es muy diferente de una d¡.stribución normal j, 
como antes se estableció, si se sabe que la población es normal, la distribución muestra] 
de X seguirá siendo una distribución normal exacta, sin importar qué tan pequeño sea el 
tamaño de las muestras.

El tamaño de la muestra /i = 30 es un lineamiento para el teorema del límite central 
Sin embargo, como indica el planteamiento del teorema, la suposición de normalidad en la 
distribución de X se vuelve más precisa a medida que n se hace más grande. De hecho, 
la figura 8.1 ilustra cómo funciona el teorema. La figura indica cómo la distribución de 
.^se acerca más a la normalidad a medida que aumenta n, empezando con la disinbución 
claramente asimétrica de una observación individual {n = 1). También ilustra que la 
media de Xsigue siendo /r para cualquier tamaño de la muestra y que la varianza de .?se 
vuelve más pequeña a medida que aumenta n.

n grande (cerca de lo nonnal)

n = 1 (población)

n da pequeña a moderada

P

Figura 8.1: Ejemplo del teorema del límite central (distribución de .ípara n = I. « mi> 
derada y n grande).

Ejemplo 8.4:1 Una empresa de material eléctrico fabrica bombillas que tienen una duración que ní 
distribuye aproximadamente en forma normal, con media de 800 hora.s y desviación C'- 
tándar de 40 horas. Calcule la probabilidad de que una muestra aleatoria de 16 bombilli' 
tenga una vida promedio de menos de 775 horas.

Solución: La distribución muestral deserá aproximadamente normal, con = 800 y = 4ft‘
\/Í6 = 10. La probabilidad que se desea es determinada por el área de la región 
sombreada de la figura 8.2.
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En lo que corresponde a = 775, obtenemos que

y, por lo tanto.

775 - 800 
10

-2Ó,

P(X < 775) = P(Z <- 2.5) = 0.0062. J

Inferencias sobre la media de la población
Una aplicación muy importante del teorema del límite central consiste en dctenninar 
valores razonables de la media de la población fi. Temas como prueba de hipótesis, 
estimación, control de calidad y muchos otros utilizan el teorema del límite central. El 
siguiente ejemplo ilustra cómo se utiliza el teorema del límite central con respecto a su 
relación con //, la media poblacional, aunque la aplicación formal de los temas preceden* 
tes se deja para capítulos posteriores.

En el siguiente estudio de caso proporcionamos un ejemplo en el que se hace una 
inferencia utilizando la distribución muestra! de X. En este ejemplo sencillo se conocen 
// y cr. El teorema del límite central y el concepto general de las distribuciones muéstrales 
a menudo se utilizan para proporcionar evidencias acerca de algún aspecto importante de 
una distribución, por ejemplo uno de sus parámetros. En el caso del teorema del límite 
central el parámetro que nos interesa es la media fi. La inferencia que se hace acerca 
de n puede adoptar una de varias formas. Con frecuencia el analista desea que los datos 
(en la forma de x) respalden (o no) alguna conjetura predeterminada respecto al valor 
de fi. El uso de lo que sabemos sobre la distribución de muestieo puede contribuir a 
responder este tipo de pregunta. En el siguiente estudio de caso el concepto de prueba 
de hipótesis conduce a un objetivo formal que destacaremos en capítulos posteriores.

f.->tudio de caso 8.1:1 Partes para automóviles. Un importante proceso de fabricación produce partes de com* 
ponentes cilindricos para la industria automotriz. Es importante que el proceso produzca 
partes que tengan un diámetro medio de S.O milímetros. E! ingeniero implicado asume
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que la media de la población es de 5.0 milímetros. Se lleva a cabo un experimento donde 
se seleccionan al azar 100 partes elaboradas por el proce.so y se mide el diámetro de cada 
una de ellas. Se sabe que la desviación estándar de la población es cr = 0.1 milímetroi, 
El experimento indica un diámetro promedio muestral de x = 5.027 milímetros 
información de la muestra parece apoyar o refutar la suposición del ingeniero?

Solución: Este ejemplo refleja el tipo de problemas que a menudo se presentan y que se resuehen 
con las herramientas de pruebas de hipótesis que se presentan en los siguientes capítuloj 
No utilizaremos aquí el formalismo asociado con la prueba de hipótesis, pero ilustrare, 
mos los principios y la lógica que se utilizan.

El hecho de que los datos apoyen o refuten la suposición depende de la probabilidad 
de que dalos similares a los que se obtuvieron en este experimento (.í = 5.027) pueden 
ocurrir con facilidad cuando de hecho /i = 5.0 (figura 8.3). En otras palabras, ^^que' tan 
probable es que se pueda obtener .r > 5.027 con n = 100, si la media de la población 

= 5.0? Si esta probabilidad sugiere que x = 5.027 no es poco razonable, no se refuta 
la suposición. Si la probabilidad es muy baja, se puede argumentar con certidumbre qu¿ 
los datos no apoyan la suposición de que n - 5.0. La probabilidad que elegimos para el 
cálculo es dada por P(\X- 5| > 0.027).

En otras palabras, si la media/r es 5, ¿cuál es la probabilidad de que Xse des\íe

Figura 8.3: Área para el estudio de ca.so 8.1.

cuando mucho hasta 0.027 milímetros?

Pí!-V -5| >0.027) = P(Í - 5 >0027) +P(.Y - 5 < -0.027»

Vo i/\/í()ü /

Aquí simplemente estandarizamosde acuerdo con el teorema del limite ceniMl 
la suposición/! = 5 0 es cierta, \debería ser.ViO, 11. Por consiguiente.

injm - -■’) = - - ”=
Por lo tanto, se experimentaría por casualidad que una í csLiría a O 027 milm ■” '
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de la media en tan sólo 7 de 1000 experimentos. Como resultado, esle experimento con 
X = 5.027 ciertamente no ofrece evidencia que apoye la suposición de que fi = 5.0. De 
hecho. ¡la refuta consistentemente! J

Ejemplo 8.5:1 El viaje en un autobús especial pora ir de un campus de una universidad al campus de 
otra en una ciudad toma, en promedio, 28 minutos, con uno desviación estándar de 5 
minutos. En cierta semana un autobús hizo el viaje 40 veces. ¿Cuál es la probabilidad de 
que el tiempo promedio del viaje sea mayor a 30 minutos? Suponga que el tiempo pro­
medio se redondea al entero más cercano.

Solución: En este caso fi = 2Sy a =3. Necesitamos calcular la probabilidad > 30) con n — 
40. Como el tiempo se mide en una escala continua redondeada al minuto más cercano, 
una X mayor que 30 sena equivalente a x > 30.5. Por lo tanto,

P{X>30)=P =P(Z >3.16) =0.0008.\5/yj4Ó 5/y/4Q )

Hay sólo una ligera probabilidad de que el tiempo promedio de un viaje del autobús 
exceda 30 minutos. En la figura 8.4 se presenta una gráñea ilustrativa. -I

Figura 8 4: Área para el ejemplo 8.5

Distribución muestral de la diferencia entre dos medias
La ilustración del estudio de caso 8.1 se refiere a conceptos de inferencia estadl^uca 
sobre una sola media n. El ingeniero estaba interesado en respaldar una suposición um 
respecto a una sola media de pciblacidn. Una aplicación mudio mis importante incluse 
dos poblaciones. Un científico o ingeniero se podrían interesar en un expenmenio donde 
se comparan dos métodos de producción el 1 y el 2 La base pora tal comparación es 
/i, la diferencia entre las medias de población

Suponga que tenemos dos poblaciones, la pnmera con media p, > \ananza <Tj. \ 
la segunda con media /i, y \ononza al Representemos con el estadísuco Á'i la media
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de una muestra aleatoria de tamaño seleccionada de la primera población, y con el 
estadístico la media de una muestra aleatoria de tamaño n, seleccionada de la seguncj^ 
población, independiente de la muestra de la primera población. ¿Qué podríamos decir 
acerca de la distribución muestra! de la diferencia X\ — X2 para muestras repetidas de 
tamaños n, y «,? De acuerdo con el teorema 8.2, tanto la variable Xi como la variable 
X2 están distribuidas más o menos de forma normal con medias /i, y y varianza^ 
íTf//j, y aj/íi,, respectivamente. Esta aproximación mejora a medida que aumentan j 

AI elegir muestras independientes de las dos poblaciones nos aseguramos de que laj 
variables Xi y X2 sean independientes y, usando el teorema 7.11, con n, = 1 y s _[ 
concluimos que X| - X2 se distribuye aproximadamente de forma normal con media

Ry,-.Y: Mi -M:

y varianza
-.Y: = ^X, + ^Y:

Í7f <TY 
«I «2

El teorema del límite central se puede ampliar fácilmente ai caso de dos muestras y dos 
poblaciones.

Teorema 8.3: Si se extraen al azar muestras independientes de tamaños n, y n, de dos poblaciones, 
discretas o continuas, con medias /t, y fi, y varianzas aj y ^5, respectivamente, entonces 
la distribución muestral de las diferencias de las medias. Xi - X2, tiene una disiribucmn 
aproximadamente normal, con media y varianza dadas por

O’? ,
m.y.-.y: = Mt -m: y -.Y, = + ;;;•

De aquí, ^ ^ (X, -X;) ~(/J| -/i2)

y''(r7f/«¡) + ((75/n2)

es aproximadamente una variable normal estándar.

Si tanto /i| como /i, son mayores o iguales que 30. la aproximación nonnal para la 
distribución de X| -X2 es muy buena cuando las distribuciones subyacentes no están tan 
alejadas de la normal. Sin embargo, aun cuando /i, y u, sean menores que 30. la aponi- 
mación nonnal es hasta cierto punto buena, excepto cuando las poblaciones no mh 
definitivamente normales. Por supuesto, si ambas poblaciones son nonnales. ciiiontC' 
X| - X2 tiene una distribución normal sin importar de qué tamaño sean y n.

La utilidad de la distribución muestra! de la diferencia entre los dos promalu' 
muéstrales es muy similar a la que se describe en el estudio de caso 8.1 en la pagina 
235 para el caso de una sola media. .Ahora presentaremos el estudio de ca.so S.2. que s; 
enfoca en el uso de la diferencia entre dos medias muéstrales para respaldar ((' ni'i la 
suposición de que dos media.s de población son iguales.

Estudio de cas» 8.2:1 Tiempo de secado de pinturas. Se llevan a cabo dos experimentos independíeme', en 
los que se comparan dos tipos diferentes de pintura, el A y el ¡i. Con la pintura tipo \ 
pintan 18 especímenes y se registra el tiempo (en horasi que cada uno larda en secar L ’ 
mismo se hace con la pintura tipo B Se sabe que la des\ lación estándar de población é.’ 
ambas es LO.
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Si se supone que los especímenes pintados se secan en el mismo tiempo medio con 
los dos tipos de pintura, calcule P{Xa —Xb > 1.0), donde Xa y Xb son los tiempos 
promedio de secado para muestras de tamaño = ig.

Solución: A partir de la distribución de maestreo de X^ - Xb sabemos que la distribución es aproxi­
madamente normal con media

y varianza
fíx,-x,= tiA-t^B = 0

, _ ^ ^ 1
ua bb 18*^18 9'

Figura 8.5: Área para el estudio de caso 8.2.

La probabilidad que se desea es dada por la región sombreada en la tigura 8.5. En 
correspondencia con el valor Xa-Xb — \ .0, tenemos

1 -{(lA ~/ig)
v/T79

-o
VÜ9

de modo que

P{Z> 3.0) = 1 - F(Z< 3.0) = 1 -0.9987 = 00013. J

¿Qué aprendemos del estudio de caso 8.2?
La mecánica en el cálculo se ba.sa en la supusidún de que /<, = /Xg. Suponga, sin em­
bargo. que el experimento realmente se lleva a cabo con el tin de hacer una inferencia 
respecto a la igualdad de y los tiempos medios de secado de las dos poblaciones. 
Si se encontrara que los dos promedios diñeren poruña hora (o más), este resultado sería 
una evidencia que nos llevaría a concluir que el tiempo medio de secado de la p^iblacii>n
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no es igual para los dos tipos de pintura. Por otro lado, suponga que la diferencia en los 
dos promedios muéstrales es tan pequeña como, digamos, 15 minutos. Si

P [(^,1 -Xb)> 0.25 horas] = P
(Xa -Xb -o ' 3^

I ^A79 ~^)

= P \-P{Z< 0.75) = 1 -0.7734 0.2266.

Como esta probabilidad no es baja, se concluiría que una diferencia de 15 minutos en lis 
medias de las muestras puede ocurrir por azar, es decir, sucede con frecuencia aunque 

Por lo tanto, este tipo de diferencia en el tiempo promedio de secado cierta­
mente no es una señal clara de que ^ fig.

Como indicamos al principio, en los capítulos siguientes se observará un fonna- 
lismo más detallado con respecto a éste y a otros tipos de inferencia estadísucj, por 
ejemplo, la prueba de hipótesis. El teorema del límite central y las distribuciones de 
muestreo que se presentan en las siguientes tres secciones lambie'n desempeñarán un 
papel fundamental.

Ejemplo 8.6:1 Los cinescopios para televisor del fabricante A tienen una duración media de 6.5 años \ 
una desviación estándar de 0.9 años; mientras que los del fabricante B tienen una dura­
ción media de 6.0 años y una desviación estándar de 0.8 años. ¿Cuál es la probabilidad 
de que una muestra aleatoria de 36 cinescopios del fabricante A tenga por lo menos 1 año 
más de vida media que una muestra de 49 cinescopios del fabricante B‘l 

Solución: Tenemos la siguiente información:

Población 1 Población 2
fi\ = 6.5 - 6.0
(Ti = 0.9 = 0.8
/ij = 36 nz =49

Si utilizamos el teorema 8.3, la distribución muestral de X| - Xz .será aproximada­
mente normal y tendrá una media y una desviación estándar de

H -xz = 6-5 - 6-0 = 0.5 y íT.í, _.v, = + ^ = 0-1 «9.

La probabilidad de que 36 cinescopios del fabricante A tengan por lo menos l año 
más de vida media que 49 cinescopios del fabricante B es dada por el área de la region 
sombreada de la figura 8.6. Con respecto al \alor í, —.i. = 1.0. encontramos que

I.0-0.5
0.189

= 2.65.

y de aquí

P(Xi -Xj > 1.0) = PiZ > 2.65) = 1 -P(Z < 2 65)
= l - 0.996Ü = ü.tKUO. J
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Figura 8 6’ Área para el ejemplo 8 6

Más sobre la distribución muestra! de medias. Aproximación normal 
a la distribución binomial

En la sección 6 5 analizamos a fondo la aproximación normal a la distribución binomial 
Estaban dadas las condiciones sobre los parámetros n y p, para los cuales la distribución 
de una variable aleatoria binomial se puede aproximar mediante la distribución normal 
Los ejemplos y los ejercicios reflejaron la importancia del concepto de "aproximación 
normal” Resulta que el teorema del limite central da mis idea de como y por que fun­
ciona esta aproximación Sabemos con certeza que una sanable aleaiona binomial es el 
número X de éxitos en n pruebas independientes, donde el resultado de cada prueba es 
binano En el capítulo 1 también vimos que la proporción calculada en un expenmento 
así es un promedio de un conjunto de ceros y unos. De hecho, mientras que la proporción 
X/n es un promedio, X es la suma de este conjunto de ceros y unos, y tanto A' como X/n 
son casi normales si n es suficientemente grande Desde luego, a partir de lo que apren­
dimos en el capítulo 6, sabemos que hay condiciones de /i y p que afectan la calidad de 
la aproximación, a saber, np >5y nq > 5

Ejercicios
8.17 Si se extraen todas las muestras posibles de ta­
maño 16 de una población normal con media igual a SO 
y desviación cslandar igual a 5, ¿.cual es la probabilidad 
de que una media mueslral Xcaiga en el intervalo que 
\ade/i\ — 1 9íT;^ ap.^ — 0 4(Ty'’Suponga que las me­
dias muéstrales se pueden medir con cualquier grado 
de precision

8.18 Si la desviación estándar de la media para la 
distnbucion mueslral de muestras aleatonas de ta 
maño 36 de una población grande o intinita es 2. (,quc 
tan grande debe ser el tamaño de la muestra si la des 
viacion estándar se reduce a 1 2'*
8.19 Se fabrica cierto tipo de hilo con una resistencia a 
la tensión media de 78 3 kilogramos \ una desviación 
estándar de 5 6 kilogramos (Como cambia la vananza 
de la media mueslral cuando el tamaño de la muestra

ü) aumenta de 64 a 196'* 
h) disminuvc de 784 a49’

8.20 Dada la población umlorme discreta

\0. en otro caso

calcule la probabilidad de que una muestra aleatona de 
tamaño 54, seleccionada con reemplazo, produzca una 
media mueslral major que 4 I pero menor que 4 4 
Suponga que las medias se miden ai décimo mas 
cercano
8.21 Una maquina de bebidas gaseosas se aiusta de 
manera que la cantidad de bebida que sirve promedie 
240 mililitros con una desviación estándar Je 15 mi 
lilitros La maquina se ventica penodicamente to­
mando una muesini de 40 bebidas y calculando el
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contenido promedio. Si la media de las 40 bebidas 
es un valor dentro del inter\’alo ¡i^ ± 2(T,y, se piensa 
que la máquina opera satisfactoriamente; de lo con­
trario, se ajusta. En la sección 8.3 el ejecutivo de la 
empresa encontró que la media de 40 bebidas era 
.X = 236 mililitros y concluyó que la máquina no ne­
cesitaba un ajuste. ¿Fue e'sta una decisión razonable?
8.22 Las estaturas de 1000 estudiantes se distribuyen 
aproximadamente de forma normal con una media de
174.5 centímetros y una desviación estándar de 6.9 
centímetros. Si se extraen 200 muestras aleatonas de 
tamaño 25 de esta población y las medias se registran al 
décimo de centímetro más cercano, determine
a) la media y la desviación estándar de la distribu­

ción muestra! de X;
b) el número de las medias muéstrales que caen entre

172.5 y 175.8 centímetros;
c) el número de medias muéstrales que caen por de­

bajo de 172 0 centímetros.
8.23 La variable aleatoria X, que representa el nú­
mero de cerezas en un tarta, tiene la siguiente distnbu- 
cion de probabilidad

X 4 5 6 7
P{X =.x) 0.2 0.4 0.3 0.1

a) Calcule la media // y la vanan/a <T- de X
b) Calcule la media ¡x^ y la vananza cr^ de la media 

Xpara muestras aleatorias de 36 tartas de cereza.
c) Calcule la probabilidad de que el número prome­

dio de cerezas en 36 tartas sea menor que 5 5.
8.24 Si cierta máquina fabrica resistencias eléctricas 
que tienen una resistencia media de 40 ohms y una des­
viación estándar de 2 ohms, <,cuál es la probabilidad de 
que una muestra aleatoria de 36 de estas resistencias 
tenga una resistencia combinada de más de 1458 ohms?
8.25 La vida media de una máquina para elaborar pan 
es de 7 años, con una desviación estándar de I año. 
Suponga que la sida de estas máquinas sigue aproxi­
madamente una disinbución normal y calcule
íi) la probabilidad de que la % ida media de una mues­

tra aleatoria de 9 de estas máquinas caiga entre 6.4 
y 7.2 años;

b) el valor de x a la derecha del cual caeria lÓCr de 
las medias calculadas de muestras aleatorias de ta­
maño y

8.26 La cantidad de tiempo que le loma al cajero de 
un banco con serxicio en el auiomóxil a'cnder a un 
cliente es una \ anuble aloatonacon una media/t = 32 
minutos y una desviación estándar ir = 1 6 minutos. Si 
se observa una muestra aleatoria de 64 clientes, calcule 
la probabilidad de que el tiempo medio que el cliente

pasa en la ventanilla del cajero sea
u) a lo sumo 2.7 minutos;
b) más de 3.5 minutos;
c) al menos 3.2 minutos pero menos de 3.4 minuioj

8.27 En un proceso químico la cantidad de cieno tipo 
de impureza en el producto es difícil de controlar y po^ 
ello es una vanable aleatoria. Se especula que la canti- 
dad media de la población de impurezas es 0.20 gramo, 
por gramo del producto. Se sabe que la desviación están, 
dar es 0.1 gramos por gramo. Se realiza un expcrimenio 
para entender mejor la especulación de que = 0 2 El 
proceso se lleva a cabo 50 veces en un laboratono y el 
promedio de la muesüxi .f resulta ser 0.23 gramos per 
gramo. Comente sobre la especulación de que la can­
tidad media de impurezas es 0.20 gramos por gramo 
Utilice el teorema del límite central en su respuesta.
8.28 Se toma una muestra aleatona de tamaño 35 de 
una población normal que tiene una media de 80 y una 
desviación estándar de 5. Una segunda muestra alea­
toria de tamaño 36 se loma de una población normal 
diferente que tiene una media de 75 y una desviación 
estándar de 3. Calcule la probabilidad de que la media 
muesiral calculada de las 25 mediciones exceda la me­
dia muestral calculada de la.s 36 mediciones por lo me­
nos 3.4 pero menos de 5.9 Suponga que las diferencia, 
de las medias se miden al décimo más cercano.
8.29 La distribución de alturas de cierta raza de pe­
rros terrier tiene una media de 72 centímetros y una 
desviación estándar de 10 centímetros; en tanto que b 
distribución de alturas de cierta raza de poodles uene 
una media de 28 centímetros con una dcsv lación están­
dar de 5 centímetros Suponga que las medias muéstra­
les se pueden medir con cualquier grado de precisión 
y calcule la probabilidad de que la media muestral de 
una muestra aleatona de alturas de 64 terriers exceda 
la media muestra! para una muestra aleatona de aliuraN 
de KKl poodles a lo .sumo 44.2 centímelms.
8-30 La calificación promedio de los estudiantes de 
pnmer año en un examen de aptitudes en cieña uni­
versidad es 540. con una desviación estándar de 50 
Suponga que las medias se miden con cualquier gradi' 
de precisión. t^Cuál es la probabilidad de que dos cni- 
pos seleccionados al azar, que constan de 32 \ 50 C'iu- 
diantes. respectivamente, difieran en sus calititacionc' 
promedio por 
u) más de 20 puntos? 
b) una cantidad entre 5 V 10 puntos’

8.31 Considere el estudio de caso 8.2 de la pagira 
238 Suponga que en un expenmento se utilizaron 1' 
especímenes para cada tipo de pintura s que ‘i 
la diferencia real en el tiempo medio de secado, rc'ulti' 
ser 1 0
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a) ¿Porcceria ser un resultado razonable si lo.s dos 
tiempos promedio de secado de las dos poblacio­
nes realmente son iguales? Utilice el resultado que 
se obtuvo en el estudio de coso 8.2.

b) Si alguien hiciera el exjjerimento 10,000 veces bajo 
la condición de que — /tg, ¿en cuántos de esos
10,000 experimentos habría una diferencia — Xg 
tan grande como 1.0 (o más grande)?

832 Dos máquinas diferentes de llenado de cajas se 
utilizan para llenar cajas de cereal en una línea de ensam­
ble. La medición fundamental en la que iníluycn estas 
máquinas es el peso del producto en las cajas. Los in­
genieros están seguros de que la varianza en el peso 
del producto es = 1 onza. Se realizan experimentos 
usando ambas máquinas con tamaños muéstrales de 36 
cada una. Los promedios muéstrales pam las máquinas 
Ay B son x^ = 4.5 onzas y Xg = 4.7 onzas. Los ingenie­
ros se sorprenden de que los dos promedios maestrales 
para las máquinas de llenado sean ton diferentes, 
íi) Utilice el teorema del límite central para determinar

P(Xb ~Xa >0.2)
bajo la condición de que^^ = ftg. 

h) ¿Los experimentos mencionados parecen, de cual­
quier forma, apoyar consistentemente la suposi­
ción de que las medias de población de los dos 
máquinas son diferentes? Explique utilizando la 
respuesta que encontró en el inciso a.

833 El benceno es una sustancia química altamente 
tóxica para los seres humanos. Sin embargo, se utiliza 
en la fabricación de medicamentos, de tintes y de recu­
brimientos, así como en la peletería. Las regulaciones 
del gobierno establecen que el contenido de benceno en 
el agua que resulte de cualquier proceso de producción 
en el que participe esta sustancia no debe e.xccder 7950 
partes por millón (ppm). Para un proceso particular de 
interés, un fabricante recolectó una muestra de agua 25 
vece.s de manera aleatoria y el promedio muestral x fue 
de 7960 ppm. A partir de los datos históricos, se sabe 
que la desviación estándar eres 100 ppm.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que el promedio mues- 

ütü en este experimento exceda el límite estable­
cido por el gobierno, si la media de la población es 
igual al límite? Utilice el teorema del límite central.

b) ¿La .V = 7960 observada en este experimento es 
firme evidencia de que la media de la población

8.5 Distribución muestral de 5“

en este proceso excede el límite impuesto por el 
gobierno? Responda calculando

P{X > 7960 I/i = 7950).
Suponga que la distribución de la concentración 
de benceno es normal.

8.34 En la fabricación de cierto producto de acero se 
están utilizando dos aleaciones, la A y la B. Se necesita 
diseñar un experimento para comparar las dos aleacio­
nes en términos de su capacidad de carga máxima en 
toneladas, es decir, la cantidad máxima de carga que 
pueden soportar sin romperse. Se sabe que las dos des­
viaciones estándar de la capacidad de carga son iguales 
a 5 toneladas cada una. Se realiza un experimento en el 
que se prueban 30 especímenes de cada aleación {A y 
B) y se obtienen los siguientes resultados:

.T.Í =49.5, .tb =45.5; xa —xn =4.
Los fabricantes de la aleación A están convencidos de 
que esta evidencia demuestra de forma concluyente que 
//^ > Hg y. por lo tanto, que su aleación es mejor. Los 
fabricantes de la aleación B afirman que el experimento 
fácilmente podría haber resultado .f^ — Xg = 4, incluso 
si las dos medias de población fueran iguales. En otras 
palabras, “¡los resultados no .son concluyentes!", 
íí) Encuentre un argumento que ponga en evidencia 

el error de los fabricantes de la aleación B. Para 
ello calcule

P(Xa -Xa >4 I /Tí =/j/i).

b) ¿Considera que estos datos apoyan fuertemente a 
la aleación Al

835 Considere la situación del ejemplo 8.4 de la 
página 234. ¿Los resultados que se obtuvieron allí lo 
llevan a cuestionar la premisa de que fi = 800 horas? 
Proporcione un resultado probabilfstico que indique 
que tan raro es el evento ^ < 775 cuando n = 8(X). 
Por otro lado, ¿qué tan raro sería si u fuera, verdadera­
mente. digamos, ^ 760 hora.s?
836 Sea A'j. X,.... X^ una muestra alealoriu de una
distribución que sólo puede adoptar valores positivos. 
Utilice el teorema del límite central para argumen­
tar que si n es tan grande como se requiere, entonces

= Xj A',... X^ tiene aproximadamente una distribución 
logarítmica nomial.

En la sección anterior aprendimos acerca de la distribución muestral de .Y. El teorema del 
límite central nos pennitió utilizar el hecho de que

LiJí
CTlsfñ
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Teorema 8.4:

tiende a N(0, 1) a medida que crece el tamaño de la muestra. Las distribuciones niues. 
¡rales de estadísticos importantes nos permiten conocer información sobre los paránie. 
tros. Por lo general, los parámetros son las contrapartes del estadístico en cuestión Po^ 
ejemplo, sí un ingeniero se interesa en la resistencia media de la población de cierto tipy 
de resistencia, sacará provecho de la distribución muesiral de ^una vez que reúna la 
información de la muestra. Por otro lado, si está estudiando la variabilidad en la resis­
tencia. evidentemente utilizará la distribución muestral de S~ para conocer la contraparte 
paramétrica, la varianza de la población a-.

Si se extrae una muestra aleatoria de tamaño n de una población normal con media 
fi y varianza y se calcula la varianza muestral. se obtiene un valor del estadístico S' 
Procederemos a considerar la distribución del estadístico (n -

Mediante la suma y la resta de la media muestral .íes fácil ver que

n n

-flf = Y,[ÍX, -X) + {X -II)]-
1=1 1=1

n n n

= Y^(X,-X)-+Y^(X -pf +2(X -p)J2(X,-X)
1 = 1 /=1 /=l

n
= Y^(Xi-X)-+n{X -fi)-.

1 = 1
n

Al dividir cada término de la igualdad enme cr- y sustituir (n - 1)5' por -.Y )-. 
obtenemos

(t2
í=i

(n-l)S- {X -fi)- 
^ c'-Jn '

Ahora, de acuerdo con el corolario 7.1 de la página 222. sabemos que

E 0-2

es una variable aleatoria chi cuadrada con n grados de libertad. Tenemos una variable atea- 
tona chi cuadrada con n grados de libertad dividida en dos componentes. Obser\e que on b 
sección 6.7 demostramos que una distribución chi cuadrada es un ca.so especial de la ilMn- 
bución gamma. El segundo término del lado derecho es Z*. que es una variable aleaiona 
chi cuadrada con I grado de libertad, y resulta que (n - 1)5Vít- es una san.ibb* 
aleatoria chi cuadrada con n - 1 grados de libertad. Formalizamos esto en el sigiuenií 
teorema.

Si 5* es la varianza de una muestra aleatoria de tamaño n que se toma de una pi)bij>.ivin 
normal que tiene la varianza <7-, entonces el estadístico

. (/i-l)5= (X, -X)-
C7*

tiene una distribución chi cuadrada con r = n - 1 grados de libertad
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Los valores de la variable aleatoria x* se calculan de cada muestra mediante 
la fórmula

^ 0-2 ■

La probabilidad de que una muestra aleatoria produzca un valor mayor que algún 
valor especíñeo es igual al área bajo la curva a la derecha de este vdor. El valor x~ 
arriba del cual se encuentra un área de a por lo general se representa con Xa* 
ilustra mediante la región sombreada de la ñgura 8.7.

La tabla A.5 da los valores de Xq para diversos v'alores de Q y v. Las áreas, a, son los 
encabezados de las columnas; los grados de libertad, v. se dan en la columna izquierda, 
y las entradas de la tabla son los valores x*. En consecuencia, el valor ^ con 7 grados 
de libertad, que deja un área de 0.05 a la derecha, es Xoos = 14.067. Debido a la falta de 
simetría, para encontrar Xo.95 = 2.167 para v = 7 también debemos usar las tablas.

Exactamente 95% de una distribución chi cuadrada cae entre X0975 V Xoo25* 
valor X* Que cae a la derecha de X0.025 probabilidades de ocurrir, a menos que
el valor de o'* que supusimos sea dema.siado pequeño. Lo mismo sucede con un valor x* 
que cae a la izquierda de Xo.975> ^^al tampoco es probable que ocurra, a menos que 
el valor de er' que supusimos sea demasiado grande. En otras palabras, es posible tener 
un valor X‘ a la izquierda de X0975 o a la derecha de X0025 cuando el valor de <r- es 
correcto; pero si esto sucediera, lo más probable es que el valor de cr* que se supuso sea 
un error.

Ejemplo 8.7: i Un fabricante de baterías para automóvil garantiza que su producto durará, en promedio.
3 años con una desviación estándar de 1 año. Si cinco de estas baterías tienen duraciones 
de 1.9,2.4.3.0,3.5 y 4.2 años, ¿el fabricante continuará convencido de que sus baterías 
tienen una desviación estándar de 1 año? Suponga que las duraciones de las baterías si­
guen una di.stríbuc¡ón normal.

Solución: Primero se calcula la varianza de la muestra usando el teorema 8.1,

Entonces.

(5)(48.26)-(15)-
(5)(4)

= 0.815.

.Y-
(4K0.815)

= 3.26
I
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es un valor de una distribución chi cuadrada con 4 grados de libertad. Como 95% de loj 
valores ^ grados de libertad cae entre 0.484 y 11.143, el valor ‘calculado coij
or* = 1 es razonable y, por lo tanto, el fabricante no tiene razones para sospechar que ij 
desviación estándar no sea Igual a 1 año. J

Grados de libertad como una medición de la información muestra!
Del corolario 7.1 expuesto en la sección 7.3 recuerde que

n

E a''-

tiene una distribución x} con n grados de libertad. Observe también el teorema 8.4, el 
cual indica que la variable aleatoria

(«-1)5-
Ct2

n

= E
(X,-X)‘

<t2

tiene una distribución X‘ con « - 1 grados de libertad. El lector debe también recordar 
que el término grados de libertad, que se utiliza en este contexto idéntico, se estudió en 
el capítulo 1.

Como antes indicamos, el teorema 8.4 no se demostrará; sin embargo, el lector 
puede verlo como una indicación de que cuando no se conoce y se considera la disin- 
bución de

(Xi-X)'E
t=i (7-

hay 1 grado menos de libertad, o se pierde un grado de libertad al estimar ft (es decir, 
cuando ft se reemplaza por.?). En otras palabras, en la muestra aleatoria de la distribu­
ción normal hay « grados de libertad o partes de información independientes. Cuando 
los datos (los valores en la muestra) se utilizan pora calcular la media, hay un grado 
menos de libertad en la información que se utiliza para estimar ¿r*.

8.6 Distribución t
En la sección 8.4 se analizó la utilidad del teorema del límite central. Sus aplicacionc-. gi­
ran en lomo a las inferencias sobre una media de la población o a la diferencia entro do> 
medias de población. En este contexto es evidente la utilidad de utilizar el teorenu Jcl 

límite central y la distribución nomial. Sin embargo, se supuso que se conoce la do'-ua- 

ción estándar de la población. Esta suposición quizá sea razonable en situacione> en la' 
que el ingeniero está muy familiarizado con el sistema o proceso. Sin embargo, en mu­
chos escenarios experimentales el conocimiento de (T no es ciertamente má.s ra/onub!.’ 
que el conocimiento de la media de la población ft. A menudo, de hecho, una esiim.icion 
de trdebe ser proporcionada por la misma información muesiral que produce el prome­
dio muestral .x. Como resultado, un estadístico natural a considerar para tratar con 
inferencias sobre /< es

T = X -II 
S/yJTt'
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dado que S es el análogo de la muestra para o*. Si el tamaño de la muestra es pequeño, 
los valores de fluctüon de forma considerable de una muestra a otra (véase el ejercicio 
8.43 de la página 259) y la distribución de T se desvía de forma apreciable de la de una 
distribución normal est^dar.

Si el tamaño de la muestra es suñcientemente grande, digamos n > 30, la distribu* 
ción de Tno difiere mucho de la normal estándar. Sin embargo, para n < 30 es útil tratar 
con la distribución exacta de T. Pora desarrollar la distribución muestral de T, supon­
dremos que nuestra muestra aleatoria se seleccionó de una población normal. Podemos 
escribir, entonces,

^_{X -/t)/íff/V^) _ 2

donde
Z =

tiene una distribución normal estándar y

(n-I)^

tiene una distribución chi cuadrada con v = n-l grados de libertad. Al obtener muestras 
de poblaciones normales se puede demosüar que Xy S' son independientes y. en con­
secuencia, también lo son Z y V. El siguiente teorema proporciona la definición de una 
variable aleatoria T como una función de Z (normal estándar) y X‘- completar se 
proporciona la función de densidad de la distribución /.

A — p.

Teorema 8.5; Sea Z una variable aleatoria norma! estándar y V una variable aleatoria ctu cuadrada con 
V grados de libertad. SiZy Vson independientes, entonces la distribución de la variable 
aleatoria T, donde _

T = —
v/V>

es dada por la función de densidad
-{•+D/2ri(v-M)/2I/ 

nv/2)^' V v/

Ésta se conoce como la distribución t con v grados de libertad.

— 00 < / < oo.

A partir de lo antes expuesto, y del teorema anterior, se deriva el siguiente corolano.
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Corolario 8.1: Sean X^, X,.... variables aleatorias independientes normales con media /< y desvia­
ción estándar <7. Sea

y
1=1

Entonces la variable aleatoria tiene una distribución l con v = n - 1 grados de li- 
bertad.

La distribución de probabilidad de T se publicó por pnmera vez en 1908 en un ar- 
uculo de W. S. Gosset. En esa época, Gosset trabajaba para una cervecería irlandesa que 
prohibía a sus empleados que publicaran los resultados de sus investigaciones. Para e\ adir 
la prohibición Gosset publicó su trabajo en secreto bajo el seudónimo de “Student". Es 
por esto que a la distribución de T se le suele llamar distribución / de Student o simple­
mente distribución /. Para derivar la ecuación de e.sta distribución Gosset supuso que lis 
muestras se seleccionaban de una población normal. Aunque ésta parecería una suposi­
ción muy restrictiva, se puede demostrar que las poblaciones que no son normales y que 
poseen distribuciones en forma casi de campana aún proporcionan valores de T que se 
aproximan muy de cerca a la distribución /.

¿Qué apariencia tiene la distribución t?
La distribución de T se parece a la distribución de Z en que ambas son simétricas al- 
rededor de una media de cero. Ambas distribuciones tienen forma de campana, pero 
la distribución i es más variable debido al hecho de que los valores T dependen de ti> 
fluctuaciones de dos cantidades. X y 5’; mientras que los valores Z dependen sólo de 
los cambios en Xde una muestra a otra. La distribución de T diflere de la de Z en que la 
varianza de T depende del tamaño de la muestra n y siempre es mayor que 1. Solo cuando 
el tamaño de la muestra n —^ co las dos distribuciones .serán iguales. En la figura 88 
se presenta la relación entre una distribución normal estándar (v = ac) y las distnbucio 
nes i con 2 y 5 grados de libertad. Los puntos porcentuales de la distribución r se dan en 
la tabla A.4.

“L 0 r„
-f

Figura 8.8: Curvas de la distribución / para 
V = 2. 5 y oo.

Figura 8.9: Propiedad de simetría (alrededor 
de 0) de la distribución /
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El valor t por arriba del cual se encuentra un área igual a a por lo general se re­
presenta con Por consiguiente, el valor / con 10 grados de libertad que deja una área 
de 0.025 a la derecha es i = 2.228. Como la distribución / es simétrica alrededor de 
una media de cero, tenemos /, = -r„; es decir, el t'alor / que deja una área de 1 - Q a
la derecha y, por lo tanto, una área de a a la izquierda es igud al valor t negativo que deja 
una área de a en la cola derecha de la distribución (véase la figura 8.9). Esto es, = 
*■^003’ ~ etcétera.

Ejemplo 8.8:1 El valor t con v = 14 grados de libertad que deja una úrea de 0.025 a la izquierda y. por 
lo tanto, una área de 0.975 a la derecha, es

t() 975 = —= —2.145. jj

Ejemplo 8.9:1 Calcule /»(-/o 025 <T < roas).
Solucióir. Como deja una área de 0.05 a la derecha y deja una área de 0.025 a la izquier­

da, obtenemos una área total de

1 - 0.05 - 0.025 = 0.925

entre y En consecuencia,

^(—<T < foo5 ) = 0.925. j

Ejemplo 8.10:1 Calcule A* tal que P(k < T < —1761) = 0.045 para una muestra aleatoria de tamaño 

15 que se selecciona de una distribución normal y

0 045
k -fooos 0

Figura 8.10’ Valores t para el ejemplo S.IO

Solución: A partir de la tabla A.4 adsertimos que 1.761 corresponde a cuando \ = 14. Por lo 
tanto, = -1.761. Puesto que en el enunciado de probabilidad onginal k está a la 
izquierda de = -1.761, tenemos que k = -/^^. Entonces, a partir de I.1 ligura 8.10. 
tenemos

0.045 = 0 05 - a. o = 0.(K)5 

Así, de la tabla A 4 con v = 14.

k = = -2.977 y < í < -1.7611 =0 045 J
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Exactamente 95% de los valores de una distribución / con v = /i - 1 grados de li. 
bertad caen entre y Por supuesto, hay otros valores í que contienen 95% de la 
distribución, como y /^qj, pero estos valores no aparecen en la tabla A.4 y, además, 
el intervalo más corto posible se obtiene eligiendo valores / que dejen exactamente la 
misma área en las dos colas de nuestra distribución. Un valor t que caiga por debajo de 
-tf,02¡ o por arriba de tendería a hacemos creer que ha ocurrido un evento muy raro, 
o que quizá nuestra suposición acerca de/r es un error. Si esto ocurriera, tendríamos que 
tomar la decisión de que el valor de /í que supusimos es erróneo. De hecho, un valor t qug 
cae por debajo de -/gg, o por arriba de /g^g, proporcionaría incluso evidencia más sólida 
de que el valor de ft que supusimos es muy improbable. En el capítulo 10 se tratarán 
procedimientos generales para probar aseveraciones respecto al valor del parámetro /<. £] 
siguiente ejemplo ilustra una vista preliminar del fundamento de tales procedimientos.

Ejemplo 8.11; I Un ingeniero químico afirma que el rendimiento medio de la población de un cierto 
proceso de lotes es 500 gramos por mililitro de materia prima. Para verificar dicha afir­
mación muestren 25 lotes cada mes. Si el valor / calculado cae entre -ígg, y queda 
satisfecho con su afirmación. ¿Qué conclusión deberia sacar de una muestra que tiene 
una media .f = 518 gramos por mililitro y una desviación estándar muestral j = 40 gra­
mos? Suponga que la distribución de rendimientos es aproximadamente normal.

Solución: En la tabla A.4 encontramos que tggj = 1.711 para 24 grados de libertad. Por lo tanto, el 
ingeniero quedará satisfecho con esta afirmación si una muestra de 25 lotes rinde un 
valor / entre-1.711 y 1.711. Si fi = 500. entonces.

/
518-500
40/-V/25

2.25,

un valor muy superior a 1.711. La probabilidad de obtener un valor /. con v = 24. iguj] 
o mayor que 2.25, es aproximadamente 0.02. Si // > 500, el valor de r calculado de la 
muestra sería más razonable. Por lo tanto, es probable que el ingeniero concluya que el 
proceso produce un mejor producto del que pensaba. J

¿Para qué se utiliza la distribución /?
La distribución / se usa ampliamente en problemas relacionados con inferencias acerca 
de la media de la población (como se ilustra en el ejemplo 8.11) o en problemas que 
implican muestras comparativa.s (es decir, en casos donde .se trata de determinar si las 
medias de dos muestras son muy diferentes). El uso de la distribución se ampliará en 
los capítulos 9. 10. 11 y 12. El lector deben'a notar que el uso de la distribución / para 
el estadístico

r =

requiere que X,, X,.....X sean normales. El uso de la distribución i y la consideración
del tamaño de la muestra no se relacionan con el teorema del límite central. El uso tk 
la distribución normal estándar en vez de T para n i .^ü sólo implica, en este caso, que 5 
es un estimador suficientemente bueno de cr. En los siguientes capítulos la distribución 
/ se usa con amplitud.

Lit
S/yJñ
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8.7 Distribución F

Recomendamos la distribución t en parte por su aplicación a problemas en los que hay 
muestreo comparativo, es decir, a problemas en que se tienen que comparar dos medias 
muéstrales. Por ejemplo, algunos de los ejemplos que daremos en los siguientes capí­
tulos adoptarán un método aún más formal; un ingeniero químico reúne datos de dos 
catalizadores, un biólogo recoge datos sobre dos medios de crecimiento o un químico 
reúne datos sobre dos métodos de recubrimiento de material para prevenir la corrosión. 
Si bien es importante que la información muestral aclare lo relacionado con dos medias 
de población, a menudo éste es el caso en el que comparar la variabilidad es igual de 
importante, si no es que más. La distribución F tiene una amplia aplicación en la com­
paración de varianzas muéstrales y también es aplicable en problemas que implican dos 
o más muestras.

El estadístico F se define como el cociente de dos variables aleatorias chi cuadrada 
independientes, dividida cada una entre su número de grados de libertad. En consecuen­
cia, podemos escribir

F-^
V/V2'

donde U y V son variables aleatorias independientes que tienen distribuciones chi cua­
drada con V, y Vj grados de libertad, respectivamente. Estableceremos ahora la distribu­
ción muestnil de F.

Teorema 8.6; Sean Uy Vdos variables aleatorias independientes que tienen distribuciones chi cuadra­
da con V, y v’j grados de libertad, respectivamente. Entonces, la distribución de la varia­
ble aleatoria ^ = ~~ es dada por la función de densidad

_ J n»i/2)IH-:/2) (I+v,//v:)i'i*-2)/5 ’ / > 0.
lo. /< 0.

Ésta se conoce como la distribución F con v, y \\ grados de libertad (g.l.).

En capítulos posteriores utilizaremos ampliamente la variable aleatoria F. Sin embargo, 
no emplearemos la función de densidad, la cual sólo se dará como complemento. La 
curva de la distribución F no sólo depende de los dos parámetros v, y v, sino también del 
orden en el que se establecen. Una vez que tenemos estos dos valores, podemos identifi­
car la curva. En la figura 8.11 se presentan distribuciones F típicas.

Seael valor/por arriba del cual encontramos un área igual a q. Esto se ilustra 
mediante la región sombreada de la figura 8.12. La tabla A.6 proporciona valores de 
sólo para a = 0.05 y a = 0.01 para varias combinaciones de los grados de libertad v, 
y V,. Por lo tanto, el valor/con 6 y 10 grados de libertad, que deja un área de 0.05 a la 
derecha. es/,jjj = 3.22. Por medio del siguiente teorema, la tabla A 6 también se puede 
utilizar para encontrar valores deyff¡^- La demostración se deja al lector.
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Figura 8 11: Distribuciones F típicas.

/ \
/ \
/ \

Figura 8.12: Ilustración de pora la 
distribución F.

Teorema 8.7: AI escribir(v,, v,) para^ con v, y v, grados de libertad, obtenemos

/l-o(»’l.‘’2)
1

/n(V2,v,)’

Por consiguiente, el valor/con 6 y 10 grados de libertad, que deja una área de 0 95 a la 
derecha,es

/ü 95(6,10) =
1

/o 05 (10* 6)
I

IÓ6 = 0.246.

La distribución F con dos varianzas muéstrales
Suponga que las muestras aleatona.s de tamaños ;i, y n, se seleccionan de dos poblaciiv 
nes normales con vananzas er} y trs, respectivamente. Del teorema 8.4, sabemos que

, í/ii - I)Sf y xl
(n; -1)5;

son vanables aleatonas que tienen distnbuciones chi cuadrada con V| = n, - 1 y », = n 
- I grados de libertad. Además, como las muestras se seleccionan al a/ar, tratamos ton 
vanables aleatorias independientes Entonces, usando el teorema 8 6 con \T = ( >
= V, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 8.8: Si Sj y 5; son las vananzas de muestras aleatonas independientes de tamaño n \ n 
tomadas de poblaciones normales con vanan/as rrf y cr;. respectivamente, entontes.

5r/rrr ^ o-;5f 
Sl/aj íTfS;

tiene una distnbución F ton i’, 1 y = 1 grados de libertad
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¿Para qué se utiliza la distribución F?
AI inicio de esta sección contestamos esta pregunta parcialmente. La distribución F se 
usa en situaciones de dos muestras para hacer inferencias acerca de las varianzas de po­
blación, lo cual implica aplicar el teorema 8.8. Sin embargo, la distribución F también se 
puede aplicar a muchos otros tipos de problemas que involucren varianzas muéstrales. 
De hecho, la distribución F se llama distribución de razón de varianzas. Como ejemplo, 
considere el estudio de caso 8.2 en el que se compararon las dos pinturas. A y en 
relación con el tiempo medio que tardan en secar, en donde la distribución normal se 
aplica muy bien (suponiendo que se conocen cr^ y <r^). Sin embargo, suponga que nece­
sitamos comparar tres tipos de pinturas, digamos A. By C,y que queremos determinar si 
las medias de población son equivalentes. Suponga que un resumen de la información 
importante del experimento es el siguiente:

Pintura Media muestral Varianza muestral Tamaño muestral
A Xa = 4.5 s~ =0.20 10
B Xu =5.5 si = 0.14 10
C Xc =6.5 si =0.11 10

El problema se centra alrededor de si los promedios muéstrales (t^. .f^, .tj.) están o 
no suficientemente alejados. La implicación de "suficientemente alejados” resulta muy 
importante. Parecería razonable que si la variabilidad entre los promedios muéstrales es 
mayor que lo que se esperaría por casualidad, los datos no apoyan la conclusión de que 

— Si estos promedios muéstrales pudieran ocumr por casualidad depende de 
la variabilidad dentro de ¡as muestras, cuando se cuaniifican por medio de sy y 
La idea de los componentes importantes de la vanabilidad se obser\’a mejor utilizonuo 
algunas gráficas sencillas. Considere la gráfica de los datos brutos de las muestras A. B 
y C que se presenta en la figura 8 13. Estos datos podrían generar con facilidad la infor­
mación antes resumida.

A A A A A A A B A AB A B B B B B BBCCB C C CC C C C C

45 55 65
t 1“ -r

Xb Xc

Figura 8.13: Datos de tres muestras diferentes

Parece evidente que los datos provienen de distribuciones con diferentes medias de 
población, aunque hay cierto traslape entre las muestras. Un análisis que inclusa todos 
los datos intentaría determinar si la variabilidad entre los promedios muéstrales \ la va- 
nabilidad dentro de las muestras podría haber ocurrido conjuntamenie si. de hetho. las 
poblaciones tienen una media comiin. Observe que la clave para este análisis se centra 
alrededor de las dos siguientes fuentes de variabilidad.

1. Variabilidad dentro de las muestras (entre observaciones en muestras distintas)
2. Variabilidad entre muestras (entre promedios muesiralex)

Es evidente que si la variabilidad en 1) es considerablemente mavor que en 2). entonces 
habrá un traslape considerable en los dalos muéstrales, una señal de que los dalos po 
drían provenir de una distribución común. En el conjunto de datos que se presenta en la
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figura 8.14 se encuentra un ejemplo. Por otro lado, es muy improbable que los daio<,de 
una distribución con una media común puedan tener una variabilidad entre pronicdioj 
muéstrales que sea considerablemente mayor que la variabilidad dentro de las muestras

A B C A CB AC CAB C ACBA BABABCACBBABCC
± ± ±
Xa *c 'fl

Figura 8.14: Datos que con facilidad podrían provenir de la misma población.

Las fuentes de variabilidad en 1) y 2) generan imponantes cocientes de varui,,. 
zas muéstrales y los cocientes se utilizan Junto con la distribución F. El procedimietuo 
general implicado se llama análisis de varianza. Es interesante que en el ejemplo 
la pintura aquí descrito tratamos con inferencias sobre tres medias de población pero 
utilizamos dos fuentes de variabilidad. No proporcionaremos detalles aquí, pero en íoj 
capítulos 13, 14 y 15 utilizaremos ampliamente el análisis de varianza en donde, por 
supuesto, la distribución F desempeña un papel importante.

8.8 Gráfícas de cuantiles y de probabilidad

En el capítulo 1 presentamos al lector las distribuciones empíricas. El objeti\o es utilizar 
presentaciones creativas para extraer información acerca de las propiedades de un conjumo 
de dalos. Por ejemplo, los diagramas de tallo y hojas brindan al observador una imugon d.> 
la simetría y de otras propiedades de los datos. En este capítulo tratamos con muestras que. 
por supuesto, son conjuntos de dalos experimentales de los que .sacamos conclusiones so­
bre las poblaciones. A menudo, la apanencia de la muestra proporciona información sobre 
la distribución de la que se tomaron los dalos. Por ejemplo, en el capítulo I ilustramos b 
naturaleza general de pares de muestras con gráficas de puntos que presentan una compa­
ración relativa entre la tendencia central y la \ariabilidad de dos muestras.

En los capítulos siguientes con frecuencia supondremos que una distribución cs nor­
mal. La información gráfica respecto a la validez de esta suposición se puede obtener j 
partir de presentaciones como los diagramas de tallo y hojas y los histogramas de treeuon- 
cias. Además, en esta sección presentaremos los conceptos de iinifuas de pmluihtlutiü 
normal y gráficas de cuantiles. Estas gráfica.s se utilizan en estudios con diversos grajo» 
de complejidad con el principal objetivo de que las gráficas proporcionen una veriticjeios 
diagnóstica sobre la suposición de que los datos prov ienen de una distnbucion nomu!

Podemos caracterizar el análisis estadístico como el proceso de sacar conclu'iimí' 
acerca de los sistemas en presencia de la v ariabtlidad de! sistema. Por ejemplo, el inten:.' 
de un ingeniero por aprender acerca de un proceso químico a menudo es ob'taculi/J 
por la vanahilidad del proceso. Un estudio que implica el número de artículo^ dele, 
luosos en un proceso de producción con frecuencia se dificulta por la \anjbihd.iJ 
el método con el que se fabrican. En las secciones antenores aprendimos acerca de !-■ 
muestras y los estadísticos que expresan el centro de localización y la varuibiiidad e" 
la muestra. Tales estadísticos ofrecen medidas simples, en tanto que una presentacie' 
gráfica brinda información adicional por medio de una imagen.

Un upo de gráfica que puede ser especialmente útil para revelar la naturaleza de u" 
conjunto de datos es la gráfica de i uanules. Igual que en el caso de la gralica de 
y extensión (véase la sección 1.61. en el que el objetivo del analiNta es hacer disiineume* 
en la gráfica de cuantiles se pueden utilizar las ideas básicuN para comparar nnu vfriO*''
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datos. En los siguientes capítulos se presentarán más ejemplos del uso de las gráficas de 
cuantiles, en los que se analizará la inferencia estadística formal asociada con la com­
paración de muestras. En su momento, los estudios de caso mostrarán al lector tanto la 
inferencia formal como las gráficas diagnósticas para el mismo conjunto de datos.

Gráfica de cuantiles

El propósito de las gráficas de cuantiles consiste en describir, en forma de muestra, la 
función de distribución acumulada que se estudió en el capítulo 3.

Definición 8.6: Un cuanül de una muestra, q(f), es un valor para el que una fracción específica/de los 
valores de los datos es menor que o igual a q(f).

Evidentemente, un cuantil representa una estimación de una característica de una 
población o, más bien, la distribución teónca. La mediana de la muestra es </(0.5) El 
percentil 75 (cuarlil superior) es </(0.75) y el cuartil inferior es ^(0.25).

Una gráfica de cuantiles simplemente }>raf¡ca ¡os va!ore\ de los datos en el eje 
vertical contra una evaluación empírica de la fracción de ob.ser\-aaones e.xLedida\ por 
¡os valores de los datas. Para propósitos leóncos esta fracción se calcula con

donde i es el orden de las observaciones cuando se ordenan de la menor a la major. En 
otras palabras, si denotamos las observaciones ordenadas como

,V(i> <y,2> <vn,

entonces la gráfica de cuantiles describe una gráfica de contra f En la figura S 15 
se presenta la gráfica de cuantiles para las asa.s de las latas de pintura analizadas con 
anterioridad.

A diferencia de la gráfica de caja y extensión, la gráfica de cuantiles realmente mues­
tra todas las observaciones. Todos los cuantiles, incluidos la mediana y los cuantiles supe­
rior e inferior, se pueden aproximar de forma visual. Por ejemplo, observamos fácilmente 
una mediana de 35 y un cuartil superior de alrededor de 36 Las agrupaciones relativa­
mente grandes en tomo a valores específicos se indican por pendientes cercanas a cero, 
mientras que los datos e.scasos en ciertas amas producen pendientes más abruptas La 
figura 8.15 describe la dispersión de dalos de los valores 28 a 30. pero una densidad relati­
vamente alta de 36 a 38. En los capítulos 9 y 10 proseguimos con las gráficas de cuantiles 
mediante la ilustración de formas útiles en que es posible comparar disiinUs muestras

Dcben'a ser muy evidente para el lector que delectar si un conjunto de dalos prov lene 
o no de una distribución normal puede ser una herramienta importante para el analista de 
dalos. Como antes indicamos en esta sección, a menudo suponemos que la totalidad o 
subconjunlos de las observaciones en un conjunto de datos son realizaciones de \ anubles 
aleatorias normales independientes idénticamente distnbuidas Una vez mis. la gralica de 
diagnóstico a menudo .se agrega a (con fines de presentación) una priuha de bondad del 
ajuste formal de los datos. Las pruebas de bondad del ajuste se estudiarán en el capítulo 
10. Los lectores de un artículo o informe científico suelen considerar la inlorniacHtn de 
diagnóstico mucho más clara, menos anda y quiza menos aburrida que un análisis (oniial
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3 34 O

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Fracción, f

Figura 8.15: Gráñca de cuantiles para los datos de la pintura.

En los capítulos siguientes (del 9 al 13) nos enfocaremos nuevamente en los métodos de 
detección de desviaciones de la normalidad como un agregado de la inferencia estadística 
formal. Las gráñeas de cuantiles son útiles para detectar los tipos de di.stribución. En |j 
elaboración de modelos y en el diseño de experimentos tambie'n hay situaciones en que 
se utilizan las gráñeas para detectar términos o efectos del modelo que están activos. 
En otros situaciones se utilizan para determinar si las suposiciones subyacentes que d 
científico o el ingeniero hicieron en la construcción del modelo son o no razonables. En 
los capítulos 11. 12 y 13 ,se incluyen muchos ejemplos con iIusU“aciones. La siguieme 
subsección brinda un análisis y un ejemplo de una gráfica de diagnóstico denoniinaJj 
gráfico de cuantiles-ciiantiles normales.

Gráfíca de cuantiles-cuantiles normales
La gráfica de cuanüles-cuantiles normales aprovecha lo que se conoce sobre los cuantiles 
de la distribución normal. La metodología incluye una gráfica de los cuantiles empíri­
cos recie'n analizados, contra el cuantil correspondiente de la distribución normal. .Ahora, 
la expresión para un cuantil de una variable aleatoria N(fu a) es muy complicada. .Sin 
embargo, una buena aproximación es duda por

í//.,a(/) = M + í^|4.9Il/‘"-' -n -/)‘''"]1.

La expresión entre las llaves (el múltiplo de a) es la aproximación para el cuantil corre'- 
pendiente pura la variable aleatoria MO. 1), es decir.

íA).ií/) = 4.911/'”" -11 -/)'”"!.
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pefiniclón 8.7: La gráfica de cuanUIes>cuantIIes normales es una gráfica de (observaciones orde­
nadas) contra 9ó,i(/í), donde f¡ =

Una relación cercana a una línea recta sugiere que los datos provienen de una distribución 
normal. La intersección en el eje vertical es.una estimación de la media de la población /< 
y la pendiente es una estimación de la desviación estándar cr. La figura 8.16 presenta una 
gráfica de cuantiles-cuantiles normales para los datos de las latas de pintura.

40

38

36

32

30

28

-2 2 1 -2 2 

Cuantil normal estándar, , (f)

Figura 8.16: Gráfica de cuantiles-cuantiles nonnalcs para los datos de la pintura

Grafícación de la probabilidad normal
Observe cómo la desviación de la normalidad se vuelve evidente gracias a la apariencia 
de la gráfica. La asimetría que exhiben los datos produce cambios en la pendiente

Las ideas para graficar la probabilidad se manifiestan en versiones dilerenies de la 
gráfica de cuantiles-cuantiles nonnalcs que se presentó aquí. Por ejemplo, se ha puesio 
mucha atención a la llamada gráfica de probabilidad normal, en la que / se gráfica con­
tra los valores de los datos ordenados en un papel especial j la escala utili/ada da como 
resultado una línea recta. Además, una gráfica alternativa uiili/a los valores e'•pe^ado^ 
de las observaciones clasificadas para la dislnbución normal v dibuja las observaciones 
clasificadas contra su valor esperado, bajo el supuesto de dalos de ai Una ve/ mas. 
la línea recta es el cnterio gráfico que se emplea Continuamos suginendo que bas.irse en 
los métodos analíticos gráficos que se desenben en esta sección av udará a comprender los 
métodos formales que permiten distinguir muestras dileremes de dalos
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Ejemplo 8.12:1 Considere los datos del ejercicio 10.41 en la página 358 del capítulo 10. En el esim]¡o 
“Retención de nutrientes y respuesta de comunidades de macroinvertebrados ante la pjj., 
sión de aguas residuales en un ecosistema fluvial”, que se llevó a cabo en el departamen­
to de zoología del Virginia Polytechnic Institute y la universidad estatal, se recabaron 
datos sobre mediciones de densidad (número de organismos por metro cuadrado) en dos 
diferentes estaciones colectoras. En el capítulo 10 se dan detalles con respecto a los mé­
todos analíticos de comparación de muestras para determinar si ambas provienen de la 
misma distribución V(íí, a). Los datos se presentan en la tabla 8.1.

Tabla 8.1: Datos para el ejemplo 8.12 

Número de organismos por metro cuadrado
Estación 1 Estación 2

5,030 4,980 2,800 2,810
13,700 11,910 4,670 1,330
10,730 8,130 6,890 3,320
11,400 26,850 7,720 1,230

860 17,660 7,030 2,130
2,200 22,800 7,330 2,190
4,250 1,130

15,040 1,690
Dibuje una gráfica de cuaniiles-cuantiles normales y saque conclusiones con respecto a 
si es razonable o no suponer que las dos muestras provienen de la misma distribución
/j(.v;//, (T).

25,000

20,000

15,000

10,000

5,000

-2

Estación 1 
Estación 2

-10 12 
Cuantil normaJ estándar, q. ,{f)

Figura 8.17; Gráfica de cuantiles-cuanliles nonnaics para los dalos de den.sidad del ejemplo 8.12
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Solución'. La figura 8.17 muestra la gráfica de cuanüles-cuantiles normales para las mediciones de 
densidad. La gráfica se aleja mucho de una sola línea recta. De hecho, los datos de la 
estación 1 reflejan pocos valores en la cola inferior de la distribución y varios en la cola 
superior. El “agrupamiento” de observaciones hace que parezca improbable que las dos 
muestras provengan de una distribución común N(^i, a). Jl

Aunque hemos concentrado nuestra explicación y ejemplo en las gráficas de proba­
bilidad para distribuciones normales, podemos enfocarnos en cualquier distribución. Tan 
sólo necesitaríamos calcular cantidades de forma analítica para la distribución teórica en 
cuestión.

Ejercicios

gj7 Pora una distribución chi cuadrada calcule
a) cuando v = 15; 
í) 01 cuando v = 7;
f) X5.ÍB cuando v = 24.

Para una distribución chi cuadrada, calcule 
alX'ocos cuando v=5; 
í) ;\^oj cuando r = 19;
f) Xooi cuando v = 12.
&39 Para una distribución chi cuadrada calcule ^ , 
ulquc
a) P{X‘ > = 0.99 cuando v = 4;
b) PiX‘ > Xa) = 0.025 cuando r = 19;
c) P{37.652 < X* < Xa) = 0.045 cuando v = 25.

8.40 Pora una distribución chi cuadrada calcule Xa. 
ulque
fl) P(X* >Xo) = 0.01 cuando v = 21; 
b] P(X' <Xo) = 0.95 cuando v = 6; 
d/*(Xo<^‘ < 23.209) = 0.015 cuando v = 10.

&41 Suponga que las varíanzas muéstrales son me- 
i&ciones conünua.s. Calcule la probabilidad de que una 
oiuestra aleatoria de 25 ob.scrvacÍone.s. de una pobla- 
cióD normal con varianza fri = 6. tenga una varianza 
Eiiesiral S' 
fl) mayor que 9.1;
6) entre 3.462 y 10.745.

U2 Las calificaciones de un examen de colocación 
que se aplicó u estudiantes de primer año de una uni- 
lenidad durante los últimos cinco años tienen una dis- 
mbución aproximadamente normal con una media ft = 
^4y una varianza cr- = 8. ¿Seguiría considerando que 
tt’ = 8 es un valor válido de la varianza si una muestra 
dfaioria de 20 estudiantes, a los que .se les aplica el

examen de colocación esto año, obtienen un valor de 
.r = 20?
8.43 Demuestre que la varianza de S- para muestras 
aleatorias de tamaño ;i de una población normal dismi­
nuye a medida que aumenta n. [Sugerencia: primero 
calcule la varianza de (« - 1 )57tr-|.
8.44 a) Calcule cuando r = 14.
b) Calculecuando »•= 10.
c) Calcule cuando »• = 7

8.45 (í) Calcule PíT < 2.365) cuando v — 7.
b) Calcule P(7> 1.318) cuando r = 24.
c) Calcule P(-1.356 < 7< 2.179) cuando v = 12.

</) Calcule P(7>-2.567) cuando V = 17.
8.46 rt) Calcule <T< r,„„) para r = 20.
b) Calcule 7(7 >

8.47 Dada una muestra aleatoria de tamaño 24 de una 
distribución normal, calcule k tal que
íí) P(-2.069 <7<A) = Ü,965;
b) 7()i<7< 2.807) = 0.095;
c) 7(-fc<7<A) = Ü.9ü.

8.48 Una empresa que fabnca juguetes electrónicos 
afirma que las baterías que utiliza en sus productos 
duran un promedio de 30 horas. Para mantener este 
promedio se prueban 16 baterías cada mes. Si el valor 
/ calculado cae entre y r, la empresa queda sa­
tisfecha con su afirmación. ,,Qué conclusiones debería 
sacar la empresa a partir de una muestra que tiene una 
media de .í = 27.5 horas y una desviación estándar de 
,y = 5 horas? Suponga que la distribución Je las dura­
ciones de las baterías es aproximadamente normal.
8.49 Una población nomul con vonan/a descontK-ida 
tiene una media de 20 ¿Es posible obtener una mues­
tra aleatoria de tamaño 9 de esta pc'biacion con una me­
dia de 24 y una desv lacuin estándar de 4.1 ' Si no lucra 
posible, ¿a que conclusión llegona '
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8.50 Un fabricante de cierta marca de barras de cereal 
con bajo contenido de grasa afirma que el contenido pro­
medio de grasa saturada en éstas es de 0.S gramos. En 
una muestra aleatona de 8 barras de cereal de esta marca 
se encontró que su contenido de grasa saturada era de 
0 6.0.7,0.7,0.3,0.4,0.5,0.4 y 0.2. ¿Estaría de acuerdo 
con tal afirmación? Suponga una distribución normal.
8.51 Para una distnbución F calcule:

/oQ5''i = y= *5’
b) /oQjConv, = 15y V, = 7;
c) /coi conv, =24y 19;

(1) /„„conv, = 19y v, = 24;
e) /o„conv, =28y V, = 12.

8.52 Se aplican pruebas a 10 cables conductores 
soldados a un dispositivo semiconductor con el fin de 
determinar su resistencia a la tracción. Las pruebas de­
mostraron que para romper la unión se requieren las 
libras de fuerza que se listan a continuación:

19.8 12.7 13.2 16.9 10.6
18.8 11.1 14.3 17 0 12.5

Otro conjunto de 8 cables conductores que forman un 
dispositivo se encapsuló y se probó para determinar si 
el encapsulado aumentaba la resistencia a la tracción. 
Las pruebas dieron los siguientes resultados:

24.9 22.8 23.6 22.1 204 21.6 21.8 225
Comente acerca de la evidencia disponible respecto a 
la Igualdad de las dos vananzas de población.
8.53 Considere las siguientes mediciones de la capa-

Ejercicios de repaso
8.56 Considere los datos que se presentan en el ejer­
cicio 1.20 de la página 31. Dibuje una gráfica de caja 
y extensión, y comente acerca de la naturaleza de la 
muestra. Calcule la media muestral y la desviación es­
tándar de la muestra.
8.57 Si Xj, X,,.., son \anables aleatorias inde­
pendientes que tienen distribuciones exponenciales 
idénticas con parámetro 6, demuestre que la función 
de densidad de la variable aleatona P = + A’, +• +

es la de una distnbución gamma con parámetros 
Q = ny 0 = 0
8.58 Al probar el monóxido de carbono que contiene 
cierta marca de cigamllos. los datos que se obtuvieron, 
en miligramos por cigamllo. se codihcaron restando 12 
a cada observación Utilice los resultados del ejercicio 
8.14 de la página 231 para calcular la desviación es­
tándar del contenido de monóxido de carbono de una 
muestra aleatona de 15 cigamllos de esta marca, si las 
mediciones codificadas son 3 8. —0 9,5 4.4 5.5 2.5 6, 
-0.1. -0 3.-1 7.5 7, 3 3.44, -05y 1 9

cidad de producción de calor del carbón producido pof 
dos minas (en millones de calorías por tonelada):

Mina 1: 8260 8130 8350 8070 8340 
Mina 2: 7950 7890 7900 8140 7920 7840

¿Se puede concluir que las dos varianzas de población 
son iguales?
8.54 Dibuje una gráfica de cuamiles con los siguientes 
datos, que representan la vida, en horas, de cincuenia 
lámparas incandescentes esmeriladas de 40 watts y i [q 
voltios, tomados de pruebas de vida forzadas.

919 1196 785 1126 936 918
1156 920 948 1067 1092 1162
1170 929 950 905 972 1035
1045 855 1195 1195 1340 1122
938 970 1237 956 1102 1157
978 832 1009 1157 1151 1009
765 958 902 1022 1333 811

1217 1085 896 958 1311 1037
702 923

8.55 Dibuje una gráfica de cuantiles-cuantiles nor­
males con los siguientes datos, que representan Io> 
diámetros de 36 cabezas de remache en 1/100 de un3 
pulgada:

6.72 6 77 6 82 6.70 6 78 6.70 6 62
6.75 6.66 6.66 6.64 6 76 6.73 6 80
6.72 6.76 6.76 6 68 6 66 6 62 6 72
6.76 6.70 6.78 6.76 6.67 6 70 6 72
6 74 
6.72

681 6 79 6 78 6.66 6 76 6 76

8.59 Si Sf y S? representan las vananzas de muestra', 
aleatonas independientes de tamaños = 8 y /i. = 12 
tomadas de poblaciones normales con vanan/as igua­
les, calcule P{S ] I S\ <4 89).
8.60 Una muestra aleatona de 5 presidentes de bxn 
eos indicó sueldos anuales de S395,0(K). S521.(XX'
S483.000, $479.000 > $510.000. Calcule la vananrade 
este conjunto
8.61 Si el numero de huracanes que azotan cierta aru 
del este de Estados Unidos cada año es una v anable alca 
tona que tiene una distnbución de Poisson con /i = 6 
calcule la probabilidad de que esta área sea azotada por
ü) exactamente 15 huracanes en 2 años. 
b) a lo sumo 9 huracanes en 2 años.

8.62 Una empresa de taxis prueba una muestra alca- 
tona de 10 neumáticos radiales con bandas tensor.b dí 
acero de cierta marca > registra los siguientes desgi'tc' 
de la banda- 48.000, 53,<XX). 45,000. 61,0(X), -59 0t<'- 
56,(H)0. 63.(X)0. 49.000, 53,(XK) > 54.ÍXX) kilometro'
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L'iilicc los resultados del ejercicio 8.14 de la página 
251 para calcular lo desviación estándar de este con» 
pjjio de datos disidiendo primero cada observación 

1000 y después restando 55 al resultado.
Considere los dalos del ejercicio 1.19 de la 

jpna 31. Dibuje una gráfica de caja y extensión, 
cómenic y calcule la media muestra] y la desviación
jjjindarmuestral.
Í.64 Si y 5? representan las vananzas de muestra.s 
ileaiorias independientes de tamaños n, = 25 y «, = 
51 tomadas de poblaciones normales con varianzas ítJ 
- lOy = 15. respectivamente, calcule 

P(SJ/S¡ > 1.26).

J.ÍS Considere el ejemplo 1.5 de la página 25. 
Comente acerca de cualquier valor extremo.

Considere el ejercicio de repaso 8.56. Comente 
yx¡a¡ de cualquier valor extremo en los datos.
gi7 La resistencia a la rotura X de cierto remache 
que se utiliza en el motor de una máquina tiene una 
media de 5000 psi y una desviación e.stándar de 400 
pn. Se toma una muestra aleatoria de 36 remaches. 
Cresidere la distribución de la media muestra! de la 
resistencia a la rotura
o) ¿Cuál es la probabilidad de que la media de la 

muestra caiga entre 4800 psi y 5200 psi?
¿Qué muestra n sería necesana pura tener

P(4900 <X < 5100) = 099?

8.68 Considere la situación del ejercicio de rcpa.so 
8.61 Sí la población de la cual se tomó la muestra tiene 
Eñamedia poblacional fi = 53.000 kilómetros, ¿esta in­
formación de la muestra parece apoyar esa afirmación? 
En su respuesta calcule

^ - 53,000
j/Vio

) determine, consultando la tabla A.4 (con 9 g.i.). si el 
lalor I calculado es razonable o si parece ser un suceso 
raro
8.69 Se con.sideran dos propulsores de combustible 
sólido distintos, el tipo/1 y el tipo P, para una acusidad 
del programa espacial. La.s velocidades de combustión 
til el propulsor son fundamentales. Se toman muestras 
deaionas de 20 especímenes de los dos propulsores 
ton medias muéstrales de 20 5 cm/s para el propulsor

J de 24.50 cm/s para el propulsor B. Por lo general 
se supone que la variabilidad en la velocidad de com- 
huiión es casi igual para los dos propulsores y que es 
determinada por una desviación estándar de población 
de 5 cm/s. Suponga que la velocidad de combustión

para cada propulsor es aproximadamenle nonnal, por 
lo cual se debería utilizar el teorema del límite central. 
Nada se sabe acerca de lo.s medias poblacionatcs de los 
dos velocidades de combustión y se espera que este ex­
perimento revele algo sobre ellas.
a) Si. de hecho. = , t^üélscrá P(Xb —Xa

>4.0)?
b) Utilice lo que respondió en el inciso a) para dar luz 

sobre la validez de la proposición = /ig
8.70 La concentración de un ingrediente activo en 
el producto de una reacción química es fuenemente 
influido por el catalizador que se usa en la reacción. 
Se considera que cuando se utiliza el catalizador A la 
concentración media de la población excede el 65íí>. 
Se sabe que la desviación estándar es cr = Una 
muestra de productos tomada de 30 experimentos indc- 
pendientc.s proporciona la concentración promedio de 

= 64.5^c.
a) ¿Esta información muestral. con una concentra­

ción promedio de .f^= 64.5Cc. ofrece información 
inquietante de que quizá/i, no sea el 6S?r sino me­
nos que e.se porcentaje? Respalde su respuesta con 
una aseveración de probabilidad

b) Suponga que se realiza un experimento similar 
utilizando otro catalizador, el B Se supone que la 
desviación estándar <rsigue siendo 59c y .r^ resulta 
ser 709r. Comente si la información muestral del 
catalizador B sugiere con certeza que ftg es en rea­
lidad mayor que /i^. Respalde su respuesta calcu­
lando

P(Xb -Xa >55 1;;fl =^,)
c) En el caso de que = 65^. determine la

distribución aproximada de las siguientes canti­
dades (con la media y la vananza de cada una) 
Utilice el teorema del límite central
i)X„. .

u)XA — Xn ,

8.71 Con la información del ejercicio de repa.so 8.70 
calcule (suponiendo//^ = 65^c) P\Xi, > 70)
8.72 Dada una vanable aleatoria norma! -Y con media 
20 y vananza 9. y una muestra alcatona de tamaño n 
tomada de la distnbucion. «.qué tamaño de la muestra 
n se necesita para que

P(199<X <2ül) = 09.‘i’

8.73 En el capítulo 9 se estudiara con detenimiento el 
concepto de estimación de parámetros Suponga que 
.Yes una vanable alcatona con median y vanan/a/r = 
1 0 Además, suponga que se loma una muestra aléalo-
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ría de tamaño n y que x se utiliza como un estimado de 
ft. Cuando se toman los datos y se mide la media de la 
muestra, deseamos que ésta esté dentro de 0.05 unida­
des de la medía real con una probabilidad de 0.99. Es 
decir, aquí queremos que haya muchas posibilidades de 
que la x calculada de la muestra esté “muy cerca de” la 
media de población (¡dondequiera que ésta se encuen­
tre!), de manera que deseamos

P(|í -/í|> 0.05) = 0.99.

¿Qué tamaño de muestra se requiere?
8.74 Suponga que se utiliza una máquina para llenar 
envases de cartón con un líquido. La específícación 
que es estrictamente indispensable para el llenado de 
la máquina es 9 ± 1.5 onzas. El proveedor considera 
que cualquier envase de cartón que no cumpla con tales 
límites de peso en el llenado está defectuoso. Se espera 
que al menos 99% de los envases de cartón cumplan 
con la especificación. En el caso de que ft = 9y <7— 
1, ¿qué proporción de envases de cartón del proceso 
están defectuosos? Si se hacen cambios para reducir la 
variabilidad, ¿cuánto se tiene que reducir a para que 
haya 0.99 de probabilidades de cumplir con la especifi­
cación? Suponga una distribución normal para el peso.
8.75 Considere la situación del ejercicio de repaso 
8.74. Suponga que se hace un gran esfuerzo para “es­
trechar” la variabilidad del sistema. Después de eso se 
toma una muestra aleatoria de tamaño 40 de la nueva

línea de ensamble y se obtiene que la varianza de ¡a 
muestra es = 0.188 onzas^. ¿Tenemos evidencia 
numérica sólida de que cr' se redujo a menos de I.qí 
Considere la probabilidad

<0.188 ]£T = 1.0), 

y dé una conclusión.
8.76 Proyecto de grupo: Divida al grupo en equipos 
de cuatro estudiantes. Cada equipo deberá ir al ginina- 
sio de la universidad o a un gimnasio local y pregun­
tar a cada persona que cruce el umbral cuánto mide en 
pulgadas. Después, cada equipo dividirá los datos de 
las estaturas por género y trabajará en conjunto para 
realizar las actividades que se indican a continuación,
a) Dibujen una gráfica de cuantiles-cuantiles normal 

con los datos. Si usan la gráfica como base, ¿les 
pareceria que los datos tienen una distribución 
normal?

b) Utilicen la varianza muestral como un estimado de 
la varianza real para cada género. Supongan que la 
estatura media de la población de los hombres es 
realmente tres pulgadas más grande que la de las 
mujeres. ¿Cuál es la probabilidad de que la esta­
tura promedio de los hombres sea 4 pulgadas mis 
grande que la de las mujeres en su muestra?

c) ¿Qué factores podrían provocar que estos resulta­
dos sean engañosos?

8.9 Posibles riesgos y errores conceptuales. Relación 
con el material de otros capítulos

El teorema del límite central es una de las más poderosas herramientas de la estadísiicx 
y aunque este capítulo es relativamente breve, contiene gran cantidad de infonnación 
fundamental acerca de las herramientas que se utilizarán en el resto del libro.

El concepto de distribución muestra! es una de las ideas fundamentales más impor­
tantes de la estadística y. en este momento de su entrenamiento, el estudiante debeni 
entenderlo con claridad antes de continuar con los siguientes capítulos, en Jos cujk’' 
se continuarán utilizando ampliamente las distribuciones muéstrales. Supí>ngu que se 
quiere utilizar el estadístico Xpara hacer inferencias acerca de la media de la población 
fi, lo cual se hace utilizando el valor observado .x de una sola muestra de tamaño n. 
Luego, cualquier inferencia deberá hacerse lomando en cuenta no solo el valor único, 
sino también la estructura teórica o la distribución de todos los valores i que se po­
drían observar a partir de las muestras de tamaño n. Como resultado de lo anterior 
surge el concepto de distribución muestral. que es la base del teorema del límite central 
Las distribuciones t, X y ^ también se utilizan en el contexto de las disiribucionc' 
muéstrales. Por ejemplo, la distribución /. que se ilustra en la figura 8.8, représenla b 
estructura que ocurre si se forman todos los valores de donde .f y .v se toman de L-
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muestras de tamaño n de una distribución /i(jr; /i, a). Se pueden hacer comentarios simi­
lares en relación con )^y F,y lector no debería olvidar que la información muestral 
que conforma los estadísticos para todas estas distribuciones es la normal. Por lo tanto, 
se podría afirmar que donde haya una ^ F o la fuente era una muestra de una 
distribución normal.

Podría parecer que las tres distribuciones antes descritas se presentaron de una 
forma bastante aislada, sin indicar a qué se refieren. Sin embargo, aparecerán en la reso­
lución de problemas prácticos a lo largo del texto.

Ahora bien, hay tres cuestiones que se deben tener presentes para evitar que haya 
confusión respecto a estas distribuciones muéstrales ñindamentalesi

i) No se puede usar el teorema del límite central a menos que se conozca cr. Para usar 
el teorema del límite central cuando no se conoce cr se debe reemplazar con s, la 
desviación estándar de la muestra.

ii) El estadístico T no es un resultado del teorema del límite central y a:,, .t,.... deben
provenir de una distribución n(.r; fi, cr) para que sea una distribución r, por su­
puesto, s es tan sólo una estimación de cr.

iii) Aunque el concepto de grados de libertad es nuevo en este punto, debería ser muy 
intuitivo, ya que es razonable que la naturaleza de la distribución de 5 y también i 
deban depender de la cantidad de información en la muestra .t,, Xy..., .t^.



Capítulo 9

problemas de estimación 
de una y dos muestras

9,1 Introducción

En los capítulos antenores destacamos las propiedades del muestreo de la media > de la 
vananza muéstrales Tambie'n destacamos las representaciones de dalos en vanas for­
mas. El propósito de estas presentaciones es establecer las bases que permitan a los es­
tadísticos sacar conclusiones acerca de los parámetros de poblaciones lomadas de datos 
expenmentales Por ejemplo, el teorema del limite central bnnda información sobre la 
dislnbución de la media muestral X La distribución incluye la media de la población 
Por consiguiente, cualesquiera conclusiones respecto a fi, extraídas de un promedio 
muestra] observado, deben depender de lo que se sabe acerca de su disinbucion mues- 
iral Se podría decir algo similar en lo que se rehere a S* > a' Como es ev idente, es muy 
probable que cualquier conclusión que saquemos acerca de la vananza de una disinbu- 
ción normal implique la disinbución muestral de S-

En este capítulo comenzaremos por presentar de manera termal el proposito de 
la inferencia estadística Continuaremos con el análisis del problema de la estima­
ción de los parámetros de la población Restnngiremos nuestros desarrollos formales 
de los procedimientos de estimación especihcos a problemas que impliquen una y dos 
muestras

9.2 Inferencia estadística

En el capítulo 1 presentamos la filosofía general de la inferencia estadística lonnal La 
inferencia estadística consta de los métodos mediante los cuales se hacen intercncias o 
generalizaciones acerca de una población La tendencia actual es distinguir entre el mé­
todo clásico de estimación de un parametro de la población, donde las inlerenuas se 
basan estnclamente en información obtenida de una muestra aleatoria seleccionada de la 
población, y el método bayesiuno, el cual ulili/a el conocimiento subjetivo que >a se 
posee sobre la distribución de probabilidad de los parametros desconocidos junto con la 
información que proporcionan los datos de la muestra En la may or parte de este capitu­
lo utilizaremos los métodos clasicos para estimar los parametros de la población deseo 
nocidos, como la media, la proporción y la vanan/a, mediante el calculo de estadísticos 
de muestras aleatorias y la aplicación de la leona de las distribuciones muéstrales, gran
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parte de lo cual se estudió en el capítulo 8. La estimación bayesiana se analizará en el 
capítulo 18.

La inferencia estadística se puede dividir en dos áreas principales: estimación y 
pruebas de hipótesis. Trataremos estas dos áreas por separado: en este capítulo verecos 
la teoría y las aplicaciones de la estimación, y en el capítulo 10 revisaremos la prueba dg 
hipótesis. Para distinguir claramente un área de la otra, considere los siguientes ejemplos 
Un candidato a un cargo público podría estar interesado en estimar la verdadera proporción 
de votantes que lo favorecerán mediante la obtención de las opiniones de una muestra 
aleatoria de 100 de ellos. La parte de votantes en la muestra que favorecerán al candidato 
se podría utilizar como un estimado de la verdadera proporción en la población de votan­
tes. El conocimiento de la distribución muestral de una proporción nos permite establecer 
el grado de exactitud de tal estimado. Este problema cae en el área de la estimación.

Considere ahora el caso de alguien a quien le interesa averiguar si la marca/t de cera 
para piso es más resistente al desgaste que la marca B. Se podría plantear la hipótesis de 
que la marca A es mejor que la marca B y, después de la prueba adecuada, aceptar o re­
chazar dicha hipótesis. En este ejemplo no intentamos estimar un parámetro, sino llegar 
a una decisión correcta acerca de una hipótesis planteada previamente. Una vez mis. 
dependemos de la teoría del maestreo y de utilizar datos que nos proporcionen alguna 
medida del grado de exactitud de nuestra decisión.

9.3 Métodos de estimación clásicos
La estimación puntual de algún parámeuo de la población 9 es un solo valor Ó de un 
estadístico 0. Por ejemplo, el valor x del estadístico X, que se calcula a partir de una 
muestra de tamaño n, es una estimación puntual del parámetro de la población /i. 
De manera similar, p =.t/n es una estimación puntual de la verdadera proporción p para 
un experimento binomial.

No se espera que un estimador logre estimar el parámetro de la población sin cnor. 
No se espera que Xestime p con exactitud, lo que en realidad se espera es que no este 
muy alejada. Para una muestra específica, la manera en que sejjodría obtener un e.stima- 
do más cercano de p es utilizando la mediana de la muestra X como estimador. Con^- 
dere. por ejemplo, una muestra que consta de los valores 2, 5 y 11 de una población cuya 
media es 4, la cual, supuestamente, se desconoce. Podríamos estimar p para que .sea.í = 6 
usando la media muestral como nuestro estimado, o bien, x = 5 utilizando la mediana 
muestral. En este caso el estimador X produce una estimación más cercana al parámetro 
verdadero que la que produce el estimador^ . Por otro lado, si nuestra muestra aleaiona 
contiene los valores 2. 6 y 7. entonces .í = 5 y -t = 6. de manera que el mejor estima­
dor es X. Cuando no conocemos el valor real de p. tenemos que comenzar por decidir 
qué estimador utilizaremos, si X o X.

Estimador insesgado
¿Cuáles son las propiedades que una "buena" función de decisión debería tener pora 
poder influir en nuestra elección de un estimador en vez de otro? Sea 0 un estimador 
cuyo valor 9 es una estimación puntual de algún parámetro de la población dcscoiK»- 
cido 9. Sin duda desearíamos que la distribución muestral de 0 tuviera una media igual 
al parámetro estimado. AI estimador que tuviera c.sta propiedad se le llamaría estimador 
insesgado.



0 Métodos de estimación clásicos 267

Definición 9.1: Se dice que un estadístico 0 es un estimador insesgado del parámetro 9 si

= 0-

Ejemplo 9.1:1 Demuestre que S- es un estimador insesgado del parámetro tr*. 

Solución', En la sección 8.5. en la página 244, demostramos que

-y.)-.
f = l l»l

Entonces,

E(S-) E

Y^E(X, -/!)“ -nE(X ~n)- — noc

Sin embargo,
Ox, =o^. para í =1 ,2,.. .,n. y ítj = —.

Por lo tanto.

Aunque 5’es un estimador insesgado de o"-, S, por otro lado, suele ser un estimador 
sesgado de <j, un sesgo que en el caso de muestras grandes se vuehe insignificante. Este 
ejemplo ilustra por qué dividimos entre n - 1 en vez de entre n cuando estimamos la 
varíanza.

Varlanza de un estimador puntual
Si 0, y ©, son dos estimadores insesgados del mismo parámetro de la población 9, de­
seamos elegir el estimador cuya distribución muestral tenga la menor \arianza. Por lo 
tanto, sí (t| < decimos que 0, es un estimador más eficaz de 0que 0,.

Defínlcíón 9.2: Si consideramos todos los posibles estimadores insesgados de algún parámetro 9, al 
que tiene la menor varianza lo llamamos estimador más eficaz de 9.

En la figura 9.1 se ¡lustran las distribuciones muéstrales de tres estimadores diferen­
tes 0,. 0, y 0j, todos para 9. Es evidente que sólo 0, y 0, no son sesgados, ja que sus 
distribuciones están centradas en 9. El estimador 0, tiene una \ananza menor que 0,. 
por lo tanto, es más dicaz. En consecuencia, el estimador de 9 que elegiríamos, entre los 
tres que estamos considerando, sería 0,.

Para poblaciones normales se puede demostrar que tanto X como A' son estimadores 
insesgados de la media de la población pero la vanan/a de X es más pequeña que la 
varianza de X. Por consiguiente, los estimados .í y x .serán, en promedio, iguales a
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&2.'

\ \ 
'7 ' '' \

^ A

Figura 9.1: Distribuciones muéstrales de diferentes estimadores de 0.

la media de la población ¡i, aunque podría ser quej; esté más cerca de ^ para una mues­
tra dada y, por lo tanto, que X sea más eficaz que X.

Estimación por intervalo
Podría ser que ni el estimador insesgado más eficaz estime con exactitud el parámetro de 
la población. Es cierto que la exactitud de la estimación aumenta cuando las muesinii 
son grandes; pero incluso así no tenemos razones para esperar que una estimación pun­
tual de una muestra dada sea exactamente igual al parámetro de la población que se 
supone debe estimar. Hay muchas situaciones en que es preferible determinar un inter­
valo dentro del cual esperaríamos encontrar el valor del parámetro. Tal inters alo se co­
noce como estimación por Intervalo.

Una estimación por inten’alo de un parámetro de la población 0es un intervalo de 
la forma < 0 < 9^, donde y 0,, dependen del valor del estadístico 0 para una mues­
tra específica, y también de la distribución de muestreo de 0. Por ejemplo, una mucsln 
aleatoria de calificaciones verbales de la prueba SAT para estudiantes universitarios de 
primer año produciría un inters’alo de 530 a 550. dentro del cual esperamos encontrar el 
promedio verdadero de todas las calificaciones verbales de la prueba SAT para ese gui­
po. Los valores de los puntos extremos. 530 y 550. dependerán de la media muestra! 
calculada x y de la distribución de muestreo de A’. A medida que aumenta el tamaño de 
la muestra, sabemos que ít- = cr‘//i disminuye y. en consecuencia, cabe la posibilidad 
de que nuestra estimación se acerque más al parámetro ¡i, lo cual daña como resultado 
un intervalo más corto. De esta manera, el imers alo de la estimación indica, por su lon­
gitud. la precisión de la estimación puntual. Un ingeniero obtendrá información acerca 
de la proporción de la población de artículos defectuosos tomando una muestra y cal­
culando la proporción muesiral defectuosa, sin embargo, una estimación por intenolo 
podría ser más informativa.

Interpretación de las estimaciones por ínter\alo
Como muestras distintas suelen producir valores diferentes de 0 y. por lo tanto. valt«> 
diferentes de 0, y 0,., estos puntos extremos del intervalo son valores de las variable 
aleatorias correspondientes 0, y 0,. De la distribución muestral de H seremo' 
capaces de detenninar 0, y 0,. de manera que /'(0/, < 0 < Hr) sea igual a cualquier
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salor positivo de una fracción que queramos especificar Si. por ejemplo, calculamos 0 
^ y ©y, tales que

P(0¿ < 0 < ©t/) = 1 — a,

para 0 < Q < I, tenemos entonces una probabilidad de l - q de seleccionar una muestra 
aleatoria que produzca un intenalo que contenga 9 El inters'alo 0¿< 9< que se 
calcula a partir de la muestra seleccionada, se llama entonces intervalo de confianza del 
100( 1 - Q)Cc, la fracción 1 - a se denomina coeficiente de confianza o grado de con­
fianza. y los extremos. 9^ y 9^j, se denominan límites de confianza infenor y supenor 
Así. cuando Q = 0 05. tenemos un intervalo de confianza del 95^, y cuando q = 0 01 
obtenemos un intervalo de confianza más amplio del 99*^ Cuanto mas amplio sea 
el intervalo de confianza, más confiaremos en que contiene el parámetro desconocido 
Desde luego, es mejor tener un 95Cr de confianza en que la vida promedio de cierto 
transistor de un telev isor está entre los 6 y los 7 años, que tener un 99^r de confianza en 
que esté entre los 3 y los 10 años De manera ideal, prefenmos un intervalo corto con un 
grado de confianza alto Algunas \ cees las restncciones en el tamaño de nuestra muestra 
nos impiden tener intervalos cortos sin sacrificar cierto grado de confianza

En las siguientes secciones estudiaremos los conceptos de estimación puntual y por 
intervalos, y en cada sección presentaremos un caso especial diferente El lector debena 
notar que. aunque la estimación puntual y por intervalos representan diferentes aproxi­
maciones para obtener información respecto a un parametro, están relacionadas debido 
a que los estimadores del intervalo de confianza se basan en estimadores puntuales En 
la siguiente sección, por ejemplo, veremos que A'es un estimador puntual de /r muv 
razonable Como resultado, el importante estimador del intervalo de coníianza de /i 
depende del conocimiento de la distribución muesiral de Á

Empezaremos la siguiente sección con el caso mas sencillo de un intervalo de con­
fianza. en donde el escenano es simple pero poco realista Nos interesa estimar una 
media de la población /i cuando triodav la se desconoce E\ idenlemenie. si se desconoce 

es muy improbable que se conozca a Cualquier intonnacion hisionca que produzca 
datos suficientes para permitir suponer que se conoce ítprobablemente habría producido 
información similar acerca de /j A pesar de este argumento iniciamos con este caso 
porque los conceptos y los mecanismos resultantes asociados con la estimación del 
intervalo de confianza también oslaran asociados con las situaciones mas realistas que 
presentaremos mas adelante en la sección 9 4 y las siguientes

9.4 Una sola muestra: estimación de la media

La distribución muestral de \ esta centrada en /i y en la mayoría de 1 is aplicaciones i.i 
vananz.a es mas pequeña que la de cualesquiera otros estimadores de /t Por lo tanto, se 
utilizara la media muestral \ como una estimación puntual para la media de la pobla.mn 
p Recuerde que = a'/n. por lo que una muestra grande producirá un valor de \ 
procedente de una distnbucion muestral con varianza pequeña Por consiguiente es pro 
bable que í sea una estimación muy precisa de fi cuando ii es grande

Consideremos ahora la estimación por intervalos de p Si selección unos nuesir.i 
muestra a partir do una pobl icion normal o .i Lilla de esta si n es sulicieiitenicnte gran­
de. podemos establecer un intervalo de coiiliaiiza para p considerando 11 distribución 
muestral de
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Intervalo 
de contian/a 

de /i cuando se 
conoce rr-

De acuerdo con el teorema del límite central, podemos esperar que la dislnbución 
muestral de X esté distribuida de forma aproximadamente normal con media j
desviación estándar íTj = alyflT. AI escribir Zo/,para el valor c por arriba del cual 
encontramos una área de afl bajo la curva normal, en la figura 9.2 podemos ver que

P{-Zan- <2q/2)= '

donde

7

En consecuencia.

1 -a

n/2
-2f>/2 0 Z„/2

Figura 9 2* < Z < c„/,) = 1 - a

Si multiplicamos cada término en la desigualdad por c/y/ñ y después restamos X de 
cada término, y en seguida multiplicamos por - 1 (pora invenir el sentido de las des 
igualdades), obtenemos

Se selecciona una muestra aleatona de tamaño n de una población cuja vanan/a (t se 
conoce y se calcula la media x para obtener el intervalo de confianza 1()0{ I - D 
importante enfatizar que recurrimos al teorema del límite central citado anlenomienic 
Como resultado, es importante observar las condiciones para las aplicaciones que siguen

Si \ es la media de una muestra aleatoria de tamaño n de una población de la que se ci>- 
noce su vananza fJ-.loque da un intervalo de confianza de 100(1 -m^í para//es

donde , es el valor c que deja una área de o/2 a la derecha

En el caso de muestras pequeñas que se seleccionan de poblaciones no iionnales no 
podemos esperar que nuestro grado de confianza sea preciso Sin embargo, para muestra'
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de tamaño n > 30, en las que la forma de las dislríbucioncs no este muy sesgada, la leo­
na de muestreo garantiza buenos resultados.

Queda claro que los valores de los variables aleatorias y 0^, las cuales se defi­
nieron en la sección 9.3, son los límites de confianza

X Za/2^ y 9u X + Za/2—p^.
a
7^'

Muestras diferentes producirán valores diferentes de x y, por lo tanto, producirán dife­
rentes estimaciones por intervalos del parámetro fi, como se muestra en la figura 9.3. Los 
puntos en el centro de cada intervalo indican la posición de la estimación puntual x para 
cada muestra aleatoria. Observe que todos los intervalos tienen el mismo ancho, pues 
esto depende sólo de la elección de una vez que se determina x. Cuanto más grande 
sea el valor de que elijamos, más anchos haremos todos los intervalos, y podremos 
tener más confianza en que la muestra particular que seleccionemos producirá un inter­
valo que contenga el parámetro desconocido /i. En general, para una elección de 
100(1 -a)% de los intervalos contendrá^

Figura 9.3: Estimaciones por inierv'alos de /i para muestras diferentes.

^‘emplü 9.2:! Se encuentra que la concentración promedio de zinc que se obtiene en una muestra de 
mediciones en 36 sitios diferentes de un río es de 2.6 gramos por mililitro. Calcule los 
intervalos de confianza del y 99Cr para la concentración media de zinc en el río. 
Suponga que la desviación estándar de la población es de 0.3 gramos por mililitro.

Solución: La estimación puntual de es x = 2.6. El vah>r c que deja una área de 0.02.‘> a la derecha 
y, por lo tanto, una área de 0.975 a la izquierda es = I 96 I véase la tabla En 
consecuencia, el intervalo de confianza de! 95rr es
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Teorema 9.1:

Teorema 9.2:

que se reduce a 2.50 < fi< 2.70. Para calcular un intervalo de confianza del 99% encon 
tramo.s el valor z que deja una área de 0.005 a la derecha y de 0.995 a la izquierda. Po^ 
lo tanto, usando la tabla A.3 nuevamente, = 2.575 y el intervalo de confianza de 
99% es

2.62.575, (^)<,< 2.6 +<2.375, (^),

o simplemente

2.47 <ii< 2.73.

Ahora vemos que se requiere un inten-’alo más grande para estimar fj. con un mayor gra­
do de confianza. J

El intervalo de confianza del 100(1 - a)% ofrece un estimado de la precisión de 
nuestra estimación puntual. Si fi es realmente el valor central del Ínier\alo, entonces j 
e,stima fi sin error. La mayoría de las veces, sin embargo, .v no será exactamente igual a 
^ y la estimación puntual será errónea. La magnitud de este error será el valor absoluto 
de la diferencia entre n y .x, de manera que podemos tener I00( I - a)% de confianza en 
que esta diferencia no excederá a Podemos ver esto fácilmente dibujando un
diagrama de un inters’alo de confianza hipote'tico, como el de la figura 9.4.

Figura 9.4: Error en la estimación de // mediante

Si utilizamos .r como una estimación de fi. podemos tener I OOl 1 - de confianza en 
que el error no excederá a

En el ejemplo 9.2 tenemos una confianza del 95% en que la media muestral v = 2 f> 
difiere de la media verdadera/i en una cantidad menor que (1.96)10.3)/V36 = (1.1 \ 99*, 
de confianza en que la diferencia es menor que {2.575)(0.3)/v'.36 = (),13.

Con frecuencia queremos saber qué tan grande necesita ser una muestra para p»Hler 
estar seguros de que el error al estimar /j será menor que una cantidad específica i’ Por 
medio del teorema 9.1 debemos elegir n de manera que = c .Al resoUer osu
ecuación obtenemos la siguiente fórmula para n.

Si usamos .v como una estimación de ¡i. podemos tener líHlt 1 - a)% de esmtian/a en 
que el error no excederá a una cantidad específica e cuando el tamaño de la muestra sea

Cuando resoixemos para la muestra con tamaño n. redondeamos todos los \alo;c> 
decimales al siguiente número entero. Si seguimos este principio, podemos estar segu­
ros de t|ue nuestro grado ile confianza minea caerá por deb.ijo del lOOi 1 - ct)' 1.
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En lénninos estríelos, la fórmula del teorema 9 2 sólo será aplicable si se conoce la 
vananza de la población de la cual se seleccionó la muestra. Si no contamos con esa 
información, podríamos tomar una muestra preliminar de tamaño n > 30 para propor­
cionar una estimación de (7 Después, usando s como aproximación para <r en el teore­
ma 9 2, podemos determinar aproximadamente cuántas observaciones necesitamos para 
brindar el grado de precisión deseado

Ejemplo 9.3:1 ¿,Qué tan grande debe ser la muestra del ejemplo 9.2 si queremos tener 95% de confian­
za en que nuestra estimación de /i difenrá por menos de 0 05’’

Solución'. La desviación estándar de la población es cr = 0 3 Entonces, por medio del teorema 9 2.

Por lo tanto, podemos tener 95^ de confianza en que una muestra aleatona de tamaño 
139 proporcionará una estimación ? que difcnra de /i en una cantidad menor que 0 05 J

Límites de confíanza unilaterales
Los intervalos de confianza y los límites de confianza resultantes que hasta ahora hemos 
analizado en realidad son bilaterales, es decir, tienen límites supenor e infenor Sin em­
bargo, hay muchas aplicaciones en las que sólo se requiere un limite Por ejemplo, si a 
un ingeniero le interesara determinar una medida de resistencia a la tension, la informa­
ción que más le ayudaría a lograr su objetiso sería la del límite infenor. >a que este indi­
ca el escenario del “peor caso”, es decir, el de la menor resistencia Por otro lado, si se 
buscara determinar una medida para la cual un \aIor de relatis amente grande no fuera 
redituable o deseable, entonces la medida que resultana de interés sena la del limite de 
confianza supenor Un ejemplo en el que la medida del límite supenor sena mus intor- 
malna es el caso en el que se necesita hacer inferencias para determinar la composiuon 
media de mercuno en el agua de un río

Los límites de confianza unilaterales se desarrollan de la misma forma que los iiiter- 
\alos bilaterales Sm embargo, la fuente es un enunciado de probabilidad unilateral que 
utiliza el teorema del límite central

1 -a

Entonces, es posible manipular el enunciado de probabilidad de forma niu\ similar a 
como se hi/o antenormente para obtener

P(/r > X - Cn'7/\/ñt = 1 - Q 
Una manipulación similar de P ^ ^ = I — Q da

Pifl <X + Za(T/y¡ñ) =1-0

Como resultado se obtienen los siguientes limites unilaterales supenor e inlenor

1 mnl'.'. Si \ es la media de una muestra aleatoria de tamaño n a partir de un i pohlauon con 
'c el i'iian'I \arian/a íT*. los limites de confianza unilaterales del IÍK)(1 -rll^ para/i son dados por

^ limite unilateral supenor \ ^-ZuCr/yJa.
' al. li» SL 1 1 c

1. f r 1 rr limite unilateral inlenor \ —Zu(^/\/ñ
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Ejemplo 9.4:1 En un experimento de pruebas psicológicas se seleccionan al azar 25 sujetos y se miden 
sus tiempos de reacción, en segundos, ante un estímulo particular. La experiencia sugig. 
re que la varianza en los tiempos de reacción ante los diferentes tipos de estímulos es de 
4 s- y que la distribución del tiempo de reacción es aproximadamente normal. El tiempo 
promedio para los sujetos fue de 6.2 segundos. Calcule un límite superior del 95% 
el tiempo medio de reacción.

Solución: Lo que da el límite superior del 95% es

X + ZQ<j/\Jñ — 6.2 + (1.645)^/4/25 — 6.2 + 0.658 
= 6.858 segundos.

En consecuencia, tenemos un 95% de confianza en que el tiempo promedio de reacción 
es menor que 6.858 segundos J

El caso en que se desconoce cr
Con frecuencia debemos tratar de estimar la media de una población sin conocer la va­
rianza. El lector debería recordar que en el capítulo 8 aprendió que, si tenemos una 
muestra aleatoria a partir de una dislnhución nonna!, entonces la variable aleatona

T =

tiene una distribución t de Student con n - 1 grados de libertad. Aquí S es la desviación 
estándar de la muestra. En esta situación, en la que se desconoce cr. se puede utilizar T 
para construir un intervalo de confianza para ft El procedimiento es igual que cuando se 
conoce ct, sólo que en este caso crse reemplaza con S y la distribución normal estándar 
se reemplaza con la distnbución f. Si nos remitimos a la figura 9.5. podemos afirmar que

P(-ta/2 <T < = 1 -Q.

donde f„/,es el valor i con n - 1 grados de libertad, por amba del cual encontramos una 
área de q/2. Debido a la simetría, un área igual de a/2 caerá a la izquierda de -f _. Ai 
sustituir por T escnbimos

Al multiplicar cada termino en la desigualdad por S/yJii \ después restar .V de cada ter­
mino y multiplicar por-1. obtenemos

Para nuestra muestra aleatona particular de tamaño n se calculan la media t > la desvia­
ción estándar v. v se obtiene el siguiente intervalo de confianza iíK)( l - o>''í para/i-

s/y/ñ
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Interx’ulo de Si .v y s son la media y la desviación estándar de una muestra aleatoria de una población 
confianza para /i normal de la que se desconoce la varianza a-, un inter\’alo de confianza del 100(1 - a)Cí' 

cuando se para fi es 
desconoce a-

donde es el valor t con v = n - 1 grados de libertad que deja una área de a/2 a la 
derecha.

Hicimos una distinción entre los casos en los que se conoce ay en los que se des­
conoce calculando las estimaciones del inters alo de confianza. Deberíamos resaltar que 
para el ca.soen que se conoce ase utiliza el teorema del límite central, mientras que. para 
el caso en que se desconoce, se usa la distribución mucstral de la variable aleatoria T. Sin 
embargo, el uso de la distribución l se basa en la premisa de que el mucslreo es de una 
distribución normal. Siempre que la forma de la distribución se apro.xime a la de campa­
na, se puede utilizar la distribución t para calcular los íntenalos de confianza cuando se 
desconoce a', y se pueden esperar muy buenos resultados.

Los límites de confianza unilaterales calculados para fi con adesconocida son como 
el lector esperaría, a .saber:

s s
y x-ia-r=.

\Jn yfn

Éstos son. respectivamente, los límites superior c inferior del 100( 1 -q)‘.í . Aquí /^^es el 
valor / que tiene una área a a la derecha.

F.jtmplí) 9.5: El contenido de ácido sulfúrico de 7 contenedores similares es de 9.8, 10.2. 10.4. 9.8,
10.0, 10.2, y 9.6 litros. Calcule un intervalo de confianza del 93'í para el contenido 
promedio de todos los contenedores suponiendo una disiribueiiín aproximadamente 
normal

Suluciún: La media mueslrul y la desviación estándar para los datos dados son

X = 10.0 y í = 0.283.

Si usamos la tabla A.4, encontramos = 2.447 para r = 6 grados de libenad. En 
consecuencia, el inlerxalo de confianza de) 95'í para fi es
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10 0-(2.447) <fi< 10 0 + (2 447)^^^^.

que se reduce a 9 74 < ^ < 10 26. j

Concepto de inten alo de confíanza para una muestra grande
Con frecuencia los estadísticos recomiendan que incluso cuando no sea posible suponer 
la normalidad, se desconozca cry « a 30. erse puede reemplazar con s para poder uiiluar 
el inters’alo de conhanza

A menudo se hace referencia a esto como un inten alo de confianza para una muestra 
grande La justificación para esto reside sólo en la presunción de que. con una mues­
tra tan grande como 30 y una distnbución de la población no muy sesgada, s estará inu\ 
cerca de la a verdadera y. de esta manera, el teorema del limite central continuara siendo 
salido Se debería destacar que esto es sólo una aproximación y que la calidad de los 
resultados mejora a medida que aumenta el tamaño de la muestra

Ej'emplo 9,6:1 Se obtienen las calificaciones de matemáticas del Examen de Aptitudes Escolares íSAT 
por sus siglas en ingles) de una muestra aleatona de 500 estudiantes del último año de 
preparatona del estado de Texas Se calculan la media y la dess lauon estándar muestra 
les, que son 501 y 112. respectisamente Calcule un intervalo de confianza del 999r déla 
calificación promedio de matemáticas en el SAT para los estudiantes del ultimo año de 
preparatona del estado de Texas

Solución: Como el tamaño de la muestra es grande, es razonable utilizar la aproximación normal 
Si utilizamos la tabla A 3. encontramos = 2 575 Por lo tanto, un inters alo de con 
fianza del 99'r para p es

que da como resultado 488 1 < /i < 5 H 9 J

9.5 Error estándar de una estimación puntual

Hicimos una distinción mus clara entre los objetivos de las estimaciones puntuales v las 
estimaciones del intervalo de confianza Las primeras proporcionan un solo numero que 
se extrae de un conjunto de datos experimentales, v las segundas proporcionan un ínter 
salo razonable para el parámetro, dados lo\ datos t xpirumnhiles, es decir. KKX1 -a/í 
de tales intervalos que se calcula' cubren” el parámetro

Estos dos métodos de estimación se relacionan entre si H elemento en común es U 
distnbucion muestral de! estimador puntual Considere, por ejemplo, el estimador A de 
fi cuando se conoce rr Indicamos antes que una medida de la calidad de un estimador 
msesgado es su varian/a I a vanan/a de \ es
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De esta forma, la desviación estándar de X o error estándar de X es cr/yfit. En términos 
simples, el error estándar de un estimador es su desviación estándar. Para el caso de X el 
límite de confianza que se calcula

X ±Zq/2-^ se escribe como .v ±Za/2 e.e.Cr).

donde “e.e.” es el error estándar. El pumo importante es que el ancho del intervalo de 
confianza de /i depende de la calidad del estimador puntual a través de su error estándar. 
En el caso en que se desconoce <jy la muestra proviene de una distribución normal, 
s reemplaza a ít y se incluye el error estándar estimado S/-Jñ. Por consiguiente, los lí­
mites de confianza de /x son:

Límites de
confianza para/i 

cuando se 
desconoce a-

^ ±¡Q/2^ ±/q/2 e.e.C.r)

De nuevo, el intervalo de confianza no es mejor (en términos de anchura) que la calidad 
de la estimación puntual, en este caso a través de su error estándar estimado. A menudo 
el software de computación se refiere a los errores estándar estimados simplemente 
como “errores estándar”.

A medida que avanzamos a intervalos de confianza más complejos, prevalece el 
concepto de que el ancho de los intervalos de confianza se acorta cuando mejora la cali­
dad de la estimación puntual correspondiente, aunque no siempre es tan sencillo como 
aquí se ilustra. Se puede argumentar que un interv’álo de confianza es tan sólo una am­
pliación de la estimación puntual para lomar en cuenta la exactitud de dicha estimación.

9.6 Inténsalos de predicción
La estimación puntual y la estimación por intenalos de la media que .se expusieron 
en las secciones 9.4 y 9.5 proporcionan buena información del parámetro de.sconoc¡do ¡i 
de una distribución normal, o de una distribución no normal a partir de la cual se toma 
una muestra grande. Algunas veces, además de la media de la población, el experimen­
tador podría estar interesado en predecir el valor posible de una observación futura. 
Por ejemplo, en el control de calidad el experimentador podría necesitar utilizar los datos 
observados para predecir una nueva observación. Un proceso de manufactura de una 
pieza de metal se podría evaluar basándose en si la pieza cumple con las especificaciones 
de resistencia a la tensión. En ciertas ocasiones un cliente podría e.siar interesado en 
comprar una sola pieza. En este caso un intercalo de confianza de la resi.stencia media a 
la tensión no cubriría la información requerida. El cliente necesitaría una ase\eración 
respecto a la inceitidumbre de una sola observación. Este tipo de requerinuenio .se sa­
tisface muy bien construyendo un intervalo de predicción.

Es muy sencillo obtener un intervalo de predicción para la.s situaciones que hemos 
considerado hasta el momento. Suponga que la muestra aleatona se tomó de una pobla­
ción normal con media (i desconocida y varianza a- conocida. Un estimadtir puntual 
natural de una nueva observación es X. En la sección 8.4 se aprendió que la vananzu de 
X es (T-/n. Sin embargo, para predecir una nueva observación no basta con explicar la 
variación debida a la estimación de la media, también tendríamos que explicar la varia­
ción de una observación futura. A partir de la suposición sabemos que la vananza del
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error aleaiono en una nueva observación es cr* El desarrollo de un intervalo de predic- 
ción se representa mejor empezando con una variable aleatoria normal v„ — v, donde t 
es la nueva observación y x se toma de la muestra Como y \ son independientes, sa^ 
hemos que

____rp —X _ vp — V

y/cr- + cT-/n (Xy/T+T/ñ

es /i(c; 0, i) Como resultado, si utilizamos el enunciado de probabilidad

P(-Zq/2 <1 <Cq/2) = 1 -Q

con el estadístico c antenor. y si colocamos en el centro del enunciado de probabilj. 
dad, tenemos que la probabilidad de que ocurra el siguiente evento es 1 - q.

V — ZqI2(X\J\ + \¡n < Tp < r + Co/zcr^/1 + l//i 

Como resultado, el intervalo de predicción calculado se formaliza como sigue

Inlerv'alo de Para una distribución normal de mediciones con media fi desconocida y vananza a 
predicción para conocida, un intervalo de predicción del 100(1 -q)íc de una observación futura r es 

iin.i observación
luiura cuando se ^ + l/„ < vp < f + + l/;i

Lonoce (7*

donde es el valor c que deja una area de q/2 a la derecha

Ejemplo 9.7:1 Debido a la disminución en las tasas de ínteres el First Citizens Bank recibió muLha> 
solicitudes para hipoteca Una muestra reciente de 50 créditos hipotécanos dio cunio 
resultado un promedio en la cantidad de préstamos de S257.30Ü Suponga una desvia 
ción estándar de la población de S25,0(X) En el caso del siguiente cliente que llena una 
solicitud de crédito hipotecano calcule un intervalo de predicción del 93^f pora la canil 
dad del crédito

Solución: La predicción puntual de la cantidad del crédito del siguiente cliente es t = S257.'^(K) 
El valor c aquí es = 1 96 Por lo tanto, un intervalo de predicción del 95'. para la 
cantidad de un crédito futuro es

257.3(K)-(1 96)(25.()00) ^/| + l/5ü <v „ < 257.3(K) + (1 961(25.000) ^ I + 1/^H

que produce el intervalo (S207 812 43. S306.787 57) J
El intervalo de predicción proporciona un buen estimado de la ubicación de una 

observación futura, el cual es niu> dileronledel estimado del valor promedio de la iiiucn 
ira Debe advertirse que la vanauon de esta predicción es la suma de la variación debida 
a una estimación de la media > la variación de una sola observación Sin embargo, como 
antes, consideramos pnmero el coso en el que se conoce la vananza tn el caso en que 
se desconoce la vananza también es importante tratar con el intervalo de preditciun 
de una observación futura De hecho, en este caso se podna utilizar una distribución r de 
Student como se describe en el siguiente resultado Aquí la disinbucion normal sinipk 
mente se reempl.iza con !.i distnbucion /
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Intervalo de Para una distribución normal de mediciones cuando la media ^ y la varianza (T* se des- 
pcdicción de una conocen, un intervalo de predicción del 100(1-a)% de una observación fuiura.r es
' observación ________ °
[ulura cuando se x ~íq/2S\/\ + l/« <.vo <x +/q/2-í\/1 + V».

desconoce cr-
donde es el valor t con v = /j - 1 grados de libertad, que deja una área de a/2 a la 
derecha._________________

Tambie'n se pueden utilizar intervalos de predicción unilaterales. Los límites de pre­
dicción superiores se aplican en casos en los que es necesario enfocarse en observacio­
nes futuras grandes. El intere's por observaciones pequeñas futuras requiere utilizar 
límites de predicción más bajos. El límite superior es dado por

X +/qJ\/1 -i- l/n
y el límite inferior por

j: ~ ÍQS\/T+T/n.

Ejemplo 9.8:1 Un inspector de alimentos seleccionó aleaionamenie 30 paquetes de carne de res 95*70 
magra. La muestra dio como resultado una media de 96.2^c con una desviación estándar 
muestral de 0.8%. Calcule un intervalo de predicción del 99% para la condición baja en 
grasa de un paquete nuevo. Suponga normalidad.

5o/«c/d/i: Para v = 29 grados de libertad, = 2.756. Por lo tanto, un intervalo de predicción del 
99% para una observación nueva es

96.2 - (2.756)(0.8) ^ 1 -h ^ < .tu < 96.2 + (2.756)(0.8) ^1 +^. 

que se reduce a (93.96, 98.-W). J

Uso de límites de predicción para detectar vaIore.s extremos
Hasta el momento hemos puesto poca atención al concepto de valores e.xtrcmos u ob­
servaciones aberrantes. La mayon'a de los investigadores científicos son muy sensibles a 
la existencia de observaciones de valores extremos, también llamados datos defectuosos 
o “malos”. En el capítulo 12 profundizaremos en el estudio de este concepto. Sin em­
bargo. nos interesa considerarlos aquí porque la detección de los valores extremos está 
estrechamente relacionada con los intervalos de predicción

Para nuestros propósitos nos conviene considerar que una observación extrema es 
una que proviene de una población con una media diferente a la que determina el resto 
de la muestra de tamaño n que se está estudiando El intervalo de predicción produce un 
límite que “cubre" una sola obscnación lutura con probabilidad 1 - a. si esta proviene 
de la población de la que se tomó la muestra. Por lo tanto, una metodología para detectar 
valores extremos implica la regla de que una observación es un valor extremo si cae 
fuera del intervalo de predicción calculado sin incluir la observación cuestionable 
en la muestra. Como resultado, para el intervalo de predicción del ejemplo 9 8. en el 
caso de los paquetes de carne, la observación que se obtiene al medir un nuevo paquete 
y encontrar que su contenido libre de grasa está fuera del intervalo i93 96. 98 441 se 
podría considerar como un valor extremo
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9.7 Límites de tolerancia
Como vimos en la sección 9.6. el cientííico o el ingeniero podrían estar menos interesa­
dos en estimar parámetros que en obtener información sobre el lugar en el que caería una 
obsen'ación o medición individual. Este tipo de situaciones requiere intcrv'alos de pre. 
dicción. Sin embargo, existe un tercer tipo de intervalo que es útil en muchas aplicacio. 
nes. Una vez más, suponga que el interés se centra en tomo a la fabricación de la pie¿a 
de un componente y que existen especificaciones sobre una dimensión de esa pane 
Además, la media de esa dimensión no es tan importante. Sin embargo, a diferencia del 
escenario de la sección 9.6. se podría estar menos interesado en una sola obser\aciún) 
más en el lugar en el que cae la mayoría de la población. SI las especificaciones del pro. 
ceso son importantes, el administrador del proceso se interesará en el desempeño a largo 
plazo, no en la siguiente observación. Debemos tratar de determinar los límites que. en 
cierto sentido probabilístico, "cubren" los valores en la población, es decir, los valores 
medidos de la dimensión.

Un me'todo para e.stablecer el límite deseado consiste en determinar un intervalo de 
confianza sobre una pmpnrción fija de las mediciones. Esto se comprende mejor visua­
lizando una situación en la que se realiza un muestren aleatorio de una distribución 
normal con media conocida p y varianza a'. Evidentemente, un límite que cubre el 95*c 
centra! de la población de observaciones es

p ± \ .96<t.

A esto se le llama intervalo de tolerancia y. en realidad, su cobertura del 95^7 de las 
observaciones medidas es exacta. Sin embargo, en la práctica rara vez se conocen /i \ tr. 
por consiguiente, el usuario debe aplicar

•V ±ks.

Ahora bien, el intervalo es. desde luego, una variable aleatoria, por lo tanto, la cohenuru 
de una proporción de la población por el intervalo no es exacta. Como resultado, se debe 
usar un intervalo de confianza del UH)( l - ya que no se puede esperar que i ± iLs 
cubra cualquier proporción específica todo el tiempo. Lo anterior nos lleva a la siguiente 
definición.

Límites de Para una distribución nonnal de mediciones en la que se desconoce la media /r y la des- 
tolerancia viación estándar <T, los límites de tolerancia son dados por.v ± ks, donde k se detemiiiu 

de tal manera que se pueda estar seguro, con un 1(M)( I - ‘7)Cí de confianza, de que lo' 
límites dados contienen al menos la proporción I - o de las mediciones.

La tabla A.7 ofrece valores de A para 1 - a = 0.90.0 9.*'. 0.99; ”) = 0.0.^. 0 01: v pan 
valores seleccionados de n de 2 a .^00.

Ejemplo 9.9: i Considered ejemplo 9.8. Con la infoniiaciim dada calcule un intervalo de toleranciaque 
proporcione límites bilaterales del 95'^f sobre el 90‘‘r de la disinbución de paquete' 
carne 95*í< magra. .Suponga que los datos provienen de una distribución aproxinuJa- 
menle normal.

Solución: Del ejemplo 9 8. recuerde que « = ?0. que la media muestral es de 96,2‘i v que la Jl’'- 
viación estándar muestral es de 0 8^í. De la tabla 7, A = 2.14 Si utilizamos

I a:Av =9()2±i2.14|(0.8k
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encontramos que los límites infenor y supenor son de 94 5 y de 97 9
Tenemos 95% de confianza en que el rango antenor cubre el 90% central de la dis­

tribución de paquetes de carne de res 95% magra

piferencia entre intervalos de confianza, intervalos 
Je predicción e intervalos de tolerancia

Es importante resaltar la diferencia entre los tres tipos de inicrvalos que se estudiaron e 
ilustraron en las secciones anteriores Los cálculos son sencillos, pero la interpretación 
podría resultar confusa En aplicaciones de la vida real tales intervalos no son intercam­
biables, ya que sus interpretaciones son muy diferentes

En el caso de los intervalos de confianza solo se pone atención en la media de la 
población Por ejemplo, el ejercicio 9 13 de la página 283 se refiere a un proceso de 
ingeniería que produce alfileres para costura Se establece una especificación sobre la 
dureza de Rockwell por debajo de la cual el cliente no aceptará ningún alfiler En este 
caso un parámetro de la población debe lene- poca relevancia Es importante que el 
ingeniero sepa en dónde \anaeuar¡a ma\oría de /oí\alores de Utdiirc:u¡ de Rockwell 
Por consiguiente, se debenan utilizar los límites de tolerancia Seguramente, al adminis­
trador le agradaní saber que los límites de tolerancia en cualquier producto del proceso 
son más ngurosos que las especificaciones para el propio proceso

Es verdad que la interpretación del limite de tolerancia se relaciona hasta cierto 
punto con el intervalo de confianza El intervalo de lolerancia del 1()()( 1 - a)% sobre, 
digamos, la proporción 0 95, se podría considerar tomo un intervalo de confianza sobre 
el 95% intermedio de la distribución normal correspondiente Los limites de toleran­
cia unilaterales también son relevantes En el caso del problema de dureza de Rockvv ell 
se desearía tener un límite inferior de la forma v - Ls. tal que se tenga un 99% de con­
fianza en que al menos 99% de los valores de la dureza de Rockwell excederán al valor 
calculado

Los intervalos de predicción se pueden aplicar cuando es importante determinar un 
límite para un solo valor Aquí la media no es la cuestión, ni tampoco la ubicación de la 
mayoría de la población, lo que se requiere, mas bien, es la ubicación de una sola nuev a 
observación

btudiodecu.su 9.1:1 Calidad de una máquina. Una maquina produce piezas de metal que tienen forma 
cilindrica Se toma una muestra de tales piezas v se encuentra que los diámetros son 
1 01, 0 97. 1 03. 1 04, 0 99, 0 98. 0 99, 1 01 v 1 0*3 centímetros Llilice estos datos para 
calcular tres tipos de intervalos y hacer interpretaciones que ilustren las diferencia.s entre 
ellos en el contexto del sistema Para lodos los cálculos suponga una distnbuuon apmxt- 
madamente norma! La media muesiral > la desv laeion estándar para los dalos dados son 
X = 1 0056 y í = 0 0246

ti) Calcule un intervalo de tonlian/a del 99% sobre la media del diámetro
b) Calcule un intervalo de predicción del 99‘< sobre el diaiiKlro medido de una sola 

pieza de metal tomada de la maquina
c) Calcule los límites de ttilcnincia del 99'< que contengan 95'« de las piezas de metal 

producidas por esta m.iqutna
Solución: a) El intervalo de confianza del 99'< p.ira la media del diámetro esta dado por 

X ± /i) ix.í V VÍ7 = I 0056 ± (3 35s)(() 0246/3) = 1 (H)56 ± O 0275
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Por lo tanto, los límites de confianza del 99% son 0.9781 y 1.0331.
b) El intervalo de predicción del 99% para una futura observación está dado por

.v±to.oo5í\/l + l/n = 1.0056 ±{3.355)(0.0246)v^ÍTT79. 

donde los límites son 0.9186 y 1.0926.
c) De la tabla A.7, para n = 9. I - 7 = 0.99, y 1 - a = 0.95, obtenemos k = 4.550 para 

los límites bilaterales. Por lo tanto, los límites de tolerancia del 99% son dados por

x+ks = 1.0056 ±(4.550)(Q0246),

donde los límites son 0.8937 y 1.1175. Tenemos un 99% de confianza en que el in­
tervalo de tolerancia de 0.8937 a 1.1175 contendrá el 95% central de la distribución 
de diámetros producidos.

Este estudio de caso ilustra que los tres tipos de límites pueden conducir a resultados 
muy diferentes, aunque todos son límites del 99%. En el ca.so del intervalo de confianza 
sobre la media, el 99% de estos intervalos cubre la media del diámetro de la población. 
Por lo tanto, decimos que tenemos un 99% de confianza en que la media del diámetro 
producido por el proceso se encuentra entre 0.9781 y 1.0331 centímetros. Se hace hin­
capié en la media y se pone poco interés en una sola lectura o en la naturaleza general de 
la distribución de diámetros en la población. En lo que se refiere a los límites de predic­
ción, los límites 0.9186 y 1.0926 se basan en la distribución de una sola pieza “nueva" de 
metal tomada del proceso, y nuevamente el 99% de estos límites cubren el diámetro 
de una nueva pieza medida. Por otro lado, como se sugirió en la sección anterior, los lí­
mites de tolerancia le dan al ingeniero una idea de en qué parte de la población .se loca­
liza la “mayoría", digamos el 95% central, de los diámetros de la.s piezas medidas Lo^ 
límites de tolerancia del 99%, 0.8937 y 1.1175 difieren mucho de los otros dos límites. 
Si esos límites le parecen demasiado anchos al ingeniero, esto se rellejará de fomia ne­
gativa en la calidad del proceso. Por otro lado, si los límites representan un resultado 
deseable, el ingeniero podría concluir que la mayoría (95% en este caso) de los diáme­
tros se encuentran dentro de un rango adecuado. De nuevo, se podría hacer una interpre­
tación del intervalo de confianza, a saber, el 99% de esos límites calculados cubnránel 
95% intermedio de la población de diámetros. J

Ejercicios
9.1 Un investigador de la ucla afirma que la esperan­
za de vida de los ratones se puede extender hasta en 25% 
cuando se reduce aproximadamente 40% de las calorías 
de su dieta desde el momento en que son de.stetados. La 
dieta resuingida se enriquece hasUi niveles normales con 
vitaminas y proteínas. Si se .supone que a partir de estu­
dios previos se sabe que <7 = 5.8 me.ses. ¿cuántos ratones 
se deberían incluir en la muestra para tener un 99% de 
confianza en que la vida media esperada de la muestra 
estará denuo de 2 me.ses a partir de la media de la pwblu- 
ciún para todos los ratones sujetos a la dieta reducida?
9.2 Una empresa de material eléctrico fabrica bombi- 
!la.s que tienen una duración distribuida de fomia 
aproximadamente normal, con una desviación estándar

de 40 horas. Si una muestra de .30 bombillas tiene uiu 
duración promedio de 780 horas, calcule un intenola 
de confianza del 96% para la media de la población ét 
todas las bombillas producidas por esta empresa.
9.3 Muchos pacientes con problemas del coraron tie­
nen un marcapa.sos para conüxilar su ritmo cardiaco El 
marcapxsos tiene montado un módulo conecior de plás­
tico en la parte superior. Suponga una deswacioo 
estándar de 0.0015 pulgadas > una distribución apn'xi- 
mudamente nomial, y con base en esto calcule un 
intervalo de confianza del 95% para la media de la pf^’' 
lundidad de todos los módulos concctores fabncaJo' 
por cierta empresa. Una muestra aleatoria de 75 mtídu- 
los tiene una profundidad promedio de 0.310 pulgaJa>
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^4 Las estaturas de una muestra aleatoria de 50 estu- 
¿auies universitarios tienen una media de 174.5 centí- 

-jros y una desviación estándar de 6.9 centímetros. 
u] Constniya un intervalo de confianza del 98% para la 

csiarura media de todos los estudiantes universitarios, 
í) ¿Qué podemos afirmar con una confianza del 98% 

acerca del posible tamaño de nuestro error, si esti­
mamos que la estatura media de todos los estu­
diantes universitarios es de 174.5 centímetros'^
Una muestra aleatoria de 100 propietarios de au- 

loinóviles del estado de Virginia revela que éstos con- 
su automóvil, en promedio, 23,500 kilómetros 

njraño- desviación estándar de 3900 kiióme- 
cos. Suponga que la distribución de las mediciones 
{saproumadamente normal.
fl) Construya un intervalo de confianza del 99% para el 

número promedio de kilómetros que un propietario 
de un automóvil conduce anualmente en Virginia.

H ¿Qué podemos afirmar con un 99% de confianza 
acerca del posible tamaño del error, si estimamos 
que los propietarios de automóviles de Virginia con­
ducen un promedio de 23.500 kilómetros por año? 

Í.6 ¿Qué tan grande debe ser la muestra en el ejerci- 
no92 SI deseamos tener un 96% de confianza en que 
cKstra media muestra! estará dentro de 10 horas a par- 
urde la media verdadera?
}.7 ¿De qué tamaño debe ser la muestra en el ejerci- 
no93 SI deseamos tener un 95% de confianza en que 
cuestra media muestral estará dentro de un 0 0005 de 
pilgada de la media \erdadera?
9.8 Un experto en eficiencia desea determinar el 
tianpo promedio que toma perlbrar tres hoyos en cierta 
plica metálica. ¿De qué tamaño debe ser una muestra 
pira tener un 95% de confianza en que esta media 
nufstral estará dentro de 15 segundos de la media \er- 
didera? Suponga que por estudios previos se sabe que 
<t=40 segundos
9.9 Según estudios reaJizados por el doctor W. H 
Bmen, del Instituto Nacional de Salud, y por el doctor 
1 iudben. profesor de nutrición y dietética de la Uni- 
'cmdad de Londres, el consumo regular de cereales 
preendulzados contribuye al delenoro de los dientes, a 
lis enfermedades cardiacas y a otras enfermedades de- 
tfneralivas. En una muestra aleaiona de 20 porciones 
‘endllas similares del cereal Alpha-Bits. el contenido 
promedio de azúcar era de 11 3 gramos con una des\ la- 
n® estándar de 2 45 gramos. Suponga que el conteni- 
iide azúcar está distribuido normalmente y con base 
«esto construya un inters'alo de confianza de 95% 
p3a el contenido medio de azúcar de porciones senci- 
liisdcAlpha-Bits.
^■10 Las integrantes de una muestra aleatoria de 12 
fftluadas de cierta escuda para secretarias teclearon

un promedio de 79.3 palabras por minuto, con una des­
viación estándar de 7.8 palabras por minuto. Suponga 
una distribución normal para el número de palabras que 
teclean por minuto y con base en esto calcule un inter­
valo de confianza del 95% para el número promedio de 
palabras que teclean todas las graduadas de esta escuela.
9.11 Una máquina produce piezas metálicas de forma 
cilindrica. Se toma una muestra de las piezas y los diá­
metros .son 1.01.0.97, 1 03. 1.04.0.99,0.98.0.99, 1 01 
y 1.03 centímetros Calcule un intervalo de confianza 
del 99% para la media del diámetro de las piezas que se 
manufacturan con esta máquina. Suponga una distribu­
ción aproximadamente normal.
9.12 Una muestra aleatona de 10 barras energéticas de 
chocolate de cierta marca tiene, en promedio, 230 calo­
rías por barra y una desviación estándar de 15 caloría.s 
Construya un intervalo de confianza del 99% para el 
contenido medio verdadero de calorías de esta marca de 
barras energéticas de chocolate. Suponga que la distnbu- 
ción del contenido calónco es aproximadamente normal
9.13 En un estudio para determinar la dureza de 
Rockwell en la cabeza de allilcres para costura se toma 
una muestra aleatona de 12. Se loman mediciones de la 
dureza de Rockwell para cada una de las 12 cabezas y 
se obtiene un valor promedio de 48 50. con una desvia­
ción estándar muestral de 1 5 Suponga que las medicio­
nes se distnbuyen de forma normal \ con base en esto 
construya un intervalo de conhanza de 90*7 para la du­
reza media de Rockwell
9.14 Se registran las siguientes mediciones del lieinpt) 
de secado, en horas, de cierta morca de pintura vindica

34 25 4.8 29 3 6
28 3 3 5 6 3.7 28
44 4 0 52 3 0 4 8

Suponga que las mediciones representan una muestra 
aleatona de una población normal y con base en esto 
calcule el intervalo de predicción de! 95^r para el tiem­
po de secado de la siguiente prueba de pintura
9.15 Remítase al ejercicio 9 5 y construya un interva­
lo de predicción del 99^7 para los kilómetro-, que v uja 
anualmente el propietano de un auiomov it en \ irginia
9.16 Considere e! ejercicio 9 1(1 y calcule e! intervalo 
de predicción del 95'f para el siguiente numero obser­
vado de palabras por minuto tecleadas psir una gradua­
da de la escuela de secrétanos
9.17 Considere el cjercicio9 9 y calcule un intenalo 
de predicción del 95^i para el contenido de azúcar de lo 
siguiente porción de cereal Alpha-Bits
9.18 RcmiMse al c)ercicio 9 H v construya un ínter 
valo de lolerancia del 95'< que contenga el 90^. de la^ 
mediciones
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9.19 Una muestra aleatoria de 25 tabletas de aspirina 
con antiácido contiene, en promedio, 325.05 mg de as­
pirina en cada tableta, con una desviación estándar de 
0.5 mg. Calcule los límites de tolerancia del 95^o que 
contendrán 909r> del contenido de aspirina para esta 
marca. Suponga que el contenido de aspirina se distri­
buye normalmente.
9.20 Considere la situación del ejercicio 9.11. Aun­
que la estimación de la media del diámetro es impor­
tante, no es ni con mucho tan importante como intentar 
determinar la ubicación de la mayoría de la distribu­
ción de los diámetros. Calcule los límites de tolerancia 
del 95ÍC que contengan el 95íc de los diámetros.
9.21 En un estudio realizado por el Departamento de 
Zoología del Virginia Tech con el fin de conocer la can­
tidad de ortofósforo en el río, se recolectaron 15 ‘‘mues­
tras'’ de agua en una determinada estación ubicada en 
el río James. La concentración del químico se midió 
en miligramos por litro. Suponga que la media en la 
estación de muestreo no es tan importante como la dis­
tribución de las concentraciones del químico en los ex­
tremos superiores. El interés se centra en saber si las 
concentraciones en estos extremos son demasiado ele­
vados. Los lecturas de las 15 muestras de agua propor­
cionaron una media muestral de 3.84 miligramos por 
litro y una desviación estándar muestral de 3.07 mili­
gramos por litro. Suponga que las lecturas son una 
muestra aleatoria de una distribución normal. Calcule 
un intervalo de predicción (límite de predicción supe­
rior del 95*^) y un límite de tolerancia (un límite de 
tolerancia superior del 95CÍ- que excede al 95Cr de la 
población de valores). Interprete ambos límites, es de­
cir, especifique qué indica cada uno acerca de los extre­
mos superiores de la distribución de onofósforo en la 
estación de muestreo.
9.22 Se están estudiando los propiedades de resisten­
cia a la tensión de un determinado tipo de hilo. Con ese 
fin se prueban 50 piezas en condiciones similares y los 
resultados que se obtienen revelan una resistencia a la 
tensión promedio de 78.3 kilogramos y una desviación 
estándar de 5.6 kilogramos. Suponga que la resistencia 
a la tensión tiene una distribución normal y con base en 
esto calcule un límite de predicción inferior al 95Cr de 
un solo valor observado de resistencia a la tensión. 
Además, determine un límite inferior de tolerancia del 
959c que sea excedido por el 99r( de los valores de re­
sistencia a la tensión.
9.23 Remítase al ejercicio 9.22. ¿Por qué las 1/2 canti­
dades solicitadas en el ejercicio parecen ser más imponan- 
tes para el fabricante del hiU> que. por ejemplo, un 
intervalo de confianza en la resistencia media a la tensión?
9.24 Remítase una vez más al ejercicio 9.22. Supon­
ga que un comprador del hilo especifica que éste debe

tener una resistencia a la tensión de por lo menos 621;, 
logramos. El fabricante estará satisfecho si la cantaJaj 
de piezas producidas que no cumplen la cspecificaciú 
no excede al 59r. ¿Hay alguna razón para preocuparse" 
Esta vez utilice un límite de tolerancia unilateral Je] 
99CÍ1 que sea excedido por el 959c de los valores de rp. 
sistcncia a la tensión.
9.25 Considere las mediciones del tiempo de secado 
del ejercicio 9.14. Suponga que las 15 observaciones 
en el conjunto de datos también incluyen un dccinuv 
sexto valor de 6.9 horas. En el contexto de las 15 obser­
vaciones originales, ¿el valor decimosexto es un \abr 
extremo? Muestre el procedimiento.
9.26 Considere los datos del ejercicio 9.13. Suponía 
que el fabricante de los alfileres insiste en que la durcti 
de Rockwell del producto es menor o igual que -W,o 
sólo un 59c de las veces. ¿Cuál es su reacción? Utilice 
un cálculo de un límite de tolerancia como la base de su 
veredicto.
9.27 Considere la situación del estudio de caso 9.1 de 
la página 281, con una muestra más grande de piezas 
metálicas. Los diámetros son los siguientes; 1.01.0.97.
1.03.1.04,0.99,0.98. l.OI, 1.03.0.99. 1.00. I.OO.O.99! 
0.98, 1.01, 1.02, 0.99 centímetros, Nuevamente pued; 
suponer una distribución normal. Haga lo siguiente y 
compare sus resultados con los del estudio de caso. 
Analice en qué difieren y por qué.
a) Calcule un intervalo de confianza del 99'< de |j 

media del diámetro.
b) Calcule un intervalo de predicción del 99^i en b 

medición del siguiente diámetro.
f) Calcule un intervalo de tolerancia de! 99' ¡ para b 

cobertura del 959r central de la distribución 
diámetros.

9.28 En la sección 9.3 destacamos el concepm di-l 
"estimador más eficaz." comparando la varianza de Jih 
estimadores insesgados 0, y 0,. Sin embargo, esto no 
toma en cuenta el sesgo en el caso en que uno o aniKb 
estimadores no son sesgados. Considere la canliJaJ

£,U£ = £i0-(/),
donde EME denota el error cuadrático medio El 
error cuadrático medio a menudo se utiliza para con- 
parar dos estimadores 0. \ 0. de fK cuando uno o am­
bos no .son sesgados porque 11 es intuitisamen:.' 
razonable y lii se toma en cuenta para c! sc'go. Di'- 
muestro que el E.ME se puede escribir como 

£A/£= £[(-) - £i0)l- -t- j£(0 - ffil' 
=Var(0) -t- hesgo(0)|-

9.29 Definamos.S"' = ^t.V. —.Y r/n 
Demuestre que '

£l.V'’> = |m -
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jn consecuencia, que es un estimador sesgado

0 Considere 5el estimador de cr-, del ejercicio 
919. Con frecuencia los analistas utilizan S- en lugar
jfdividir ¿(^í —X)-entren - 1, los grados de liber-

i~\
udcnla muestra.
fl) ¿Cuál es el sesgo de 5*?
/,) Demuestre que el sesgo de S'^ se aproxima a cero 

a medida que n —> co.

9JI Si Xes una variable aleatoria binomial, demues­
tre que
aj p~X¡n es un estimador insesgado dep\

M p< - X es un estimador sesgado dep.
‘ n + v'n

932 Demuestre que el estimador P' del ejercicio 
9.31¿) se vuelve no sesgado a medida que /i —f 00.
9.33 Compare 5* y S" (véase el ejercicio 9.29), los 
dos estimadores de (r-, para determinar cuál es más efi­
caz. Suponga que estos estimadores se obtienen usando 
X,, X,...., las variables aleatorias independientes de 
n(.r: (1, &). ¿Cuál es el estimador más eficaz si se consi­
dera sólo la varianza de los estimadores? [Sugerencia: 
Utilice el teorema 8.4 y el hecho de que la varianza de 
Xv es 2v, de la sección 6.7.]
934 Considere el ejercicio 9.33. Utilice el EME que 
se estudió en el ejercicio 9.28 para determinar que esti­
mador es más eficaz. Escríba

EME (S-)
EME (5'-) ■

9.8 Dos muestras: estimación de la diferencia entre dos medías
Si tenemos dos poblaciones con medias y p,, y varianzas cr~\ y al, respectivamente, 
el estadístico que da un estimador puntual de la diferencia entre y fi„ es X, — X^. Por 
lo tanto, para obtener una estimación puntual de - //,, se seleccionan dos muestras 
aleatorias independientes, una de cada población, de tamaños /i, y n,. y se calcula .v, — .v., 
la diferencia de ii« medias muéstrales. Evidentemente, debemos considerar la distribu­
ción muestral de X, — X-
_ acuerdo con el teorema 8.3, podemos esperar que la distribución muestral de 
X, — X esté distribuida de forma aproximadamente normal con media = Pi —p2 
y desviación estándar Oa i_.v, = y/afJñT+^f/nl- Por lo tanto, podemos asegurar, 
con una probabilidad de 1 - a, que la variable normal estándar

2 ^ (Xi -X2)-(Pi ~Pi)

\/of/«i +oj/n2

caerá entre y z„p. Si nos remitimos una vez más a la figura 9.2. escribimos 

Pi-Za/2 <Z < Za/l) = 1 - Q.

Al sustituir para Z. establecemos de manera equivalente que

r, ; . iX \ —Xi)-ip\ - pz) _
P -Zq/z <------ j_, , . JF==— < 'q/: 1 - a.

s/a\/n\ + ol/nz

que conduce al siguiente inlcr\alo de confianza del 1(X)( 1 - Ql^r para /r, - p,.

}nten.aio de Si y X son las medias de muestras aleatorias independientes de tamaños 71, y /i.. 
confianza para de poblaciones que tienen varianzas conocidas 0\ y a^, respectivamente, un intervalo de 
/i,-/i, cuando confianza del 100( 1-a)Cé para/r,-/J, es dado por 

se conocen

donde z„y,es el valor c que deja una área do a/2 a la derecha.

ar
-i- + ~ < Pi - pz < (.Vi --V:) + Zcjzy — + 
77l 7l2 V
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El grado de conñanza es exacto cuando las muestras se seleccionan de población,.^ 
normales. Para poblaciones no normales el teorema del límite central permite una buena 
aproximación para muestras de tamaño razonable.

Las condiciones experimentales y la unidad experimenta!
Para el caso en que se necesita estimar un intervalo de confianza sobre la diferencia 
entre dos medias se requiere considerar las condiciones experimentales durante el pro. 
ceso de recolección de dalos. Se supone que tenemos dos muestras aleatorias indepen- 
dientes de distribuciones con medias /i, y respectivamente. Es importante que los 
condiciones experimentales se parezcan al ideal descrito por las suposiciones tanto 
como sea posible. Con mucha frecuencia el experimentador debería planear la csiratccia 
de! experimento de acuerdo con esto. Pora casi cualquier estudio de este tipo existe una 
unidad experimental, que es la parte del experimento que produce el error experimental 
y genera la varianza de la población que denominamos (T-. En un estudio farmacológico 
la unidad experimental es el paciente o el sujeto. En un experimento de agricultura 
puede ser una superficie de tierra. En un experimento químico puede ser una cantidad 
de materias primas. Es importante que las diferencias entre tales unidades tengan un 
impacto mínimo sobre los resultados. El experimentador tendrá un grado de segundad 
de que las unidade.s experimentales no sesgarán los resultados si las condiciones 
que definen a las dos poblaciones se asi}>nan a! azar a las unidades experimentales. En 
los siguientes capítulos acerca de la prueba de hipótesis nos volveremos a concentrar en 
la alcatorización.

Ejemplo 9.10:1 Se llevó a cabo un experimento donde se compararon dos tipos de motores, el A y el 
B. Se midió el rendimiento de combustible en millas por galón. Se realizaron .‘iü expen- 
mentos con el motor tipo A y 75 con cl motor Upo B. La gasolina utilizada y las demás 
condiciones .se mantuvieron constantes. El rendimiento promedio de gasolina para el 
motor A fue de 36 millas por galón y el promedio para el motor B fue de 42 millas piir 
galón. Calcule un intervalo de confianza del 96^ sobre donde fi^ y corrts-
ponüen a la media de la población de! rendimiento de millas por galón para los motores 
A y B, respectivamente. Suponga que las desviaciones estándar de la población son 6 \ 
8 para los motores A y B. respectivamente.

Solución: La estimación puntual de - ¡i^ es .v,, — .f, = 42 — 36 = 6. Si usamos q = Ü.IW. ohic- 
nemos - = 2.05 de la tabla Á.3. Por lo tanto, sustituyendo en la fórmula anterior, cl
intervalo de confianza del 96Cr es

6-2.05^/^-h|</í„-P,<64-2.()5\;| + |.
\’T5

o simplemente 3.43 < < 8.57. J
Este procedimiento para estimar la diferencia entre dos medias se aplica si se cono­

cen <T\ y CT;. Si las vanan/as no se conocen y las dos distribuciones implicadas son 
apro.ximaüamenie nomiales. la distribución / resulta implicada como en el caso de una 
sola muestra. Si no se está dispuesu> a suponer nomialidad. muestras grandes (digamos 
mayores que 30) permitirán usar .v^ y v. en lugar de ít, y a., rcspeclivamenle. con cl lun- 
dainenlo de que .s, s; y .v. =: rr,. Üe nuevo. p»ir supuesto, el iiuer\alo de contian/a e* 
aproximado.
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Varianzas desconocidas pero iguales
Considere el caso donde se desconocen y a\. Si cr? = íTt = rr- obtenemos una va­
riable normal estándar de la forma

^ _ (.y¡ —Xj) — (fíi — fJ-i)
Vo-H(l/ni) + (l/;i2)]'

De acuerdo con el teorema 8.4, las dos variables aleatorias

Qi¡ ~l)Sf (ti2 — 1)^5 
cr- ^ (T-

lienen distribuciones chi cuadrada con n, - 1 y //, - 1 grados de libertad, respectivamen­
te. Además, son variable.s chi cuadrada independientes, ya que las muestras aleatorias se 
seleccionaron de forma independiente. En consecuencia, su suma

„_(n,-I)5= _ (/J2-D5.- («1 - l)5f-M/M - l)5í
(T= ~

tiene una distribución chi cuadrada con v = n, + /i, - 2 grados de libertad.
Como se puede demostrar que las e.xpresiones anlcnores para Z y V son indepen­

dientes, del teorema 8.5 se sigue que el estadístico

^ _ ÍX| ~ii2) / /(«, - 1)5Í +012 - 1)55
v/CT^l(l/n,)-)-( l/»2)] / V

tiene la distribución i con v ~ + n,-2 grados de libertad
Se puede obtener una estimación puntual de la varianza común desconocida cr' 

agrupando las varianzas muéstrales. Si representamos con S}, al estimador agrupado, 
obtenemos lo siguiente.

„2 _ (ni - l)Sf -f( ii2 - 1)5;

Al sustituir Sp en el e.stadístico T. obtenemos la forma menos engorrosa

j. _ 1-V 1 — 2) ~ (Mi ~
/ll\) + i\/ll2)

Si usamos el estadístico T. tenemos

<T < toll) = 1 - a.
donde es el valor r con «, -b n,- 2 grados de libertad, poramba del cual encontramos 
una área de a/2 Al sustituir por Ten la desigualdad, escnbimos

Estimado 
agrupado 

Je la \anan/a

P
(Xi -X:)-(^| -iiz) 
Sp \/( \ /n \T+ 11//J:)

I -<\

Después de realizar las manipulaciones niatemálicas de costumbre, se calculan la dito- 
renda de las medias muéstrales .\j — í > la \,uianza agrupada. > se obtiene el siguiente 
intersalode confianza del 100(1 -a)^c para/i|-^^
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Se observa con facilidad que el valor de sj, es un promedio ponderado de las 
vananzas muéstrales rj y .vi. donde los pesos son los grados de libertad.

Intervalo de Si y .r, son las medias de muestras aleatorias independientes con tamaños y ^ 
confianza para respectivamente, lomadas de poblaciones más o menos nomiales con vananzas igualej 

^ _ cj-j = (j; pero desconocidas, un intervalo de confianza del 100(1 -a)% para/i, “p.e!» dado por
cuando se -------p r\ p

de>.conocen {.vj -xz)-tQi2SpJ— + — < /t| -/i2 < (•? i ■“■^2) + ‘a/2^p\ — + —,
. \ «1 »■> V Il2ambas\anan/.Ls

donde es la estimación agrupada de la des\ iación estándar de la población y es e[ 
valor t con v = rr, 4- iu-2 grados de libertad, que deja una área de q/2 a la derecha

Ejemplo 9.11:1 En el artículo “Estructura comuniiana de los macroimertebrados como un indicador de 
la contaminación de minas ácidas”, publicado en el Journal of Envirtmincntal Pollution. 
se informa sobre una investigación realizada en Cañe Creek. Alabama, para determinar 
la relación entre parámetros fisioquímicos seleccionados y diversas mediciones de la 
estructura de la comunidad de macroinverlcbrados. Una faceta de la investigación con­
sistió en evaluar la efectividad de un índice numénco de la diversidad de especies pani 
indicar la degradación del agua debida al desagüe ácido de una mina Conceptualmente 
un índice elevado de la diversidad do especies macroinvertebradas debería indicar un 
sistema acuático no contaminado, mientras que un índice bajo de esta div ersidad indicj- 
ría un sistema acuático contaminado.

Se eligieron 2 estaciones de muestreo independientes para este estudio una que se 
localiza comente abajo del punto de descarga acida de la mina y la otra ubicada comente 
amba. Para 12 muestras mensuales reunidas en la estación corriente abajo el índice de di­
versidad de especies luso un valor medio de = .^ 11 y una desviación estándar de 

= 0.771; mientras que 10 muestras reunidas mensualmente en la estación comente ara­
ba tuvieron un valor medio del índice i, = 2 04 y una desv lación estándar de .s, = 0 448 
Calculemos un inten alo de confianza del 90Cc para la diferencia entre las medias de k 
población de los dos sitios, «.upomendo que las poblaciones se distnbujen de lomu 
aproximadamente normal \ que tienen vanan/as iguales 

Solución: Representemos con y /t, las medias de la población para los índices de diversidad dee>- 
pecies en las estaciones comente abajo y comente amba. respectivamente Deseaino> en­
contrar un míen alo de confianza del 90Tf para fi - /i. La estimación puntual de /i - ¡i e-

ri - ó = 3 11-204 = I 07 

El estimado agrupado. sj„ de la varianza común. <r'. es

' («1 - i IVT +(»■• — i )vs
~ /;i' + íí; -2

1111(0 77p)+( 9»(() 448-) 
12+10

= 0417

Al sacar la raíz cuadrada obtenemos \ = 0 M6 Si usamos ti = 0 1. enconlramo' en L 
tabla A 4 que r = | 725 para 1 = + /i, - 2 = 20 grados de libertad Por lo tanto, ¿i
intervalo de confianza del 90^c para//, -//, es

1 07 -(1.7251(0 ^ < ¡h - Pz < \ 07 + i \ 725)(0 ]3'*'íTÍ-

ijue se simpldkaa 0 593 <//.-// <1547 J
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Interpretación del intervalo de confíanza
Para el caso de un solo parámetro el intervalo de confianza simplemente produce límites 
de error del parámetro Los valores contentdos en el intervalo se debenan ver como va­
lores razonables, dados los datos experimentales En el caso de una diferencia entre dos 
medias, la interpretación se puede extender a una comparación de las dos medias Por 
ejemplo, si tenemos gran confianza en que una diferencia fl^ - /i, es positiva, sin duda 
infenremos que > /i, con poco nesgo de incumr en un error Así, en el ejemplo 9 11 
tenemos un 90% de confianza en que el inters alo de 0 593 a 1 547 contiene la diferencia 
de las medias de la población para valores del índice de diversidad de especies en las dos 
estaciones El hecho de que ambos límites de confianza sean positivos indica que, en 
promedio, el índice para la estación que se localiza comente abajo del punto de descarga 
es mayor que el índice para la estación que se localiza comente amba

Muestras de tamaños iguales
El procedimiento para construir inten alos de confianza para /i, - /i, cuando cr, = cr, = <7 
pero ésta se desconoce, requiere suponer que las poblaciones son normales Desviacio­
nes ligeras de la suposición de vananzas iguales o de normalidad no alteran senamente 
el grado de confianza en nuestro intervalo (En el capitulo 10 se estudia un procedimiento 
para probar la igualdad de dos vananzas poblacionales desconocidas con base en la in­
formación que proporcionan las vananzas muéstrales) Si las \ananzas de la población 
son considerablemente diferentes, aun obtenemos resultados razonables cuando las 
poblaciones son normales, siempre y cuando «, = Por lo tanto, al planear un expen- 
mentó se debería hacer un esfuerzo por igualar el tamaño de las muestras

\arianzas desconocidas y distintas
Consideremos ahora el problema de calcular el estimado de un intervalo de /i, - /r. cuando 
no es probable que las vananzas de la población desconocidas sean iguales El estadístico 
que se utiliza con mayor frecuencia en este caso es

T’ = (^1 --V;) -(Mi

\/(5f//i 1 H- ihi)

que tiene aproximadamente una dislnbucion i con v grados de libertad, donde 

_____________(vj//n ___________
' [(•'f//'i - 1)1 + - D]

Como V rara vez es un entero, lo redonJiumos al numero entero menor mas cercano El 
estimado antcnor de los grados de libertad se denomina aproximación de Satterihwaite 
(Satterthwaite, 1946, en la bibliogralia)

Con el estadístico T\ escnbimos

/’(-L./2 <T' < = I - a

donde es el valor de la distribución i con v grados de libertad por amba del cual en 
contramos una área de a/2 Al sustituir para T en la desigualdad v seeuir los mismos 
pasos que antes, establecemos el resultado final
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Inten alo de Sty í j yy son las medias y varianzas de muestras aleatorias independientes dg
ennfian/a par.i tamaños /ij y «„ respectivamente, lomadas de poblaciones aproximadamente normales 

- /!,. con varianzas desconocidas y diferentes, un intervalo de confianza aproximado del l(X)(j 
fry # oi > ambas - a)% para /i, - /í, es dado por

\arian/>isse ________
desconocen ST J?

(.V, -.í:) -+ -í:) + Ia/2\j- +

donde es el valor t con

[(ít/«i)-/(«i - >)] + - n)

grados de libertad, que deja una área de a/2 a la derecha.

Observe que la expresión para el valor v antenor incluye variables aleatorias y. por 
consiguiente, v es un estimado de los grados de libertad En las aplicaciones este estimado 
no será un número entero, de manera que el analista lo debe redondear al entero menor 
más cercano para lograr la confianza que se busca.

Antes de ilustrar el iniers'alo de conñanza anterior con un ejemplo deberíamos seña­
lar que todos los intervalos de confianza para /i, - /i, tienen la misma forma general, 
como los de una sola media: a saber, se pueden escribir como

estimación puntual ± /^^,ée.(estimación puntual) 

o

estimación puntual ± z^,, c e.íestimación puntual)

Por ejemplo, en el caso donde = cr, = cr. el error estándar estimado de 
.f I —-ti Q55p \/l/«i + l/«2- Pora el ca.so donde ¿rf 3= trs.

_ /ÍJ tt
eeft, -ti)= \ - + -^

Ejemplo 9.12:1 El Departamento de zoología de Virginia Tech Ileso a cabo un estudio para estimarla 
diferencia en la cantidad de ortofósforo químico medido en dos estaciones dilerentcs 
del río James. El ortofósforo se mide en miligramos por litro Se reunieron 1.^ mué' 
tras de la estación 1 y 12 muestras de la estación 2 Las IS muestras de la estauon I 
tuvieron un contenido promedio de ortofósforo de 3 84 miligramos por litro > una 
desviación estándar de 3 07 miligramos por litro, en tanto que las 12 muestras de la 
estación 2 tuvieron un contenido promedio de l 49 miligramos por litro v una desvia­
ción estándar de 0 80 miligramos por litro. Calcule un intervalo de conlian/a de 95*7 
para la diferencia en el contenido promedio verdadero de ortotostoro en estas dos 
estaciones. Suponga que las observaciones provienen de poblaciones normales con 
varianzas diferentes

Solución: Pora la estación I tenemos v, = 3 84. v, = 3 07 > = 15 Para la estación 2. í, = I
.V, = 0 80 V /I, = 12 Queremos obtener un intervalo de confianza del 95Vf para -h
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Como se suponen varianzas de la población diferentes, sólo podemos calcular un inter­
valo de conílanza aproximado del 95% basado en la distribución / con v grados de liber­
tad, donde

(3.07Vl5-bQ.80Vl2)-
((3.07Vl5)2/i4]-i-[(0.80Vl2)Vll] ~

Nuestra estimación puntual de - fx, es

Al - Á2 = 3.84- 1.49 = 2.35.

Si usamos q = 0.05, en la tabla A.4 encontramos que = 2.120 para v = 16 grados 
de libertad. Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95% para /i, - /i, es

2.35-2.120
3.072

4-
0.802

12 </ii -^2 <2.35 4-2.120
3.072 0.802

15 12 ■

que se simplifica a 0.60 < /i, - /x, < 4.10. En consecuencia, tenemos un 95% de confian­
za en que el intervalo de 0.60 a 4.10 miligramo.s por litro contiene la diferencia del pro­
medio verdadero del ortofósforo que contienen estos dos lugares. _l

Cuando se desconocen dos varianzas de la población, la suposición de vananzas 
¡guales o diferentes podría ser precaria. En la sección 10.10 se presentará un procedi­
miento que ayudará a distinguir entre las situaciones con la misma varianza y con varian- 
za diferente.

9.9 Observaciones pareadas

Ahora estudiaremos los procedimientos de estimación para la diferencia de dos medias 
cuando las muestras no son independientes y las vananzas de las dos poblaciones no son 
necesariamente ¡guales. La situación que se considera aquí tiene que ser con una condi­
ción experimental muy especial, a saber, ¡as ohsen aaoiiespareada',. A diferencia de la 
situación que se descnbió antes, las condiciones de las dos poblaciones no se asignan de 
forma aleatona a las unidades expenmentales. Más bien, cada unidad experimental 
homogénea recibe ambas condiciones de la población: como resultado, cada unidad ex­
perimental tiene un par de obsers aciones, una para cada población Por ejemplo, m rea­
lizamos una prueba de una nueva dieta con 15 individuos, los pesos antes \ después de 
seguir la dicta conforman la información de las dos muestras. Las dos poblaciones son 
"antes" y "de.spués”. y la unidad expenmentai es el indiv iduo. Lv identemenio. las obser­
vaciones en un par tienen algo en común Para detemiinar si la dieta es efeciiv a conside­
ramos las diferencias J,.. . d^ en las observaciones pareadas Estas dilerencias son los 
valores de una muestra aleatoria D,. de una población de diferencias, que su­
pondremos distribuidas noniialmenle.con mediav,inan/a <Tp Estimamos 
af) mediante .vj. la varian/a de las diferencias que consiiiuven nuestra muestra El e>ii- 
mador puntual de /x,,es dado por D.

¿Cuándo debe hacerse el pareado?
Parear observaciones en un expenmenlo es una estrategia que se puede emplear en niu>.lios 
campos de aplicación Se expondrá al lector a lal concepto en el material rela<.ionado con
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la prueba de hipótesis en el capítulo 10 y en los temas de diseño expenmenial en loj 
capítulos 13 y 15 Al seleccionar unidades expenmeniales relaüvamente homogénegj 
(dentro de las unidades) y permitir que cada unidad experimente ambas condiciones dy 
la población, se reduce la \ananza del error expenmenial efectiva (en este caso t7¿) g[ 
lector puede visualizar la j-ésima diferencia del par como

D, =X|, -X:,

Como las dos observaciones se toman de la unidad expenmenial de la muestra no son 
independientes y. de hecho.

Var(ü,) = Var(X,, -X;,) = - 2 Cov(X Xi,)

Entonces, de manera intuitiva, se espera que <Td debería reducirse debido a la similitud 
en la naturaleza de los "errores” de las dos observaciones dentro de una unidad expen 
mental, a lo cual se llega mediante la expresión antenor En realidad se espera que, si la 
unidad es homogénea, la covananza sea positiva Como resultado, la ganancia en calidad 
del intervalo de confianza sobre la que se obtuvo sin parear es mayor cuando hay homo­
geneidad dentro de las unidades y cuando las diierentias grandes van de una a otra uní 
dad Se debería tener en cuenta que el desempeño del intervalo de confianza dependem 
del error estándar de D. que es por supuesto, (T¡)/\fñ, donde n es el numero de pares 
Como indicamos antes, la intención al pareares reducir

Equilibrio entre reducir la \arianza > perder grados de libertad
Al comparar los intervalos de confianza obtenidos con v sin pareado es e\ idente que ha\ 
un intercambio implicado Aunque en realidad el pareado debería reducir la vananzj 
y, por lo tanto, el error estándar de la estimación puntual, los grados de libertad disminuven 
al reducir el problema a uno con una sola muestni Como resultado, el punto r ^ ligado J 
error estándar se ajusta en concordancia De esta manera, el pareado podría resultar con 
traproducente Esto ocurriría con certeza si se expenmenla sólo una reducción ituhIcsü 
en la varianza (a través de af)) mediante el pareado

Otra ilustración del p,u-eado implicaría elegir n pares de sujetos donde cada por 
tenga una característica similar, como el coeticiente intelectual (CI). la edad o la raza v 
luego para cada par seleccionar un miembro al azar para obtener un valor de X,, dejando 
que el otro miembro proporcione el valor de \ En este caso \ y podrían representar 
las calificaciones obtenidas por dos individuos con igual C1 cuando uno es asignado al 
azar a un grupo que usa el inctodo de enseñanza convencional y al otro a un grupo que 
utiliza materiales programados

Se puede establecer un intervalo de conltanza de! 100(1 -a)‘< para/i„cscnbiendo

Fl-I„ ; < r < r„ = 1 - o

donde T= ^ t como antes es un valor de la dMnbucion í con n - 1 gradosd¿
libertad

bii la actualidad se acostuiiibr.i reemplazar / por su detinicion en la desigualdad 
anterior v desarrollar los pasos matemáticos que vonduzcan al siguiente intervalo di 
coniianz.idel 100(1 -al', para//^ -¡t =//
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Intervalo de Si J y son la media y la desviación estándar, respectivamente, de las diferencias distri- 
(.ontianza para buidas normalmente de n pares aleatorios de mediciones, un intervalo de confianza del 

¡í, = f‘r^: para 100(1 - a)íí> para=/i, -/r, es 
observaciones

Y^J y/i

donde /^^jes el valor / con v = n - 1 grados de libertad, que deja una área de a/2 a la 
derecha.

Ejemplo 9.13: i Un estudio publicado en Chemosphere reporta los niveles de la dioxina TCDD en 20 ve­
teranos de Vietnam de Massachusetts, quienes posiblemente estuvieron expuestos al agen­
te naranja. En la tabla 9.1 se presentan los niveles de tcdd en plasma y tejido adiposo.

Calcule un intervalo de confianza del 95% para /i, - donde y /i, representen 
las medias verdaderas de los niveles de TCDD en plasma y en tejido adiposo, respecti­
vamente. Suponga que la distribución de las diferencias es casi normal.

Tabla 9.1; Datos para el ejemplo 9.13.

Veterano

Niveles Niveles
de TCDD de TCDD en 
en plasma tejido adiposo di Veterano

Niveles Niveles
de TCDD de TCDD en 
en plasma tejido adiposo di

1 2.5 4.9 -2.4 11 6.9 7.0 -0.1
2 3.1 5.9 -2.8 12 3.3 2.9 0.4
3 2.1 4.4 -2.3 13 4.6 4.6 0.0
4 3.5 6.9 -3.4 14 1.6 1.4 0.2
5 3.1 7.0 -3.9 15 7.2 7.7 -0.5
6 1.8 4.2 -2.4 16 1.8 I.l 0.7
7 6.0 10.0 -4.0 17 20.0 11.0 9.0
S 3.0 5.5 -2.5 18 2.0 2.5 -0.5
9 36.0 41.0 -5.0 19 2.5 2.3 0.2

10 4.7 4.4 0.3 20 4.1 2.5 1.6
Reproducido de Chemnspherv. Vol 20, Núm'. 7-9 (ubla.s I y II). .Schcclcr <•/ al. ••partitinnini: 2. 7. 8-».hli)nnalcd
dibcfiio-p-dioxins and dibcn¿ofurans between adipow tiv'.uc and pla>ma lipid of 20 Mas'-athusells \ leinoni veterans", 
pp 954-955, Derechos reservados 01990. con julonzacnm de Elsevier

Solución: Buscamos un inter\’alo de confianza del 95^ para- p,. Como las observaciones es­
tán pareadas, /i, - La estimación puntual de es J = -U.87. La desviación
estándar de las diferencias muéstrales es

1 ^ , /168.4220

I = I

2 9773.

Si usamos a = 0.05, en la tabla .A 4 encontramos que = 2.093 para i = ;i - 1 = 19 
grados de libertad. Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95' r es

/'*9773\ /'’9773\
-0.8700-(2.093) —< -0.8700-b (2 093) .
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o simplemente -2 2634 < fi^< 0 5234, de lo cual concluimos que no hay diferencia sig. 
mficaiiva entre el nivel medio de TCDD en plasma y el nivel medio de TCDD en icjuIq 
adiposo J

Ejercicios
9J5 Una muestra aleatoria de tamaño n, = 25, toma­
da de una población normal con una desviación es- 
tindar <7, = 5. tiene una media f, = 80 Una segunda 
muesmi alcatona de tamaño n, = 36, que se toma de 
una población normal diferente con una desviación es­
tándar cr,= 3, tiene una media t, = 75 Calcule un in­
tervalo de confianza del 94% para /i, - /i,
9J6 Se comparan las resistencias de dos clases de 
hilo Se prueban 50 piezas de cada clase de hilo en con­
diciones similares La marca A tiene una resistencia a la 
tension promedio de 78 3 kilogramos, con una desviación 
estándar de 5 6 kilogramos, en tanto que la marca B 
tiene una resistencia a la tensión promedio de 87 2 ki­
logramos con una desviación estándar de 6 3 kilogra­
mos Construya un intervalo de confianza del 95^o para 
la diferencia de las medias de la población
937 Se realiza un estudio para determinar si cierto 
tratamiento tiene algún efecto sobre la cantidad de me­
tal que se elimina en una operación de encurtido Una 
muestra aleatona de 100 piezas se sumerge en un baño 
por 24 horas sin el tratamiento, lo que produce un pro­
medio de 12 2 milímetros de metal eliminados y una 
desNiacion estándar muestra! de 1 I milímetros Una 
segunda muestra de 200 piezas se somete al tratamien­
to. seguido de 24 horas de inmersión en el baño, lo que 
da como resultado una eliminación promedio de 9 1 
milímetros de metal, con una desviación estándar 
muestra! de 0 9 milímetros Calcule un estimado 
del intervalo de confianza del 9S% para la diferencia 
entre las medias de las poblaciones ^.El tratamiento pa­
rece reducir la cantidad media del metal eliminado'’
938 En un proceso químico por lotes se comparan los 
efectos de dos catalizadores sobre la potencia de la reac 
Clon del proceso Se prepara una muestra de 12 lotes uti­
lizando el catalizador 1 > una muestra de 10 lotes utilizando 
el catalizador 2 Los 12 lotes para los que se utilizo el 
catalizador 1 en la reacción dieron un rendimiento pro­
medio de 85 con una desviación estándar mucstral de 4, 
en tanto que para la segunda muestra, la de 10 lotes el 
promedio fue de 81. con una desviación estándar mués 
tral de 5 Calcule un intenalo de conlianza del 90‘'r para 
la diferencia entre las medias de la población suponiendo 
que las poblaciones se disüibuven de forma aproximada­
mente nonnal \ que tienen vananzas iguales
9 39 Los estudiantes pueden elegir entre un curso de 
física de tres semestres hora sin laboratorio \ un curso 
de cu itro semestres hora con iaboralono 11 examen

final esento es el mismo para ambos cursos Si 12 esiu 
diantes del curso con laboratono obtienen una ca 
lificación promedio de 84, con una desviación estándar 
de 4, y 18 estudiantes del grupo sin laboratono obtienen 
una calificación promedio de 77. con una desviación 
estándar de 6. calcule un intervalo de confianza del 
99^ para la diferencia enUe las calificaciones promc 
dio para ambos cursos Suponga que las poblaciones se 
distribuyen de forma aproximadamente normal j que 
tienen vananzas iguales
9.40 En un estudio que se lleva a cabo en Virginia 
Tech sobre el desarrollo de micomza. una relación sim 
bióuca entre las raíces de arboles > un hongo, en la cual 
se transfieren minerales del hongo a los arboles v azu 
cares de los arboles a los hongos, se cultivaron en un 
invernadero 20 robles rojos que fueron expuestos al 
hongo Pisnhtlnis linuorus Todos los arboles se planta 
ron en el mismo tipo de suelo y recibieron la misma 
cantidad de luz solar y agua La mitad no recibió nitró­
geno en el momento de plantarlos y simo como con 
trol, y la otra mitad recibió 368 ppm de nitrogen» en 
forma de NaNOj Despuds de 140 días se registraron 
los siguientes pesos de los tallos, en gramos 

Sin nitrógeno Con nitrógeno
0 32 0 26
0 53 0 43
0 28 0 47
0 37 0 49
0 47 0 52
0 43 0 75
0 36 0 79
0 42 0 86
0 38 0 62
0 43 0 46

Construya un intervalo de confianza del 95^i para la 
diferencia entre los pesos medios de los tallos qut no 
recibieron mü’ogeno y los que recibieron 368 ppm 
nitrógeno Suponga que las poblaciones csian distnhii 
das nonnalmentc y que tienen va^anza^ igualcN 
9.41 Los siguientes datos repre'-cntan el tiempo ci 
días que pacientes tratados al az^ con uno de doN me 
dieamentos para curar infecciones graves Je la vejiga 
lardaron en recuperarse

Medicamento 1 Medicamento 2 _
/ii = 14 n =rrü
ti = 17 i- = 19
' I = 1 5 V = I 8
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Calcule un inlcn-alo de confianza del 99% para la dife­
rencia ios tiempos medios de recuperación
-jja los dos medicamentos. Suponga poblaciones nor­
mes que tienen vananzas iguales

Un expenmento publicado en Popular Science 
conipan3 el ahorro de combustible para dos tipos de ca- 
niiones compactos que funcionan con diesel y están 
equipados de forma similar Suponga que se utilizaron 
12canuones Volkswagen y lOToyota en pruebas con una 
velocidad constante de 90 kilómetros por hora St los 
12 camiones Volkswagen promedian (¿kilómetros por 
litro con una desviación estándar de 1 0 kilómetros 
porliiro.ylos 10 Toyota promedian 11 kilómetros por 
litro con una desviación estándar de 0 8 kilómetros 
por litro, construya un intervalo de confianza del 90% 
para la diferencia entre los kilómetros promedio por 
litio de estos dos camiones compactos Suponga que 
las distancias por litro para cada modelo de camión es- 
un distnbuidas de forma aproximadamente normal y 
que tienen vananzas iguales
9.13 Una empresa de toxis trata de decidir si compra- 
id neumáticos de la marca A o de la marca B para su 
floulla de taxis. Pom estimar la diferencia entre las dos 
(turcas realiza un expenmento utilizando 12 neumáti­
cos de cada marca, los cuales utiliza hasta que se des 
gistan Los resultados son

Marca/t r,= 36.300 kilómetros.
jj = 5000 kilómetros 

Marcas r, = 38.100kilómetros. 
s, = 6100 kilómetros

Calcule un mtersalo de confianza del 95% para 
luponiendo que las poblaciones se distnbu>cn de for 
m aproximadamente normal Puede no suponer que 
hssananzas son iguales

capacidades de cosecha de dos nuevas vanedudcs de 
tngo Cada vanedad se siembra en parcelas con la mis­
ma área en cada universidad, y las cosechas, en kilogra­
mos por parcela, se registran como sigue

___________ Universidad___________
Variedad 1 23456789

1 38 23 35 41 44 29 37 31 38
2 45 25 31 38 50 33 36 40 43

Calcule un intervalo de confianza del 95% para la dife­
rencia media entre los cosechas de las dos vanedades, 
suponiendo que las diferencias entre los cosechas se 
distnbuyen de forma aproximadamente normal Expli­
que por que es necesario el pareado en este problema
9.46 Los siguientes datos representan el tiempo de 
duración de películas producidas por dos empresas ci­
nematográficos

Empresa Tiempo (minutos)
I 103 W lio 87 98
II 97 82 123 92 175 88 118

Calcule un intervalo de confianza üei 90% para la dife­
rencia entre la duración promedio de las películas que 
producen las dos empresas Suponga que las diteren- 
cias en la duración se distribuyen de forma aproxima­
damente normal v que tienen vananzas distintas
9.47 La revista Fofíunc (marzo de 1997) publico la 
rentabilidad total de los inversionistas durante los 10 
años anteriores a 1996j también lade431 empresasen 
ese mismo año A continuación se lista la rentabilidad 
total para 10 de las empresas Calcule un mtenalo de 
confianza del 95% para el cambio promedio en el por 
centaje de rentabilidad de los inversionistas

944 Con referencia a! ejercicio 9 43. calcule un in 
ifrvalo de confianza del 99% para - /i, si se asignan 
al azor neumáticos de las dos marcas a las ruedas trase 
ras izquierda y derecha de 8 la.xis > se registran las si­
guientes distancias, en kilómetros

Taxi Marca A Marca B
1 34.400 36.700
2 45.500 46.800
3 36,700 37.700
4 32 000 31.100
5 48 400 47.800
6 32 800 36.400
7 38.100 38.900
8 30.100 31.500

Suponga que las diferencias de las distancias se disin- 
bujen de forma aproximadamente normal
945 El gobierno otorgo fondos para los depariamen 
los de agricultura de 9 universidades para probar las

Rentabilidad total 
para los inversionistas

Empresa 198fr-96 1996
Coca-Cola 29 8% 43 3%
Mirage Resorts 27 9% 25 4%
Merck 22 1% 24 {Yc
Microsolt 44 5% 88 3%
Johnson Johnson ■)*) 2% 18 1%
Intel 43 8% 131 2%
Píizer 21 7% 34 (Kf
Procter i. Gamble 21 9'< 32 1%
Berkshire Haüiawav 28 3^ 6 2%
SÓ.P 5(H) 11 8H 20 3%

9.48 Una empresa automotn/ esta considerando dos 
tipos de balerías para sus vehículos Con ese lin reúne 
inlormaciüii muestral sobre la vida de las baterías 
Utili/a para ello 20 baterías del tipo \ v 20 baterías 
del tipo/í El resumen de los estadísticos es = 32 91
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Xg = 30 47, =s 1 57 y = I 74 Suponga que los 
datos de cada batena se distnbuyen normalmente y que

a) Calcule un intervalo de confianza del 95^ para

b) Del inciso a) saque algunas conclusiones que le 
ayuden a la empresa a decidir si debería utilizar la 
batería 4 o la B

9.49 Se considera usar dos marcas diferentes de pin­
tura vinílica. Se seleccionaron 15 especímenes de cada 
Upo de pintura, para los cuales los tiempos de secado 
en horas fueron los siguientes

Pintura A Pintura
35 27 39 4.2 3 6 4.7 39 45 55 40
27 3 3 5 2 42 29 5.3 43 60 52 37
44 52 40 4 I 3.4 55 62 5 1 54 48

Suponga que el tiempo de secado se disUibuye normal, 
mente, con Calcule un intervalo de confianza
del 95% de donde y son los tiempos me
dios de secado
9.50 A dos grupos de ratas diabéticas se les suminis 
mm dos niveles de dosis de insulina (alto y bajo) pam 
\enficar la capacidad de fijación de esta hormona Se 
obtuvieron los siguientes datos

Dosis baja /ij=8 ?i = 198 íi=05l 
Dosis alta* ii: = 13 Í2 = 1 30 Jz = Ü 35

Suponga que las vananzas son iguales Determine un 
intervalo de confianza del 95% para la diferencia en la 
capacidad promedio verdadera de fijación de la insuli 
na enU’c las dos muestras

9.10 Una sola muestra: estimación de una proporción
El estadístico p = X/n, en donde X representa el numero de éxitos en n ensayos, provee 
un estimador puntual de la proporción p en un expenmenlo binomial Por lo tanto la 
proporción de la muestra p = x/n se uülizara como el estimador puntual del parametro p 

Si no se espera que la proporción p desconocida esté demasiado cerca de 0 o de 1 
se puede establecer un intenalo de confianza para p considerando la distnbución mués 
tral de P. Si en cada ensayo binomial asignamos el valor 0 a un fracaso y el valor I a un 
éxito, el número de éxitos, t. se puede interpretar como la suma de ;i v alores que consta 
solo de ceros y unos, y p es sólo la media mueslral de esos n valores En consecuenua 
por el teorema del límite central, para n suficientemente grande P esta disinbuida de 
forma casi normal con media

i,f=Eiñ = E(^'j='^=n

y vananza
=

>/P±
n-

Cí
n

Por lo tanto, podemos afirmar que

Pí-Zq/2 <Z < Zq/i) = 1 - q, con 2 = A=JL.

y r„/,es el valor por amba del cual encontramos una area de a/2 debajo de la curvj 
normal estándar Al sustituir para Z escnbimos

P P-P
\fp(}/n

1 -Q

Cuando n es grande se introduce un error mu) pequeño sustituv endo el estimado puntu li 
p = \/n para la/) debajo del signo de radical Entonces podemos escribir

P 1 - a

1
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Por otro lado, al resolver parap en la desigualdad cuadrática anterior.

~<a/2 < P~P
/----T <-0/2\/pq/n

obtenemos otra forma del intervalo de confianza para p con los siguientes límites.

^ + <an-
I + I j. V » *1/»"

n ^ n

Para una muestra aleatoria de tamaño n se calcula la proporción muestral p = x/n y se 
pueden obtenerlos siguientes intervalos de confianza aproximados del 100(1 -a)9c para/?.

Intervalos de Si p es la proporción de e'xitos en una muestra aleatoria dc tamaño n, >' ry = 1 — p. un 
vonfian/a piU"a intervalo de confianza aproximado del 100(1 — oc)9c para el parámetro binomial p se 

"de una muestra obtiene por medio de (método 1)

. íF, . m
<p< p + zar-f-^

o mediante (método 2)

P + ^a/2 . ¡pii . -«/2 ^ + . Zo/2 . jpq , -a/Z

n n ~ II ' ~ n

donde C„^,es el valor c que deja una área dc q/2 a la derecha

Cuando n es pequeña y se cree que la proporción desconocida p se acerca a 0 o a 1. 
el procedimiento del inters'alo de confianza que se establece aquí no es confiable \. por 
lo tanto, no se debería emplear Para estar seguros se requiere que tanto np como iifj sean 
mayores que o iguales a 5. Los métodos para calcular un intervalo de confianza para el 
parámetro binomial p también se pueden aplicar cuando se está utilizando la distribución 
binomial con el fin de aproximar la distribución hipergeométrica; es decir, cuando n es 
pequeña respecto a N, como se ilustra en el ejemplo 9 14

Observe que, aunque el método 2 produce resultados mas precisos, su calculo es 
más complicado, y la ventaja en precisión que bnnda dismmuse cuando el tamaño de la 
muestra e.s lo suficientemente grande. Debido a esto en la práctica es más común utilizar 
el método l.

Ejemplo 9.14:' En una muestra aleatonade ii — 500 familias que tienen televisores en !a ciudad de Ha­
milton. Canadá, se encuentra que x = 340 están suscritas a HBO Calcule un intervalo 
de confianza del 95Cc para la proporción real de lamillas que tienen televisores en esta 
ciudad y están susentas a HBO.

Solución: La estimación puntual de/? es/j = 340/500 = 0 6S Si usamos la tabla \ ■^.encontramos 
que c,,,,,, = 1 96 Por lo tanto, si utilizamos el método 1. el intervalo de confianza del 
95^f para p es

0 68 - 1 96'
(0 68)(0.32)

500
<p< 0 68 -t- 1 96^

MO 68)(0 '^2\

500

que se simplifica a 0 6391 </»<() 7209
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Si utilizamos el segundo método, obtenemos

0.68 + I 96-
(2)(SÜÜI

1 + 1.96-
50U

1.96 /(0.68K0.32) ^ 1.96-
*1 + 1^ y 500 ■^(4)(500") = 0.6786 ± 0.0408.

que se simplifica a 0.6378 <p < 0.7194. Aparentemente, cuando n es grande (500 en 
este caso) ambos métodos producen resultados muy similares. j

Si p es el valor central de un Intervalo de confianza del 100( 1 - a)Cí-. entonces 
p estima p sin error. Sin embargo, la mayoría de las veces p no .será exactamente igual a p 
y el estimado puntual será erróneo. El tamaño de este error será la diferencia positiva que 
sepíu-a ap de p. y podemos tener una confianza del 100(1 de que tal diferencia no 
excederá a Si dibujamos un diagrama de un intervalo de confianza típico,
como el de la figura 9.6. podemos ver esto fácilmente. En e.ste caso utilizamos el méto­
do 1 para estimar el error.

P-Z.,\p9ín

Figura 9.6: Error en la estimación de p por medio de p.

Teorema 9.3; Si p se utiliza como un estimado de p, podemos tener un 10ü( 1 - q)Cí de confianza en 
que el error no excederá a y'p^/ñ.

En el ejemplo 9.14 tenemos un 95rr de confianza en que la proporción de la muestra 
p = 0.68 difiere de la verdadera proporción p en una cantidad que no excede a 0 04,

Selección del tamaño de la muestra
Determinemos ahora que' tan grande debe ser una muestra para poder estar seguros de 
que el error al estimar p será menor que una cantidad específica i\ Por medio del teore­
ma 9.3. debemos elegir una n tal que Za/i \'p^V>^ — c

Teorema 9.4: Si p se utiliza como un estimado de p. podemos tener un l(H)t I - de confianza en 
que el error será menor que una cantidad específica e cu4Uido el tamaño de la muestra 
sea aproximadamente

n — ———.
e-

E1 teorema 9.4 es algo engañoso, pues debemos utilizar ¡¡ para delemiinar el taiiuiia 
n de la muestra, pero /»se calcula a partir de la muestra .Si se puede hacer una estimación 
burda de p sm lomar una muestra, se podría usar este \ aior para delernmiar i¡. \ talla de 
tal estimado, podríiunos tomar una muestra preliminar de tamaño n > .111 para propsucu*- 
nar un estimado de p. Si utilizamos el teorema 9 4 p\*dríamos detenmiiai apri*\iiiiaJa- 
mente cuántas observaeiimes so necesitan para proporcionar el grado de preu'icn 
deseado. Obserse que los calores fraccionarios de n se redondean al siguiente numero 
enierr* mas or.
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rjeniplo 9.15: i ¿Qué tan grande debe ser una muestra en el ejemplo 9 14 si queremos tener un 95% de 
confianza en que la estimación de p esté dentro de 0 02 del vaJor verdadero'^

Solución: Tratemos a las 500 familias como una muestra preliminar que proporciona una estima­
ción p = 0 68. Entonces, mediante el teorema 9.4,

¡} (1.96)-(0.68)(0.32) 
(0 02)2 = 2089 8 2090

Por lo tanto, si basamos nuestra estimación de p en una muestra aleatoria de tamaño 
2090, podemos tener un 95% de confianza en que nuestra proporción muestral no dife- 
nrá de la proporción verdadera en más de 0 02. J

Ocasionalmente será poco práctico obtener una estimación de p que se utilice para 
determinar el tamaño muestral para un grado específico de confianza Si esto sucede, se 
establece un límite supenor para n al notar que pq = p(\ — p). que debe ser a lo sumo 
1/4, yaque p debe caer entre 0 y 1. Este hecho se \enfica completando el cuadrado Por 
consiguiente,

pO -i» = Hp- -P, = i - + i) = 1 _ - i)‘.

que siempre es menor que 1 /4 excepto cuando p = 1 /2 y entonces pq = 1/4 Por lo 
tanto, SI sustituimos p = 1 /2 en la fórmula para n del teorema 9 4, cuando, de hecho, 
p difiere de 1 /2. entonces n se agrandará más de lo necesario para el grado de confianza 
específico y, como resultado, se incrementará nuestro grado de confianza

Teorema 9.5: Si utilizamos p como un estimado de p. podemos tener, al menos, un 100( l - q)% de 
confianza en que el error no excederá a una cantidad especifica e cuando el tamaño 
de la muestra sea

Ejemplo 9.16:1 ¿,Qué tan grande debe ser una muestra en el ejemplo 9 14 si queremos tener al menos 
un 95% de confianza en que nuestra estimation de p esta dentro de Ü 02 del \alor ver­
dadero

Solución: A diferencia del ejemplo 9 15. supondremos ahora que no se tomo una muestra preliini 
nar para obtener una estimación de p En consetuencia. podemos tener al menos un 95' ¡ 
de confianza en que nuestra proportion de la muestra no dilema de la proportion verda 
dera en mas de 0 02, si elegimos una muestra de tamaño

n
(1 96)- 

(4)(0 02)'
= 2401

Si comparamos los resultados de los ejemplos 9 15 y 9 16 vemos que la inlonna 
Clon concerniente a p. proporcionada por una muestra preliminar, o quizas obtenida a 
partir de la expenencia. nos permite elegir una muestra mas pequeña a la vez que man­
tenemos el grado de precision requendo J
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9.11 Dos muestras: estimación de la diferencia 
entre dos proporciones

Considere el problema en el que se busca esumar la diferencia entre dos parámetros bi- 
nomiales p^ y />,. Por ejemplo, p^ podría ser la proporción de fumadores con cáncer de 
pulmón y p, la proporción de no fumadores con cáncer de pulmón, y el problema consij. 
tiría en estimar la diferencia entre estas dos proporciones. Primero seleccionamos 
muestras aleatorias independientes de tamaños /i, y n, a partir de las dos poblaciones 
binomiaies con medias n,p, y y vananzas n^p^q^ y «^,<7,. respectivamente, después 
determinamos los números .Tj y x, de personas con cáncer de pulmón en cada muestra, j 
formamos las proporciones p, = .t,//i y p, = estadístico p, - p, provee un esti-
mador puntual de la diferencia entre las dos proporciones, p, - p,. Por lo tanto, la dife­
rencia de las proporciones muéstrales, p, - p„ se utilizará como la estimación puntual de
Pi-P2‘

Se puede establecer un intervalo de confianza para p, j p, considerando la distnbu- 
ción muestral de p^ — p,. De la sección 9.10 sabemos que p, y p, están distnbuidos cada 
uno de forma aproximadamente normal, con mediasp, y p,. y \ananzas p,í/,//i, y p,^y 
/!,. respectisámente. Al elegir muestras independientes de las dos poblaciones nos ascgíi- 
ramos de que las vanables p, y p, serán independientes > luego, por la propiedad repro­
ductiva de la distribución normal que se estableció en el teorema 7 11, concluimos que 
p, — p, está distribuido de forma aproximadamente normal con media

Pp, -P, = P, - /-:

y vananza

Pit/i ^ Piqi
/I] Íl2

Por lo tanto, podemos asegurar que

P'^-'an <z < Za/l) = i -Q.

donde

Z = '^1 -^2)-<Pi -P:)
\P\q\M] +p2í/:/n:

y r,, es un \alor por amba del cual encontramos una urea de q/2 deba)o de la tursa 
normal estánd.u- Al sustituir para Zescnbimos

P ^ 1^1 -P'J -<Pi -Pi)
-lt/2 < — <C(, 2

vniqi/H] +P:íi2/n:
- n

Después de realizar las operaciones matemáticas usuales reemplazamos p./'-*/ 
y (/, bajo el signo de radical por sus estimaciones p^ = \¡//i,. /» = \./n . t/, = I — P > 

^ ~ i' • siempre \ cuando n n p \ n sean todas ma\ ores que o iguales a
5.\ seohticiieelsiguienteiniervalodeconlunzaaproMinadodel KKin -aj'r paraPi-P
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Inten alo de Si p, y p, son las proporciones de éxitos en muestras aleatorias de tamaños ;i, y ;j,,res-
confianzu para pectivamente, ^, = 1 — pj y ^, = I — p„ un intervalo de confianza aproximado del 
p,'Pz 100(1 -a)% para la diferencia de dos pai^etros binomialesp^~p^es dado por

muestra grande

(p, -p,j _p,)+ /eetm,
V «1 fl2 V «I «2

donde ^ una área de a/2 a la derecha.

Ejemplo 9.17; i Se considera hacer un cierto cambio en el proceso de fabricación de partes componentes.
Para determinar si el cambio en el proceso da como resultado una mejora, se toman 
muestras de partes fabricadas con el proceso nuevo y con el actual. Si se encuentra que 
75 de 1500 artículos manufacturados con el proceso actual están defectuosos y 80 
de 2000 manufacturados con el proceso nuevo también lo están, calcule un interc alo de 
confianza del 90% para la diferencia verdadera en la proporción de partes defectuosas 
entre el proceso actual y el nuevo.

Solución: Suponga quep^ y p, son las proporciones verdaderas de partes defectuosas para los pro­
cesos actual y nuevo, respectivamente. En consecuencia, p^ = 75/1500 = 0.05 y p, = 
80/2000 = 0.04, y la estimación puntual de p^ - p, es

p, ~p2 =0.05-0.04 = 0.01.

Si utilizamos la tabla A.3, encontramos = 1.645. Por lo tanto, al sustituir en la 
fórmula

1.645
(0.05K0.95)

1500
(0.04)(0.96)

2000
= 0.0117,

encontramos que el intervalo de confianza del 90% es -0.(XH7 < p, - p, < 0.0217. 
Como el intervalo contiene el valor 0. no hay razón para creer que el nuevo proceso, 
comparado con el actual, disminuye en forma significativa la proporción de artículos 
defectuosos. J

Hasta aquí todos los intervalos de confianza presentados son de la forma

estimación puntual ± K e.e.(e.slimación puntual),

donde K es una constante (ya sea t o el punto porcentual normal). Esta fonna es válida 
cuando el parámetro es una media, una diferencia entre medias, una proporción o una 
diferencia entre proporciones, debido a la simetría de las distribuciones t y Z. Sin embar­
go. no se extiende a las varianzas ni a los cocientes de las varianzas, las cuales se exami­
narán en las secciones 9.12 y 9.13.
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Ejercicios
En este conjunto de ejercicios, para una estimación 
respecto a una proporción, utilice sólo el método 1 
para calcular ios inler>‘aIos de confianza, a menos 
que se especifique otra cosa.
9.51 En una muestra aleatoria de 1000 viviendas en 
cierta ciudad se encuentra que 228 utilizan petróleo 
como combustible para la calefacción. Calcule interva­
los de confianza del 99'¡'c para la proporción de vivien­
das en esta ciudad que utilizan petróleo con el fin 
mencionado. Utilice los dos métodos que se presenta­
ron en la página 297.
9.52 Calcule inters'alos de confianza del 95^^* para la 
proporción de artículos defectuosos que resultan de un 
proceso cuando .se encuentra que una muestra de tama­
ño 100 produce 8 defectuosos. Utilice los dos métodos 
que se presentaron en la página 297.
9.53 a) Se selecciona una muestra aleatoria de 200 

votantes en una ciudad y se encuentra que 114 
apoyan un juicio de anexión. Calcule el intervalo 
de confianza del 96rc para la parte de la población 
votante que está a favor del juicio.

b) ¿Qué podemos afirmar con 96Cr de confianza 
acerca de la posible magnitud de nuestro error, sí 
estimamos que la fracción de votantes que está u 
favor del juicio de anexión es 0.57?

9.54 Un fabncante de reproductores de MP3 utiliza 
un conjunto de pruebas exhaustivas para evaluar el fun­
cionamiento eléctrico de su producto Todos los repro­
ductores de MP3 deben pasar todas las pruebas antes 
de .ser puestos a la venta. De una muestra aleatoria de 
500 reproductores, 15 no pasan una o más de las prue­
bas. Calcule un intervalo de confianza del 90^ para la 
proporción de los reproductores de MP3 de la pobla­
ción que pasan todas las pruebas.
9.55 Se está considerando un nuevo sistema de lanza­
miento de cohetes para el despliegue de cohetes peque­
ños. de corto alcance. La probabilidad de que el sistema 
existente tenga un lanzamiento exitoso se representa con 
p = 0.8. Se toma una mue.slra de 40 lanzamiento>. expe­
rimentales con el nuevo sistema y .34 resultan exitosos.
fll Construyauniniervalodecon(ian/ddel95‘‘í para/». 
h) ¿Con ba.se en sus resultados, concluiría que el nue­

vo sistema es mejor'’
9.56 Un genetista está interesado en üelenninar la 
proporción de hombres afncamis que padecen cieno 
trastorno sanguíneo menor En una muestra alealona de 
100 lionibres africaiu*s encuentra que 24 lo padecen 
ill Calcule un intervalo de conlian/a del 9ó‘; para l.i

proporción de hombres .linéanos que p.iJecen este 
ir.istonu' s.mginneo

b) ¿Qué podríamos afirmar con 99% de confiantj 
acerca de la posible magnitud de nuestro error, si 
estimamos que la proporción de hombres afnéa. 
nos con dicho trastorno sanguíneo es 0.24?

9.57 a) De acuerdo con un reporte del Roanoke 7j- 
mes á World-News, aproximadamente 2/3 de los 
1600 adultos encucsiados vía telefónica dijeron 
que piensan que invertir en el programa del trans­
bordador espacia! es bueno para Estados Unidos 
Calcule un intenalo de confianza del 95^ para la 
proporción de adultos estadounidenses que píen, 
san que el programa del transbordador espacia] 
es una buena inversión pura su país.

b) ¿Qué podríamos afirmar con un 95% de confianza 
acerca de la posible magnitud de nuestro error, si 
estimamos que la proporción de aduUo.s estadouni­
denses que piensan que el programa del transbor­
dador espacial es una buena inversión es de 2/3?

9.58 En el artículo del periiklico al que .se hace reís- 
rencia en el ejercicio 9 57. 32*;r de los 1600 adulios 
cncuestados dijo que el programa espacial estadouni­
dense dcbcn'a enfatizar la exploración científica. ,,Quc 
tamaño debería tener una muestra de adultos para la 
encuesta si se desea tener un 95*7 de contiunza en que 
el porcentaje estimado esté dentro del 2'T del porccnu- 
je verdadero"’
9.59 ¿Qué tamaño dehcn'a tener una muestra si desea­
mos tener un 96‘’f de confianza en que nuestra prupar- 
ción de la muestra en cl ejercicio 9.53 esté dcniro del 
0.02 de la tracción verdadera de la población volante'
9.60 ¿Qué tamaño debería tenor una muestra si Je 
seamos tener un 99^í- de confianza en que nuestra pnv 
porción de la muestra en cl ejercicio 9 51 esté demri> 
del 0.05 de la proporción verdadera de \ i\ lendas ene-a 
ciudad que utilizan petróleo como combustible para U 
calefaiLión ’
9.61 (,Qué tamaño dehena tener una muestra en el 
ejercicio 9.52 si deseamos tener un 98'í de conlianza 
en que nuestra proporción de la muestra esté dentro Jel 
0.0.'’ de la proptirciim verdadera de defectuosos'
9.62 Una conjetura de un catedrático del departank-r 
to de microbiología, de la Facultad de Odontología A’ 
1.1 Universidad de Uadiington. en Si. t.ouis. .Missoir. 
alimia que un par de tasas dianas de té verde o iu,‘r> 
proporciona suficiente iluor p.ira ev itar cl detenofo * 
liK dientes ¡ Que tan grande del>eria ser la muestra pan 
CNiimarel purceniaK* de lubilantes de cierta eiudadq*' 
e^lán a lavorde tener agua tluorada. si se desea tener i- 
menos un 99', de k.mlian/a en que el e^tlnudl'‘^ - 
dentro del lU del p r*.enlaje verdadero '
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Se lIcNani a cabo un esnidüo para estimar el por- 
^-enoje tie ciudadanos de una ciudad que están a favor de 
^asua fluoradx ¿Qué tan grande debería ser la mues- 
psi se desea tener al menos 95% de confianza en que el 
^^ójnadoesté dentro del 1% del porcentaje verdadero?
j54 Se realizará un estudio para estimar la propor- 
Q^de residentes de cierta ciudad y sus suburbios que 

3 favor de que se construya una planta de energía 
^2,-lear cerca de la ciudad. ¿Qué tan grande debena ser 
[jp,yestra, sí se desea tener al menos un 95% de con- 
pnza en que el estimado esté dentro del 0.04 de la ver- 
j^drra proporción de residentes que están a favor de 
qijí se construya la planta de energía nuclear?

A cierto genetista le interesa determinar la pro- 
r^ón de hombres y mujeres de la población que pa- 
¿cen cierto trastorno sanguíneo menor. En una 
neutra aleatoria de 1000 hombres encuentra que 250 
Ijpadecen; mientras que de 1000 mujeres examinadas. 
275 parecen padecerlo. Calcule un intervalo de con- 
pizade! 95% para la diferencia entre la proporción de 
tombres y mujeres que padecen el trastorno sanguíneo. 
9,66 Se encuestan 10 escuelas de ingeniería de Esta- 
iksUnidos. La muestra contiene a 250 ingenieros eléc- 
oicos. de los cuales 80 son mujeres; y 175 ingenieros 
(juánicos, de los cuales 40 son mujeres. Calcule un in- 
(3\ala de confianza del 90% para la diferencia entre la 
proporción de mujeres en estos dos campos de la inge- 
onú. ¿Hay una diferencia significativa entre las dos 
proporciones?
9i7 Se llevó a cabo una prueba clínica para deiermi- 
m si cierto tipo de vacuna tiene un efecto sobre la in­
cidencia de cierta enfermedad. Una muestra de 1000 
nús, 500 de las cuales recibieron la vacuna, se mantu- 
roeo un ambiente controlado durante un periodo de un

año. En el grupo que no fue vacunado, 120 ralas presen­
taron la enfermedad, mientras que en el grupo inocula­
do 98 ratas la contrajeron. Si es la probabilidad de 
incidencia de la enfermedad en las ratas sin vacuna y p, 
es la probabilidad de incidencia en las ratos inoculado.s* 
calcule un intervalo de confianza del 90% para /?, - Py
9.68 En el estudio Germination and Emergence of 
Broccoli, realizado por el Departamento de horticultura 
dei Virginia Tech, un investigador encontró que a 5°C. 
de 20 semillas de brócolí germinaron 10; en tanto que a 
15®C, de 20 semillas germinaron 15. Calcule un inter­
valo de confianza del 95% para la diferencia en la pro­
porción de semillas que germinaron a las dos 
temperaturas y decida si esta diferencia es significativa.
9.69 Una encuesta de 1000 estudiantes reveló que 
274 eligen ol equipo profesional de béisbol A como su 
equipo favorito. En 1991 se realizó una encuesta simi­
lar con 760 estudiantes y 240 de ellos también eligieron 
a ese equipo como su favorito. Calcule un intervalo de 
confianza del 95% para la diferencia entre la propor­
ción de estudiantes que favorecen al equipo A en la.s 
dos encuestas. ¿Hay una diferencia significativa?
9.70 De acuerdo con el USA Today (17 de marzo de 
1997). las mujeres constituían el 33.7% del personal 
de redacción en las estaciones locales de televisión en 
1990 y c! 36.2% en 1994. Suponga que en 1990 y 
en 1994 se contrataron 20 nuevos empleados para el 
personal de redacción.
a) Estime el número de trabajadores que habrían sido 

mujeres en 1990 y en 1994. respectivamente.
b) Calcule un intervalo de coníiajiza del 95% para 

saber si hay evidencia de que la proporción de mu­
jeres contratadas pora el equipo de redacción fue 
mayor en 1994 que en 1990.

9.12 Una sola muestra: estimación de la varianza

Si extraemos una muestra de tamaño n de una población normal con varianza a- y cal­
culamos la varianza muestral r. obtenemos un valor del estadístico S-. Esta varian/a 
muestral calculada .se utiliza como una estimación puntual de fr'-. En consecuencia, al 
estadístico S' se le denomina estimador de tr'

Se puede establecer una estimación por intervalos de a* utilizando el estadístico

y2 = t» -
ÍT“

De acuerdo con el teorema 8.4. cuando las muestras se loman de una población normal 
el estadístico X* tiene una di.stribucion chi cuadrada con /i - l grados de libertad. Pinje­
mos escribir (véase la figura 9.7)

p(xr-„/; < x;/2i= 1 -«■
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donde Xi-o/2 y son valores de la dislribudón chi cuadrada con n - 1 grados de 
libertad, que dejan áreas de 1 - a/2 y a/2, respecüvamente. a la derecha. Al sustituir 
para X* escribimos

, (/I — 1)S’ 1
Xi-a/i < <Xq¡1 1 - a.

Si dividimos cada te'rmino de la desigualdad entre (« - 1)5% y después invertimos cada 
te'rmino (lo que cambia el sentido de las desigualdades), obtenemos

(« — 1)5- 1 (rt — 1)5*
<a-<

Xl/2 X\-a/2
1 - a.

Para una muestra aleatoria de tamaño ;i. tomada de una población normal, se calcula la 
rianza muestral ry se obtiene el siguiente intervulo de confianza del lOCK 1 - Q)^ para o-

Intervalo de Si res la varianza de una muestra aleatoria de tamaño n de una población norma!, un 
confiani'a para <T- intervalo de confianza del 100(1-a)^ para tr* es

(íi — l)s- {» — l)s-
-----s------ < o~ < —s--------- .

^ú/2 X'í-a/2
donde Xa/2 y xKn/2 valores X‘ con v = n - I grados de libertad, que dejan árci> 
de a/2 y 1 - a/2, respcctivameme, a la derecha.________________ __ ___________

Un intervalo de confianza aproximado a I (X)( 1 - a )Cr para <7 se obtiene tomando h 
raíz cuadrada de cada extremo del intersalo para c'

Ejemplo 9.18:1 Los siguientes son los pesos, en decagramos, ck 10 paquetes de semillas de pasto distnhu- 
das por cierta empresa: 46.4.46.1,45.8.47.0,46.1. 45.9.45.8. 46.9. 45.2 y 46.0 Calcuk 
un mteiralo de confianza del 95ír para la varianza de todos los pesos de este upo de pi­
quetes de semillas de pasto di.siribuidos p>or la empresa Suponga una población normal 

Solución: Primero calculamos

/1(/1 - 1)
Il0)(21.273.l2)-(461.2i-

(!0)(9)
- 0.286
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Para obtener un intervalo de confianza del 95% elegimos a = 0.05. Después, usando la 
tabla A.5 con v = 9 grados de libertad, encontramos — 19.023 y ;t'o97s = 2.700. 
Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95% para <r- es

(9)(0.286) , . , (9)(0.286)
19.023 2.700 ’

o simplemente 0.135 < (T-< 0.953. J

9.13 Dos muestras: estimación de la proporción 
de dos varianzas

Una estimación puntual de la proporción de dos varianzas de la población a\ja\ es 
dada por la proporción íf/.Si'^e las varianzas muéstrales. En consecuencia, el estadístico 
S1/S5 se conoce como un estimador de cr|/cr;.

Si <j| y íT2 son las varianzas de poblaciones normales, podemos establecer una es­
timación por intervalos de usando el estadístico

ó\sV

De acuerdo con el teorema 8.8, la variable aleatoria F tiene una distribución F con v, = 
/i,-l y Vj = ;íj - 1 grados de libertad. Por lo tanto, podemos escribir (véase la figura 9.8)

< F </q/2(v|.'’2)] = 1 -Q.

donde/, vjy/^^,(v,. v,) son los valores de la distribución F con \\ y v, grados de
libertad, que dejan áreas de 1 - a/2 y a/2, respectivamente, a la derecha.

I

I
I

I
I 1-0
I

I

q/2______________________0/2'________________ f

Figura9.8: Fl/i-.rt/2(vi,v;) < F </o/:U i.' :>l = 1 ~
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AI sustituir para F, escribimos

/|-o/2(V|,V2)<^ < A/2ÍV1.V2) = 1 — a.

Si multiplicamos cada término de la desigualdad por y después invertimos cada
término, obtenemos

.•^5/o/2(''Ii'’2) O'l S\ f\-ap.Í>’\yVl),
= 1 - Q.

Los resultados del teorema 8.7 nos permiten reemplazar la cantidad/, v,)pof
l//„/,(v,.v,). Por lo tanto.

1
S2fo/lW\p-2) CTj

< |t/q/2(V’2.Vi) = I - a.

Para cualesquiera dos muestras aleatorias independientes de tamaño //, y «, que se selec­
cionan de dos poblaciones normales, se calcula la proporción de las varianzas muéstrale^ 
sj/sj y se obtiene el siguiente intervalo de confianza del 100(1 -a)^ para ctj/ít;.

Intervalo de Si í, y jÍ son las varianzas de muestras independientes de tamaño ;i, y respcctna-
confianza para mente, tomadas de poblaciones normales, entonces un inteiralo de confianza del 

u\l a\ 100(1-a)9o para «Tj/íTs es

•^2/q/2('’1’'’2) ^2 s ^

donde/^^, (v,. vj es un valor/con v, = /i, - 1 y v, = n, - 1 grados de libertad que deja 
una área de a/2 a la derecha, y v,) es un valor/similar con \\ = n, - I y v, = a
- 1 grados de libertad, 

Como vimos en la sección 9.12, tomando la raíz cuadrada de cada extremo del in­
tervalo para se obtiene un intervalo de confianza del 100(1 -q)^c parafT,/(T

Ejemplo 9.19: i En el ejemplo 9.12 de la página 290 se construyó un intervalo de confianza para la dife­
rencia en el contenido medio de ortofósforo de dos estaciones ubicadas sobre el no 
James, medido en miligramos por litro, suponiendo que las \ananzas nurm.ües de la 
población son diferentes. Justifique esta suposición construyendo intervalos de contianza 
del 989c para ery/ut y para cr,/cr,. donde (jy y al las varianzas de la población del 
contenido de ortofósforo en la estación 1 y en la estación 2, respectivamente 

Solución: Del ejemplo9.12 tenemos//, = 15.//, = 12. .r, = 3.07 \ r, = 0.80. Para un intervaloda 
confianza del 989c. a = 002. Al interpolar en la tabla A 6 encontramos/,,,,! 14.11) ~ 

y/noi^^ ~ 3.87. Por lo tanto, el intervalo de confianza del 98*7 para cT]¡a\C'

/3.07-
0.80- (3.87).
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que se simplifica a 3.425 < ^ < 56.991. Al calcular las raíces cuadradas de los límites 

de confianza encontramos que un intervalo de confianza del 98% para cr,/crj es

1.851 < ^ <7.549.
02

Como este intervalo no permite la posibilidad de que CTj/tr, sea igual a 1, es correcto 
suponer que (T, o; o crj en el ejemplo 9.12. * Ji

Ejercicios
9.71 Un fabricante de baterías para automóvil afirma 
que sus balerías durarán, en promedio, 3 años con una 
imaiiza de 1 año. Suponga que 5 de estas balerías tie- 
jen duraciones de 1.9, 2.4, 3.0, 3.5 y 4.2 años y con 
tase en esto construya un intervalo de confianza del

para (7'^ después decida si la afirmación del fabri- 
oDle de que o** = 1 es válida. Suponga que la pobla- 
óóo de duraciones de las baterías se distribuye de 
f(vma aproximadamente normal.
9.72 Una muestra aleatoria de 20 estudiantes obtuvo 
una media de x = 72 y una varianza de 16 en un 
examen umversiuirío de colocación en matemáticas. 
Ssponga que las calificaciones se distribuyen normal- 
oeflie y con base en esto construya un intervalo de con­
fianza del 98% para (t\
9.73 Construya un intervalo de confianza del 95% 
pan tr'en el ejercicio 9.9 de la página 283.
9.74 Construya un intervalo de confianza del 99% 
pan (7^en el ejercicio 9.11 de la página 283.
9.75 Construya un intervalo de confianza del 99% 
pmaen el ejercicio 9.12 de la página 283.

9.76 Construya un intervalo de confianza del 90% 
para o* en el ejercicio 9.13 de la página 283.

9.77 Construya un intervalo de confianza del 98%
para ejercicio 9.42 de la página 295, donde
(T, y O’, son. respectivamente, los desviaciones estándar 
para las distancias recorridas por litro de combustible 
de los camiones compactos Volkswagen y Toyota.

9.78 Construya un intervalo de confianza del 90% 
para o’^/o’jen el ejercicio 9.43 de la página 295. ¿Se 
justifica que supongamos que (7i ^ 0*2 cuando cons­
truimos nuestro intervalo de confianza para - /i,?

9.79 Construya un inteivalo de confianza del 90% 
para o\/a\en el ejercicio 9.46 de la página 295. t,be­
beríamos suponer que a] = <rl cuando construimos 
nuestro intervalo de confianza para /r, -

9.80 Construya un intervalo de confianza del 95% 
para <rjj /(Tq en el ejercicio 9.49 de la página 295. 
¿Tendría que utilizar la suposición de la igualdad de la 
vananza?

9.14 Estimación de la máxima verosimilitud (opcional)
A menudo los estimadores de parámetros han tenido que recurrir a la intuición. El esti­
mador X ciertamente parece razonable como estimador de una media de la población ¡í 
La virtud de 5-como estimador de cr^se destaca en el estudio de estimadores insesgados 
de la sección 9.3. El estimador para un parámetro binomial p es simplemenie una pro­
porción de la muestra que. desde luego, es un promedio y recurre al sentido común. Sin 
embargo, hay muchas situaciones en las que no es del todo evidente cuál debería ser el 
estimador adecuado. Como resultado, el estudiante de estadística tiene mucho que 
aprender respecto a las diferentes filosofías que producen distintos métodos de estima­
ción. En esta sección estudiaremos el método de máxima scrosimllitud

La estimación por máxima verosimilitud representa uno de los métodos de estima­
ción más importantes en toda la estadística inferencial. No explicaremos el método de 
manera detallada; más bien, intentaremos transmitir la filosofía de la máxima verosimi­
litud e ilustrarla con ejemplos que la relacionan con otros probIenia.s de estimación que 
se examinan en e.ste capítulo.
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Función de verosimilitud
Como el nombre lo indica, el método de máxima verosimilitud es aquel para el que 
maximiza la función de verosimilitud, lo cual se ilustra mejor con un ejemplo que inclu. 
ye una distribución discreta y un solo parámetro. Consideremos que son las
variables aleatorias independientes tomadas de una distribución de probabilidad discreta 
representada por/(x. 9), donde 6 es un solo parámetro de la distribución. Ahora bien,

^ =/{.tt,X2....... -Vn;

es la distribución conjunta de Jas variables aleatorias, la cual a menudo se denomina 
función de probabilidad. Observe que la variable de la función de probabilidad es 6, no
X. Represente con x,, Xj.....x^ los valores observados en una muestra. En el caso de una
variable aleatoria discreta, la interpretación es muy clara. La cantidad ¿(x,, x,.... ^
la verosimilitud de la muestra, es la siguiente probabilidad conjunta:

P(Xi =xuXz -X2....... =x„\eu

que es la probabilidad de obtener los valores muéstrales .v,. .r,.....x^. Para el caso discre­
to el estimador de máxima verosimilitud es el que da como resultado un valor máximo 
para esta probabilidad conjunta, o el que maximiza la probabilidad de la muestra.

Considere un ejemplo fíctício en el cual se inspeccionan tres artículos que salen de 
una línea de ensamble. Los artículos se clasifican como defectuosos o no defectuosos, 
de manera que se aplica el proceso de Bernoulli. La inspección de los tres artículos da 
como resultado dos artículos no defectuosos seguidos por uno defectuoso. Nos interesa 
estimar p, la proporción de artículos no defectuosos en el proceso. La probabilidad de la 
muestra para este ejemplo es dada por

p p-q=p~q = p- -P'\

donde q = \~p. La estimación de máxima \erosimilitud daría un estimado dep parad 
que se maximiza la verosimilitud. Resulta claro que si diferenciamos la serosimilitud 
respecto ap. igualamos la derivada a cero y la resolvemos, obtenemos el valor

-)

Entonces, desde luego, en esta situación p = 2/3 es la proporción muestral defec­
tuosa y, por ello, un estimador razonable de la probabilidad de un artículo defectuoso El 
lector debería intentar comprender que la filosofía de la estimación de máxima verosinu- 
litud proviene de la noción de que el estimador razonable de un parámetro que ve baa 
en información muestral es el valor del parámetro (¡ue produce la mavor prohalnliJii^ 
de obtener la muestra. Ésta es. de hecho, la interpretación para el caso discreto. >a que 
la verosimilitud es la probabilidad de observar de manera conjunta los valores en U 
muestra.

Así. mientras que la interpretación de la funcitin de verosimilitud como una prv’bJ- 
bihdad conjunta se Imilla al caso discreto, la noción de máxima verosimilitud se ex­
tiende a la estimación de parámetros de una distribución continua. Presentamos ah*x3 
una dclinición formal de la estimación de máxima verosimilitud
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Definición 9.3: Dadas las observaciones independientes .t,. j:,,.. , de una función de densidad de 
probabilidad (caso continuo) o de una función de masa de probabilidad {caso discreto) 
/(x, 6), el estimador de máxima verosimilitud 6 es el que maximiza la función de pro­
babilidad

¿(.V|,X2........Xn;0) =/(x;ff) =/(.ri.0)/(.t2,0)-'-/(.v„,0).

Muy a menudo conviene trabajar con el logaritmo natural de la función de verosi­
militud para encontrar el máximo de esa función. Considere el siguiente ejemplo acerca 
del parámetro /i de una distribución de Poisson.

Ejemplo 9.20:1 Considere una distribución de Poisson con la siguiente función de masa de probabilidad

0.1.2...

Suponga que se toma una muestra aleatoria x,. .t...... .r^ de la distribución. ¿Cuál es
la estimación de máxima verosimilitud de ¡i'!

Solución: La función de probabilidad es

n

L(.Xi,X2...........= JI/(.V,|/i)

1=1

Considere ahora

inL(.Ti..r2........

91n L{x\,X2........x„ ;/i)
dfi

~nfi -f y^.T, Inp - In ]~J r,!
j = i 1=1

Resolver para /i, el estimador de máxima \erosimilitud, implica definir la dcnvada para 
cero y resolver para el parámetro. Por consiguiente.

— =
/]

La segunda derivada de la función de \erosimilitud logarítmica es negaU\a. lo cual im­
plica que la solución anterior realmente es un máximo. Como /i es la media de la distn- 
bución de Poisson (capítulo 5), el promedio muestral en realidad parecería ser un estima­
dor razonable. J

El siguiente ejemplo presenta el uso del método de máxima verosimilitud para cal­
cular estimados de dos p.u-ámetros. Simplemente encontramos los valores de los pará­
metros que maximizan (de forma conjunta) la función de probabilidad.

Kjeinplü 9.21: i Considere una muestra aleatoria.v,. x,.... x^ de una distribución normal A(/r. en. Calcule
los estimadores de máxima verosimilitud para fj. y a'.
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Solución: La función de verosimilitud para la distribución normal es

L(.V|..Y2....... x„;n,a-) =
1

Al usar logaritmos obtenemos

, íi n •' 1 V ' íXi ~ ii\“
ln¿(.vi..r:.........r„;/x,cr) = --ln(27ri - 7 3nO“ - J ■

Por lo tanto,
ain¿ ^ fx,

df^ )

^_!L . _L_ V(.T -u)'.
dcT- 2a- 2(a-)- “

Al igualar ambas derivadas a cero, obtenemos

n f*
^r, ~/í;í=0 y «tr = y^U. — Al)'-
1=1 t=i

Por consiguiente, el estimador de máxima \erosimilitud de ^ es dado por

1 "A = -^x,
f = 1

que es un resultado satisfactono, ya que x ha desempeñado un papel tan importante en 
este capítulo como un estimador puntual de fj. Por otro lado, el estimador de máxima 
verosimilitud de a' es

A! vcriíicar la matriz derivada parcial de segundo orden se contimu que la solución Ja 
como resultado el máximo de la función de verosimilitud. J

Resulta interesante notar la distinción entre el estimador de máxima verosimilitud 
de tr-y el estimador insesgado 5-que se presentó al principio de este capitulo. Los nu­
meradores son idénticos, desde luego, y el denominador lo constituyen los "grados de 
libertad" n - 1 para el estimador insesgado, y n para el estimador de máxima verosimili­
tud. Los estimadores de máxima verosimilitud no nccesanamcnte go/an de la propiedad 
de carecer de sesgo Sin embargo, los estimadores de máxima verosimilitud tienen im­
portantes propiedades asmtóticas

Kiemplo 9.22: Suponga que en un estudio biomedico se utilizan U> ralas a las que después de myecurlc' 
células cancerosas se les suministra un fármaco contra el cáncer diseñado para aun^nut 
su tasa de supervivencia. Los tiempos de supervivencia, en meses, son 14. 17. 27. IS. !-•



9i4 Estimación de la máxima verosimilitud (opcional) 311

8,22, 13, 19 y 12. Suponga que se trata de una distnbución exponencial. Calcule un es­
timado de máxima verosimilitud de la supervivencia media.

Solución: Del capítulo 6 sabemos que la función de densidad de probabilidad para la variable alea­
toria exponencial X es

f(x.0)
r>0.

10, en cualquier caso.

Por consiguiente, la función de verosimilitud logantmica de los datos, dado que n 
10, es

. 10
lnL(ri,X2....... -tio./3) = -lOln^ - - J]] t,

>=i

Si se establece que

implica que

d\nL 10 1
9/3 “ 0

162
1-1

Si se evalúa la segunda denvada de la función de verosimilitud logarítmica en el valor 0 
antenor se produce un valor negativo Como resultado, el estimador del parametro 0, la 
media de la población, es el promedio muestra! x. Ji

El siguiente ejemplo ilustra el estimador de maxima verosimilitud para una distribu­
ción que no se incluye en los capítulos anteriores

Ejemplo 9.23:1 Se sabe que una muestra que consta de los valores 12, 11 2. 13 5. 12 3. 13 8 y 11 9 pro­
viene de una población con la siguiente función de densidad

/(t.0) r > l,
en cualquier caso.

donde 6 > 0 Calcule la estimación de maxima verosimilitud de 0 
Solución: La función de verosimilitud de n observaciones de esta población se escobe como

L(Xí.X2. =
0"

xr' (n:=it.)‘'-'-

lo cual implica que

ÍnL(Ti. V:, .. til), 0) = /I ln( í/) — (í/1) ^ Inl i, i
»-i
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Si establecemos que 0 ^ £ ln(.v,) da como resultado
|S)

E ■n(.r,)

6
ln(12) + ln(l 1.2) + ln(13.5) + ln(I2.3) + In(13.8) + ln(l 1.9)

=0 .3970.

Como la segunda derivada de L es ~n/9-, que siempre es negativa, la función de proba- 
bilidad alcanza su valor máximo en 9. J

Comentarios adicionales respecto a la estimación 
de máxima verosimilitud

Un análisis detallado de las propiedades de la estimación de máxima verosimilitud está 
fuera del alcance de este libro y. por lo general, es un tema importante en un curso león- 
co de estadística inferencial. El me'todo de máxima verosimilitud permite al analista 
utilizar el conocimiento de la distribución para determinar un estimador adecuado. El 
método de máxima verosimilitud no se puede aplicar si no se conoce la distribución 
subyacente. En el ejemplo 9.21 aprendimos que el c.stimador de máxima verosimilitud 
no necesariamente carece de sesgo. El estimador de máxima verosimilitud es insesgado 
asintóticamenie o en el límite: es decir, la magnitud del sesgo se aproxima a cero a me­
dida que la muestra se hace más grande. Al principio de este capítulo examinamos la 
noción de eficacia, que se vincula con la propiedad de la varianza de un estimador. Los 
estimadores de máxima verosimilitud tienen propiedades de varianza deseables en el 
límite. El lector debería consultar la obra de Lehmann y D’Abrera (1998) para mis 
detalles.

Ejercicios
9.81 Suponga que hay n ensayos .t,. .r...... \ de un
proceso de Bernoulli con parámetro p, la probabilidad 
de un éxito. Esto es, la probabilidad de r éxitos es dada 
por(í?)/7'^( 1 —p)" Determined estimador de máxima 
verosimilitud para el parámetro p.

9.82 Considere la distribución logarítmica normal
con la función de densidad dada en la sección 6.9. Su­
ponga que tiene una muestra aleatoria .r,. .t,.....de
una distribución logarítmica normal
ü) Escriba la función de serosimilitud. 
h) Desarrolle los estimadores de máxima vctosimili- 

tud de p y a'.

9.83 Considere una muesira aleatona de .t....... ob­
tenida de la distribución gamma descrita en la sección
6.6 Suponga que conoce el parámetro o. el cual diga­
mos que es 5. \ con base en esto detennine la estima­
ción de máxima xerosimiiitud para el paráinetio )i.

9.84 Considere una muestra aleatona de .t|. x..... r,
observaciones de una distribución de Weibull con pará­
metros ü y /3. y la siguiente función de densidad

i'). en cualquier caso.
para «, /3 > 0.

cJi Esenba la función de xerosimilitud. 
h) Esenba las ecuaciones que al resolverse prupi’r 

Clonan los estimadores de maxima verosimiliiuJ 
de £1V /3

9.85 Considere una muestra aleatoria de x..... r
tenida de una distribución uniforme L (0. 9). con el pa­
rámetro 0 desconocido, donde > I) Determine el 
estimador de máxima verosimilitud de 9
9.86 Considere las observaciones independientes de 
.V|. V... .. de la distnhución gamma que se anali/ow 
ia seceum 6 6.
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j) Escnba la función de verosimilitud. 
h) Escnba un conjunto de ecuaciones que, cuando se 

[tsuelven. proporcionan los estimadores de máxi­
ma verosimilitud de a y /3

0 Considere un expenmento hipotético en el que 
m hombre que tiene un hongo utiliza un medicamento 
fjDcicida y se cura. Por lo tanto, considere que se trata 
df una muestra de una distribución de Bernoulli con la 
demente función de probabilidad

X = a 1,

Ejercicios de repaso
9i9 Considere dos estimadores de cr’ para una
oueslia r,, t,..... que se extrae de una distribución
normal con media fi y vananza a\ Los estimadores son

n

ilestimadorinsesgado—.t)‘yeles- 
1=1 „

tunadorde máxima verosimilitud d"* = ^ ¿{.X/—j)*.
1=1

Analice las propiedades de la vananza de estos dos es- 
pmadores
950 De acuerdo con el Roanoke Tunes, McDonald’s 
iXQdio42.1% de la participación del mercado de ham- 
huguesas Una muestra aleatona de 75 hamburguesas 
lendidas reveló que 28 de ellas fueron vendidas por 
McDonald’s. Utilice el matcnal de la sección 9 10 para 
detemunar si esta información respalda la añrmactón 
del Rocuwke Tunes.
951 Se añrma que un individuo podrá reducir, en un 
lipso de 2 semanas, un promedio de 4.5 kilogramos de 
peso con una nueva dieta. Los pesos de 7 mujeres que 
iigmeron esta dieta se registraron antes y después de un 
penodo de 2 semanas.

Mujer Peso antes______Peso después
1 58 5 60 0
2 60 3 54 9
3 61 7 58 1
4 69 0 62 1
5 640 58 5
6 62 6 59 9
7 56 7 54 4

Pruebe la afirmación sobre la dieta calculando un inter­
calo de confianza del 959c para la diferencia media en 
íl peso Suponga que las diferencias de los pesos se 
disinbuyen de forma aproximadamente normal
P92 En Virginia Tech se realizó un estudio para de- 
temunar si se puede utilizar el fuego como una herra- 
mienta de control viable para aumentar la cantidad de 
foiraje disponible para los venados durante los meses 
etílicos a finales del inv lemo y pnncipios de la pnma-

donde p es la probabilidad de un éxito (curación) y 
g = 1 - p. Ahora, desde luego, la información mues- 
tral da ar = 1. Escnba un procedimiento que demuestre 
que p = 1.0 es el estimador de máxima probabilidad 
de curación.

9.88 Considere la observación X de la dislnbución 
binomial negativa dada en la sección 5 4 Calcule el 
estimador de máxima verosimilitud pora p, suponiendo 
que se conoce L

vera. El calcio es un elemento nccesano para las plan­
tas y los animales. La cantidad que la planta toma y 
almacena está estrechamente correlacionada con la 
cantidad presente en el suelo Se formuló la hipótesis 
de que el fuego podría cambiar los niveles de calcio 
presentes en el suelo y, por lo tanto, influir en la canti­
dad disponible para los venados Se seleccionó una ex­
tensión grande de tierra en el bosque Fishbum para 
provocar un incendio controlado Justo antes de la que­
ma se tomaron muestras de suelo de 12 parcelas con la 
misma area y se analizaron para venñcor su contenido 
de calcio Después del incendio se volvieron a analizar 
ios niveles de calcio en la.'> mismas parcelas Los valo­
res obtenidos, en kilogramos por parcela, se presentan 
en la siguiente tabla

Nivel de calcio (kg/parccla)
Parcela Antes

del incendio
Después 

del incendio
1 50 9
2 50 18
3 82 45
4 64 18
5 82 18
6 73 9
7 77 32
8 54 9
9 23 18

10 45 9
11 36 9
12 54 9

Construya un intervalo de confianza del 95^ para la 
diferencia media en los niveles de calcio presentes en el 
suelo antes j después del incendio controlado Supon­
ga que la distnbuuon de las diferencias en los niveles 
de calcio es aproximadamente normal
9.93 El dueño de un gimnasio afirma que una persona 
podra reducir, en un penodo de 5 días, un promedio de 
2 centímetros en su talla de cintura con un nuevo pro­
grama de ejercicios En la siguiente tabla se presentan
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las tallas de cintura de 6 hombres que participaron en 
este programa de ejercicios antes y despuds del periodo 
de 5 días:

ToJlu de cintura Talla de cintura
Hombre antes después

1 90 4 91.7
2 95.5 93.9
3 98 7 97.4
4 115 9 112.8
5 104.0 101.3
6 85.6 84 0

Medíanle el cálculo de un intervalo de confianza del 
95?c para la reducción media en la talla de cintura de­
termine si la añrmación del dueño del gimnasio es váli­
da. Suponga que la distribución de las difcrenctas en 
las tallas de cintura antes y después del programa es 
aproximadamente normal.
9.94 El Departamento de Ingeniería Civil del Virgi­
nia Tech comparó una técnica de ensayo modificada 
(M-5 hr) para recuperar coliformes fecales en residuos 
líquidos (charcos) de agua de lluvia en una área urbana 
con la técnica del número más probable (NMP). El de-
portamento recolectó un total de 12 muestras de tales 
residuos y los analizó con las dos técnicas Los conteos 
de colifonmes fecales por 100 mililitros se registraron 
en la siguiente tabla.

Muestra Conteo NMP Contco con M-5 hr
1 2300 2010
2 1200 930
3 450 400
4 210 436
5 270 4100
6 450 2090
7 154 219
8 179 169
9 192 194

10 230 174
11 340 274
12 194 183

Conslruya un intervalo de conlian/a del 90'‘r para la 
diferencia entre el comeo medio de colitonnes fecales 
que se obtuvo con la técnica M-5 hr y el que se obtuvo 
con la NMP Suponga que las diíerenvias en los comeos 
se distribuyen de forma aproximadamente normal
9.95 Se llevó a cabo un expcnmenio para determinar 
SI el acabado superhcial tiene un electo en el limite de 
resistencia a la latiga del acero Una leona indica que el 
pulido aumcntacl limite medio de resistencia a la tatiga 
(para la llexión inversa» Desde un punto de vista prac­
tico el pulido no debería tener efecto alguno sobre la 
desviación estándar del límite de resistencia a 11 latiga.

I cual se sabe, a pirtir de la reali/aaon de diversos

experimentos de límite de resistencia a la fatiga, que ej 
de 4000 psi. Se realiza un expenmento sobre acero a] 
carbono al 0.4% usando especímenes sin pulido y cspe. 
címenes con pulido suave. Los datos son los siguientes

Límite de fatiga (psi)
Acero

al carbono al 0.4%
Acero ol carbono 
al 0.4% sin oulir

85,500 82,600
91,900 82,400
89,400 81,700
84,000 79,500
89.900 79,400
78,700 69,800
87,500 79,900
83.100 83,400

Calcule un intervalo de eonhanza del 95% para la dife­
rencia entre las medias de la población pora los dos mé­
todos Suponga que los poblaciones se distribuyen de 
forma aproximadamente norma!
9.96 Un antropólogo está interesado en determinar la 
proporción de individuos de dos tribus indias que tie­
nen doble remolino de cabello en la zona occipital Su 
ponga que toma muestras independientes de cada una 
de las dos tribus y encuentra que 24 de lüO indivi­
duos de la inbu .4 y .^6 de 120 indiv iduos de la inbu B 
poseen tal coracierísiicu Construya un intervalo de 
conlianza del 95% para la diferencia - p, entre las 
proporciones de estas dos inbus con remolinos de ca­
bello en lj zona occipital
9.97 Un labncante de planchas cléctneas pnnluce es­
tos artículos en dos plantas en los que las partes peque 
ños son surtidas por el mismo proveedor El labncante 
puede ahorrar algo si le compra a un proveedor local 
los termostatos pon la planta B Para probar st estos 
nuevos termostatos son tan precisos como los antemv 
res le compra sólo un lote al prov eedor l(Kal y los pnie 
ba en planchas a 550 F .-\1 tinal lee con un termopar lo* 
temperaturas reales y las redondea al siguiente Ü I F 
mas cercano Los datos son los siguientes

Proveedor nuevo I F»
530 3 559 t 549 4 544 0 551 7 566 1
549 9 556 9 516 7 558 8 538 K 5411
559 1 555 0 538 6 551 1 565 4 554
.^500 554 9 554 7 516 1 569 1

Proveedor unteríor i F>
559 7 514 7 554 H 545 0 544 6 5.18 0
550 7 SH 1 551 1 5518 518 8 5W6
^54 5 55 U) 538 4 548 1 552 9 5.15 1
5^5 0 ^44 S 558 4 548 7 5(>() 1

Calcule un intervalo de conhan/j de para 
V p.it.i f7 íT dundc (TJ V fT3 son las vanan/as Je L
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ablación de las lecturas de los termostatos de! provee 
jornuc\o y del antenor. respectivamente
99S Se afirma que la resistencia del alambre A es 
nujorque la del alambre B Un expenmento sobre los 
ilambn-s muestra los siguientes resultados (en ohms)

Alambre A Alambre 
0 140 0 135
0 138 0 140
0143 0 136
0 142 0 142
0 144 0 138
0 137 0 140

Suponca \anan7as iguales y explique a que conclusio* 
K> lleca SI se basa en esto

999 Una forma alternativa de estimación se lleva a 
cibo atrases del método de momentos El método con- 
ciste ui Igualar la media y la vananza de la población 
vonlas correspondientes media mueslral r y vananza 
oiuestral y resolver para los parámetros, el resultado 
con los estimadores por momentos En el caso de un 
colo parámetro sólo se utilizan las medias Argumente 
fírque en el caso de la distnbucion de Poisson el esti 
BoJorde maxima verosimilitud y los estimadores por 
comentos son iguales
9100 Especifique los estimadores por momentos 
para/i> CT para la distnbucion normal
9101 Especifique los estimadores por momentos 
pan/iy tr'para la distnbucion loganimica normal
9102 Especifique los estimadores por momentos 
pja Q > /3 en el caso de la distnbución gamma
9103 Se realizo una encuesta con el fin de comparar 

sueldos de administradores de plantas químicas cm
p'eados en dos areas del país el norte y el centro-occi- 
ime Se eligió una muestra alcatona independiente de 
'00 gerentes de planta para cada una de las dos arcas 
Aüks gerentes se les pregunto el monto de su sueldo 
aual Los resultados fueron los siguientes 

Centro-
Norte________Occidente

r,=SI02,3(X) =$98,500
r, =$5700 s:=$38ü0

ci Construya un intervalo de conlianza del 99‘c para 
- ^ , la diferencia en los sueldos medios 

M (,Que supuso en el inciso u) acerca de la distnbu 
uon de los sueldos anuales para las dos arcas ’ ^ Es 
necesaria la suposición de normalidad' Explique 
su respuesta

rt ,Qul supuso acerca de las dos vananzas ’ ^Es ra­
zonable la suposiuon de igualdad de vananzas* 
itvplique'

9.104 Considere el ejercicio de repaso 9 103 Supon­
ga que los datos aun no se han recabado Suponga tam­
bién que los estadísticos previos sugieren que <7^ = cr, 
= $4000 (.Los tamaños de las muestras en el ejercicio 
de repaso 9 103 son suficientes para producir un inter­
valo de confianza del 95% si - ¡i, tiene una anchura 
de solo $1000’ Presente el desarrollo completo
9.105 Un sindicato se preocupa por el noiono ausen­
tismo de sus miembros Los lideres del sindicato siem­
pre habían afirmado que. en un mes típico, el 95% de 
sus afiliados estaban ausentes menos de 10 horas al 
mes El sindicato decide venficar esto revisando una 
muestra aleatoria de 300 de sus miembros Se registra 
el numero de horas de ausencia para cada uno de los 
300 miembros Los resultados son t = 6 5 horas y í = 
2 5 horas Utilice los dalos para responder esa afinna- 
ción utilizando un límite de tolerancia unilateral v eli 
giendo un nivel de confianza del 99% Asegúrese de 
aplicar lo que ya sabe acerca del calculo del limiie 
de tolerancia

9.106 Se selecciono una muestra alcatona de 30 em 
presas que comercializan productos inalambncos para 
determinar la proporción de tales empresas cjue imple 
mentaron software nuevo para aumentar la productivi­
dad Resulto que 8 de las 30 empresas habían 
implemenlado tal software Calcule un intervalo de con 
lianza del 95% en p la proporción \ erdadera de ese tipo 
de empresas que implemenlaron ei nuevo sotiware

9.107 Rcmiiasealcjercicioderepaso9 106 Suponga 
que se desea saber si la estimación puntual p = 8/30 es 
lo suficientemente precisa porque el intervalo de con 
fianza alrededor dep no es tan estrecho como se requiere 
Utilice p como el estimado de p para determinar cuan­
tas empresas habna que incluir en una muesira para 
obtener un intervalo de confianza del 95% con un i an 
chura de solo 0 05
9.108 Un lahricantc product un artaulo que se clasi 
ílca como defettuoso' o ' no detecluoso Para esti 
mar la proporción de productos delectuosos se tomo 
una muestra alcatona de 1(H) aniculos de la producción 
v se encontraron 10 defectuosos Después de aplicar un 
programa de mejoraimenlo de la calidad se vohio a 
realizar el expenmento Se lomo una nueva muestra de 
KK) artículos v esta ve/ solo 6 salieron delceluusos
íi) Dado un intenalode confianza del 95'( dep -p 

donde p >p reprose’nian la proporción de* anieu 
los defectuosos de la población antes v después 
del inejoramienU) lespeeiivanienic

h) (Hav informacióne*nel mierv ilode'eoniian/aque 
se encontró en el inciso ti) que sugiera que p > 
p. ’ l xplique* su respuesta
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9.109 Se utiliza una máquina para llenar cajas de un 
producto en una operación de la línea de ensamble 
Gran parte del interés se centra en la variabilidad del 
número de onzas del producto en la caja Se sabe que la 
desviación estándar en el peso del producto es de 0 3 
onzas Se realizan mejoras y luego se toma una muestra 
aleatona de 20 cajas, y se encuentra que la vananza de la 
muestra es de 0 045 onzas- Calcule un intervalo de 
confianza del 95% de la vananza del peso del producto 
Si considera el rango del intervalo de confianza. ¿,le pa­
rece que el mejoramiento en el proceso incrementó la 
calidad en lo que se refiere a la vanabilidad? Suponga 
normalidad en la distnbución del peso del producto
9.110 Un grupo de consumidores esta interesado en 
comparar los costos de operación de dos diferentes ti­
pos de motor para automóvil El grupo encuentra 15 
propicíanos cuyos automóviles tienen motor tipo A y 
15 que tienen motor Upo B. Los 30 propietanos com­
praron sus automóviles más o menos al mismo tiempo 
y todos llevaron buenos registros en cierto penodo de 
12 meses Los consumidores encontraron, ademas, que 
los propicíanos recomeron aproximadamente el mis­
mo número de millas Los estadísticos de costo son 
íj = S87 00/1000 millas, í = S75 00/1000 millas.

= S5 99 y = S4 85 Calcule un intervalo de con­
fianza del 95% para estimar la diferencia en el
costo medio de operación Suponga normalidad y va- 
nanzas iguales
9.111 Considere el estadístico s\. el esumado agrupa­
do de G- que se estudió en la sección 9 8 y que se utiliza 
cuando se está dispuesto a suponer que a^= g\ = g' 

Demuestre que el esiim^ador es inscsgado para g' (es de­
cir. demuestre que E{Sp) = a’] Puede uülizar los resul­
tados de cualquier teorema o ejemplo de este capitulo
9.112 Un grupo de investigadores del factor humano 
están interesados en saber como reaccionan los pilotos 
aviadores ante un estímulo dispuesto de cierta manera

en la cabina del avion. Para lograr su objetivo realiza, 
ron un expenmento de simulación en un laboratorio, c| 
cual incluyo a 15 pilotos, los que presentaron un iic'm 
po de reacción promedio de 3.2 segundos y una desvia, 
ción estándar muestral de 0 6 segundos Resulta de 
interés caractenzar el extremo, es decir, el esccnano 
del peor caso Para conseguir esto realice lo siguiente
a) Determine un importante límite de confianza uní- 

lateral específico del 99% del tiempo medio de 
reacción ¿.Quá suposición, si la hubiera, debena 
hacer acerca de la distribución de los tiempos de 
reacción?

b) Determine un intervalo unilateral de predicción 
del 99% e interprete su significado Debena usted 
suponer algo soba* la distnbución de los tiempo; 
de reacción para calcular este límite'’

c) Calcule un límite de tolerancia unilateral con una 
confianza del 99% que incluya a! 95% de los ticm 
pos de reacción Nuevamente, de ser necesano, 
interprete o suponga algo aceaa de la disinbu- 
Clon [Nota Los valores del limite de tolerancia 
unilateral también se incluyen en la tabla A 7)

9.113 Cierto proveedor fabnca un tipo de tapete de 
hule que vende a las empresas automotnces El mate 
nal que utiliza para los tapetes debe tener ciertas carac­
terísticas de dureza Ocasionalmente detecta tapetes 
defectuosos en el proceso y los rechaza El proveedor 
afirma que la proportion de tapetes defectuosos es de 
0 05, pero tomo un cliente que compro los tapetes de 
safió su afirmation. realizo un expenmento en el que se 
probaron 400 tapetes y se encontraron 17 delectuosos 
ü) Calcule un intervalo de tonlian/a bilateral del 

95% de la proporción de tapetes defectuosos
h) Calcule un intervalo de tonfian/a unilateral del 

95% adecuado de la proporción de tapetes delec- 
luosos

i) Interprete los intervalos de ambos incisos y tomen 
te acerca de la afirmación hecha por el proveedw

9.15 Posibles rie.sgos > errores conceptuales: 
relación con el material de otrob capítulos

El concepto de mltmilo iL nmjumza de inuesím \iriinde en una población a menuda 
contunde a los alumnos pnricipianles Se basa en la idea de que incluso cuando se dc' 
conoce ít v no se esta convencido de que la disinbucion que se muc'-trea es normal se 
puede calcular un intervalo de confianza para /¿a partir de

f ± z-r

bn la practica es común que se utilice esta lormuia cuando la muestra es demaMaá'' 
pet|ucfid Ll origen de este initivalo de muestra grande es por supuesto el teorema d¿l
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límite central (TLC), con el cual la normalidad no es necesaria. Aquí el TLC requiere 
una <7 conocida, de la cual s sólo es un estimado. Por lo tanto, n debe ser al menos tan 
grande como 30 y la distribución subyacente debe tener una simetría similar, en cuyo 
caso el intervalo sigue siendo una aproximación.

Hay casos en que la aplicación práctica del material de este capítulo depende en 
gran medida del contexto específico. Un ejemplo muy importante es el uso de la distri­
bución t para el intervalo de confianza de p, cuando se desconoce (t. En términos estric­
tos, el uso de la distribución r requiere que la distribución de donde se toma la muestra 
sea normal. Sin embargo, es bien sabido que cualquier aplicación de la distribución t es 
razonablemente insensible, es decir, robusta, a la suposición de normalidad. Esto repre­
senta una de esas situaciones afortunadas que ocurren con frecuencia en el campo de la 
estadística, donde no se sostiene un supuesto básico y “¡todo resulta bien!” Sin embargo, 
la población de la que se toma la muestra no se puede desviar mucho de la normalidad. 
Por consiguiente, a menudo se recurrirá a las gráficas de probabilidad normal estudiadas 
en el capítulo 8 y las pruebas de bondad del ajuste que se presentarán en el capítulo 10 
para atribuir algún sentido de "cercanía a la normalidad”. Esta idea de “robustez a la 
normalidad” se volverá a presentar en el capímlo 10.

Por experiencia sabemos que uno de los más graves “usos incorrectos de la estadís­
tica" en la práctica surge de la confusión sobre las diferencias en la interpretación de los 
tipos de intervalos estadísticos. Por consiguiente, la subsección de este capítulo en la que 
se examinan las diferencias entre los tres tipos de intervalos es importante. Es muy pro­
bable que en la práctica se utilice en exceso el intervalo de confianza, es decir, que se 
emplee cuando no es la media lo que interesa en realidad, sino la cuestión de: “¿en dónde 
va a caer la siguiente observación?”, o la a menudo más importante cuestión de; “¿en 
dónde se ubica la mayor parte de la distribuciónT’ Éstas son preguntas fundamentales 
que no se pueden responder calculando un interv'alo de la media. A menudo resulta con­
fusa la interpretación de un intervalo de confianza. Es tentador concluir que hay una 
probabilidad de 0.95 de que el parámetro caiga dentro del intervalo. Aunque se üata de 
una interpretación correcta del Intervalo posterior bayesiano (para mayores referencias 
sobre la inferencia bayesiana véase el capítulo 18), no es una interpretación adecuada de 
la frecuencia.

El intervalo de confianza tan sólo sugiere que si se realiza el experimento y los datos 
se observan una y otra vez, aproximadamente 95% de tales intervalos contendrá el pará­
metro verdadero. Cualquier alumno principiante de la estadística práctica debería tener 
muy claras las diferencias entre estos intervalos estadísticos.

Otro posible y grave uso incorrecto de la estadística es el que se cometería si se 
aplicara la distribución X‘ ^ un intervalo de confianza de una sola varianza. De nuevo, 
se supone normalidad en la distribución de donde se toma la muestra. A diferencia del 
resultado de utilizar la distribución r, la prueba XT aplicación no es robusta
para la suposición de normalidad (esto significa que cuando la distribución subyacente 
no es normal, la distribución muestra! de se aparta mucho de \-). En consecuen­
cia, el uso estricto de la prueba de bondad de ajuste (véase el capítulo lOi y de las grá­
ficas de probabilidad normal, o de la prueba y las gráficas, puede ser muy importante en 
esos contextos. En los siguientes capítulos se proporcionará más información sobre este 
lema general.



Capítulo 10

Pruebas de hipótesis de una 
y dos muestras
10.1 Hipótesis estadísticas: conceptos generales

Como se expuso en el capítulo 9, a menudo el problema al que se enfrentan el científico 
o el ingeniero no es tanto la estimación de un parámetro de la población, sino la for­
mación de un procedimiento de decisión que se base en los datos y que pueda producir 
una conclusión acerca de algún sistema científico. Por ejemplo, un investigador me'dico 
puede decidir con base en evidencia experimental si beber café incrementa el riesgo de 
cáncer en los seres humanos; un ingeniero quizá tenga que decidir con base en datos 
muéstrales si hay una diferencia entre la precisión de un tipo de medidor y la de otro; o 
tal vez un sociólogo desee reunir los datos apropiados que le permitan decidir si el tipo de 
sangre y el color de ojos de un individuo son variables independientes. En cada uno 
de estos casos el científico o el ingeniero postulan o conjeturan algo acerca de un sis­
tema. Además, cada uno debe utilizar datos experimentales y tomar decisiones basadas 
en ellos. En cada caso la conjetura se puede expresar en forma de hipótesis estadística. 
Los procedimientos que conducen a la aceptación o al rechazo de hipótesis estadísticas 
como éstas comprenden una área importante de la inferencia estadística. Empecemos 
por definir con precisión lo que entendemos por hipótesis estadística.

Definición 10.1: Una hipótesis estadística es una aseveración o conjetura respecto a una o más pobla­
ciones.

La verdad o falsedad de una hipótesis estadística nunca se sabe con absoluta certeza, 
a menos que se examine toda la población, lo cual, por supuesto, sería poco práctico en 
la mayoría de las situaciones. En vez de eso se toma una muestra aleatoria de la pobla­
ción de interés y se utilizan los datos contenidos en ella para proporcionar evidencia 
que respalde o no la hipótesis. La evidencia de la muestra que es inconsistente con la 
hipótesis planteada conduce al rechazo de la misma.

319
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El papel que desempeña la probabilidad en la prueba de hipótesis
Debería quedar claro al lector que un procedimiento de toma de decisiones debe implic^j 
la conciencia de la probabilidad de llegar a una conclusión errónea. Por ejemplo, s^. 
ponga que la hipótesis que postuló el ingeniero es que la fracción p de artículos defectuo- 
sos en cierto proceso es 0 10 El expenmento consiste en observar una muestra aleatoria 
del producto en cuestión Suponga que se prueban 100 artículos y que se encuentran 12 
defectuosos Es razonable concluir que esta evidencia no rechaza la condición de que c| 
parámetro binomial /? = 0 10, por lo que puede provocar que no se rechace la hipótesis 
Sin embargo, tambie'n puede prosocar que no se refute p = 0 12. o quizá incluso p s 
0 15 Como resultado, el lector se debe acostumbrar a la idea de que el rechazo de una 
hipótesis implica que fue refutada por la evidencia de la muestra En otras palabras 
cl rechazo significa que existe una pequeña probabilidad de obtener la informaciÓD 
mucstral observada cuando, de hecho, la hipótesis es serdadera Por ejemplo, en la 
hipótesis de la proporción de artículos defectuosos, una muestra de 100 artículos que 
re\ ela que hay 20 defectuosos es ciertamente c\ idencia para el rechazo ¿Por qué** Si 
en realidad /? = 0 10, la probabilidad de obtener 20 o mas artículos defectuosos es 
aproximadamente de 0 002 Con el pequeño nesgo resultante de llegar a una conclusion 
errónea parecería seguro rechazar la hipótesis de que /> = 0 10 En otras palabras, el 
rechazo de una hipótesis tiende a casi "descartar" la hipótesis Por otro lado, es muj im­
portante enfatizar que la aceptación o. más bien, la falta de rechazo no descarta otras po­
sibilidades Como resultado, el analista de dalos estabUxe una Lonclusiónjinne aiaiulo 
se rechaza una hipótesis

En el planteamiento formal de una hipótesis a menudo induje la estructura de la 
probabilidad de una conclusion errónea Si el científico está interesado en aposarfirme 
mente un argumento, espera llegar a este en la forma del rechazo de una hipótesis Si el 
investigador medico desea mostrar cv idcncia solida a lavor del argumento de que beber 
cafe aumenta el nesgo de contraer cancer, la hipótesis a probar debería tener la forma 
"el nesgo de desarrollar cáncer no aumenta como consecuencia de beber cafe" Como 
resultado, el argumento se obtiene mediante un rechazo De manera similar, para apovar 
la afirmación de que un tipo de medidores es mas preciso que otro, el ingeniero prueba la 
hipótesis de que no hay diferencia en la precision de los dos tipos de medidores

Lo antenor implica que cuando el analista de datos formaliza la evidencia evpen 
mental con base en la prueba de hipótesis, es niuv importanie el planteamiento formal 
de la hipótesis

La hipótesis nula > la hipótesis aiternati\a
La estructura de la prueba de hipótesis se establece usando el tenmno hipótesis nula cl 
cual se refiere a cualquier hipótesis que se desea probar v se denota con H fcl rediazoiL 
//y conduce a la aceptación de una hipótesis alternativa que se denota con //, l a cero 
prensión de las diferentes funciones que desempeñan la hipótesis nula (// ) > la hipt’lc'i' 
alternativa íW|l es fundamental para entender los principios de la prueba de hipoieso 
La hipótesis alternativa // por lo general representa la prtiiunta i¡iu u n spondtraolu 
tíorui í/iít se probara, piir lo que su espeulicacion es muv importante I a hipótesis nuil 
//„ anula o se opone a //, v a menudo es el complemento logico de l¡ A medida que ei 
lector aprenda mas sobre la prueba de hipótesis notara que el analista llega a una de U' 
sieuientes dos conclusiones
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rechazar a favor de //, debido a evidencia suficiente en los dalos o 
no rechazar debido a evidencia insuficiente en los datos.

Observe que las conclusiones no implican una "aceptación de H^" fonnal y literal. La 
aseveración de a menudo representa el “status quo” contrario a una nueva idea, conje­
tura, etcétera, enunciada en //,; en tanto que no rechazar representa la conclusión ade­
cuada. En nuestro ejemplo binomial la cuestión práctica podría ser el interés en que la 
probabilidad histórica de artículos defectuosos de 0.10 ya no sea verdadera. De hecho, 
la conjetura podría ser que p excede a 0.10. Entonces podríamos afirmar que

Hq: p = 0.10,
H\'.p> 0.10.

Ahora, 12 artículos defectuosos de cada 100 no refutan p = 0.10, por lo que la conclu­
sión es “no rechazar H¿\ Sin embargo, si los dalos revelan 20 artículos defectuosos de 
cada 100, la conclusión sería “rechazar Wp” a favor de > 0.10.

Aunque las aplicaciones de la prueba de hipótesis son muy abundantes en trabajos 
científicos y de ingeniería, quizás el mejor ejemplo para un pnncipiante sea el dilema 
que enfrenta el jurado en un juicio. Las hipótesis nula y alternativa son

el acusado es inocente,
//,: el acusado es culpable.

La acusación proviene de una sospecha de culpabilidad La hipótesis (el status quo) 
se establece en oposición a //, y se mantiene a menos que se respalde //, con evidencia 
“más allá de una duda razonable”. Sin embargo, en este caso “no rechazar H^' no im­
plica inocencia, sino sólo que la evidencia fue insuficiente para lograr una condena Por 
lo tanto, el jurado no necesariamente acepta sino que no rechaza W„.

10.2 Prueba de una hipótesis estadística

Para ilustrar los conceptos que se utilizan al probar una hipótesis estadística acerca de 
una población considere el siguiente ejemplo Se sabe que, después de un penodo de dos 
años, cierto tipo de vacuna contra un virus que produce resinado ya solo es 25^ eficaz 
Suponga que se eligen 20 personas al azar y se Ies aplica una vacuna nucv a, un poco más 
costosa, para determinar si protege contra el mismo virus durante un penixlo más largo 
(En un estudio real de este tipo el número de participantes que reciben la nueva vacuna 
podría ascender a varios miles. Aquí la muestra es de 20 sólo porque lo único que se 
busca es demostrar los pasos básicos para realizar una prueba estadística) Si mas de 8 
individuos de los que reciben la nueva vacuna superan el lapso de 2 años sm contraer el 
virus, la nueva vacuna se considerará supenor a la que se usa en la actualidad El requi­
sito de que el número exceda a 8 es algo arbitrario, aunque parece razonable, va que re­
presenta una mejoría modesta sobre las 5 personas que se esperaría recibieran protección 
SI fueran inoculadas con la vacuna que actualmente esta en uso En esencia probamos la 
hipótesis nula de que la nucv a vacuna es igual de eficaz después de un pem>do de 2 años 
que la que se utiliza en la actualidad La hipótesis alternativa es que la nueva vacuna es
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mejor, y esto equivale a poner a prueba la hipótesis de que el parámetro binomial pam I3 
probabilidad de un éxito en un ensayo dado esp — Va, contra la alternativa de que p > 
Esto por lo general se escribe como se indica a continuación:

H^:p=0.25,
Hy p > 0.25.

El estadístico de prueba
El estadístico de prueba en el cual se basa nuestra decisión es X, el número de ¡ndivj. 
duos en nuestro grupo de prueba que reciben protección de la nueva vacuna durante uti 
periodo de al menos 2 años. Los valores posibles de X. de 0 a 20, se dividen en dos gnj. 
pos: los números menores o iguales que 8 y aquellos mayores que 8. Todos los posibles 
valores mayores que 8 constituyen la región crítica. El último número que observamos 
al pasar a la región critica se llama valor crítico. En nuestro ejemplo el valor critico es 
el número 8. Por lo tanto, si .t > 8, rechazamos a favor de la hipótesis alternativa 
Si .t < 8, no rechazamos Este criterio de decisión se ilustra en la figura 10.1.

No rechazar Ho Rechazar Hq
(p = 0.25) (p > 0.25)

012345678 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Figura 10.1: Cnterio de decisión para probar p = 0.25 contra/? > 0.25.

La probabilidad de un error tipo 1
El procedimiento de toma de decisiones reden descrito podría conducir a cualquiera de 
dos conclusiones erróneas. Por ejemplo, es probable que la nueva vacuna no sea mejor 
que la que se usa en la actualidad {H^ verdadera) y, sin embargo, en este grupo especí­
fico de individuos seleccionados uleatonamente más de 8 pasan el penodo de 2 años sin 
contraer el virus. Si rechazáramos a favor de cuando, de hecho. es verdadea 
cometeríamos un error que se conoce como error tipo I.

Definición 10.2: El rechazo de la hipótesis nula cuando es verdadera .se denomina error tipo I.

Si 8 o menos miembros del grupo superan exitosamente el penodo de 2 años y no 
concluimos que la nueva vacuna es mejor cuando en realidad sí lo es {H^ verdadem 
cometemos un segundo tipo de error, el de no rechazar la hipi'uesis cuando en realidad 
es falsa A este error se le conoce como error tipo II

Definición 10.3: No rechazar la iiipótesis nula cuando es lalsa se denomina error tipo II

.Al prob,ir cualquier hipótesis estadística, hav cuatro situaciones posibles qucdcicf- 
minan si nuestra decisión es corréela o errónea Estas cuatro situaciones se resumen en
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la tabla 10.1.

Tabla 10.1: Situaciones posibles al probar una hipótesis estadística.

Hq es verdadera ^0 es falsa
No rechazar H o

Rechazar Hq
Decisión correcta
Error tipo I

Error tipo II 
Decisión correcta

La probabilidad de cometer un error tipo I, también llamada nivel de significancia, 
se denota con la letra griega a. En nuestro ejemplo un error tipo I ocurriría si más de 8 
individuos inoculados con la nueva vacuna superan el periodo de 2 años sin contraer el 
virus y los investigadores concluyen que la nueva vacuna es mejor, cuando en realidad 
es igual a la vacuna que se utiliza en la actualidad. Por lo tanto, si X es el número de 
individuos que permanecen sin contraer el virus por al menos dos años,

a = P(errortipoI) = P8 cuandoP = ^ = ¿^20,

= i - 52 * 20. t) = 1 - 0.9591 = 0.0409.

Decimos que la hipótesis nula, p ~ 1/4, se prueba al nivel de significancia q = 0.0409. 
En ocasiones el nivel de significancia se conoce como tamaño de la prueba Una región 
crítica de tamaño 0.0409 es muy pequeña y, por lo tanto, es poco probable que se cometa 
un error de tipo I. En consecuencia, sería poco probable que mis de 8 indiriduos perma­
necieran inmunes a un virus durante 2 años utilizando una vacuna nueva que en esencia 
es equivalente a la que actualmente está en el mercado.

La probabilidad de un error típo II
La probabilidad de cometer un error tipo II, que se denota con 0. es imposible de calcu­
lar a menos que tengamos una hipótesis alternativa específica Si probamos la hipótesis 
nula p = 1/4 contra la hipótesis alternativa p = 1/2, entonces podremos calcular la pro­
babilidad de no rechazar cuando es falsa. Simplemente calculamos la probabilidad 
de obtener 8 o menos en el grupo que supera el periodo de 2 años cuando p — 1/2. En 
este caso.

0 = P (error tipo II) = P < 8 cuando p

= 0.2517

Se trata de una probabilidad elesada que indica un procedimiento de prueba en el cual es 
muy probable que se rechace la nue\a vacuna cuando, de hecho, es mejor a la que está 
actualmente en uso. De manera ideal, es preferible utili/ar un procedimiento de prueba 
con el cual haya pocas probabilidades de cometer el error tipo I v el error tipo II

Es posible que el director del programa de prueba esté dispuesto a cometer un 
error Upo II si la vacuna más costosa no es significativamente mejor De hecho, la única
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ocasión en la que desea evitar un error tipo II es cuando el verdadero valor de p es de a| 
menos 0.7. Si p = 0.7, este procedimiento de prueba da

13 = /"(error tipo II) ~P(X<S cuando p = 0.7)
8

= ^¿j(.r; 20. 0.7) =0.0051.
x=0

Con una probabilidad tan pequeña de cometer un error tipo II es muy improbable que 
se rechace la nueva vacuna cuando tiene una efectividad de 7090 después de un periodo 
de 2 años. A medida que la hipótesis alternativa se apro.xima a la unidad, el valor de j3 
tiende a disminuir hasta cero.

El papel que desempeñan a, /3 y el tamaño de la muestra
Supongamos que el director del programa de prueba no está dispuesto a cometer un error 
tipo II cuando la hipótesis alternativap = 1/2 es verdadera, aun cuando se encuentre que 
la probabilidad de tal error es /3 = 0.2517. Siempre es posible reducir ¡3 aumentando el 
tamaño de la región crítica. Por ejemplo, considere lo que les sucede a los valores de 
a y /3 cuando cambiamos nuestro valor crítico a 7, de manera que todos los valores 
mayores que 7 caigan en la región crítica y aquellos menores o iguales que 7 caigan en 
la región de no rechazo. Así, al probar p = 1/4 contra la hipótesis alternativa p = |/2. 
encontramos que

;20.^^ = 1 -0.8982 = 0.1018 

/3 = ^/;[.v;20, M =01316.

Al adoptar un nuevo procedimiento de turna de decisiones, reducimos la probabili­
dad de cometer un error tipo II a costa de aumentar la probabilidad de cometer un error 
tipol. Para un tamaño muestral fijo, una disminución en la probabilidad de un error por lo 
general tendrá como resultado un incremento en la probabilidad del otro error Por for­
tuna. la probabilidad de cometer ambos tipos de errore.s se puede reducir aumen­
tando el tamaño de la muestra. Considere el mismo problema usando una muesin 
alealona de 100 individuos. Si más de 36 miembros del grupo superan el penodo de 2 
años, rechazamos la hipótesis nula de /i = 1/4 ) aceptamos la hipiítesis altenuioa de 
p > 1/4. El \alor crítico ahora es 36. Todos lo-, \alores posibles mavores de 36 con>ti- 
luyen la región crítica y todos los valores posibles menores o iguales que 36 caen en la 
reglón de aceptación.

Par.i determinar la probabilidad de cometer un error tipo I debemos utilizar la 
aproximación a la cuna nr’mial con

^ = (100) ^ j =2 > fT= ^ (10t)Ml/4t(3/4) =4.33.

Con respecto a la figura 10.2. necesitarnos el arca bajo la cuna normal a la dercsha 
de X = 36 5. El \alor: correspondiente es
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Figura 10.2: Probabilidad de un error tipo I.

En la tabla A.3 encontramos que

Q — F(error tipo I) = F > 36 cuando p = = P(Z > 2.66)

= 1 - P(Z < 2.66) = 1 -0.9961 = 0 .0039.

Si es falsa y el verdadero valor de H^tsp= 1/2, determinamos la probabilidad 
de un error tipo II usando la aproximación a la curva normal con

/x = np = (100)(l/2)=50 y cr= = n/(100)(1/2)(I/2) = 5 .

La probabilidad de que un valor caiga en la región de no rechazo cuando //„ e.s verdadera 
es dada por el área de la región sombreada a la izquierda de x = 36.5 en la ñgura 10.3. 
El valor z que corresponde a x = 36.5 es

36.5 - 50

Figura 10.3: Probabilidad de un error tipo 11.

Por lo tanto.

(5 = Fíerrortipo 11) = P I < 36 cuando/j =
j aP(Z< -2.7) = 0.00.35.
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E\ideniemente. los errores tipo I y tipo II rara sez ocurren si el experimenlo consta de 
100 indt\iduos.

E! ejemplo anterior destaca la estrategia del cienufico en la prueba de hipótesis 
Después de que se plantean las hipótesis nula y aliernaü\a es importante considerarla 
sensibilidad del procedimiento de prueba. Con esto queremos decir que debería deiernu- 
narse un valor razonable a una a fija para la probabilidad de aceptar de manera errónea 
H^, es decir, el \aIor de 3. cuando la \erdadera situación representa alguna desuaciófj 
importante de Por lo general, es posible determinar un valor para el tamaño de la 
muestra, para el que existe un equilibrio razonable entre los \alores de q y /3 qug 
calcula de csu manera. El problema de la vacuna es un ejemplo.

Ilustración con una variable aleatoria continua
Los conceptos que se analizan aquí para una población discreta tombic'n se pueden apli­
car a vanables aIeaiona.s continuas Considere la hipótesis nula de que el peso promedio 
de estudianteN hombres en cierta universidad es de 68 kilogramos, contra la hipótesis 
aliemativu de que es diferente a 68 Es decir, deseamo.-» probar

H fi = 68.
H.: y ? 68

La hipótesis alternativa nos permite la posibilidad de que < 68 o y > 68.
L na media mue^tral que caiga cerca del valor hipotético de 68 se consideraría como 

evidenciaa iavisrde/f. Por otro lado, una media muestra! considerablemente menor que 
onuvorque oS sen'aevidencia en contra de//yV. por lo tanto, favoreceriaa//,. La mcüu 
muc'tral es el estadístico de prueba en este caso Una región crítica para el e^tadís^lco de 
pracba se puede elegir de manera Jibitraria como los dos ínter, alos í < 67 y f > 69 La 
repon de no rechazo .será entonces el imen alo 67 < .í < 69. Este cmeno de decisión se 
ilC'ira en ía figura 10.4

Re^cnazar H- No rechazar H» Recrazar H-
(y=6Sf I ly s: 68.1 (u= 6Si

67 63 69

Figura !Ü4 Region cntica len azuli

liil.cemos dhora el cmeno de decision de L figura lo 4 p.ira calcular las pío 
babi’iiaJes de co.meter lo.s cm'rcs tip.' I s upo II .uando probemos b hifv:es¡v nula y = 
68 ki’ogran-os contra L olterrainay = oS kilocram-».

S-p«.''ng.; que la desvu.cion csiandar de la pobldLion de pesos e rr=: s o. f\u-a mucs- 
.--s gr^.de' p-viemos susutuir > fvr a .si no disponemos de ninguna otra C'timaeuxj 

ucstrc cstaJ.suco Je decision, que se hjsj en una mué- ir.t aie.itona dr famoñ” 
- .'6 sera \ el estimador nus erica? de y Del teorema Jei limite ..cmral sibeino* 

que u distn. ueicn muestro] ce \ es apro\irnaJanienic ¡mmiJ con desviovion ^sundor 
= T \‘n = .«*- fi = u (i
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La probabilidad de cometer un error tipo I, o el nivel de significancia de nuestra 
prueba, es igual a la suma de las áreas sombreadas en cada cola de la distnbución en la 
figura 10.5. Por lo tanto,

a = P{X < 67 cuando /i = 68) + PijC > 69 cuando /i = 68).

Los valores z correspondientes a = 67 y a:, = 69 cuando es verdadera son

Zi =
67-68

0.6
-1 67 y Z2 =

69-68
06

1.67.

Por lo tanto,

a = P(2 < -1 67) + P(Z > 1.67) = 2P(Z < -1 67) = 0 0950

Por consiguiente, 9.5% de todas las muestras de tamaño 36 nos conducirían a rechazar 
fi = 68 kilogramos cuando, de hecho, ésta es verdadera. Para reducir q tenemos que ele­
gir entre aumentar el tamaño de la muestra o ampliar la región de no rechazo Suponga 
que aumentamos el tamaño de la muestra a ;i = 64. Entonces — 3.6/8 = 045 En 
consecuencia.

^1
67-68

045
= -2.22 y

69-68 
0 45

2 21

Por lo tanto.

a =P{Z< -2.22) -h P(Z > 2.22) = 2P(Z< -2 22) = 0 0264

La reducción de q no es suficiente por sí misma para garantizar un buen pro­
cedimiento de prueba Debemos e\aluar/3 para vanas hipótesis alternativas Si es impor­
tante rechazar cuando la media v crdadera sea algún v alor /r > 70 o » < 66. entonces 
se debería calcular y examinar la probabilidad de cometer un error upo II para las alter­
nativas // = 66 y // = 70 Debido a la simetría, sólo es ncce^a^o considerar la probabi­
lidad de no rechazarla hipótesis nula fi = 68 cuando la altemativa/i = 71) es verdadera 
Cuando la media muestral J caiga entre 67 y 69, cuando sea verdadera, resultara un 
error Upo II Por lo tanto, remitiéndonos a la figura 10 6 encontramos que

f3 = P(tl < A' < 69 cuando ¡i = 70)
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Figura 10.6: Probabilidad del error tipo II al probar = 68 contra/í = 70.

Los valores z que corresponden a .t, = 67 y .v, = 69 cuando es verdadera son

•-1
67-70

0.45
=-6.67 y -2

69-70
0.45

=-2.22.

Por lo tanto,

0 = Pi-6.67 <Z< -2.22) = PiZ < -2.22) - P(Z < - 6.67)
= 0.0132-0.0000= 0.0132.

Si el valor verdadero de es la alternativa fi = 66. el valor de 0 nuevamente será 
0.0132. Para todos los valores posibles de /< < 66 o /< > 70. el valor de 0 será incluso 
más pequeño cuando » = 64 y. en consecuencia, habrá poca oportunidad de no rechazar 

cuando sea falsa.
La probabilidad de cometer un error tipo II aumenta rápidamente cuando el valor 

verdadero de se aproxima al valor hipotético pero no es igual a éste. Desde luego, ésta 
suele ser la situación en la que no nos importa cometer un error tipo 11. Por ejemplo, si 
la hipótesis alternativa = 68.5 es verdadera, no nos importa cometer un error tipo II al 
concluir que la respuesta verdadera es = 68. La probabilidad de cometer tal error será 
elevada cuando n = 64. AI remitimos a la íigura 10.7, tenemos

0 — P(67 < Á' < 69 cuando ^ = 68.5).

Los valores r correspondientes a .v, = 67 y .v, = 69 cuando fi = 68.5 son

67 - 68.5 
U.45

=-3.33 >■
69 - 68.5 

0.45
II.

Por lo tanto.

i3 = P(-3.33 < Z< l.ll) = P(Z< l.lli-P(Z <-3.33) 
= 0.8665 -0.00t)4 =0,8661.

Los ejemplos anteriores ilustran I;ls siguientes propiedades importantes.
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Propiedades 

importantes 
Js. una prueba de 

hipótesis

Definición 10.4:

Figura 10 7 Error tipo II para la prueba de /r = 68 contra /i = 68 5

1. Los errores tipo I y upo II están relacionados Por lo general una disminución en 
la probabilidad de cometer uno da como resultado un incremento en la probabili­
dad de cometer el oho

2. El tamaño de la región críüca y, por lo tanto. la probabilidad de cometer un error 
Upo I, siempre se puede reducir ajustando el (los) \alor(es) cntico(s)

3. Un aumento en el tamaño de la muestra n reducirá q y )3 de forma simultanea

4. Si la hipótesis nula es falsa. 0 es un máximo cuando el \alor verdadero de un 
parámetro se aproxima al valor hipotético Cuanto mas grande sea la distancia 
entre el valor verdadero y el valor hipotético, mas pequeña sera 0

La potencia de una prueba es la probabilidad de rechazar //„ dado que una alternativa 
específica es verdadera

La potencia de una prueba se puede calcular como [ - 0 A menudo diferentes 
tipos de pruebas se comparan contrastando propiedades de potencia Considere el 
caso anterior en el que probamos /í = 68 y //, fi 68 Como antes suponga que nos 
interesa evaluar la sensibilidad de la prueba, la cual es determinada por la regla de que 
no rechazamos si 67 < ? < 69 Buscamos la capacidad de la prueba para rechazar 
de manera adecuada cuando en realidad;/ = 68 5 Vimos que la probabilidad de un error 
Upo II es dada por 0 = 0 8661 Por consiguiente la potencia de la prueba es I - 0 8661 
= 0 1339 En cierto sentido, la potencia es una medida mas sucinta de cuan sensible es 
la prueba para detectar diferencias entre una media de 68 y otra de 68 5 En este caso. 
SI // es verdaderamente 68 5. la prueba como se descube n t hazaro dt fonna adi c nada 
H^^sulo ¡3 39^'c de las \eces Como resultado, la prueba no sena buena si es importante 
que el analista tenga una oportunidad razonable de distinguir realmente entre una media 
de 68 0 (que especifica //,,)> una media de 68 ^ De lo antenor resulla claro que p.ira 
producir una potencia deseable, digamos, mayor que 0 S es necesano incrementar a o 
aumentar el tamaño de la muestra

Hasta ahora gran parte del análisis de la prueba de hipótesis se ha enfocado en los 
principios y las definiciones Ln las secciones que siguen seremos mas específicos y
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clasificaremos las hipótesis en categorías. También estudiaremos pruebas de hipótesis 
sobre varios parámetros de interés. Comenzamos estableciendo la diferencia entre hipó, 
tesis unilaterales y bilaterales.

Pruebas de una y dos colas
Una prueba de cualquier hipótesis estadística donde la alternativa es unilateral, corno

H^:9=9^,
H-.9>9,,

0 quizás

H-9<9^,

se denomina prueba de una sola cola. Anteriormente en esta sección se hizo referen­
cia al estadístico de prueba para una hipótesis. Por lo general la región crítica para la 
hipótesis alternativa 9 > 9^ yace en la cola derecha de la distribución del estadístico 
de prueba, en tanto que la región crítica para la hipótesis alternativa 9 < 9^^ yace por 
completo en la cola izquierda. (En cierto sentido el símbolo de desigualdad señala la 
dirección en donde se encuentra la región crítica). En el experimento de la vacuna se 
utilizó una prueba de una sola cola para probar la hipótesis p = 1/4 contra la altemaii\a 
unilateral p > 1/4 para la distribución binomral. La región crítica de una sola cola por 
!ü general es evidente; el lector debería visualizar el comportamiento del estadístico de 
prueba y obserx ar la señal evidente que produciría evidencia que respalde la hipótesis 
alternativa.

La prueba de cualquier hipótesis alternativa donde la altematisa es bilateral, como

H-.9i^9^,

se denomina prueba de dos colas. >a que la región crítica se divide en dos partes, a me­
nudo con probabilidades iguales en cada cola de la distribución del estadístico de prueba 
La hipótesis alternativa 9 ^ 9^^ establece que 9 < 9^^o que 9 > 9. Se utilizó una prueba 
de dos colas para probar la hipótesis nuia « = 68 kilogramos contra la ultenialiva bilaie- 
ral p 68 kilogramos en el ejemplo de la población continua de los pcM)s de estudiantes

¿Como se eligen las hipótesis nula y alternativa?
Con frecuencia la hipótesis nula se plantea usando el \i¡’ru> de n-ualJad. Con este 
me’todo se obsen'a claramenie cómo se controla la probabilidad de cometer un error upe
1 Sin embargo, hay situaciones en que “no rechazar H " implica que el parámetro pe- 
dría .ser cualquier valor definido por el complemento natural de la hipótesis altemali'J 
Por ejemplo, en el caso de la \acuna, donde la hipótesis altemaiiva es p > 1/4. c> 
mu> posible que el no rechazo de no pueda descartar un salor de /» menor que 1 ^ 
Sin embargo, es e\ idenie que en el caso de las pruebas de una cola la consideración nu« 
importante es el planteamiento de la alternativa
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La decisión de plantear una prueba de una cola o una de dos colas depende de la con­
clusión que se obtenga sí se rechaza La ubicación de la región crítica sólo se puede 
determinar después de que se plantea H^. Por ejemplo, al probar una medicina nueva se 
establece la hipótesis de que no es mejor que las medicinas similares que actualmente 
hay en el mercado y se pmeba contra la hipótesis alternativa de que la medicina nueva 
es mejor. Esta hipótesis alternativa dará como resultado una prueba de una sola cola, 
con la región crítica en la cola derecha. Sin embargo, si deseamos comparar una nueva 
técnica de enseñanza con el procedimiento convencional del salón de clases, la hipótesis 
alternativa debe permitir que el nuevo método sea inferior o superior al procedimiento 
convencional. Por lo tanto, la prueba sería de dos colas con la región crítica dividida en 
partes iguales, de manera que caiga en los extremos de las colas izquierda y derecha de 
la distribución de nuestro estadístico.

Ejemplo lO.I; I Un fabricante de cierta marca de cereal de arroz afirma que el contenido promedio de 
grasa saturada no excede a 1.5 gramos por porción. Plantee las hipótesis nula y alterna­
tiva que se utilizarán para probar esta afirmación y establezca en dónde se localiza la 
región crítica.

Solución: La afirmación del fabricante se rechazará sólo si /r es mayor que 1.5 miligramos y no se 
rechazará si n es menor o igual que 1.5 miligramos. Entonces, probamos

//,: ft > 1.5.

El hecho de no rechazar no descarta valores menores que 1.5 miligramos Como le­
ñemos una prueba de una cola, el símbolo mayor indica que la región crítica re^de por 
completo en la cola derecha de la distribución de nuestro estadístico de prueba X . Ji

Ejemplo 10.2:1 Un agente de bienes raíces afirma que 6091- de toda.s las viviendas privadas que se cons­
truyen actualmente son casas con tres dormitónos. Para probar esta afirmación se ins­
pecciona una muestra grande de viviendas nuevas. Se registra la proporción de las casas 
con 3 dormitorios y se utiliza como estadEsuco de prueba. Plantee las hipótesis nula y 
alternativa que se utilizarán en esta prueba y determine la ubicación de la región crítica.

Solución: Si el estadístico de prueba fuera considerablemente mayor o menor que p = 0.6. recha­
zaríamos la afirmación del agente. En consecuencia, deberíamos plantear las siguientes 
hipótesis:

//„: p = 06,
H,:p^0.6.

La hipótesis alternativa implica una prueba de dos colas con la región cntica di\ idida por 
igual en ambas colas de la distribución de P, nuestro estadístico de prueba JI

10.3 Uso de valores P para la toma de decisiones en la prueba 
de hipótesis

Al probar hipótesis en las que el estadístico de prueba es discreto, la region cntica se pt>- 
dría elegir de manera arbitraria y determinar su tamaño Si ft es demasiado grande, se 
reduce haciendo un ajuste en el valor crítico. Quizá sea nccesano aumentar el tamaño
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de la muestra para compensar la disminución que ocurre de manera automática en la 
potencia de la prueba.

Por generaciones enteras de análisis estadístico se ha vuelto costumbre elegir unjQ 
de 0.05 o 0.01 y seleccionar la región críüca de acuerdo con esto. Entonces, desde luego 
el rechazo o no rechazo estrictos de dependerá de esa región crítica. Por ejemplo, sí 
la prueba es de dos colas, a se fija a un nivel de significancia de 0.05 y el estadístico dg 
prueba implica, digamos, la distribución normal estándar, entonces se observa un valor; 
de los datos y la región críüca es

z > 1.96 o z< —1.96,

donde el valor 1.96 corresponde a en la tabla A.3. Un valor de z en la región crítica 
sugiere la aseveración: “El valor del estadístico de prueba es significativo”, el cual se 
puede traducir al lenguaje del caso. Por ejemplo, si la hipótesis es dada por

//„:/i=10,

10.

se puede decir: "La media difiere de manera significativa del valor 10”.

Preselección de un nivel de signifícancia
Esta preselección de un nivel de significancia a tiene sus raíces en la filosofía de que se 
debe controlar el riesgo máximo de cometer un error tipo 1 Sin embargo, este enfixjue 
no explica los valores del estadístico de prueba que están "cercanos" a la región cntica 
Suponga, por ejemplo, que en el caso de //„. n = 10, contra //, /i lO. se observa un 
valor c = 1.87. En te'rminos estncios, con q = 0.05 el valor no es significativo, pero 
el riesgo de cometer un error upo I si se rechaza en este caso difícilmente se podna 
considerar grave De hecho, en una situación de dos colas, el nesgo se cuantitica como

P = 2P(Z > 1 87 cuando fi = 10) = 2(0.0307) = 0 0614.

Como resultado. 0 0614 es la probabilidad de obtener un valor de clan grande o ma­
yor (en magnitud) que 1.87 cuando, de hecho, // = 10. Aunque esta evidencia en contra 
de no es tan firme como la que resultaría de un rechazo a un nivel o = 0 05. se trata 
de información importante para el usuono. De hecho, el uso continuo de a = 0 05 o 0 Ül 
tan sólo es un resultado de lo que los estándares han transmitido por generaciones En 
la estadística aplicada los usuarios han adoptado de forma extensa el método dd 
valor P El método está diseñado para dar al usuano una aliemaiiva (en tenmnos de una 
probabilidad) a la mera conclusnín de "rechazo” o "no rechazo” El calculo del valnr/* 
también proporciona al usuano información importante cuando el valor r cae Jeniw de 
la reiium tríiita onlmana Por ejemplo, si z es 2 73, resulta informativo para el usuano 
observar que

P=2(0(X)32) = Ü(M)64.

y. por consigiiienie. el valor z es signiticalivo a un nivel considerablemente menor que 
0 05. Es imponante saber que bajo la condición de H un valor de z = 2 73 es un evento 
demasiado raro A saber, un valor al menos tan gr,inde en magnitud solo ocumnaí4 
veces en lO.OüO experimentos
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peniostración gráfica de un valor P
Una manera muy simple de explicar gráficamente un valor P consiste en considerar dos 
muestras distintas. Suponga que se están considerando dos materiales para cubrir un tipo 
específico de metal con el fin de evitar la corrosión. Se obtienen especímenes y se cubre 
un grupo con el material 1 y otro grupo con el material 2. Los tamaños muéstrales son 
«I = íi, = 10 para cada muestra y la corrosión se mide en el porcentaje del área superfi­
cial afectada. La hipótesis plantea que las muestras provienen de distribuciones comu­
nes con media = 10. Supongamos que la varianza de la población es 1.0. Entonces, 
probamos

Ho:fit = fi2= 10.

Representemos con la figura 10.8 una gráfica de puntos de los datos. Los dalos se 
colocan en la distribución determinada por la hipótesis nula. Supongamos que los datos 
“X” se refieren al material 1 y que los datos “o” se refieren al material 2. Parece evidente 
que los datos realmente refutan la hipótesis nula. Pero, ¿cómo se podría resumir esto 
en un número? El valor P se puede considerar simplemente como la probabilidad 
de obtener este conjunto de datos dado que las muestras provienen de la misma 
distribución. Es evidente que esta probabilidad es muy pequeña, ;digamos 0.00000001! 
Por consiguiente, el pequeño valor P evidentemente refuta y la conclusión es que la.s 
medias de la población son significativamente diferentes.

Figura 10.8: Datos que son probablemente generados de poblaciones que tienen dos 
medias diferentes.

El uso del método del valor P como auxiliar en la toma de decisiones es muy na­
tural y casi todos los programas de computo que proporcionan el cálculo de pruebas de 
hipótesis ofrecen valores P. junto con valores del estadístico de prueba adecuado. La 
.siguiente es una definición formal de un valor P.

Definición 10.5: Un >a!or/*esel nivel (de significancia) más bajo en el que el valor observado del esta­
dístico de prueba es significativo.

;En qué difiere el uso de los valores P de la prueba de hipótesis clásica?
En este momento resulta tentador resumir los procedimientos que se asocian con la 
prueba de. digamos. //„: 0 = 6»,,. Sin embargo, el estudiante que es novato en esta :irea 
deberá tener en cuenta que hay diferencias entre el enfoque y la filosofía del método
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clásico de a fija, que tiene su momento más importante en la conclusión de "rechazar 
o “no rechazar H” y el método del valor P. En este último no se determina una q fijg 

y las conclusiones se obtienen con base en el tamaño del valor P, según la apreciación 
subjetiva del ingeniero o del científico. Aun cuando los modernos programas de cómputo 
proporcionan valores P, es importante que el lector comprenda ambos enfoques pa^ 
apreciar la totalidad de los conceptos. Por lo tanto, ofrecemos una breve lista con |o$ 
pasos del procedimiento tanto para el método clásico como para el del valor P.

Aproximación a 
la prueba de 

hipótesis con 
probabilidad fija 

del error tipo I

1. Establezca las hipótesis nula y alternativa.
2. Elija un nivel de significancia Ct fijo.
3. Seleccione un estadístico de prueba adecuado y establezca la región crítica con 

base en a.
4. Rechace si el estadístico de prueba calculado está en la región crítica. De otra 

manera, no rechace
5. Saque conclusiones científicas y de ingeniería.

Prueba de 
significancia 

(método del valor 
P)

1. Establezca las hipótesis nula y alternativa.
2. Elija un estadístico de prueba adecuado.
3. Calcule el valor P con base en los valores calculados del estadístico de prueba.
4. Saque conclusiones con ba.se en el valor P y los conocimientos del sistema cien­

tífico.

En secciones posteriores de este capítulo y en los capítulos siguientes muchos ejem­
plos y ejercicios destacarán el método del \alor P para obtener conclusiones científicas

Ejercicios
10.1 Suponga que un alergólogo desea probar la hi­
pótesis de que al menos 30í'c del público es alérgico a 
algunos productos de queso. Explique cómo el alergó­
logo podría cometer
íj) un error tipo I;
b) un error tipo II

10.2 Una socióloga se interesa en la eficacia de un 
curso de entrenamiento diseñado para lograr que mas 
conductores utilícen los cinturones de segundad en los 
automóviles.
a) ¿Qué hipótesis pone a prueba si comete un error 

tipo I al concluir de manera errónea que el curso 
de enirenamienlo no es clica/ ’

/;) ¿Qué hipótesis pone a prueba si comete un error 
Upo II al concluir de forma errónea que el curso de 
entrenamiento es eficaz?

10.3 Se acusa a una empresa grande de di'-cnmina- 
ciun en sus pr.icUcas de contratación
a) , Qué hipótesis se pone a prueba si un jurado tó­

mele un error tipo 1 al encontrar culpable a la em­
presa''

/>) , Que hipóle'is se pone a prueba si un jurado co­
mete un error upo II al encontrar culpable a la em­
presa ’

10.4 Un fabncante de telas considera que la propor­
ción de pedidos de matena pnma que llegan con retraso 
es ¡) = 0.6 Si una muestra aleatoria de lü pedidos in­
dica que .3 o menos llegaron con retraso, la hipiilesisde 
que = 0 6 se debería rechazar a favor de la allemativj 
/) < 06 Utilice la distribución binomial
«) Calcule la probabilidad de cometer un error upo i 

SI la proporción verdadera esp = 0.6. 
h) Calcule la probabilidad de comeier un error iipo 11 

p.ira las altemaiiv as p = 0 3. /> = t) 4 v /) = 0 ^
10.5 Repita el ejercicio 10 4 pero suponga que se se­
leccionan .^0 pedid<>s y que se define a la región cnticj 
c<imu X < 24. donde i es el número de pedidos en U 
muestra que llegaron con retraso l tilice la aprovi 
niacion nonnal
10.6 Se estima que la propt'rcion Je adultos que vi\f 
en una pequeña ciudad que son gr.iduados universila- 
rios cs /j = O o P.ir.i probar esta hipótesis se selecciona 
una muestra aleatona de 1‘í adultos Si el numem úc 
graduados en l.i muestra es cualquier numero entre ) 
12. no recha/aremos la hi|xilesis nula de que p = 0^ 
de otnv modo, concluiremos que p ^ t) 6
íi) l:\aiuc u suponiendo que /» = II 6. l lilice la 

bucion binomi.il
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j) S'lilue 0 para las alternativas p = 0.5 y p = 0.7. 
¿Es éste un buen procedimiento de prueba?

10.7 Repita el ejercicio 10.6 pero suponga que se se­
leccionan 200 adultos y que la región de no rechazo 

define como 110 < a: < 130, donde .t es el número 
^individuos graduados universitarios en la muestra. 
E'tilice la aproximación normal.
[0¿ En la publicación Relief from Aríhriiis de 
•pioísons Publishers, Ltd., John E. Croft afirma que 
uiís de 40ÍC) de los individuos que sufren de osteoarlri- 
Ó5 experimentan un alivio mediblc con un ingrediente 
P^ucido por una especie particular de mejillón que 
5f encuenua en la costa de Nueva Zelanda- Para probar 
cjjafinnación se suministra el extracto de mejillón a 
Q) gnipo de 7 pacientes con ostcoartritís. Si 3 o más de 
los pacientes experimentan alivio, no rechazaremos la 
hipótesis nula de que p = 0.4; de otro modo, conclui- 
[tinos que p < 0.4.
a) Evalúe a suponiendo que p = 0.4.

Evalúe 0 para la alternativa p = 0.3.
IQ.9 Una tintorería afirma que un nuevo removedor 
¿ manchas quitará más de 70^ de las manchas en las 
pe se aplique. Para verificar esta afirmación el remo­
ledor de manchas se utilizará sobre 12 manchas elegi- 
dual azor. Si se eliminan menos de 11 de las manchas, 
nose rechazará la hipótesis nula de que p =: 0.7; de otra 
cunera, concluiremos que p > 0.7.
a) Evalúe a, suponiendo que p = 0.7.
b) Evalúe 0 para la alternativa p = 0.9.

10.10 Repita el ejercicio 10.9 pero suponga que se tra- 
UD100 manchas y que la región crítica se define como 
r>82, donde .res el número de manchas eliminadas.
10.11 Repita el ejercicio 10.8 pero suponga que el 
atracio de mejillón se administra a 70 pacientes y que 
Ii región crítica se define como .r < 24. donde .r es el 
ulmero de pacientes con osteoortrílis que experimen­
ts alivio.
10.12 Se pregunta a una muestra aleatona de 400 vo- 
uates en cierta ciudad si están a favor de un impuesto 
adicional de 49c sobre las ventas de gasolina con el fin de 
dxener los fondos que se necesitan con urgencia para la 
[qoracion de calles. Si más de 220 volantes, pero menos 
¿260 de ellos, favorecen el impuesto sobre las ventas, 
ítocluiremos que 609c de los votantes lo apoyan.

Calcule la probabilidad de cometer un error tipo I 
si 609c de los votantes e.stán a favor del aumento 
de impuestos.
¿Cuál es la probabilidad de cometer un error tipo 
II al utilizar este procedimiento de prueba si en 
realidad sólo 489« de lo.s votantes está a favor del 
impuesto adicional a la gasolina?

10.13 Suponga que en el ejercicio 10.12 concluimos 
•fte 609c de los votantes está a favor del impuesto sobre

los ventas de gasolina si más de 214 votantes, pero me­
nos de 266 de ellos, lo favorecen. Demuestre que esta 
nueva región crítica tiene como resultado un valor más 
pequeño para a a costa de aumentar 0.

10.14 Un fabricante desarrolla un nuevo sedal para 
pesca que, según afirma, tiene una resistencia media a 
la rotura de 15 kilogramos con una desviación estándar 
de 0.S kilogramos. Para probar la hipótesis de que = 
15 kilogramos contra la alternativa de que fi < 15 kilo­
gramos se prueba una muestra aleatoria de 50 sedales. 
La región crítica se define como x < 14.9.
a) Calcule la probabilidad de cometer un error tipo I 

cuando es verdadera.
b) Evalúe 0 para las alternativas fi = 14.8 y n = 14.9 

kilogramos.

10.15 En un restaurante de carnes una máquina de 
bebidas gaseosas se ajusta para que la cantidad de be­
bida que sirva se distribuya de forma aproximadamente 
normal, con una media de 200 mililitros y una desvia­
ción estándar de 15 mililitros. La máquina se verifica 
periódicamente tomando una muestra de 9 bebidas y 
calculando el contenido promedio. Si x cae en el inter­
valo 191 < -f < 209. se considera que la máquina opera 
de forma satisfactoria; de otro mc^o. se concluye que 
fi # 200 mililitros.
a) Calcule la probabilidad de cometer un error tipo 1 

cuando ft = 200 mililitros.
b) Calcule la probabilidad de cometer un error tipo II 

cuando/i = 215 mililitros.

10.16 Repita el ejercicio 10.15 pora muestras de ta­
maño n — 25. Utilice la misma región crítica.
10.17 Se desarrolla un nuevo proceso de cura para 
cierto tipo de cemento que da como resultado una re­
sistencia media a la compresión de 5000 kilogramos 
por centímetro cuadrado y una desviación estándar de 
120 kilogramos. Pora probar la hipótesis de que ft = 
5000 contra la alternativa de que ft < 5000 se toma una 
muestra aleatoria de 50 piezas de cemento. La región 
crítica se define como x < 4970.
a) Calcule la probabilidad de cometer un error tipo I 

cuando es verdadera.
b) Evalúe 0 para las alternativas ft — 4970 y ft = 

4960.
10.18 Si gralicamos las probabilidades de no rechazar 
Hj, que corresponden a diversas alternativas para fi (in­
cluido el valor especificado para //,,) y conectamos to­
dos los puntos mediante una curva suave, obtenemos la 
curva característica de operación del criterio de 
prueba o. simplemente, la curva CO. Observe que la 
probabilidad de no rechazar cuando es verdadera es 
simplemente 1 - q. Las curvas características de ope­
ración se utilizan con amplitud en aplicaciones indus­
triales para proporcionar una muc.stra visual de los
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mcntos del cntcno de prueba. Remítase al ejercicio para los siguientes 9 valores de ;í y grafique la cutv, 
10 15 y calcule las probabilidades de no rechazar CO 184,188,192, 196,200, 204, 208,212 y 216

10.4 Una sola muestra: pruebas respecto a una sola media

En esta sección consideramos de manera formal pruebas de hipótesis para una sola 
media de la población Muchos de los ejemplos de las secciones antenores inclujcn 
pruebas sobre la media, por lo que el lector ya debería tener una idea de algunos de los 
detalles que aquí se desenben

Pnmero debenamos descnbir las suposiciones en las que se basa el experimento £| 
modelo para la situación subyacente se centra alrededor de un experimento con X,, .V„ 

que representan una muestra aleatoria de una dislnbución con media ji y \ananza 
(T* > 0 Considere pnmero la hipótesis

El estadístico de prueba adecuado se debe basar en la sanable aleatona X En el capitulo 
8 se presentó el teorema del limite cenirah el cual establece en esencia que. sin importa; 
la distnbución de X. la sanable aleatona X tiene una disinbucion casi nonnal con medu 
// y vanan/a (rh\ para muestras de tamaño ra/onablemente grande Por consiguiente 

= ft y (Ty = (T'jn Podemos determinar entonces, una region critica basada en el 
promedio muestral calculado ? Ahora ya debena quedarle claro al lector que habra unj 
region crítica de dos colas para la prueba

Es conveniente estandarizar Xc incluir de manera lormal la vanable aleatona normal 
estándar 2. donde

Sabemos que./uyo// es decir. si/< ^ entonces n/ü(,\-/i }/<Tiiene unadi'-tnbucun 
«(v. 0. 1) \. por lo tanto la expresión

se puede utilizar para ».M.nbir una region de no reciiazo adecuada El Icxior debenJ 
tener en la mente que lomialniLnte la region cntica se diseña para controlar a lapn'- 
habilidad de coincii.r un error tipo I Debería ser evidente que se necesita una vtña/ii 
tuihiiiia ih <An co/íiv para .iptnar// \si, dado un valor calculado í. la prueba loniul 
implica redu/ar H si el (siiuii^iu n ik ¡mu ha : calculadocac en la region critica que 
describe a continuación

Pruebas para una sola medía (varianza conocida)

Estandarización de X
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fYivcdimicnto de
p^eba para una " "° = ”

sola media ' ^
(\arianza si -z^ <z< z^, no se rechaza //„. El rechazo de desde luego, implica la aceptación 
conocida) de la hipótesis aítematíva/i ^ Con esta definición de la región crítica debería quedar 

claro que habrá a probabilidades de rechazar //„ (al caer en la región crítica) cuando, en 
realidad, n —

Aunque es más fácil entender la región crítica escrita en tórminos de z, escnbimos 
la misma región crítica en términos del promedio calculado x. Lo siguiente se puede 
escribir como un procedimiento de decisión idéntico;

rechazar H^ú x < aox > b,
donde

a=^o-z„r.^. b=n, + z„/,^-

En consecuencia, para un nivel de significancia a, los valores críticos de la variable 
aleatoria z y.? se presentan en la figura 10.9.

1 -l-Q

1
l

0/2

1
1
1
1 0/2

a fi b

Figura 10.9: Región crítica para la hipótesis altematiNa// ^

Las pruebas de hipótesis unilaterales sobre la media inelusen el mismo estadístico 
que se describe en el caso bilateral. La diferencia, por supuesto, es que la región crítica 
sólo está en una cola de la distribución normal estándar. Por ejemplo, supongamos que 
buscamos probar

= /V 

//,■ /( >

La señal que favorece //, proviene de valores arañiles de z. Así, el rechazo de H resulta 
cuando se calcula z > z,,. Evidentemente, si la alternativa es a <a M región crítica 
está por completo en la cola inferior, por lo que el rechazo resulta de : < -z,. .Aunque en 
el caso de una prueba unilateral la hipótesis nula se puede escribir como // u o // 

por lo general se escribe como = /<„.
Los siguientes dos ejemplos ilustran pruebas de medias para el caso en el que se

conoce <r.
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Ejemplo 10.3:1 Una muestra aleatoria de 100 muertes registradas en Estados Unidos el año pasado reve.
16 una vida promedio de 71.8 años. Si se supone una desviación estándar de la población 
de 8.9 anos, ¿esto parece indicar que la vida media actual es mayor que 70 años? Utilice 
un nivel de signíñcancia de 0.05.

Solución: 1.//„:/< = 70 años.

6. Decisión; rechazar y concluir que la vida medía actual es mayor que 70 años.

El valor P que corresponde a z = 2.02 es dado por el área de la región sombreada en la 
figura 10.10.

Si usamos la tabla A.3, tenemos

Como resultado, la evidencia a favor de //, es incluso mis firme que la sugerida por im

Ejemplo 10.4:1 Un fabricante de equipo deportivo desarrolló un nuevo sedal para pesca sintético que.
según afirma, tiene una resistencia medía a la rotura de 8 kilogramos con una desviación 
estándar de 0.5 kilogramos. Pruebe la hipótesis de que fi = $ kilogramos contra la alter­
nativa de que fi S kilogramos si se prueba una muestra aleatoria de 50 sedales y se 
encuentra que tienen una resistencia medía a la rotura de 7.8 kilogramos. Utilice un nivel 
de significancia de 0.01.

\*iuv.uiu3. -V — i tu ^ — 0 5/ ^fSO *
6. Decisión: rechazar //„ y concluir que la resistencia promedio a la rotura no es igual 

a 8 sino que. de hecho, es menor que 8 kilogramos.

Como la prueba en este ejemplo es de dos colas, el valor de P que se desea es el 
doble del área de la región sombreada en la figura 10.11 a la izquierda de c =-2.8.1. Por 
lo tanto, si usamos la tabla A.3, tenemos

que nos permite rechazar la hipótesis nula de que // = 8 kilogramos a un nivel de signi-

2. //,: fi>10 años.

3. a = 0.05.

4. Región crítica: z > 1.645, donde z = ^

5. Cálculos: .r = 71.8 años, (t = 8.9 años, en consecuencia, z =

P = P(Z> 2.02) = 0.0217.

nivel de significancia de 0.05. J

Solución: 1. = 8 kilogramos.

2. //,: # 8 kilogramos.

3. Q = 0.01.

4. Región crítica; ; < -2.575 y z> 2.575, donde c =
^ 7 X — S5. Cálculos: x = 7.8 kilogramos. /; = 50. en consecuencia, c = —. = —2.8.1.

P - P(\Z\ > 2.83) = 2P(Z < -2.83) = 0.0(46.

ticancia menor que 0.01. J
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Figura 10.10: Valor P para el ejemplo 10.3. Figura 10.11: Valor P para el ejemplo 10.4.

Relación con la estimación del intervalo de confíanza
El lector ya se habrá dado cuenta de que el método de la prueba de hipótesis para la 
inferencia estadística de este capítulo está muy relacionado con el método del intervalo 
de confianza del capítulo 9. La estimación del intervalo de confianza incluye el cálcu­
lo de límites dentro de los cuales es “razonable” que resida el parámetro en cuestión. 
Para el caso de una sola media de la población con conocida, la estructura tanto 
de la prueba de hipótesis como de la estimación del intervalo de confianza se basa en la 
variable aleatoria

Z = ^
<T/vír

Resulta que la prueba de contra //,: ^ p„a un nivel de significancia a es
equivalente a calcular un intervalo de confianza del 100( 1 - Q)% sobre fi y rechazar 
sifiiera del intervalo de confianza. Si esta dentro del intervalo de confianza, no 
se rechaza la hipótesis. La equivalencia es muy intuitiva y se puede ilustrar de manera 
muy simple. Recuerde que con un valor observado .t, no rechazar a un nivel de sig­
nificancia a implica que

que es equivalente a

La equivalencia de la estimación del intervalo de confianza con la prueba de hipó­
tesis se extiende a las diferencias enye dos medias, varian/as. cocientes de vananzas, 
etcétera. Como resultado, el estudiante de c.stadística no debería considerar la estimación 
del intervalo de confianza y la prueba de hipótesis como formas separadas de inferencia 
estadística. Considere el ejemplo 9.2 de la página 27!. El intervalo de confianza del 
95^ sobre la media es dado por los límites (2.50. 2.70). Por consiguiente, con la misma 
información muestral, no se rechazará una hipótesis bilateral sobre // que incluya cual­
quier valor hipotético entre 2.50 y 2.70. A medida que exploremos diferentes áreas de la 
prueba de hipótesis seguiremos aplicando la equivalencia a la CNtimación del intervalo 
de confianza.



340 Capítulo 10 Pruebas de hipótesis de una y dos muesiraj

Pruebas sobre una sola media (varianza desconocida)
Ciertamente sospechanamos que las pruebas sobre una media de la población // con a: 
desconocida, como la estimación del intervalo de confianza, deberían incluir el uso de 
la distribución / de Student. En términos estrictos, la aplicación de la t de Student tanto 
para los intervalos de confianza como para la prueba de hipótesis se desarrolla bajo los 
siguientes supuestos. Las variables aleatorias X,, X...... representan una muestra alca.
tona de una distribución normal con// y CT- desconocidas. Entonces, la variable aleaiona 
>¡ñ[X-ii)/S tiene una distribución / de Student con «- 1 grados de libertad. Laestnje- 
tura de la prueba es idéntica a la del caso en el que se conoce excepto que el valoro 
en el estadístico de prueba se reemplaza con el estimado calculado de S y la distribución 
normal estándar se reemplaza con una distribución t.

excede a , o es menor que

El lector debería recordar de los capítulos 8 y 9 que la distribución / es simétrica alrede­
dor del valor cero. Así, esta región cn'tica de dos colas se aplica de manera similar a la 
del caso en que se conoce a. Para la hipótesis bilateral a un ni\el de significancia a se 
aplican las regiones críticas de dos colas. Para //,. ft > /<„ el recha/o resulta cuando t > 

Para fi < la región crítica es dada por T <

Ejemplo 10.5: i El Edison Electric Institute publica cifras del número de kilowaits-hora que gastan
anualmente varios aparatos electrodomésticos. Se afirma que una aspiradora ga.su un 
promedio de 46 kilowatts-hora al año. Si una muestra aleatoria de 12 hogares, que s{ 
incluye en un estudio planeado, indica que las aspiradoras gastan un promedio de 42 
kilo\vatt.s-hora al año con una dessiación estándar de 11 9 kilowatts-hora. ¿esto sugiere 
que las aspiradoras gastan, en promedio, menos de 46 kilowatts-hora al año a un niu'l de 
significancia de 0.05? Suponga que la población de kilowalls-hora es normal.

El estadístico t Para la hipótesis bilateral
para una prueba 

sobre una sola 
medía (vananza 

desconocida) rechazamos //^a un nivel de significancia Q cuando el estadístico t calculado

X - /i()

Solución: 1. //„• = 46 kilowatts-hora

2, //,: fi < 46 kilowatts-hora.

3. Q = 0 05.

En consecuencia.

P = Pir < -1 16l = 0 1.35
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6. Decisión: no rechazar y concluir que el número promedio de kilowatls-hora que 
gastan al año las aspiradoras domésticas no es signiñcaüvamente menor que 46.-I

(;onientario sobre la prueba t de una sola muestra
Es probable que el lector haya observado que se mantiene la equivalencia de la prueba t 
de dos colas para una sola media y el cálculo de un intervalo de confianza sobre /i con <J 
reemplazada por s. Considere el ejemplo 9.5 de la página 275. En esencia, podemos ver 
ese cálculo como uno en el que encontramos todos los valores de /ly. el volumen medio 
hipotético de contenedores de ácido sulfúrico para los que la hipótesis // = n^^no se 
rechazará con a = 0.05. De nuevo, esto es consistente con el planteamiento: "si nos 
basamos en la información muestral, son razonables los valores del volumen medio de 
la población entre 9.74 y 10.26 litros".

En este punto vale la pena destacar algunos comentarios respecto a la suposición de 
normalidad. Indicamos que cuando se conoce a, el teorema del límite central permite 
utilizar un estadístico de prueba o un intervalo de confianza que se base en Z, la varia­
ble aleatoria normal estándar. En términos estrictos por supuesto, el teorema del límite 
central y, por lo tanto, el uso de la distribución normal estándar, no se aplica a menos 
que se conozca cr. En el capítulo 8 se estudió el desarrollo de la distnbución t Ahí se
estableció que la normalidad sobre X,. X.... era una suposición subyacente Entonces,
en sentido estricto, no se deberían utilizar las tablas de t de Student de puntos porcentua­
les para pruebas o intervalos de confianza, a menos que se sepa que la muestra proviene 
de una población normal. En la práctica rara vez se puede suponer una ít conocida Sin 
embargo, se dispondría de una buena esümación a partir de expenmentos anteriores 
Muchos libros de estadística sugieren que, cuando n > 30. es posible reemplazar con 
seguridad upors en el estadístico de prueba

y - fio
cr/\/7r

con una población que tiene forma de campana y aun así utilizar las tablas Z para la 
región crítica adecuada. Aquí la implicación es que en realidad se recurre al teorema del 
límite central y que se confia en el hecho de que v « ¿r Evidentemente, cuando se hace 
esto el resultado debe considerarse como una aproximación Por consiguiente, un valor 
P calculado (de la distnbución Z) de 0.15 puede ser 0 12 o quizá 0 17, o un intervalo de 
confianza calculado puede ser un intervalo de 93Cc de confianza en vez de un intervalo 
de 95% como se desea. Entonces, ¿qué sucede en las situaciones donde ;i < 30 ’ El usua- 
no no puede confiar en que v se acerque a cr, y para tomar en cuenta la inexactitud de la 
estimación el intervalo de confianza debería ser más ancho o el valor cniico de ma>or 
magnitud. Los puntos porcentuales de la distnbución t logran esto, pero solo son co­
rrectos cuando la muestra prov lene de una distnbucion normal Desde luego, se pueden 
utilizar las gráficas de probabilidad normal para tener cierta idea de la desv lauon de la 
normalidad en un conjunto de datos.

Para muestras pequeñas a menudo resulta dilícil delectar desviaciones de una distri­
bución nonnal. (Las pruebas de la bondad del ajuste se presentan en una secs-ion poste­
rior de este capítulo) Paradistnbucionesen fonna de campana de las variables aleatorias 
X, X.... X , es probable que el uso de la distnbucion / para pruebas o intervalos de con­
fianza produzca resultados muy buenos. Cuando hava duda, el usuario debería rcturrir a 
los procedimientos no paramelricos que se presentan en el capitulo 16
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Impresiones o salidas por computadora con comentarios para pruebas t 
de una sola muestra

Seguramente a! lector le interesará ver comentarios impresos por computadora qug 
muestren el resultado de una prueba r con una sola muestra. Suponga que un ingeniero 
se interesa en probar el sesgo en un medidor de pH. Se reúnen datos de una sustancia 
neutra (pH = 7.0). Se toma una muestra de las mediciones y los datos son los siguientev

7.07 7.00 7.10 6.97 7.00 7.03 7.01 7.01 6.98 7.08

Entonces, es de interés probar

= 7.0,

H^.fi ^ 7.0.

En este caso utilizamos el paquete de cómputo MINJTAB para ilustrar el análisis del 
conjunto de datos anterior. Óbscr\'e los componentes clave de la impresión o salida que 
se muestra en la figura 10.12. Desde luego, la media fes 7.0250, StDev es simplemente 
la de.sviaeión estándar de la muestra 5 = 0.044 y SE Mean es el error estándar estimado 
de la media, y se calcula como s/\fñ = 0.0139. El valor i es el cociente

(7.0250-7)/0.0I39 = 1.80.

siras

pH-meter
7,07 7.00 7,10 6.97 7.00 7.03 7,01 7.01 6.98 7.08

MTB > Onet 'pH-meter'; SUBC> Test?.

One-Sample T; pH-meter Test of mu = 7 vs not = 7
Variable N Mean StDev SE Meain 95% CI T P
pH-meter 10 7.02500 0.04403 0.01392 (6.99350,7.05650) 1.80 . p._10_6

Figura 10.12: Impresión de MINITAB para la prueba i de una muestra pura el medidor de pH

El valor P de 0.106 sugiere resultados que no son concluyentes. No hay estdeneu 
que sugiera un firme rechazo de (con ba.se en una q de 0.05 o de 0.10), ni se puede 
concluir con certeza que el medidor de pH esté libre de sesgo. Observe (;ue el tamañi' 
de la muestra de 10 e.s muy pequeño. Un incremento en el tamaño de la muestra Iqui/i' 
otro expenmento) podría resolver la.s cosas. En la sección 10.6 aparece un análisis rc>- 
pedo al tamaño adecuado de la muestra.

10.5 Dos muestras: pruebas sobre dos medias

El lecu>r deberá comprender tu relación entre pruebas e inicr\ali>s de etmtian/a v 
puede conliar plenamente en lo.s detalles que ofrece el material ^ubre el inten alo de coo* 
lian/a de! capítulo 9. Las prueba.s respecto a dos incdiaN reprc'^entan un tonjunlo de
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rnimicntas analíticas muy importantes para el científico o el ingeniero. El procedimiento 
experimental es muy parecido al que se describe en la sección 9.8. Se extraen dos mues­
tras aleatorias independientes de tamaños y respectivamente, de dos poblaciones 
con medias /tj y /<,, y varianzas ^ y <73. Sabemos que la variable aleatoria

Z = ~‘^2) — í^i — ¡i-í)

v/o-f/zii + 0-5//I2

tiene una distribución normal estándar Suponemos aquí que n, y n, son suficientemente 
grandes, por lo que se aplica el teorema del límite central. Por supuesto, si las dos po­
blaciones son normales, el estadístico anterior tiene una distribución normal estándar 
incluso para y n, pequeñas. Evidentemente, si podemos suponer que ít, = cr, = a, el 
estadístico anterior se reduce a

2 _ —^2) —
(Ty/\/n\ + I/112

Los dos estadísticos anteriores sirs-en como ba.se para el desarrollo de los procedimientos 
de prueba que incluyen dos medias. La equivalencia entre Ixs pruebas y los intervalos de 
confianza, junto con los detalles técnicos implicados en las pruebas sobre una media, 
permiten que la transición a pruebas con dos medias sea sencilla

La hipótesis bilateral sobre dos medias se escribe de manera muy general como

^ü- Mi = <^o-

Es evidente que la alternativa puede ser bilateral o unilateral De nuevo, la distribu­
ción que se utiliza es la distribución del estadístico de prueba bajo //„. Se calculan los 
valores .x^ y .f, y para <r, y <r, conocidas, el estadístico de prueba es dado por

- = (Vi - ^2) -^0 
\/(T¡/n] -KTf/n;

con una región crítica de dos colas en el caso de una alternativa bilateral. Es decir, se 
rechaza//y a favor de //,: //, -/<, ^ s¡ c > < -c^.,.Las regiones criticas de una
cola se utilizan en el ca.so de aítemaiivas unilaterales El lector deberia estudiar, como 
antes, el estadístico de prueba y estar satisfecho de que para, digamos H.- - /<. > í/„
la señal que favorece //, provenga de valores grandes de : Por consiguiente, se aplica la 
reglón critica de la cola supenor.

\arianzas desconocidas pero iguales
Las situaciones más comunes que implican pruebas sobre dos medias son aquellas con 
varianzas desconocidas Si el científico interesado esta dispuesto a suponer que ambas 
distribuciones son normales y que tr, = rr, = <T. se puede utilizar la pnu luí ¡ ueru/JíiJu 
(u menudo llamada prueba t de dos muestras). El estadística' de prueba (véase la sección 
9.8) es dado por el siguiente procedimiento de prueba
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Prueba / Para la hipótesis bilateral 
agrupada de 

dos muestras

rechazamos H^al nivel de significancia a cuando el estadístico i calculado

_ (.Ti -xz) - do 
Sp\/U‘U +

donde

2 _ Tí(«l - 1) +.^2^02 — 1) 
;J1 +»2 -2

excede a ^g/2.ni-i-n;-2 o es menor que -fg/2.n, +n;-2-,

Recuerde que en el capítulo 9 se explicó que los grados de libertad para la distribución r son 
un resultado del agrupamiento de la información de las dos muestras para estimar <7^ Las 
alternativas unilaterales, como era de esperarse, sugieren regiones críticas unilaterales. Por 
ejemplo, para H\: fii > do, rechace //i: /ii — cuando / > to.

Ejemplo 10.fi: 1 Se llevó a cabo un experimento para comparar el desgaste por abrasivos de dos diferen­
tes materiales laminados. Se probaron 12 piezas de! matenal 1 exponiendo cada piezaa 
una máquina para medir el desgaste. Se probaron 10 pieza.s del material 2 de manera 
similar. En cada caso se observó la profundidad del desgaste. Las muestras del material 
1 revelaron un desgaste promedio (codificado) de 85 unidades con una de.sviacíón están­
dar muestral de 4; en tanto que las muestras del material 2 revelaron un promedio de 81 
y una desviación estándar muestral de 5. ¿Podríamos concluir, a un nivel de significancia 
de 0.05, que el desgaste abrasivo del material 1 excede al del material 2 en más de 2 
unidades? Suponga que las poblaciones son aproximadamente normales con varianzas 
iguales.

Solución: Representemos con //, ylas medias de la población del desgaste abrasivo para el ma­
terial 1 y el material 2, respectivamente.

1. //„:/í,-/i, = 2.

2. ~/i, > 2.

3. Q = 0.05.

4. Región crítica: t > 1 725, donde i = ' ‘con v = 20 grados de libertad
*[/n:

5. Cálculos: •r 1 = 85.

•V2 =81.

-V1 = 4, /II = 12.

•S2=5. H; = 10
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En consecuencia.

Sp

i

/(11)(16) +(9)(25)
V 12+10-2

(85-81)-2 
4.4780/12+1/10

: 4.478. 

1.04,

P =P(T> 1.04) as 0.16. (Véase la tabla A.4).

6. Decisión: no rechazar No podemos concluir que el desgaste abrasivo del mate­
rial 1 excede al del material 2 en más de 2 unidades. J

Varianzas desconocidas pero diferentes
Hay situaciones donde al analista no le es posible suponer que cr, = cr,. De la sección 9.8 
recuerde que, si las poblaciones son normales, el estadístico

(X, -X2)-do 
0í/ni +sl/ti2

tiene una distribución i aproximada con grados de libertad aproximados

__________Í^T/»i __________
{s]/n\)~/(ni - 1) + (sl/n2)-/(n2 - D'

Como resultado, el procedimiento de prueba consiste en no rechazar cuando

con V dado como antes. De nuevo, como en el caso de la prueba / agrupada, las allcma- 
livas unilaterales sugieren regiones criticas unilaterales

Observaciones pareadas
Un estudio de la prueba t de dos muestras o el intervalo de confianza sobre la diferencia 
entre medias deberían sugerir la necesidad de un diseño experimental. Recuerde el análi­
sis de las unidades expenmentales en el capítulo 9, donde se sugirió que las condiciones 
de las dos poblaciones (a menudo denominadas como los dos tratamientos) se deberían 
asignar de manera aleatoria a las unidades experimentales. Esto se realiza para e\itar 
resultados sesgados debido a las diferencias sistemáticas entre unidades expenmentales. 
En otras palabras, en términos de la jerga para la prueba de hiptítesis, es importante 
que la diferencia significativa que se encuentre entre las medias se deba a las diferentes 
condiciones de las poblaciones y no a las unidades expenmentales en el estudio. Por 
ejemplo, considere el ejercicio 9.40 de ia sección 9.9. Los 20 tallos desempeñan el pa­
pel de unidades experimentales. Diez de ellos se tratan con nitrógeno y 10 se dejan sin 
tratamiento. Es muy importante que esta asignación a los tratamientos '‘con nitrógeno” 
y “sin nitrógeno" sea aleatoria para garantizar que las diferencias sistemáticas entre los 
tallos no interfieran con una comparación válida entre las medias.

En el ejemplo 10.6 el momento de la medición es la opción mas probable de la 
unidad experimental. Las 22 piezas de material .se deberían medir en orden aleatono.
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Necesitamos protegemos contra la posibilidad de que las mediciones del desgaste qug 
se realicen casi al mismo tiempo tiendan a dar resultados similares. No se esperan djfg. 
rendas sistemáticas (no aleatorias) en las unidades experimentales. Sin embargo, laj 
asignaciones aleatorias protegen contra el problema.

Las referencias a la planeacíón de experimentos, aleatorización, elección del ta­
maño de la muestra, etcétera, continuarán influyendo en gran parte del desarrollo en los 
capítulos 13. 14 y 15. Cualquier científico o ingeniero cuyo interés resida en el análisis 
de datos reales debería estudiar este material. La prueba t agrupada se amplía en el capí- 
lulo 13 para cubrir más de dos medias.

La prueba de dos medias se puede llevar a cabo cuando los dalos están en forma de 
observaciones pareadas, como se estudió en el capítulo 9. En esta estructura de pareado 
las condiciones de las dos poblaciones (untamientos) se asignan de forma aleatoria den­
tro de unidades homogéneas. El cálculo del intervalo de confianza para en ¡jj
situación con observaciones pareadas se basa en la variable aleatoria

D -y-D 
Sj/\/ñ'

donde Dy Sj son variables aleatorias que repre.sentan la media muesiral y la de.sviación 
estándar de las diferencias de las observaciones en las unidades experimentales. Como 
en el caso de la prueba t agrupada, la suposición es que las obser\ aciones de cada pobla­
ción son normales. Este problema de dos muestras se reduce en esencia a un prob'ema
de una muestra utilizando las diferencias calculadas d,....d^. Por consiguiente. la
hipótesis se reduce a

No‘. y¡) = d{).

El estadístico de prueba calculado es dado entonces por

d-do
^d/yjñ

Las reglones críticas se construyen usando la distribución t con n — 1 grados de libertad

El problema de la interacción en una prueba t pareada
El siguiente estudio de caso no sólo ilustra el uso de la prueba t pareada, sino que el 
análisis reselaní mucho sobre las dificultades que surgen cuando ocurre una interacción 
entre los tratamientos y las unidades expenmentales en la estructura de la r pareada. 
Recuerde que la interacción entre factores se presentó en la sección l 7. en un análisis 
de los tipos generales de estudios estadísticos El concepto de interacción será un tena 
importante desde el capítulo 13 hasta el 15.

Existen ciertos tipos de pruebas estadísticas en los que la existencia de una inte­
racción produce dificultades. Un ejemplo es la prueba ¡ pareada En la sección 9 9 se 
utilizó la estructura pareada en el cálculo de un inters alo de confianza sobre la diferencia 
entre dos inedias, y se reseló la seniajadel pareado para situaciones en que las unidadc' 
experimentales son homogéneas El pareado produce una reducción en <7,,. la dcs'H’ 
ción estándar de una dilerencia /7 = A’, - A,. como se explico en la sección 9 9 Si lu) 
una interacción entre los tratamientos \ las unidades expenmentales. la ventaja lograda
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mediante el pareado se podría reducir de manera sustancial. Por consiguiente, en el 
ejemplo 9.13 de la página 293 la suposición de la ausencia de interacción permitió que la 
diferencia en los niveles medios de TCDD (plasma contra tejido adiposo) fuera la misma 
en todos los veteranos. Un vistazo rápido a los dalos sugiere que no hay una violación 
significativa de los supuestos de ausencia de interacción.

Para demostrar cómo influye la interacción en Var(£>) y. por lo tanto, en la cali­
dad de la prueba i pareada, es aleccionador revisar la /-ésima diferencia dada por D = 
X^-X^ = (//,-//,) + (e, - e,), dondeXj.y se toman de la/-ésima unidad experimen­
tal. Si la unidad pareada es homogénea, los errores en X,^y en X,^ serán similares y no 
independientes. En el capítulo 9 señalamos que la covarianza positiva entre los errores 
da como resultado una Var(D) reducida. Por consiguiente, el tamaño de la diferencia en 
los tratamientos y la relación entre los errores en Xj^y X^, a los que contribuye la unidad 
experimental, tenderán a permitir la detección de una diferencia significativa.

■Qué condiciones resultan en una interacción?
Consideremos una situación en la que las unidades experimentales no son homogcnea.s. 
Más bien, considere la /-ésima unidad experimental con las variables aleatorias A’|_y 
que no son similares. Sean e,. y variables aleatorias que representan los errores en los 
valores X^^y X^, respectivamente, en la unidad /-ésima. Así. podemos escribir

^ l« = + fl» y X2i = M2 + f2f

Los errores con valor esperado cero podrían tender a provocar que los valores de 
respuesta A,^y X^ se muevan en direcciones opuestas, dando como resultado un valor 
negativo para Cov(e,^, y. por ende, un valor negativo para CovíA,,. A,). En realidad, 
el modelo se podría volver aún más complicado por el hecho de que of = Var(e|_) # 
oi = Var(e,^). Los parámetros de la varianza y la covarianza podrían variar entre las n 
unidades experimentales. Así. a diferencia del caso con homogeneidad. D tenderá a ser 
muy diferente en todas las unidades experimentales debido a la naturaleza heterogénea 
de la diferencia en e, — e, entre las unidades. Esto produce la interacción entre los tra­
tamientos y las unidades. Además, para una unidad experimental especílica (véase el 
teorema 4.9),

<jj) = Var(D) =Var(ci) + Var(e;) - 2 CovUi.

está inflado por el término negativo de covarianza, de manera que la ventaja lograda por 
el pareado en el caso de la unidad homogénea se pierde en el caso que aquí se describe. 
En tanto que la inflación en Var(D) variará de un caso a otro, en algunas situaciones 
existe el peligro de que el aumento en la varianzai neutralice cualquier diferencia que 
exista entre //, y //,. Desde luego, un valor grande de J en el estadístico t podría reflejar 
una diferencia en él tratamiento que compense el estimado inflado de la varian/a

^diodccasu 10.1:1 Datos de muestra de sangre: En un estudio realizado en el Departamento de Silvicul­
tura y Fauna de Virginia Tech, J. A. Wesson examinó la influencia del fánnaco siuxim /• 
choline sobre los niveles de circulación de andrógenos en la sangre. Se obtuvieron mucs­
lras de sangre de venados salvajes inmediatamente después de recibir una inyección 
intramuscular de xuccinylcholine con dardos de un rifle de caza. Treinta minutos después 
se obtuvo una segunda muestra de sangre y después los venados fueron liberados. Los
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niveles de andrógenos de 15 venados al momento de la captura y 30 minutos mis lanie 
medidos en nanogramos por mililitro (ng/mL), se presentan en la tabla 10.2.

Suponga que las poblaciones de niveles de andrógenos al momento de la inyección 
y 30 minutos después se distribuyen normalmente, y pruebe, a un nivel de significancia 
de 0.05, si las concentraciones de andrógenos se alteraron después de 30 minutos.

Tabla 10.2: Datos para el estudio de caso 10.1
Andrógenos (ng/mL) '

Venado Al momento de la Inyección 30 minutos después de Ja inyección rf,
I 2.76 7.02 4.26
2 5.18 3.10 -2.08
3 2.68 5.44 2.76
4 3.05 3.99 0,94
5 4.10 5.21 Ul
6 7.05 10.26 3.21
7 6 60 13.91 7.31
8 4.79 18.53 13.74
9 7.39 7.91 0.52

10 7.30 4.85 -2.45
11 11.78 11.10 -0.68
12 3.90 3.74 -0.16
13 26.00 94.03 68.03
14 67.48 94.03 26.55
15 17.04 41.70 24.66

Solución: Sean /<, y la concentración promedio de andrógenos al momento de la inyección \ 
30 minutos después, respectivamente. Procedemos como sigue:

1. = = 0.

2. T¿ü.

3. Q = 0.05.

4. Reglón cnlica: / < -2.145 y r > 2.145. donde / = con r = 14 grados üe
libenad. '"V'’

5. Cálculos: La media muesiral > la desviación estándar para las ci son

í7 = y 848 y \H 474

Por lo lamo.

y S48 - O 
18.474/\/Í5

2.06.

6. Aunque el estadístico i no es signilicaino al nt\e) 0 05. de la labla.V 4.

r = p{\T\ > 2 06) a 0.1)6.

Como rcsult.ido, existe cierta esiücncia de que ha\ una difereiiLia en fi's nivíL*' 
medios eirculanles de androgeiio>>. J
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La suposición de la ausencia de interacción implicaría que el efecto sobre los nive­
les de andrógenos de los venados es casi el mismo en los datos de ambos tratamientos, 
es decir, en el momento de la inyección de succinylchoUne y 30 minutos después. Esto 
se puede expresar cambiando los papeles de los dos factores; por ejemplo, la diferencia 
en los tratamientos es casi igual en todas las unidades, es decir, los venados. Ciertamente 
hay algunas combinaciones venado/tratamienlo para las que parece ser válida la supo­
sición de ausencia de interacción, pero difícilmente existen evidencias firmes de que las 
unidades experimentales sean homogéneas. Sin embargo, la naturaleza de la interacción 
y el incremento resultante en Var(D) parecen estar dominados por una diferencia sus­
tancial en los tratamientos. Esto también es demostrado por el hecho de que 11 de los 
15 venados mostraron señales positivas para las calculadas y las negativas (para los 
venados 2,10,11 y 12) son pequeñas en magnitud comparadas con las 12 positivas. Por 
consiguiente, al parecer el nivel medio de andrógenos es significativamente más alto 30 
minutos después de la inyección que en el momento en que se aplica, y las conclusiones 
podnan ser más firmes de lo que sugiere p = 0.06.

Impresiones por computadora con comentarios para pruebas t pareadas
La figura 10.13 presenta una impresión por computadora del SAS para una prueba / pa­
reada usando los datos del estudio de caso 10.1. Observe que el listado se parece al de 
una prueba / de una sola muestra y, por supuesto, esto es con exactitud lo que se realizó, 
ya que la prueba busca determinar si d es significativamente diferente de cero.

Analysis Variable : Diff

N Mean Std Error t Value Pr > 111

15 9.8480000 4.7698699 2.06 0.0500

Figura 10.13: Impresión por computadora del SAS de la prueba t pareada para 
los datos del estudio de caso 10.1.

Resumen de los procedimientos de prueba
Mientras completamos el desarrollo formal de pruebas sobre medias de la población, 
ofrecemos la tabla 10.3, que resume el procedimiento de prueba para los casos de una 
sola media y de dos medias. Observe el procedimiento aproximado cuando las disur- 
bucioncs son normales y las varianzas se desconocen pero no se suponen iguales. Este 
estadístico .se estudió en el capítulo 9.

10.6 Elección del tamaño de la muestra para la prueba de medias
En la sección 10.2 demostramos cómo el analista puede explotar las relaciones entre el 
tamaño de la muestra, el nivel de significancia a y la potencia de la prueba para alcanzar 
cierto estándar de calidad. En la mayoría de las circunstancias prácticas el experimento 
debería planearse y. de ser posible, elegir el tamaño de la muestra antes del priKcso de 
recolección de datos. Por lo general el tamaño de la muestra se determina de modo que
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Tabla 10,3: Pruebas relacionadas con medias

Ho Valor del estadístico de prueba Región crítica ^

fi=p<i
z=^—r^\ í7 conocida 

afyjn

M< Mo
M>Mo
M#Mo

Z < — Zq
= >
c < — Zo/2 0 :: > Znf-,

t - ^ ; V = n - 1,

<j desconocida

M<Mo
M>Mo
M#Mo

t < - ta 
l > la
t < -la/2 0 1 > lan

(.ti - do fli -fl2 < do Z <

IIM1 +ÍT5//I2
Oí y <72 conocidas

-/i2 > do
Mi - Mi # do

C >
Z < ~ Za/1 0 C > Zan

(ti - .t2 ) - do

Mi -fi2=do

Sp vl/«i +1 /m
V =ni +«2—2.
í7i = 02 pero desconocidas

2 (ni - l)jí + (/í2 - 1)J5
/ll +/12 —2

Mi - M: < do
/ii - M: > do
Mi -M2 rdo

l< - la
1 > la
1 < - ta/2 0 l > la/2

Mi *“M2 = do

iXí-X2)-do . 
y/sj/m +J5//12’
(5\/ni+sl/n2)- 

' (íT/n 1 I* . U;/n : )• ’

Mi - M2 < do
Mi - M2 > do
Mi -M2 i^do

¡' <~ la
l' > la
l' <- la¡2 0 l' > la/2

(7, ^ OS y desconocidas

lÍD = do 
observaciones

d-do^
sj/\/ñ'

Mi> < do
Mo > do

l< - la 
t > la

pareadas V = /I — 1 Mo i^do 1 < — la/2 W 1 > la/2

permita lograr una buena potencia para una a lija y una alternativa espceílica lija. E^u 
alternativa fija puede estar en la forma de // — en el caso de una hipótesis que inclusa 
una sola media o /q — fi, en el caso de un problema que implique dos medias. Los caso> 
específicos serán ilustrativos.

Suponga que deseamos probar la hipótesis

=K'

con un nivel de significancia q, cuando se conoce la varian/a (T-. Para una alicmati'J 
específica, digamos,;/ =;/,, + Ó. en la figura 10.14 se muestra que la potencia de nuc'- 
tra prueba es

l—0=^PiX>a cuando /i=/i,i+/5).

Por lo tanto.

0 — P(X < a cuando + Ó)

= /> ^ + 
[ rrlyjñ ít/V”

6)
cuando // = fu, + fi
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Bajo la hipótesis alternativa n = + 6,q\ estadístico

X — + S)

0-/V"

es la variable normal estándar Z Por lo tanto, 

a-/io ó0=P[Z<
(T¡\Jñ (yl\¡ñ

de donde concluimos que

-Cp = Zq -

= P[Z<Za-
<yl\¡T\}

y, en consecuencia,

Elección del tamaño de la muestra n —
(Zo +zp)-q--

5-
un resultado que también es verdadero cuando la hipótesis alternativa es /r <

En el caso de una prueba de dos colas obtenemos la potencia 1 - ^ para una alter­
nativa especíñca cuando

n =5
(^q/2 + Zíjl'O’*

5-

Ejemplo 10.7:1 Suponga que deseamos probar la hipótesis

Hg ft = 68 kilogramos, 

H /t > 68 kilogramos.

para los pesos de estudiantes hombres en cierta universidad usando un nivel de signih- 
cancia q = 0 05 cuando se sabe que cr = 5 Calcule el tamaño muestral que se requiere 
si la potencia de nuestra prueba debe ser 0 95 cuando la media real es 69 kilogramos
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So¡uaon: Como a = 0 = 0.05, tenemos z^ = z^= 1.645. Para la alternativa /3 = 69 tomamos 
I y entonces.

(1.645 + 1.645)^5) ^270.6.

Por lo tanto, se requieren 271 observaciones si la prueba debe rechazar la hipótesis nula 
el 95% de las veces cuando, de hecho, /r es tan grande como 69 kilogramos. j

£1 caso de dos muestras
Se puede utilizar un procedimiento similar para determinar el tamaño de la muestra n = 
n, = fi, que se requiere para una potencia específica de la prueba en que se comparan dos 
medias de la población. Por ejemplo, suponga que deseamos probar la hipótesis

cuando se conocen y cr,. Para una alternativa específica, digamos-n, = t/j, + ó, eo 
la figura 10.15 se muestra que la potencia de nuestra prueba es

1 -/3 = P(lXi -X2I > a cuando li\ -¡ii ^ (Íq 6).

li al2
—a do 3 do+ ó

Figura 10.15: Prueba de/i, -//, = t/,, contra/i, - /i. = </„ + ó.

Por lo tanto.
0 ~ P{—a < .Y| — X; < íi cuando fi] — ¡j.^ = J» + S) 

= P
—it — (í/(i + í) ^ (A| — X; ) — (í/() + ¿l

+<75)//! v'liTf +cr;)/«

(I ~ (di) +<5)
\ (irfTaílTñ 

Con la hipótesis alternativa /i, -/i, = í/„ + Ó. el estadístico

X 1 — X2 ~ (d¡i + ó)

y'{(T¡ + ai)//i

cuando /i| — /i; = di¡ + ó
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es la variable normal estándar Z. Ahora bien, al escribir

■’q/2
~a — dQ

yj{a\ + a?)/»
y Zo/i =

a-do
\/{cTj + aj)/n'

tenemos

P = P ~<a/2 -
y/(aj + <rj)/n

< Z < Zq/2 ~
VT^f+^i/n

de donde concluimos que

-Z0 *= Zq/2 s/{a] +G\)/n'

y, por lo tanto.
(Zq/2 +Z/3)‘(of+ 02)

«52

Para la prueba de una sola cola, la expresión para el tamaño requerido de la muestra 
cuando n = n, = n, es

Elección del tamaño de la muestra: n = ^.
o*

Cuando se desconoce la varianza de la población (o varianzos en la situación de dos 
muestras), la elección del tamaño de la muestra no es directa. Al probar la hipótesis (i = 
/íq cuando el valor verdadero es /i = /t^ + 6, el estadístico

X — {fij) + 6)
S/^

no sigue la distribución t, como se podría esperar, más bien sigue la díslríbuciún t no 
central. Sin embargo, existen tablas o gráñeas que se ba.san en la distribución i no cen­
tral para determinar el tamaño adecuado de la muestra, si se dispone de algún estimado 
de <T o si 5 es un múltiplo de a. La tabla A.8 proporciona los tamaños muéstralos nece­
sarios para controlar los valores de a y /3 para diversos valores de

^ _ l<^ ..
(T (T

en el caso de pruebas de una y de dos colas. En el caso de la prueba i de dos muestras en la 
que se desconocen las varianzas pero se suponen iguales, obtenemos los tamaños mués­
trales n = n, = n, necesarios para controlar los valores de a y /3 para diversos valores de

^ _ 15 ^ |fii -ii2-do\ 
a a

de la tabla A.9.

Ejemplo 10.8: i Al comparare! comportamiento de dos catalizadores sobre e! efecto del produLio de una 
reacción se realiza una prueba l de dos muestras con a = 0 05. Se considera que Us
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varianzas de los productos son iguales para los dos catalizadores ¿De qué tamaño deb» 
ser una muestra para cada catalizador si se desea probar la hipótesis

//„: /í,

SI es esencial detectar una diferencia de 0.8(7 entre los catalizadores con 0 9 de probabi 
lidad?

Solución'. De la tabla A 9, con a = 0 05 para una prueba de dos colas, /3 = 0.1 y

A =
[0 8(7] 

(7
= 0 8.

J
encontramos que el tamaño requendo de la muestra es n — 34

En situaciones prácticas sena difícil forzar a un científico o a un ingeniero a hacer un 
compromiso sobre la información a partir de la cual se puede encontrar un valor de A Se 
recuerda al lector que el valor A cuanüfica el tipo de diferencia entre las medias que el cien- 
tífico considera importantes, es decir, una diferencia que se considere sigmficauxa desde 
un punto de vista científico, no estadístico El ejemplo 10 8 ilustra cómo suele hacerse esta 
elección, a saber, mechante la selección de una fracción de cr Evidentemente, si el tamaño 
de la muestra se basa en una elección de 151, que es una fracción piequeña de cr. el tamaño 
muestral que resulta podría ser muy grande comparado con lo que permite el estudio

10.7 Métodos grádeos para comparar medias

En el capítulo 1 se puso mucha atención a la presentación de datos en forma gráfico, 
como los diagramas de tallo y hojas y las gráficas de caja y bigote En la sección 8 8 las 
gráficas de cuantiles y las gráficas normales cuantil-cuantil se utilizaron para bnndar 
una “imagen” y resumir así un conjunto de datos expenmeniales Muchos paquetes de 
cómputo producen representaciones gráficas A medida que procedamos con otras for 
mas de análisis de datos, por ejemplo, el análisis de regresión y el anahsis de \ananzj 
los métodos gráficos se vuehen aun más informaüsos

Los auxiliares gráficos no se pueden utilizar como un reemplazo del propio procedí 
miento de prueba. En realidad, el \alordel estadístico de prueba indica el tipo adecuado de 
evidencia en apoyo de H^oH^ Sin embargo, una imagen ofrece una buena ilustración v a 
menudo es un mejor comunicador de evidencia para el beneficiario del análisis Ademas 
una imagen con frecuencia dejara claro por que se encontró una diferencia significativa 
La falla de una suposición importante se puetle expresar mediante un resumen gráfico 

Para la comparación de medias las gráficas de caja y bigote simultaneas proper 
Clonan una imagen clara El lector debería recordar que estas gráficas muestran el per 
centil 25 el percentil 75 y la mediana en un conjunto de datos Ademas las extensl>■‘^e^ 
muestran los extremos en un conjunto de datos Considere el ejercicio 10 40 al final dt 
esta sección Se midieron los niveles en plasma de acido ascorbico en dos grupos de mu 
jeres embarazadas fumadoras y no fumadoras En la figura 10 16 se observan las gráfica' 
de caja y bigote para ambos grupos de mujeres y dos cosas son muy evidentes, al tomo: 
en cuenta la variabilidad parece haber una diferencia despreciable en las medias muc'ira 
les Ademas, parece que la variabilidad en los dos grupos es hasta cierto punto dilerenií 
Desde luego, el analista debe tener en la mente las mas bien considerables dilerenu-' 
entre los tamaños muéstrale' c n este caso
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PiEura 10.16: Dos gráficas de caja y bigote con los 
ditos de ácido ascórbico para mujeres fumadoras y 
co fumadoras.

Figura 10.17: Dos gráficas de caja y bigote para los 
datos de los tallos.

Considered ejercicio 9.40 de la sección 9.9. En la figura 10.17 se presenta la gráfica 
múltiple de caja y bigote para los datos de 10 tallos, de los cuales sólo la mitad recibió el 
tratamiento con nitrógeno. Tal gráfica revela una variabilidad menor para el grupo que no 
recibió nitrógeno. Además, la falta de traslape de las cajas sugiere una diferencia signifi­
cativa entre los pesos medios de los tallos para los dos grupos. Parecería que la presencia 
de nitrógeno aumenta el peso de los tallos y quizás aumente la variabilidad en los pesos.

No existen reglas generales relacionadas con el momento cuando dos gráficas de caja 
y bigote brindan evidencia de diferencias significativas entre las medias Sin embargo, 
una pauta aproximada es que si la línea del percentil 25 para una muestra excede a la línea 
de la mediana de la otra muestra, hay evidencia sólida de una diferencia entre las medias.

Se hará más énfasis en los métodos gráficos en un estudio de caso de la vida real que 
se presenta más adelante en este capítulo.

Impresiones por computadora con comentarios para pruebas t 
con dos muestras

Considere nuevamente el ejercicio 9.40 de la página 294, donde se reunieron datos de 
taJlos que recibieron y no recibieron nitrógeno. Pruebe

/'srr = /^s..'

^r/'NTT>^V.‘

donde las medias de la población indican los pesos medios. La figura 10 18 es una im­
presión por computadora con coméntanos generados con el programa .WS. Observe que 
se present,m la desviación estándar y el error estándar mue.slrales para ambas muestras. 
También se incluye el estadístico / bajo la suposición de \ananzas iguales > sananzas 
diferentes. En la gráfica de caja y bigote que se observa en la figura 10 17 en realidad 
parece que se transgrede la suposición de igualdad de vananzas Un valor P de 0 0229 
sugiere una conclusión de medias diterentes. Esto coincide con la intormacion de diag­
nóstico que se presenta en la figura 10.18. A propósito, obsene que t y / ‘son iguales en 
este caso, ya que /i, =
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TTEST Procedure
Variable Weight

Mineral N Mean Std Dev Std Err
No nitrogen 10 0.3990 0.0728 0.0230

Nitrogen 10 0.5650 0.1867 0.0591

Variances DF t Value Pr >|t|
Equal 18 2.62 0.0174

Unequal 11.7 2.62 0.0229

Test the Equality of Variances 
Variable Num DF Den DF F Value Pr > F 

Height9 _____ 96.5B 0.0096

Figura 10.18: Impresión del SAS para la prueba i de dos muestras.

Ejercicios
10.19 En un informe de investigación, Richard H. 
Weindruch, de la Escuela de Medicina de la UCLA, 
afirma que los ratones con una vida promedio de 32 
meses vivirán hasta alrededor de 40 meses si 409c de 
las calorías en su dicta se reemplazan con vitaminas y 
proteínas. ¿Hay alguna razón para creer que /¡ < 40. 
si 64 ratones que son sometidos a esa dieta tienen una 
vida promedio de 38 meses, con una desviación están­
dar de 5.8 meses? Utilice un valor P en su conclusión.
10.20 Una muestra aleatoria de 64 bolsas de palomitas 
con queso chedar pesan, en promedio, 5,23 onzas, con 
una desviación estándar de 0.24 onzas. Pruebe la hipó­
tesis de que/í = 5.5 onza.sconüa la hipótesis altematha 
de que // < 5.5 onzas, al nivel de significancia de 0.05
10.21 Una empresa de material ele'clnco fabrica 
bombillas que Uenen una duración que se distribuye de 
forma aproximadamente normal con una media de 800 
horas y una desviación estándar de 40 horas. Pruebe 
la hipótesis de que ¡¡ = 800 horas contra la alternativa 
de que ;i # 800 horas, si una muestra aleatoria de 30 
bombillas tiene una duración promedio de 788 horas. 
Utilice un valor P en su respuesta
10.22 En la revista Hypcrietiswn de la ,-\morican 
Heart Association, investigadores reportan que los indi­
viduos que practican la meditación trascendental (MT) 
bajan su presnm sanguíne.i de forma .signiticatna. Si 
una muestra alcatona de 225 lunnbres que praciican la 
MT meditan 8 5 horas a la semana, con una des\ lación 
estándar de 2.25 horas, ,.esto sugiere que. en promedio, 
los liombres que utilizan la MT medium más de S horas 
por semana.’ Cite un \alor P en su eonciusuín.
10.23 Pruebe la llipóle^Is de que el eoiitcmdo prome­
dio de It»-. etnases de un lubricante f'>peeílieo cn de 10 
liiro'. ó los Lt'nleiiidos de una muestra ale.ilon.i de 10 
eiuases son ¡(i 2, 7. lü.l. IÜ..T 10 I. ó S. o o, II) 4.
10 3 > ó,!S litro ( Jo signitie.m..i.uie O (l|

y suponga que la distribución del contenido es norma!
10.24 La estatura promedio de mujeres en el grupo 
de primer año de cierta universidad ha sido, histónca- 
mente, de 162.5 centímetros, con una desviación están­
dar de 6.9 centímetros.,,Existe alguna razón para creer 
que ha habido un cambio en la estatura promedio, st 
una muestra aleatoria de 50 mujeres del grupo actual ile 
pnmer año tiene una estatura promedio de 165.2 cerní- 
metros? Utilice un valor P en su conclusión. Suponna 
que la desviación estándar pennanecc constante
10.25 Se afirma que los aulonuíviles recorren en 
promedio más de 20.IKK) kilómetros por año P.ir.i pro­
bar tal afirmación so pide a una muestra de 100 propic­
íanos de aulonuh iles seleccionada de manera alcatona 
que lleven un registro de los kilómetros que recorren 
¿Esi.u-ía usted de acuerdo con esta afirmación, m la 
muestra alealona indicara un promedio de 2.3.500 kiló­
metros V una desviación estándar de .39lH) kilómetro-.' 
Utilice un valor P en su conclusión
10.26 De acuerdo con un estudio sobre un régimen 
alimenlieio. la ingesta elevada de sodio se relación^ uon 
ülceras. cáncer estomacal V migrañas 111 requenmien:-' 
humano de sal es de tan stdo 220 miligramos diano'. 
el cual se rebasa en la niavoria de las pv'rcionc' indivi­
duales de cereales listos para comerse .Si una muc'irj 
aleatoria de 20 porciones smiilares Je cierto cereal tiene 
un contenido medio Je 244 miligr.imos de s,hJio v ena 
desviacii’ii est.indar de 24 5 miligramos., esto sugiea-, 
a un nivel de signifieancia de 0 05. que el conienui-' 
promedio de sodio para porciones individuales Je e-e 
cereal es nuvor que 220 miligramos ’ Suponga que lu 
distribución Je contenidos de sodio C' noiinal
10.27 L'n estudio de la l nuefsidad de Color.iJo 
Boulder revel.i que correr aumenta el porccnlaie d- I-* 
lasa met iboiica h.isal iT.MBi en mujeres .inLian.f- 
'IMB pi. i^.•J;o ilj 3() ancianas corredoras lúe '4'*
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^ alia que la TM B promedio de 30 ancianas scdenla- 
en tanto que las desviaciones estándar reportadas 

fueron de 10 5 y 10 2^, respectivamente. (.Existe un 
jutncnio significativo en laTMB de las corredoras res- 
j^ioa las sedentariasSuponga que las poblaciones se 
ji«inbu>en de forma aproximadamente norma] con va- 
fijnzas Iguales Utilice un valor P en sus conclusiones
1028 De acuerdo con Chemical Ensmecrwg, una pro- 
ji i-dad importante de la fibra es su absorbencia de agua. 
Se enconüü que el porcentaje promedio de absorción 
(je 25 pedazos de fibra de algodón seleccionados al azar 
e, 20. con una desviación estándar de 1 5 Una muestra 
ulatona de 25 pedazos de acetato reveló un porcentaje 
promedio de 12 con una desviación estándar de 1 25. 
^Eosie evidencia sólida de que el porcentaje promedio 
¿¿aborción de la población es sigruficativamente ma- 
sorpara la fibra de algodón que para el acetato'’ Suponga 
que el porcentaje de absorbencia se distnbuye de forma 
casi normal y que las viinanzas de la población en el por­
centaje de absorbencia para las dos fibras son iguales 
Lulicc un mv el de significancia de 0 05
1029 La expencncia indica que el tiempo que re­
quieren los estudiantes de último año de preparatona 
pura contestar una prueba estandarizada es una variable 
díJtona normal con una media de 35 minutos Si a una 
muestra aleatona de 20 estudiantes de ultimo año de 
priporatona le loma un promedio de 33.1 minutos con­
testar esa prueba con una desviación estándar de 4 3 
□muios, pruebe la hipótesis de que. a un nivel de signi- 
ftancia de 0 05. // = 35 minutos, contra la allemaiiva 
deque;i < 35 minutos
1030 Una muestra aleatona de tamaño /i, = 25. to­
nuda de una población normal con una desviación cs- 
undor a, = 5 2. tiene una media t, =81. Una segunda 
muestra aleatona de tamaño /i, = 36 que se toma de 
uu población normal diferente con una desviauon es- 
Udar (T, = 3 4. nene una media t, = 76 Pruebe la 
hipótesis de que /i, = /<, contra la alternativa /i^
Cite un valor P en su conclusion
1031 Un fabncante afirma que la resistencia prome­
dio a la tensión de! hilo A excede a la resistencia a la 
tíasion promedio del hilo li en al menos 12 kilogra­
mos Para probar esta alirmauón se pusieron a prueba 
'0 pedazos de cada tipo de hilo en condiciones simi- 
bres El hilo tipo A tuvo una resistencia promedio a la 
Wiaon de 867 kilogramos con una desviación cstan- 
darde6 28 kilogramos, mientras que el hilo tipo O tuvo 
una resistencia promedio a la tensión de 77 8 kilogra­
mos con una desviación estándar de 5 61 kilogramos 
Pniebe la afirmación del fabricante usando un nivel de 
'ifniticancia de Ü 05
1022 C1 AmUcii A'tua (diciembre de 2004) lista los 
ii-lilds medios de (irofesores asociados ik estadisliea 

in tiiueiones de investigación en esencias de hum i-

nidades y en otras msutuciones en Estados Unidos 
Suponga que una muestra de 200 profesores asociados 
de instituciones de investigación tiene un sueldo pro­
medio de S7Ü.750 anuales con una desviación estándar 
de $6000 Suponga tambidn que una muestra de 200 
profesores asociados de otros tipos de instituciones tie­
nen un sueldo promedio de $65.200 con una desviación 
estándar de $5000 Pruebe la hipótesis de que el sueldo 
medio de profesores a.sociados de instituciones de in­
vestigación es $2000 más alto que el de los profesores 
de otras instituciones Utilice un nivel de sigmhcancia 
de 0 01
10.33 Se llevo a cabo un estudio para saber si el au­
mento en la concentración de sustrato tiene un efecto 
apreciable sobre la velocidad de una reacción química 
Con una concentración de sustrato de 1 5 moles por 
litro, la reacción se realizo 15 veces, ton una veloci­
dad promedio de 7 5 micromoles por 30 minutos y una 
desviación estándar de 1 5 Con una concentración de 
sustrato de 2 0 moles por litro, se realizaron 12 reac­
ciones que produjeron una velocidad promedio de 8 8 
micromoles por 30 minutos y una desviación esundar 
muestral de i 2 alguna razón para creer que este 
incremento en la concentración de sustrato ocasiona un 
aumento en la velocidad media de la reacción de mas 
de 0 5 micromoles por 30 minutos ’ Utilice un nivel de 
significancia de 0 01 y suponga que las poblaciones se 
distnbuvcn de forma apn>ximadamente normal ton va- 
nanzas iguales
1034 Se realizo un estudio para determinar si los te 
mas de un curso de fínica se comprenden mejortuando 
este inclu>e practicas de laboratorio Se seleccionaron 
estudiantes al azar para que participaran en un curso de 
tres semestres con una hora de clase sin practicas 
de laboraiono o en un curso de cuatro semestres con 
una hora de clase con practicas de lahoralorio bn la 
sección con practicas de laboratono 11 estudiantes oh 
tuvieron una caliticacion pmmcdio de 85 ton una des­
viación estándar de 4 7 mientras que en la sccCion sm 
practicas de laboratono 17 estudiantes obtuvieron una 
calilicacion promedio de 79 con una desviación están 
dar de 6 I , Dina usted que el curso que induvu prac­
ticas de laboratorio aumento la caliticauon promedio 
hasta en 8 puntos * Utilice un valor P en su conclusion 
V suponga que las poblaciones se distnbuvcn de lurma 
aproximadamente normal con varun/o-s iguales
10.35 l’ara indagar si un nucvti suero trena el desa 
rrollo de la leucemia se seleccionan 9 ratones todos 
en una etapa avanzada de i i enlcniiedad í iiico rato­
nes reciben el tratamiento v cuatro no 1 os tiempo-, de 
supervivencia en anos, a partir de' momento ui que 
comienza el expennicnio -.on los siguientes

Con irai imiento 2 1 ' ' 1 4 4 0 0 9
Sin trat Tímenlo M» 0 5 2 b 3 1
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A un nivel de signiíicancia de 0.05. ¿se puede decir que 
el suero es eficaz? Suponga que las dos poblaciones 
se distribuyen de forma normal con varianzas iguales.
10J6 Los ingenieros de una armadora de automóvi­
les de gran tamaño están tratando de decidir si compra­
rán neumáticos de la marca A o de la marca B para sus 
modelos nuevos Con el fin de ayudarlos a tomar una 
decisión se realiza un expenmento en el que se u.san 12 
neumáticos de cada marca Los neumáticos se utilizan 
hasta que se desgastan. Los resultados son los siguientes;

Marca A:
,V| = 37.900 kilómetros.
í, = 5100 kilómetros.

Marca B:
f, = 39.800 kilómetros.
r, = 5900 kilómetros

Pruebe la hipótesis de que no hay diferencia en el 
desgaste promedio de las 2 marcas de neumáticos. 
Suponga que lo.s poblaciones se distribuyen de forma 
apro.xímadamenie normal con vonanzas iguales. Use 
un valor P
10.37 En el ejercicio 9.42 de la página 295 pruebe la 
hipótesis de que el ahorro de combustible de los camio­
nes compactos Volkswagen, en promedio, excede al de 
los camiones compactos Toyota equipados de forma 
similar, que utilizan 4 kilómetros por litro. Utilice un 
nivel de significancia de 0 10.
10.38 Un investigador de la UCLA afirma que el 
promedio de vida de los ratones se puede prolongar 
ha.sta por 8 me.ses cuando .se reduc\;n la.s calorías en 
su dieta aproximadamente 4ÜCr desde el momento 
en que se destetan Las dietas resinngidas se ennquecen 
a niveles normales con vitaminas y proteínas. Suponga 
que a una muestra aleatoria de lU ratones que tienen 
una vida promedio de 32.1 meses con una desviación 
estándar de 3.2 me^es se les alimenta con una dicta nor­
mal. mientra.s que a una muestra alcatona de 15 rato­
nes que tienen un promedio de vida de 37 6 meses con 
una desviación estándar de 2.8 meses .se les alimenta 
con la dieta rcstnngida. A un nivel de significancia de 
0.05 pruebe la hipótesis de que el promedio de vida 
de los ratones con esta dieta restringida aumenta 8 me­
ses. contra la .iltemativa de que el aumento es menor 
de 8 meses. Suponga que las distribuciones de la es­
peranza de V ida con las dietas regular \ restringida son 
aproximadamente nomiales con vanan/a.s iguales
IÜJ9 Los siguientes dalos representan los tiempos 
de duración de películas producidas por 2 empresas 
einematográhcas;

Empresa Tiempo (iiiinutos)
1 102 Sil 98 109 ‘r*
1 SI l(>5 97 I.t4 -O s7 114

Pruebe la hipótesis de que la duración promedio de las 
películas producida.s por la empresa 2 excede al tiempo 
promedio de duración de las que produce la empresa i 
en 10 minutos, contra la alternativa unilateral de que la 
diferencia es de menos de 10 minutos Utilice un niv el de 
significancia de 0.1 y suponga que las distnbuciones 
de la duración son aproximadamente nonnalc.s con \a, 
lianzas iguales.
10.40 En un estudio realizado en Virginia Toch .se 
compararon los niveles de ácido ascórbico en plasma 
en mujeres embarazadas fumadora.s con los de muje­
res no fumadora.s. Para el estudio se seleccionaron 32 
mujeres que estuvieran en los últimos 3 meses de em­
barazo. que no tuvieran padecimientos importantes y 
que sus edades fluctuaran entre los 15 y los 32 años 
Antes de tomar muestra.s de 20 mi de sangre se pidm j 
las participantes que fueran en ayunas, que no tomaran 
sus suplementos vitamínicos y que evitaran alunemos 
con alto contenido de ácido ascórbico. A partir de los 
mucstra.s de sangre se determinaron los siguientes va­
lores de ácido ascórbico en el plasma de cada mujer, en 
miligramos por 100 mililitros:

Valores de úcido ascórbico en plu.sma
No fumadoras Fumadoras
0 97 1.16 0 48
0 72 0.86 071
1.00 0.85 0.98
081 0.58 0 68
0.62 0.57 1 18
1 32 0 64 l 36
l 24 0 98 0 78
0 99 1.09 1 (>4
0.90 0.92
0.74 0.78
0 88 1 24
(194 1.18

¿Existe suficiente evidencia pora concluir que liav 
una dilereneij entre los niveles de acido ascnrbko 
en plasma de mujeres íumadoras y no luiiiaJor.i'' 
Suponga que los dos conjuntos de datos provienen üe 
poblaciones normales eon v jn.mzas dilerentes L iiiice 
un valor P
10.41 El Departamento de Zoología de \ irginij ’lewh 
llevó a cabo un e--iudio para deleniunar si exi-te una 
dilcrencta significativa en la densidad de organismos 
en dos estaciones diterentes ubicadas en Cedar Run. 
una comente secundaria que se livah/a en la cuenca 
del río Roanoke El drenaje de una planta de trata­
miento de aguas negras y el sobrcllu|o del estanque de 
sedinieniación de la Tedcral Mogul Coryhiraiion entran 
al flujo cerca del nacimiento Je! no i.os sieuieiites da­
tos pri*porcionan las medidas de densidad, en numero 
de organismos pi>r metro cuadrado, en las Jos estacio 
nes colectoras



ejercicios 359

Número de organismos por metro cuadrado
Estación 1 Estación 2

"^30 4980 28UO 281U
13.700 11.910 4670 1330
10,730 8130 6890 3320
11.400 26,850 7720 1230

860 17,660 7030 2130
2200 22,800 7330 2190
4250 1130

15.040 1690

Aun nivel de significancia de 0.05. ¿podemos concluir 
que las densidades promedio en las dos estaciones son 
iguales? Suponga que las observaciones provienen de 
poblaciones normales con varianzas diferentes.
10.42 Cinco muestras de una sustancia ferrosa se usa­
ron paja determinar sí existe una diferencia entre un aná­
lisis químico de laboratorio y un análisis de fluorescencia 
de rayos X del contenido de hierro. Cada muestra se di- 
ndió en dos submuestras y se aplicaron los dos tipos de 
análisis. A continuación se presentan los datos codifica­
dos que muestran los análisis de contenido de hierro:

Muestra
Análisis 1 2 3 4 5
Rayos X 315 515 33 371 3T"
Químico 2.2 1.9 2.5 2.3 2.4

Suponga que las poblaciones son normales y pruebe, 
al nivel de significancia de 0.05. si los dos mc'todos de 
análisis dan. en promedio, el mismo resultado.
10.43 De acuerdo con informes publicados, el ejcrci- 
00 en condiciones de fatiga altera los meconismos que 
detenninan el desempeño. Se realizó un experimento con 
IS estudiantes universitarios hombres, entrenados para 
realizar un movimiento honzontal continuo de! brazo, de 
derecha a izquierda, desde un microinterruptor hasta una 
barrera, golpeando sobre la barrera en coincidencia con 
b llegada de una manecilla del reloj a la posición de lo.s 
6en punto. Se registró el valor absoluto de la diferencia 
entre el tiempo, en milisegundos, que toma golpear so­
bre la barrera y el tiempo para que la manecilla alcance 
b posición de las 6 en punto (5CX) mseg). Cada parti­
cipante ejecutó la torca cinco veces en condiciones sin 
fatiga y con fatiga, y se registraron las siguientes suma.s 
de los diferencias absolutas para las cinco ejecuciones:

Sujeto
Diferencias absolutas de tiempo
Sin fatiga Con fatiga

1■>
3
4
5
6
7
8
9

10

158
92
65
98
33
89

148
58

142
117

91
59

215
226
223

91
92 

.177 
134 
116

11 74 153
12 66 219
13 109 143
14 57 164
15 85 100

Un aumento en la diferencia media absoluta de tiempo 
cuando la tarea se ejecuta en condiciones de fatiga apo­
yaría la afirmación de que el ejercicio, en condiciones 
de fatiga, altera el mecanismo que determina el des­
empeño. Suponga que las poblaciones se distribuyen 
normalmente y pruebe tal afirmación.
10.44 En un estudio realizado por el Departamento 
de Nutrición Humana y Alimentos de! Virginia Tech se 
registraron los siguientes datos sobre los residuos de 
ácido sórbico en jamón, en partes por millón, inmedia­
tamente después de sumergirlo en una solución de sor- 
bato y después de 60 días de almacenamiento:

Residuos de ácido sórbico en jamón
Rebanada Antes del aJmactnamiento Después del almacenamiento

I 224 116
•> 270 96
3 400 239
4 444 329
5 590 437
6 660 597
7 1400 689
8 680 576

Si se supone que las poblaciones se distribuyen nor­
malmente. ¿hay suficiente evidencia, a un nivel de 
significancia de 0.05, para decir que la duración del al­
macenamiento influye en las concentraciones residua­
les de ácido sórbico?
10.45 El administrador de una empresa de taxis está 
tratando de decidir si el uso de neumálicus radiales en 
lugar de neumáticos regulares ciniurados mejora el 
rendimiento de combustible. Se equipan 12 autos con 
neumáticos radiales y se conducen en un recorrido de 
prueba preestablecido. Sin cambiar a los conductores, 
los mismos autos se equipan con neumáticos regulares 
ciniurados y se conducen nuevamente en el recorrido 
de prueba. Se registraron los siguientes dalos sobre el 
con.sumo de ga-solina. en kilómetros ptir litro:

Kilómetros por litro
Aulomútil LlanLis radiales Mantas cinlurada.s

1 4.2 4.1
1 4.7 4.9
.3 6.6 6.2
4 7.0 6.9
.5 6.7 6.8
6 4.5 4.4
7 5.7 5 7
8 6.0 5 H
9 7.4 l>.9

10 4.9 4.7
11 6.1 6.0
12 5.2 49
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(.Podemos concluir que los autos equipados con neu- 
máucos radiales ahorran más combustible que aquellos 
equipados con neumáticos cinturados'^ Suponga que 
los poblaciones se distnbuyen nonnalmcnte. Utilice un 
\alor P en su conclusión
10.46 En el ejercicio de repaso 9 91 de la página 313 
utilice Iq distribución r pora probar la hipótesis de que 
la dieta reduce el peso de un individuo en 4 5 kilogra­
mos, en promedio, contra la hipótesis alternativa de que 
la diferencia media en peso es menor que 4 5 kilogra­
mos Utilice un valor P
10.47 (.Que tan grande debena ser la muestra del 
ejercicio 10 20 para que la potencia de la prueba sea 
de 0 90 cuando la media verdadera es 5 20’’ Suponga 
que (T s= 0 24
10.48 Si la distribución dd tiempo de vida en el 
ejercicio 10 19 es aproximadamente normal, (.que' tan 
grande debena ser una muestra para que la probabili­
dad de cometer un error tipo II sea 0 I cuando la media 
verdadera es 35 9 meses*^ Suponga que a = 5 8 meses
10.49 (.Que tan grande debería ser la muestra del 
ejercicio 10 24 para que la potencia de la prueba sea de 
0 95 cuando la estatura promedio verdadera diliere 
de 162 5 en 3.1 centímetros'’ Utilice q = 0 02
10.50 (.Que tan grandes debenan ser las muestras del 
ejercicio 10 31 para que la potencia de la prueba sea de 
0 95, cuando la diferencia verdadera entre los tipos 
de hilo/\ y fl es 8 kilogramos'’
10.51 (.Que tan grande debena ser la muestra del 
ejercicio 10 22 pora que la potencia de la prueba sea 
de 0 8 cuando el tiempo promedio verdadero dedicado 
a la meditación excede al valor hipotético en I 2 cr’ 
Utilice Q =0 05
10.52 Se considera una prueba / a un nivel a = 0 05 
para probar

/< = 14.
W, 14

(Que tamaño de muestra se necesita para que la pro 
habilidad de no rechazar de manera errónea /Y, sea 0 I 
cuando la media de la población verdaderadiherede 14 
en 0 5'’ A partir de una muestra preliminar estimamos 
que tres 1 25
10.53 En el Depanamento de Mtdiuna Veiennana 
del Virginia Teth se llevó a cabo un estudio para de 
terminar si la 'resistencia' de una henda de inusion 
quirúrgica es alettada por la temperatura del hisiun 
En el expcnmenio se utilizaron 8 perros Se hicieron 
incisiones “calientes” v “fnas en el abdomen de cada

perro y se midió la resistencia A continuación se prc. 
sentan los dalos resultantes

Perro Bisturí Resistencia
1 Callente 5120
1 Frío 8200
T Callente 10.000
í Frío 8600
3 Caliente 10.000
3 Frío 9200
4 Caliente 10.000
4 Frío 6200
5 Caliente 10.000
5 Frío 10,000
6 Callente 7900
6 Frío 5200
7 Caliente 510
7 Fno 885
8 Callente 1020
8 Fno 460

£7) Esenba una hipótesis adecuada para determinar 
SI la resistencia de las incisiones realizadas con 
bisturí caliente dihere en forma significativa de la 
resistencia de las realizados con bisturí frío 

h) Pruebe la hipótesis utilizando una prueba r pa 
reada Utilice un valor Pen su conclusion

10.54 Se utilizaron 9 sujetos en un expenmento paia 
determinar si la exposición a monoxido de carbono tiens. 
un impacto sobre la capacidad respiratoria Los djiO'» 
fueron recolectados por el personal del Departamenio 
de Salud > Educación Física del Virginia Tech y anali/a 
dos en el Centro de Consulta Estadística en Hokie LanJ 
Los sujetos fueron expuestos a camaras de respiravion 
una de las cuales contenía una alta concentración de 
CO Se realizaron vanas mediciones de frecuenuj 
respiralona a cada sujeto en cada camara Los sujcio^ 
fueron expuestos a las camaras de respiración en uru 
secuencia aleatona Los siguientes datos represent iii 11 
frecuencia respiralona en numero de respiraciones per 
minuto Realice una prueba unilaleial de la hipoteM-. di 
que la frecuencia respiratona media es igual en los dn^ 
ambientes Utilice q = 0 ()5 Suponga que la frccuciKij 
respiratona es aproximadamente normal

Sujeto_____ Con CO Sin CO
1 30 Mi
2 45 40
3 26 25
4 25 23
5 34 30
6 51 49
7 46 41
8 32 35
9 30 2S
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(0.8 Una muestra: prueba sobre una sola proporción

Las pruebas de hipótesis que se relacionan con proporciones se requieren en muchas 
áreas. A los políticos les interesa conocer la fracción de votantes que los favorecerá en la 
siguiente elección. Todas las empresas manufactureras se preocupan por la proporción 
de artículos defectuosos cuando se realiza un embarque. Los jugadores dependen del 
conocimiento de la proporción de resultados que consideran favorables.

Consideraremos el problema de probar la hipótesis de que la proporción de éxitos 
en un experimento binomial es igual a algún valor específico. Es decir, probaremos la 
hipótesis nula de que p = p^, donde p e.s el parámetro de la dismbución binomial. 
La hipótesis alternativa puede ser una de las alternativas unilaterales o bilaterales 
usuales:

P<Po, p>p\3> o

La vanable aleatoria adecuada sobre la que basamos nuestro criteno de decisión 
es la variable aleatoria binomial X. aunque también podríamos usar el estadístico p = 
Xln. Los valores de X que están lejos de la media p = np^ conducirán al rechazo de la 
hipótesis nula. Como X es una variable binomial discreta, es poco probable que se pueda 
establecer una región cn'tica cuyo tamaño sea exactamente igual a un \alor preestable­
cido de a. Por esta razón es prefenble, ai trabajar con muestras pequeñas, basar nuestras 
decisiones en valores P. Para probar la hipótesis

^o‘/' = Po-

utilizamos la distribución binomial para calcular el s alor P 

P = P(X < r cuandop = pn)

El valor .res el número de éxitos en nuestra muestra de tamaño n Si este \alor P es me­
nor o Igual que a, nuestra prueba es signihcatisa al ni\el q y rechazamos a ta\or de 
W,. De manera similar, para probar la hipótesis

//,/!> /7,,

al nnel de significancia q. calculamos

P = PiX > \ cuando/> = p»)

y rechazamos H,, a fa\or de , si este \alor P es menor o igual que a Finalmente, para 
probar la hipótesis

P = P„-

H p+p.

a un nivel de significancia q. calculamos

P = 2P{X < rcuando p = p[\) si r < /i/>n
o

P =2P{X > \ cuando p = p,¡i m t > iipn
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y rechazamos a favor de si el valor P calculado es menor o igual que a.
Los pasos para probar una hipótesis nula acerca de una proporción contra varias 

alternativas usando las probabilidades bínomiales de la tabla A. 1 son los siguientes:

Prueba de una 
proporción 

(muestras 
pequeñas)

f^o-P=Po-
2. Una de las alternativas p < p > p^o p ^
3. Elegir un nivel de signiheanda igual a a.
4. Estadístico de prueba: variable binomial X con p = p^^.
5. Cálculos: obtener a:, el número de éxitos, y calcular el valor P adecuado.
6. Decisión: sacar las conclusiones apropiadas con base en el valor P.

Ejemplo 10.9:! Un constructor afirma que en lQ7o de las viviendas que se construyen actualmente en la 
ciudad de Richmond, Virginia, se instalan bombas de calor, ¿Estaría de acuerdo con esta 
afirmación si una encuesta aleatoria de viviendas nuevas en esta ciudad revelara que 8 de 
15 tienen instaladas bombas de calor? Utilice un nivel de significancia de 0.10. 

Solución: 1. H^. p = 0.7.

2. Hy p 0.7.

3. a = 0.10.

4. Estadístico de prueba: Variable binomial X con p = 0.7 y /i = 15.

5. Cálculos: x = S y np^ = (15)(0.7) = 10.5. Por lo tanto, de la tabla A.I, el valor P 
calculado es

8
P = 2P(X < 8 cuando p = 0.7) = 2 ^ b{x\ 15. 0.7) = 0.2622 >0.10.

t = 0

6. Decisión: No rechazar //y. Concluir que no hay nuón suficiente para dudar de la 
afirmación del constructor. J

En la sección 5.2 aprendimos que cuando ii es pequeña las probabilidades bmo- 
miales se pueden obtener de la fórmula binomial real o de la tabla A.l. Para n grande 
se requieren procedimientos de apro.ximación. Cuando el valor hipotético p,, está muv 
cerca de 0 o de I se puede utilizar la distnbución de Poisson con parámetro /< = .'ip,, Sin 
embargo, para n grande por lo general se prefiere la aproximación de la cuna normal, 
con los parámetros p = np^ y tr* = np„í?y, la cual es muy precisa, siempre y cuando /> no 
esté dema.siado cerca de 0 o de 1. Si utilizamos la aproximación normal, el valore para 
probar p = p^ es dado por

- = ~ "P" - P~Po
\/ "Polio \'poqoJñ

que es un valor de la variable normal estándar Z. Por consiguiente, para una prueba 
de dos colas al nivel de significancia q, la región crítica es : < o c > : . Para la 
alternativa unilateral p < p^^, la región crítica es c < —cv para la aítcmaiiva p > p . la 
reglón crítica es ::>
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Ejemplo 10.10: i Se considera que un medicamento que se prescribe comúnmente para aliviar la tensión 
nerviosa tiene una eficacia de tan sólo 60%. Los resultados experimentales de un nuevo 
fármaco administrado a una muestra aleatoria de 100 adultos que padecían tensión ner­
viosa revelaron que 70 de ellos sintieron alivio. ¿Esta evidencia es suficiente pora con­
cluir que el nuevo medicamento es mejor que el que se prescribe comúnmente? Utilice 
un nivel de significancia de 0.05.

Solución: 1. p = 0.6.

2. HyP> 0.6.

3. a = 0.05.

4. Región crítica; z > 1.645.

5. Cálculos: x = 70. n = 100, p = 70/100 = 0.7 y

z
0.7-0.6

Vm(óAj7Tóó
= 2 .04. P = P(Z > 2.04) < 0.0207.

6. Decisión: Rechazar y concluir que el nuevo fármaco es mejor.

10.9 Dos muestras: pruebas sobre dos proporciones

A menudo surgen situaciones en las que se desea probar la hipótesis de que dos proptir- 
ciones son iguales Por ejemplo, podemos tratar de mostrar e\ idencia de que la proporción 
de medicos que son pediatras en un estado es igual a la proporción de pediatras en otro 
estado. Quizás un individuo decida dejar de fumar sólo si se convence de que la propor­
ción de fumadores con cáncer pulmonar excede a la proporción de no fumadores con ese 
tipo de cáncer.

En general, deseamos probar la hipótesis nula de que dos proporciones, o paráme­
tros binomiales, son iguales. Es decir, probamos p, = />,contra una de las alternativas 
P¡ < P-.> Py > P,* P\i^ Pr Dfi!»úe luego, esto es equivalente a probar la hipótesis nula 
de que Pj — p, = 0 contra una de las alternativas p, - p, < 0. p^ — p, > 0 o p, — p, ^ 
0. El estadístico sobre el que basamos nuestra decisión es la vanable aleatona p, — p 
Se seleccionan al azar muestras independientes de tamaños y /i. de dos poblaciones 
binomiales y se calcula la proporción de éxitos p, y p,para las dos muestras

En la construcción de intervalos de confianza para p, y p, observamos, para v 
n, suficientemente grandes, que el estimador puntual Pj menos p, estaba distribuido de 
forma casi normal con media

y varianza

=Pi -P:

Prí/i j Pi‘¡i
II \ Il2

Por lo tanto, es posible establecer la(s) región(es) cntica(s) usando la variable normal 
estándar
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^ ^ (P| ~^2)-(pl -P2)

\/pl(}\/"\ +P2ft/«2

Cuando es verdadera, podemos sustituir y?, — P y ^I¡ ~ f/: ~ 9 (donde p y (¡ 
son los valores comunes) en la fórmula anterior para Z y obtener la forma

-
\/pq{l/n\ + l//«2)

Sin embargo, para calcular un valor de Z debemos estimar los parámetros p y q que 
aparecen en el radical Al agrupar los datos de ambas muestras el estimado agrupado 
de la proporción p es

- ri + X2
p —---------- ,

ni +"2
donde y t, son el número de éxitos en cada una de las dos muestras Al sustituir p por 
p y q = \ — p por q, el valor z para probar= p, se determina a partir de la formula

Pi -h
^/pqd/lli + 1 /ll2)

Las regiones críticas para las hipótesis alternativas adecuadas se establecen como antes 
utilizando puntos críticos de la curva normal estándar En consecuencia, para la alter 
nativa p^ ^ /?,, al nivel de significancia a, la región cntica es a < o c > r, , Para 
una prueba donde la alternativa es p^ < p^ la región cntica será c < —c,,. y cuando la 
alternativa es p^ > /?„ la región cntica sera z>

Ejemplo 10.11:1 Se organizará una votación entre los residentes de una ciudad y el condado circunJ mit 
para determinar si se aprueba una propuesta para la construcción de una planta quimiLa 
Como el lugar en el que se propone construirla está dentro de los limites de la ciiKÍ.!J 
muchos V otantes del condado consideran que la propuesta sera aprobada debido a la gran 
proporción de votantes que está a favor de que se construya Se reali/a una encuesta p ira 
determinar si ha) una diferencia significativa en la proporción de votantes de la ciudad \ 
los volantes del condado que favorecen la propuesta Si 120 de 200 votantes de la ciudad 
favorecen la propuesta y 240 de 500 residentes del condado también lo hacen., csian i 
usted de acuerdo en que la proporción de votantes de la ciudad que lavorecen la propiK' 
ta es mayor que la proporción de votantes del condado’ Utilice un nivel de signiluaiuia 
de Q = 0 05

Solución: Sean p^ y p.las proporciones verdaderas de votantes en la ciudad v el condado re->pccii 
Vamente, que favorecen la propuesta

1-

2. W, p, > p..

3. o = ü 05
4. Region critica : > I 645

5. Cálculos



y

P

ni 200 
Xl +.T2 _ 
ni +ii2

. P2 

120 + 240 
200 + 500 '

«2

0.51.

500

Por lo tanto.
________ 0.60 - 0,48________
V^(0.51)(0.49)( 1/200 + I /500) 

P-P(Z> 2.9) = 0.0019.

= 2.9.

6. Decisión: Rechazar y estar de acuerdo en que la proporción de votantes de 
la ciudad a favor de la propuesta es mayor que la proporción de votantes del 
condado. Ji

Ejercicios
1015 Un experto en mercadotecnia de una empresa 
fabricante de pasta considera que 409c de los amantes 
de la pasta prefieren la lasagna. Si 9 de 20 amantes de 
la pasta eligen la lasagna sobre otras pastas, ¿qué se 
puede concluir acerca de la afirmación del experto'’ 
u'ülice un nivel de significancia de 0 05.
1016 Suponga que. en el pasado, 409c de lodos los 
adultos estaban a favor de la pena capital. ¿Existe al- 
jima razón para creer que la proporción de adultos que 
está a favor de la pena capital ha aumentado si, en una 
muestra aleatoria de 15 adultos, 8 están a favor de la 
pena capital? Utilice un nivel de significancia de 0.05.
1017 Se está considerando utilizar un nuevo aparato 
de radar para cierto sistema de misiles de defensa El 
sistema se verifica expenmentando con una aeronave 
en la que se simula una situación en la que alguien 
muere y otra en la que no ocurre ninguna muerte Si 
en 300 ensayos ocurren 250 muertes, al nivel de sig­
nificancia de 0.04. acepte o rechace la afirmación de 
que la probabilidad de una muerte con el nuevo sistema 
no excede a la probabilidad de 0 8 del sistema que se 
utiliza actualmente.
1018 Se cree que al menos 6ü9c de los residentes de 
nena área están a favor de una demanda de anexión 
de una ciudad v ecina ¿Qué conclusión extraería si sólo 
lio en una muestra de 200 volantes están a favor de 
la demanda’’ Utilice un nivel de significancia de 0.05
1019 Una empresa petrolera afirma que en una 
quinta parte de las viviendas de cierta ciudad la gente 
utiliza petróleo como combustible para calentarlas 
(.Existen razones para creer que en menos de una 
quinta parte de las viviendas la gente utiliza este com­
bustible para calentarlas si, en una muestra aleatoria

de 1000 viviendas de esa ciudad, se encuentra que 136 
utilizan petróleo como combustible? Utilice un valor P 
en su conclusión.
10.60 En cierta universidad se estima que a lo sumo 
259^ de los estudiantes van en bicicleta a la escuela. 
¿Parece que ésta es una estimación válida si, en una 
muestra alcatona de 90 estudiantes universitarios, se 
encuentra que 28 van en bicicleta a la escuela? Utilice 
un nivel de significancia de 0 05
10.61 En un invierno con epidemia de influenza los 
investigadores de una conocida empresa farmacéutica 
encuestaron a los padres de 2000 bebés para detenni- 
nar si el nuevo medicamento de la empresa era eficaz 
después de dos días. De 120 bebés que tenían intlucnza 
y que recibieron el medicamento. 29 se curaron en dos 
días o menos De 280 bcbé.s que tenían inlluen/a pero 
no recibieron el fármaco. 56 se curaron en dos días o 
menos ¿Hay alguna indicación significativa que apove 
la afirmación de la empresa sobre la eficacia del medi­
camento?
10.62 En un experimento de laboralono controlado, 
científicos de la Universidad de Minnesota deseubne- 
ron que 25*7 de cierta cepa de ratas sujetas a una dieta 
con 2ü9c de grano de café j luego forzadas a consumir 
un poderoso químico causante de cáncer desarrollaron 
tumores cancerosos. Si el expenmento se repite, v 16 
de 48 ralas desarrollan tumores.,,existen razones para 
creer que la proporción de ratas que desarrollan tu­
mores cuando se someten a esta dieta se incremenla ’ 
Utilice un nivel de signilicancia de 0 05
10.63 En un estudio que se realizo para estimar la 
proporción de residentes de cierta ciudad y sus subur­
bios que están a tavor de que se coiistruva una planta
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de energía nuclear se encontró que 63 de 100 residentes 
urbanos están a favor de la construcción, mientras que 
sólo 59 de 125 residentes suburbanos la apoyan ¿.Hay 
una diferencia significativa entre la proporción de resi­
dentes urbanos y suburbanos que están a favor de que 
se construya la planta nuclear'’ Utilice un valor P
10.64 En un estudio sobre la fertilidad de mujeres 
casadas, realizado por Martín O’Connell y Carolyn C 
Rogers para la Oficina del Censo en 1979, se seleccio­
naron al azar dos grupos de mujeres casadas de entre 
25 y 29 años de edad y sin hijos, y a cada una se le 
preguntó SI planeaba tener un hijo en algún momento 
Se seleccionó un grupo de mujeres con menos de dos 
años de casadas y otro de mujeres con cinco años de 
casadas Suponga que 240 de 300 mujeres con menos 
de dos años de casadas planean tener un hijo algún día, 
en comparación con 288 de las 400 mujeres con cinco 
años de casadas ¿.Podemos concluir que la proporción 
de mujeres con menos de dos años de casadas que pla­
nean tener hijos es significativamente mayor que la 
proporción de mujeres con cinco años de casadas que 
también planean tenerlos'’ Utilice un valor P

10.65 Una comunidad urbana quiere demostrar que 
la incidencia de cáncer de mama es mayor en su locali 
dad que en una orea rural vecina (Se encontró que los 
niveles de PCB son más altos en el suelo de la comuni- 
dad urbana) Si descubre que en la comunidad urbana 
20 de 200 mujeres adultas üenen cáncer de mama y 
que en la comunidad rural 10 de 150 mujeres adultas lo 
tienen, ¿.podna concluir, con un nivel de significanuj 
de 0 05. que el cáncer de mama prevalece mas en \¿ 
comunidad urbana?
10.66 Proyecto de grupo: Para este proyecto l1 
grupo se debe dividir en parejas Suponga que se su 
pone que al menos 25% de los estudiantes de su uni\i.r 
sidad hacen mis de dos horas de ejercicio por semana 
Reúna datos de una muestra alcatona de 50 estudiantes 
y pregunte a cada uno si se ejercita durante al menos 
dos horas por semana, luego haga los cálculos necesa 
nos para rechazar o no rechazar la suposición antenor 
Demuestre todo el procedimiento y utilice un valor p 
en sus conclusiones

10.10 Pruebas de una y dos muestras referentes a varianzas

En esta sección estudiaremos la prueba de hipótesis relacionada con varianzas o desv u 
Clones estándar de la población No son poco comunes las aplicaciones de pruebas de 
una y dos muestras sobre vananzas Los ingenieros y los científicos constantemente -«e 
enfrentan a estudios donde se les pide demostrar que las mediciones que tienen que \er 
con productos o procesos cumplen con las especificaciones que fijan los consumidores 
Los especificaciones a menudo se cumplen si la vananza del proceso es suficientemenie 
pequeña También existe ínteres por expenmentos que comparan métodos o proee'tN 
donde la reproducibilidad o vanabilidad inheicntes se deben comparar de manera ti r 
mal Además, para determinar si no se cumple la suposición de vananzas lgua[e^ con 
frecuencia se aplica una prueba que compara dos vananzas antes de llevar a cabo una 
prueba t sobre dos medias

Empecemos por considerar el problema de probar la hipótesis nula de que 11 v i 
nanza de la población cr- es igual a un valor especifico tJ,' contra una de las altem iin o 
comunes cr'' < tr* > ai o a' al El estadístico apropiado sobre el que basan O' 
nuestra decisión es el estadístico chi cuadrada del teorema 8 4, el cual se utili/o lii lí 
capitulo 9 para construir un intervalo de confianza para cr- Por lo tonto, si supom.ni ' 
que la distnbucion de la población que se muestrea es normal, el v.ilor de chi cuadr..Jj 
para probar a' = al es dado por

2^ - Hv-

donde ii es el tamaño de la muestra, res la vananza muesiral y fr„es el valor de a daJn 
por la hipótesis nula Si es verdadera es un valor de la distnbucion chi cuadr.-J-i 
con V = /I — 1 grados de libertad En consecuencia, para una prueba de dos cola'* a un
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nivel de significancia a. la región crítica es o > ^/2- alternativa
unilateral < al, la región crítica es < xf-a* y alternativa unilateral <7- > al, 
la región crítica osx^>

Robustez de la prueba la suposición de normalidad
Tal vez el lector se habrá dado cuenta de que varias pruebas dependen, al menos en teo­
ría, de la suposición de normalidad. En general muchos procedimientos en estadística 
aplicada tienen fundamentos teóricos que dependen de la distribución normal. Estos 
procedimientos varían en el grado en que dependen de la suposición de la normalidad. 
A un procedimiento que es razonablemente insensible a esta suposición se le denomina 
procedimiento robusto, es decir, robusto para la normalidad. La prueba x^ sobre una 
sola varianza no es robusta en absoluto para la normalidad, es decir, el éxito práctico del 
procedimiento depende de la normalidad. Como resultado, el valor P calculado podría 
ser notoriamente diferente del valor P verdadero si la población de la que se toma la 
muestra no es normal. De hecho, resulta muy plausible que un valor P estadísticamente 
significativo no sea una verdadera señal de W,: a ^ a^, sino que un valor significativo 
sea el resultado de haber violado las suposiciones de normalidad. Por lo tanto, el analista 
debería utilizar esta prueba X' específica con precaución.

Ejemplo 10.12:1 Un fabricante de baterías para automóvil afirma que la duración de sus balerías se distri­
buye de forma aproximadamente normal con una desviación estándar igual a 0.9 años. 
Si una muestra aleatoria de 10 de tales balerías tiene una desviación estándar de 1.2 años, 
¿considera que a > 0.9 años? Utilice un nivel de significancia de 0.05.

Solución: 1. = 0.81.

2. W,: a' > 0.81.

3. a = 0.05.

4. Región crítica: En la figura 10.19 vemos que se rechaza la hipótesis nula cuando x '
> 16.919, donde X^ = con v = 9 grados de libertad.

0 16.919

Figura 10.19: Región crítica para ia hipótesis aliemativa cr> 0.9.
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5. Cálculos: ^ = 1.44, n= 10 y

Í9)(L442^ P.0.07.
^ 0.81

6. Decisión: El estadístico significativo al nivel 0.05. Sin embargo, con base
en el valor P de 0.07, hay evidencia de que c > 0.9. ^ J

Consideremos ahora el problema de probar la igualdad de las varianzas cry y ayde
dos poblaciones. Esto es, probaremos la hipótesis nula de que 07 = o’? contra una 
de las alternativas usuales

cry < íT^, cry >07, o «ry # rn.

Para muestras aleatorias independientes de tamaños «, y respectivamente, de las dos 
poblaciones, el valor/para probar ctq = Oq es el cociente

donde íj y 4 son las varianzas calculadas de las dos muestras. Si las dos poblaciones 
se distnbuyen de forma aproximadamente normal y la hipótesis nula es \erdadera, de 
acuerdo con el teorema 8.8 el cociente/ = jÍ / s; cí» un valor de la distribución F con 
V, = /j| - 1 y V, = ;i, - 1 grados de libertad. Por lo tanto, las regiones críticas de tamaño a 
que corresponden a las alternativas unilaterales oy < cry y oy > oy son, respectivamente 
/»’,) y/>‘%). Pani la alternativa bilateral try try la región crítica es

Ejemplo 10.13:1 Al probar la diferencia en el desgaste abrasivo de los dos matenales del ejemplo 10 6 
supusimos que las dos varianzas de la población desconocidas eran iguales justilua 
tal suposición? Utilice un nivel de significancia de 0 10.

Solución: Sean of y try las vananzas de la población pora el desgo.ste abra.sivo del matenal 1 v del 
matenal 2, respectivamente

1. H^:ai = al

2. H,: cry 7^ (jy

3. a = 0.10

4. Región crítica: En la figura 10.20 observamos que/,^^^(11. 9) 
teorema 8.7, encontramos

/o-)5(1I.9) =
1

/ü 05(9. 11)
= o 34

3 11. y. usando el

Por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula cuando/<0 34 o/> 3.11. donde f = r - 
.n con I/, = 11 y I/, = 9 grados de libertad

5. Cálculos: ry = 16. 9] = 2.5. por ende. / = ^ = ü 64

6. Decisión, no rechazar 7/^,. Concluir que no hay suficiente evidencia de que las va
nanzas sean diferentes. J
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0 0.34 311

Figura 10.20: Región crítica para !a hipótesis alternativa 07 oi.

Prueba F para la prueba de varíanzas con el SAS
La figura 10.18 de la página 356 presenta la impresión de una prueba t de dos muestras 
donde se comparan dos medias de los datos de los tallos en el ejercicio 9.40. La gráfica 
de caja y bigote que seobscrs’aen la figura 10.17 de la página 355 sugiere que las varian- 
zas no son homoge'ncas y, por consiguiente, el estadístico /' y su valor P correspondiente 
son relevantes. Obsers e también que la impresión muestra el estadístico F para 
= <T, con un valor P de 0.0098, que es evidencia adicional de que se debe esperar más

variabilidad cuando se aplica el tratamiento con nitrógeno que cuando no se aplica.

Ejercicios
10.67 Se sabe que el contenido de los cnsoses de un 
íubncanlc específico se distribuye normalmente con 
una vaiianza de 0.03 litros. Pruebe la hipótesis de que 
ff- = 0.03 conüu la alternativa de que a' ^ 0.03 para 
h muestra aleatoria de 10 enva.ses del ejercicio 10.23 
de la página 356. Use un valor P en sus conclusiones.
10.68 Por experiencia .se sabe que el tiempo que se 
requiere para que los estudiantes de preparatona de 
último año contesten una prueba estandonzada es una 
\anablc aleatoria normal con una desviación estándar 
de 6 minutos. Pruebe la hipótesis de que cr = 6 contra 
h allemauva de que u < 6 si una muestra aleatona de 
los tiempos pora realizar la prueba de 20 estudiantes 
de preparatona de último año tiene una desviación es­
tándar .s = 4.51. Utilice un nivel de significancia de 0 05.
10.69 Se deben supervisar las aílotoxinas ocasiona­
das por moho en cosechas de cacahuate en Virginia. 
Una muestra de 64 lotes de cacahuate revela niveles 
de 24 17 ppm, en promedio, con una varian/a de 4.25 
ppm. Pruebe la hipótesis de que <r- = 4.2 ppm contra 
¡a alternativa de que cr- ^ 4.2 ppm. Utilice un valor P 
en sus conclusiones.

10.70 Datos históncos indican que la canudad de di­
nero que aportaron los residentes trabajadores de una 
ciudad grande para un escuadrón de rescate volúntame 
es una variable aleatona normal con una desviación es­
tándar de SI.40. Se sugiere que las coninbuaones al 
escuadrón de rescate sólo de los empleados del departa­
mento de sanidad son mucho más vanahics. Si !a>« con- 
tnbucioncs de una mucMra aleatoria de 12 empleados 
del departamento de sanidad tienen una desviación es­
tándar de SI.75. (•,podemos concluir a un nivel de signi­
ficancia de U.O] que la desviación estándar de las 
contnbuciones de lodos los trabajadores de sanidad es 
major que la de todos los trabajadores que viven en di­
cha ciudad'
10.71 Se dice que una máquina despachadora de 
bebida gaseosa está fuera de control si la vanan/a 
de los contenidos excede a l.l5deetliiros. Si una mues­
tra aleatona de 25 bebidas de esta máquina tiene una 
varian/a de 2.03 decilitros. ,esto indica, a un nivel 
de signilieancia de 0 05. que la maquina esta lucra de 
control ' Suponga que los contenidos se disinbuvcn 
de lonna aproximadamente normal
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10.72 Prueba de «r ^ = cto para una muestra grande: 
Cuando n > 30 podemos probar la hipótesis nula de 
que (T* = <T5 o (T= (Tq calculando

_ S —Oó

Ob/y/^'

que es un valor de una variable aleatoria cuya distri­
bución muestral es aproximadamente la distnbución 
normal estándar
a) Con referencia al ejemplo 10 4, a un nivel de sig­

nificancia de 0 05, pruebe si tr= 10 0 años contra 
la alternativa de que <T ^ 10 0 años

b) Se sospecha que la vananza de la distribución de 
las distancias en kilómetros que un modelo nuevo 
de automóvil equipado con un motor diesel reco­
rre con 5 litros de combustible es menor que la va­
nanza de la distnbución de distancias que recorre 
el mismo modelo equipado con un motor de gaso­
lina de 6 cilindros, la cual se sabe es (T* = 6 25 
Si 72 recomdos de prueba con e! modelo diesel 
tienen una vananza de 4 41, ¿podemos concluir, a 
un nivel de significancia de 0 05, que la vananza 
de las distancias recomdas por el modelo que fun 
Clona con diesel es menor que la del modelo que 
funciona con gasolina'^

10.73 Se realiza un estudio para comparar el tiempo 
que les toma a hombres y mujeres ensamblar cierto 
producto La expcnencia indica que la distnbucion 
del tiempo tanto para hombres como para mujeres es 
aproximadamente normal, pero que la vananza del 
tiempo para las mujeres es menor que para los hom­
bres Una muestra aleatona de los tiempos de 11 hom­
bres y 14 mujeres produce los siguientes datos

Hombres Mujeres 
«1 = 11 n: = 14 
Ji = 6.1 sj = 5 3

Pruebe la hipótesis de que cr, = en contra la alternativa 
de que o? > ai Utilice un valor P en su conclusion
10.74 En el ejercicio 1041 de la pagina 358 pruebe la 
hipótesis a un nivel de significancia de 0 05 de que ai 
= ai contra la alternativa de que ai ai, donde ai > 
ai son las vananzas para el numero de organismos por 
metro cuadrado de agua en los dos lugares diferentes 
de Cedar Run
10.75 Remítase al ejercicio 10 39 de la pagina 358 y 
pruebe la hipótesis de que ai = ai contra la alternativa 
de que ai ^ os, donde ai y ai son la.s vananzas para 
la duración de las películas producidas por la empresa 
1 y la empresa 2. respectivamente Utilice un valor P
10.76 Se comparan dos tipos de instrumentos para 
medir la cantidad de monoxido de azufre en la atmos­
fera en un expenmento sobre la contaminación del

aire Los investigadores desean determinar si los dos 
upos de instrumentos proporcionan mediciones con la 
misma vanabilidad. Se registran las siguientes lecturas 
para los dos instrumentos

________ Monóxido de azufre_______
Instrumento A Instrumento D

086 0 87
0 82 0 74
0 75 0 63
061 0 55
0 89 0 76
064 0 70
081 0 69
0 68 0 57
0 65 0 53

Suponga que las poblaciones de mediciones se disin 
buyen de forma aproximadamente normal y pruebe la 
hipótesis de que a^ = a^. contra la alternativa de que 
a^ a^ Use un valor P
10.77 Se lleva a cabo un expenmento para comparar 
el contenido de alcohol en una salsa de soya en doi 
lineas de producción diferentes La producción se su 
pervisa ocho veces al día A continuación se prestHnn 
los datos

Línea de producción 1.
0 4B 0 39 0.42 0 52 0 40 0 48 0 52 0 52 

Línea de producción 2.
0 38 0 37 0.39 0.41 0.38 0.39 0.40 0 39

Suponga qu: ambas poblaciones son normales Se sos 
pecha que la línea de producción l no esta produeicnJo 
tan consistentemente como la linea 2 en termmu' di. 
contenido de alcohol Pruebe la hipótesis de que a, = rr 
contra la altemauvadeque ^ a, Uiilicc un vak>r/’
10.78 Se sabe que las emisiones de hidrotarburos
los automov iles disminuj eron de forma drástica durante 
la decada de 1980 Se realizo un estudio para comparar 
las emisiones de hidrocarburos a velocidad estauonana 
en partes por millón (ppm), para automov iles de 1 \
1990 Se seleccionaron al azar 20 automóviles de L..Ja 
modelo y se registraron sus niveles de emisión de hidri>- 
carburos Los datos son los siguientes

Modelos 1980
141 359 247 940 882 494 306 210 105 503 
200 223 188 940 241 190 300 435 241 3SG 
Modelos 1990
140 160 20 20 223 60 20 95 360 70 
220 400 217 58 235 380 200 175 85 65

Pruebe la hipótesis de que a, = a, contra la alternativa 
de que a, ^ a Suponga que ambas poblaciones son 
normales Utilice un valor P
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lO.ll Prueba de la bondad de ajuste

A lo largo de este capítulo nos ocupamos de la prueba de hipótesis estadística acerca de 
parámetros de una sola población, como //, y p. Ahora consideraremos una prueba 
para determinar si una población tiene una distribución teórica especíñca. La prueba se 
basa en el nivel de ajuste que existe entre la frecuencia de ocurrencia de las observacio­
nes en una muestra observada y las frecuencias esperadas que se obtienen a partir de la 
distribución hipotética.

Para ilustrar lo anterior considere el lanzamiento de un dado. Suponemos que se trata 
de un dado legal, lo cual equivale a probar la hipótesis de que la distnbución de resultados 
es la distnbución uniforme discreta

/(a:)=1 t=l,2.......6.
o

Suponga que el dado se lanza 120 veces y que se registra cada resultado. Teóricamente, 
si el dado está balanceado, esperaríamos que cada cara ocurriera 20 \eces. Los resulta­
dos se presentan en la tabla 10.4.

Tabla 10 4: Frecuencias observadas y esperadas dc 120 lanzamientos de un dado

Cara I 2 3 4 S 6
Observadas 20 22 17 18 19 24
Esperadas 20 20 20 20 20 20

Al comparar las frecuencias observadas con las frecuencias esperadas correspon­
dientes debemos decidir si es posible que toles discrepancias ocurran como resultado 
dc fluctuaciones del muestreo, de que el dado está balanceado o no es legal o de que la 
distnbución de resultados no es uniforme. Es práctica común refenrse a cada resultado 
posible de un expcnmenlo como una celda En nuestro caso tenemos 6 celdas A conti­
nuación se deñnc el estadístico adecuado en el cual ba.samus nuestro cnteno de decisión 
para un expenmento que incluye k celdas

Una prueba de la bondad dc ajuste entre las frecuencias observadas y espera­
das se basa en la cantidad

Prueba de la 
bondad dc 

ajuste
r =L (o, -e,)‘ 

e,

donde ;^*es un valor de una sanable aleatona cuya distnbución muestral se aproxima 
muy de cerca a la distnbución chi cuadrada con »• = A — 1 grados de libertad. Los sím­
bolos 0^ y e representan las frecuencias observada y esperada, respectivamente, para la 
i-ésima celda

El número dc grados de liberad asociado con la distnbución chi cuadrada que se 
utiliza aquí es igual a A - 1. pues sólo hay A - 1 frecuencias de celdas libremente deter­
minadas. Es decir, una vez que se determinan Ixs írecuenaas de A - 1 celdas, también se 
determina la frecuencia para la A-ésima celda

Si las frecuencias observadas se acercan a las frecuencias esperadas correspondien­
tes. el valor será pequeño, lo cual indica un buen ajuste Si las trecuencias observadas 
difieren de manera considerable de las frecuencias esperadas, el valor \ ‘sera grande y el 
ajuste deficiente Un buen ajuste conduce a la aceptación de //„, mientras que un ajuste
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deficiente conduce a su rechazo. Por lo tanto, la región crítica caerá en la cola derecha 
de la distribución chi cuadrada. Para un nivel de significancia igual a ü: encontramos el 
valor crítico de la tabla A.5 y, entonces, X~>X^ constituye la región crítica. El criie. 
rio de decisión que aquí se describe no se debería utilizar a menos que cada una de 
las frecuencias esperadas sea por lo menos igual a 5. Esta restricción podría requerir 
la combinación de celdas adyacentes, lo que dimi como resultado una reducción en el 
número de grados de libertad.

En la tabla 10.4 encontramos que el valor X'CS

_2 (20-20)= (22-20)= (17-20)=
^ “ 20 20 20

(18-20)= (19-20)= . (24-20)= ,
+----------- 20“"^------------20 20

Si usamos la tabla A.5, encontramos Xoqs = 11.070 para v — 5 grados de libertad. 
Como 1.7 es menor que el valor crítico, no se rechaza Concluimos que no hay .sufU 
dente evidencia de que el dado está desbalanceado.

Como un segundo ejemplo probemos la hipótesis de que la distribución de fre­
cuencias de la duración de baterías presentadas en la tabla 1.7 de la página 23 se puede 
aproximar mediante una distribución normal con media// = 3.5 y desviación estándar 
cr = 0.7. Las frecuencias esperadas para las 7 clases (celdas) que se listan en la tabla
10.5 se obtienen calculando las áreas bajo la cuna normal hipotética que caen entre los 
diversos límites de clase.

Tabla 10.5: Frecuencias observadas y esperadas para la duración de las batería.s supo­
niendo normalidad

Límites de clase o,- e¡
1.45-1.95 2 1 0.5 11
1.95-2.45 ' h 2.1 8.5
2.45-2.95 4 J 5.9 J1

2.95-3.45 15 10.3
3.45-3.95 10 10.7
3.95-4.45 7.0 1^ 10.5
4.45-4.95 .15 1

Por ejemplo, los valores c que corresponden a los límites de la cuarta clase son

2-95-.3.5
:i =---- T-:;---- --- —0.79 y

3.45 - 3.5
= -0.07.

En la tabla A.3 encontramos que el área entre = -0.79 y c. = -0.07 cs

área = F(-0,79 < Z <-0.07) - PiZ < -0.07) - PiZ < -0.79)
= 0.4721 -0.2148 = 0.2573.

Por lo tanto, la frecuencia esperada para la cuarta clase es

t-4 = (0.2573)(4())= 10.3 

Se acostumbra redondear estas frecuencias a un decimal
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La frecuencia esperada para el pnmer intervalo de clase se obtiene utilizando el área 
total bajo la curva normal a la izquierda del límite 1 95. Para el último intervalo de clase 
usamos el área total a la derecha del límite 4.45 Todas las demás frecuencias esperadas 
se determinan utilizando el método que se describe para la cuarta clase. Observe que 
combinamos clases adyacentes en la tabla 10 5 donde las frecuencias esperadas son 
menores que 5 (una regla general en la prueba de la bondad de ajuste) En consecuencia, 
el número total de intervalos se reduce de 7 a 4, lo cual da como resultado v = 3 grados 
de libertad. Entonces, el valor dado por

.,2_(V-85)2 , (15-103)^ , (10-107)= , (8-105)=
8 5 10.3 10 7 10 5 “

Como el valor ;\¡;-calculado es menor que ;:^u3 = ^ 8^5 para 3 grados de libertad, no 
tenemos razón para rechazar la hipótesis nula y concluimos que la distnbución normal 
con /I = 3.5 y cr= 0 7 proporciona un buen ajuste para la distnbucion de la duración de 
las baterías

La prueba de bondad de aj'uste chi cuadrada es un recurso importante, en particular 
debido a que muchos procedimientos estadísticos en la práctica dependen, en un sentido 
leónco, de la suposición de que los datos reunidos provienen de un tipo de dislnbucion 
específico. Como ya se expuso, la suposición de normalidad se hace muy a menudo En 
los siguientes capítulos continuaremos haciendo suposiciones de normalidad con el fin de 
proporcionar una base teónca para ciertas pruebas e intervalos de confianza

En la literatura hay pruebas para evaluar la normalidad que son más poderosas que 
la prueba chi cuadrada Una de tales pruebas es la prueba de Geary, la cual se basa en 
un estadístico muy sencillo que es el cociente de dos estimadores de la desviación están­
dar de la población cr Suponga que se toma una muestra aleatona >Y„ , de una 
distribución normal. N(fi, a) Considere el cociente

-X)-jn

El lector debería reconocer que el denominador es un estimador razonable de rr sin 
importar si la disinbución es normal o no El numerador es un buen estimador de a si 
la dislnbución es normal, pero podna sobrestimar o subestimar a rr cuando haya des­
viaciones de la normalidad Asi, los valores de \J que difieren considerablemente de I 0 
representan la señal de que se debe rechazar la hipótesis de normalidad

Para muestras grandes una prueba razonable se basa en la normalidad aproximada 
de t/ El estadístico de prueba es, entonces, una estandan/acion de U dada por

0 2661/^^
Desde luego, el procedimiento de prueba incluye la region cntica bilateral Calcula­

mos un valor de z a partir de los datos y no rechazamos la hipótesis de normalidad 
cuando

~^a/2 ^ 2

En la bibliografía se cita un articulo que trata sobre la prueba de Gearv tGeary, 1947)
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10.12 Prueba de independencia (datos categóricos)
El procedimiento de prueba de chi cuadrada que se presentó en la sección 10.11 también 
se puede usar para probar la hipótesis de independencia de dos variables de clasificación. 
Suponga que deseamos determinar si las opiniones de los volantes residentes del estado 
de Illinois respecto a una nueva reforma fiscal son independientes de sus niveles de in- 
greso. Los sujetos de una muestra aleatoria de 1000 votantes registrados del estado de 
Illinois se clasifican de acuerdo con su posición en las categorías de ingreso bajo, medio 
o alto, y si están a favor o no de la nueva reforma fiscal. Las frecuencias observadas se 
presentan en la tabla 10.6. la cual se conoce como tabla de contingencia.

Tabla 10.6; Tabla de contingencia 2x3
Nivel de ingreso

Reforma fiscal Bajo Medio Alto Total
A favor 182 213 203 598
En contra 154 138 lio 402
Total 336 351 313 1000

Una tabla de contingencia con r renglones ye columnas se denomina tabla r x c('v 
X c" se Ice *'r por c"). Los totales de renglones y columnas en la tabla 10.6 se denomi­
nan frecuencias marginales. Nuestra decisión de aceptar o rechazar la hipótesis nula. 
//„. de que la opinión de un votante respecto a la nueva reforma fiscal es independíeme 
de su nivel de ingreso, se basa en qué tan bien se ajusten las frecuencias observadas en 
cada una de las 6 celdas de la tabla 10.6 y en las frecuencias que esperaríamos para cada 
celda si supusiéramos que es verdadera. Para encontrar estxs frecuencias esperadas 
dclinamus los siguientes eventos;

Una persona seleccionada está en el nivel de ingrcsos.bajo.
A/; Una persona seleccionada está en el nivel de ingre.sos medio.
H\ Una persona seleccionada está en el nivel de ingresos alto.
F: Una persona seleccionada está a favor de la nueva reforma fiscal.
-4; Una persona seleccionada está en contra de la nueva reforma fiscal

Podemos usar las frecuencias marginales para listar la.s siguientes eslimacionos de 
probabilidad-

P(L) = 

P{F) =

336
lOOÜ*

1000'

P(A/) = 

PM) =

351
1000’

402
KXX)

P{H) =
313
KKM)’

Ahora bien, si es \ erdadera y las dos variables son independientes, deberíamos tener

PiLr\F) = PiDPiF)

PtLHA ) = P(¿)P(.-\J
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P{MnF) = P(M)P{F) = 

P{MnA) = P(\f)P(A) = 

P {H n F) = P iff) P (F) = 

P(Hr\A) =Piff)P{A) =

598 \
ioooy’
402 \
1000 J’

Las frecuencias esperadas se obtienen multiplicando la probabilidad de cada celda 
por el número total de observaciones. Como antes, redondeamos estas frecuencias a un 
decimal. Así, se estima que el número esperado de votantes de bajo ingreso en nuestra 
muestra que favorecen la reforma fiscal es

(1000) =
(336)(598)

1000
200.9

cuando ff^ es verdadera. La regla general para obtener la frecuencia esperada de cual­
quier celda es dada por la siguiente fórmula:

frecuencia esperada - porcolumna)x(total por renglón)
gran total

En la tabla 10.7 la frecuencia esperada para cada celda se registra entre parénte­
sis, a un lado del valor observado verdadero. Observe que las frecuencias esperada.s en 
cualquier renglón o columna se suman al total marginal apropiado. En nuestro ejemplo 
necesitamos calcular sólo las dos frecuencias esperadas en el renglón superior de la tabla
10.7 y luego calcular las otras mediante sustracción. El número de grados de libertad 
asociados con la prueba chi cuadrada que aquí se usa es igual al número de frecuencias 
de celdas que se pueden llenar libremente cuando se nos proporcionan los totales mar­
ginales y el gran total, y en este caso ese número es 2 Una fórmula sencilla que propor­
ciona el número correcto de grados de libertad es

v = (r-l)(c-l).

Tabla 10.7: Frecuencias observadas y espcrada.s

Nivel de ingreso
TotalReforma fiscal Bajo Medio Alto

A favor 182(200 9) 213 (209 9) 203(187 2) 598
En contra 154(135.1) 138(141.1) 110(125 8) 402
Total 336 351 313 KKH)

Por lo tanto, para nuestro ejemplo c = (2-l)(3-l) = 2 grados de libertad Para 
probar la hipótesis nula de independencia usamos el siguiente cnteno de decision
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Prueba de Calcule 
independencia E (o, -g.)~ 

e,

donde la sumatoria se extiende a todas las celdas re en la tabla de contingencia ^ c

Si X' > Xi con V = (r - 1 )(c - 1) grados de libertad, rechace la hipótesis nula de inde­
pendencia al nivel de significancia a; en otro caso no la rechace.

Al aplicar este cnteno a nuestro ejemplo encontramos que

2 (182 -200.9)- (213 -209.9)= (203 - 187.2)=
“ 200.9 209.9 187.2

(154 - 135.1)= (138 - 141.1)= . (110 -125.8)= ^
+------ ¡3^1------+--------Í4Ü------ ----------- ¡M:8

P == 0.02

En la tabla A.5 encontramos que — 5.991 para r = (2 — 1)(3 — 1) = 2 grados de h- 
bertad. Rechazamos la hipótesis nula y concluimos que la opinión de un volante respecto 
a la reforma fiscal y su nivel de ingresos no son independientes

Es importante recordar que el estadístico sobre el cual basamos nuestra decision 
nene una distribución que sólo se aproxima por la distribución chi cuadrada. Los valores 
X=calculados dependen de las frecuencias de las celdas y, en consecuencia, son discre­
tos. La distribución chi cuadrada continua parece aproximarse muy bien a la distribución 
de muestreo discreta de ;t=.sienipre y cuando el número de grados de libertad sea mavor 
que 1. En una tabla de contingencia de 2 x 2. donde sólo tenemos 1 grado de libertad, se 
aplica una corrección llamada corrección de Yates para continuidad 

La fórmula corregida entonces se conv lerte en

■*, 1 , ~ ‘’i I ~ 5)*
(corregida) = 2__----------------------

Si las frecuencias de las celdas esperadas son grandes, los resultados corregidos s 
sin corrección son casi Iguales Cuando las frecuencias esperadas están entre 5 \ 10 ‘•j 
debe aplicar la corrección de Yates. Para frecuencias esperadas menores que 5 se deben j 
utilizar la prueba exacta de Fisher-lrvvin Un análisis de esta prueba se puede encontrar 
en Basic Concepts of Probabtliiy and Statistics de Hodges \ Lehmann (2005. vease la 
bibliografía) Sin embargo, la prueba de Fisher-lrvv in se puede e\ itar seleccionando una 
muestra grande.

10.13 Prueba de homogeneidad

Cuando probamos la independencia en la sección 10 12 seleccionamos una muestra 
aleatona de 1000 votantes, v determinamos al a/ar ios totales de renglón y de columna 
para nuestra tabla de contingencia Otro tipo de problema para el que se aplica el meioJo 
de la sección 10 12 es aquel en el cual los totales de renglón v de columna están predeier- 
minados Suponga, por ejemplo, que decidimos de antemano seleccionar 200 demowta- 
las, 150 republicanos y 150 independientes entre los votantes del estado de Carolina del 
Norte y registrar si están a favor de una iniciativa de lev para el aborto, si están en contra 
o si están indecisos Las respuestas observadas se incluyen en la tabla 10 8
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Tabla 10.8: Frecuencias observadas

Afiliación política
TotalLey para el aborto Demócrata Republicano Independiente

A favor 82 70 62 214
En contra 93 62 67 ?')'>
Indeciso 25 18 21 64
Total 200 150 150 500

Ahora bien, en vez de hacer una prueba de independencia, probamos la hipólesis de 
que las proporciones de población dentro de cada renglón son iguales. Es decir, proba­
mos la hipótesis de que las proporciones de demócratas, republicanos e independientes 
que están a favor de la ley para el aborto son iguales; las proporciones de cada afiliación 
política contra la ley son iguales y las proporciones de cada afiliación política que están 
indecisos son iguales. Básicamente nos interesamos en determinar si las tres categorías de 
votantes son homogéneas en lo que se refiere a sus opiniones acerca de la iniciativa 
de ley para el aborto. A esta prueba se le conoce como prueba de homogeneidad.

Al suponer homogeneidad de nuevo calculamos las frecuencias esperadas de las 
celdas multiplicando los totales de renglón y de columna correspondientes y despue's 
dividiendo entre el gran total. Luego continuamos el análisis utilizando el mismo esta­
dístico chi cuadrada como antes. Ilustramos este proceso en el siguiente ejemplo para 
los datos de la tabla 10.8.

Ejemplo 10.14:1 Con respecto a los datos de la tabla 10.8 pruebe la hipótesis de que las opiniones en 
cuanto a la propuesta de ley para el aborto son las mismas en cada afiliación política. 
Utilice un nivel de significancia de 0.05.

Solución: 1. Para cada opinión las proporciones de demócratas, republicanos e indepen­
dientes son iguales.

2. Para al menos una opinión las proporciones de demócratas, republicanas e in­
dependientes no son iguales.

3. Q = 0.05.
4. Región crítica; X' > 9.488 con v = 4 grados de libertad.
5. Cálculos: necesitamos calcular las 4 frecuencias de las celdas usando la fónnula de 

las frecuencias de las celdas esperadas de la página 375. Todas las demás frecuen­
cias se obtienen mediante sustracción. La.s frecuencias de las celdas observadas y 
esperadas se muestran en la tabla 10.9.

Tabla 10.9: Frecuencias observadas y esperadas

Ley para el aborto
Afiliación política

TotalDemócrata Republicano Independiente
A favor 82(85.6) 70(íW.2) 62 ((>4 2) 214
En contra 93 (88.8) 62(66.6) 6? (66.6) ■sn
Indeciso 25(25.6) 18(19.2) 21 (19.2) 64
Total 2(X) 150 150 5(X)
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Así,
_ , (82 - 85.6)- . (70 - 64.2)- , (62 - 64.2)^

” 85.6 64.2 64.2
. (93 -88.8)- . (62-66.6)2 ^ (67 - 66.6)2

88.8 ^ 66.6 66.6
. (25 -25.6)2 (18 - 19.2)2 (21 - 19.2)2

25.6 19.2 i9.2
= 1.53.

6. Decisión: No rechazar No hay suficiente evidencia para concluir que la propor­
ción de demócratas, republicanos e independientes difiere para cada opinión expre­
sada. J

Prueba para varias proporciones
El estadístico chi cuadrada para probar la homogeneidad txmibién se puede aplicar 
cuando se prueba la hipótesis de que k parámetros binomialcs tienen el mismo valor. Por 
lo tanto, se trata de una extensión de la prueba que se presentó en la sección 10.9 para 
determinar las diferencias entre dos proporciones a una prueba para determinar diferen­
cias entre k proporciones. En consecuencia, nos interesamos en probar la hipótesis nula

Nq: P\ = P2 - • ■ ■ = Pk
contra la hipótesis alternativa de que las proporciones de la población no son ¡odas 
iguales. Para ejecutar esta prueba primero obsen’amos muestras aleatorias independien­
tes de tamaños n,.... n^ de las k poblaciones y ordenamos los datos en una tabla de
contingencia 2 x k, ía tabla 10.10.

Tabla 10.10; k muestras binomiales independientes 

Muestra: 1 2 • • • k
Éxitos .Ti .T2 ••• .t*
Fracasos n\—.xi nz—xz ■■■ t*

De acuerdo con sí los tamaños de las muestras aleatorias fueron predeterminado', o 
si ocurrieron al azar, el procedimiento de prueba es idéntico a la prueba de homogenei­
dad o a la prueba de independencia. Por lo tanto, las frecuencias de las celdas esperadas 
se calculan como antes y se sustituyen junto con las frecuencias obsenadas en el esta­
dístico chi cuadrada

X =E (o. -f,)-
e.

con

v = {2-])[k~])=k-]

grados de libertad.
Al seleccionar la región crítica apropiada de la cola superior de la forma > \‘ 

podemos llegar ahora a una decisión respecto a
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Ejemplo 10.15:1 En un estudio sobre un taller se reúne un conjunto de datos para determinar si la propor­
ción de artículos defectuosos producida por los trabajadores fue la misma para el tumo 
matutino, el vespertino y el nocturno. Los datos que se reunieron se muestran en la tabla 
10.11.

Tabla 10.11: Datos para el ejemplo 10.15

Turno:______ Matutino Vespertino Nocturno
Defectuosos 45 55 70
No defectuosos 905 890 870

Utilice un nivel de significancia de 0.025 para determinar si la proporción de artículos 
defectuosos es la misma para los tres tumos

Solución: Representemos con p¡,p,y Pj la proporción verdadera de artículos defectuosos para los 
tumos matutino, vespertino y nocturno, respectivamente

1. =P.=Py

2. Hy py p, y Pj no son iguales

3. a = 0.025.

4. Región crítica: x~ > 7.378 para v = 2 grados de libertad
5. Cálculos: En correspondencia con las frecuencias obsersadas = 45 > o, = 55. 

encontramos

e\
(950)(170)

2835
= 57.0 y C2

(945)(170)
2835

= 56.7

Todas las demás frecuencias esperadas se calculan restando \ se incluvcn en la tabla
10.12.

Tabla 10.12* Frecuencias esperada.s s observadas

Tumo: Matutino Vespertino Nocturno Total
Defectuosos
No defectuosos

45 (57 0)
905 (893.0)

55 (56 7) 
890(888 3)

70(563) 
870(883 7)

170
2665

Total 950 945 940 2835

Ahora bien,

(45 - 57.0)- (55 - 56.7)- (70 - 56 3|-
;r = 57.0 56 7

4-
56 3

(905 - 893 0)- (890 -888 3)- (870 -883 7)-
4------- -------------------------------------  4-

893 0 888 3 883 7
= 6 29

P as 0.04.

6. Decisión: no rechazamos con q = 0.025 Sin embargo, con el \al*’r P calculado 
ciertamente sería riesgoso concluir que la proporción de artículos deleciuosos pro­
ducidos es la misma para todos los tumos J

A menudo un estudio completo implica utili/ar métodos estadísticos en la prueba 
de hipótesis, lo que .se puede mostrar a los ingenieros o cieniiiicos utili/andu los
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dos estadísticos de prueba, junto con valores P y gráficas estadísticas. Las gráficas 
complementait los diagnósticos numéricos con imágenes que indican de forma intuitiva 
por qué resultan esos valores P, así como qué tan razonables (o no) son las suposiciones 
operativas.

10.14 Estudio de caso de dos muestras
En esta sección consideramos un estudio que incluye un análisis gráfico y formal deta­
llado, junto con la impresión por computadora con comentarios y conclusiones. En un 
estudio del análisis de dalos que realizó el personal del Centro de Consulta Estadística 
del Virginia Tech se compararon dos materiales diferentes, la aleación <4 y la aleación B, 
en términos de la resistencia a la rotura. La aleación B es más costosa, aunque realmenie 
se deberia adoptar si se demuestra que es más fuerte que la aleación A. También se debe 
tomar en cuenta la consistencia del rendimiento de las dos aleaciones.

Se seleccionaron muestras aleatorias de vigas hechas con cada aleación y la resis­
tencia se midió en unidades de íle.xión de 0.001 pulgadas cuando se aplicó una fuerza 
fija en ambos extremos de la viga. Se utilÍ2uiron 20 especímenes para cada una de las dos 
aleaciones. Los datos se presentan en la tabla 10.13.

Tabla 10.13: Datos para el estudio de caso de dos muestras

Aleación A Aleación B
88 82 87 75 81 80
79 85 90 77 78 81
84 88 83 86 78 77
89 80 81 84 82 78
81 85 80 80
83 87 78 76
82 80 83 85
79 78 76 79

Es imponante que el ingeniero compare las dos aleaciones. Los investigadores C'i.in 
interesados en la resistencia y la reproducibilidad promedio, así como en detenninar ‘-i 
hay una violación grave de la suposición de normalidad que requieren las pruebas / y f\ 
Las figuras 10.21 y 10.22 son gráficas de cuantil-cuantil normales de la.s muestras de lJ^ 
dos aleaciones.

Al parecer no hay ninguna violación grave de la suposición de normalidad. .Adem.i'. 
la figura 10.23 presenta dos gráficos de caja y bigote en la misma gráfica. Los grálic* ^ 
de caja y bigote sugieren que no hay una diferencia apreciable en la variabilidad de la 
íle.xión para las dos aleaciones. Sin embargo, al parecer la flexion media de la aleación 
B es significativamente menor, lo cual sugiere (al menos gráficamente) que la aleació'n B 
es más fuerte. Las medias muéstrales y las desviaciones estándar son

=83.55. =3.663; ye = 79.70. .Vfi =3.097.

La impresión del SAS para el PROC TTEST se muestra en la figura 10.24. La prueba f 
sugiere que no hay una diferencia significativa en las varianzas iP = 0.4709) \ el cnU- 
dístico ¡ de dos muestras para probar
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(f = 3.59, P = 0.0009) rechaza a favor de íf, y, por consiguiente, confirma lo que su­
giere la información gráfica. Aquí utilizamos la prueba t que agrupa las varianzas de dos 
muestras a la luz de los resultados de la prueba F. Con base en este análisis la adopción 
de la aleación B sería lo adecuado.

Significancia estadística y significancia científica o para la ingeniería
Mientras que el estadístico se podna sentir muy cómodo con los resultados de la com­
paración entre las dos aleaciones en el estudio de caso anterior, para el ingeniero queda 
un dilema. El análisis demostró una mejoría estadísticamente significativa utilizando 
la aleación B. Sin embargo, ¿realmente valdrá la pena aprovechar la diferencia que se cn-

90-

88-

86-

U-

o

82-

80-

78-
-2-1 0 1 2 

Cuantil normal CuanUI normal

Figura 10.21: Gráfica de cuanlil-cuantil normal de 
los datos para la aleación A.

90-

85-

80-

75-

Figura 10.22: Gráfica de cuaniil-cuaniil normal de 
los datos para la aleación B.

Aleación Aleación 8

Figura 10.23: Gráficos de caja y bigote para ambas aleaciones



382 Capítulo 10 Pruebas de hipótesis de una y dos muestras

conlró si la aleación B es más costosa? Este ejemplo resalta una cuestión muy importante 
que con frecuencia pasan por alto los estadísticos y los analistas de datost lo (diferencia 
entre significancia estadística y significancia científica o para la ingeniería. Aquí ladt- 
ferencia promedio en la flexión es ^ = 0.00385 pulgadas. En un análisis completo
el ingeniero debe determinar si la diferencia es suficiente para justificar el costo adicto- 
nal a largo plazo. Ésta es una cuestión económica y de ingeniería. El lector debería com­
prender que una diferencia significativa en términos estadísticos tan sólo implica que la 
diferencia en los medias muéstrales que se encuentra en los datos difícilmente podría 
ocurrir por casualidad. Esto no implica que la diferencia en las medias de la población 
sea profunda o particularmente significativa en el contexto del problema. Por ejemplo, 
en la sección 10.4 se utilizó una impresión por computadora con comentarios para de­
mostrar la evidencia de que un medidor de pH está, de hecho, sesgado. Es decir, esto no 
demuestra un pH promedio de 7.00 para el material en que se probó. Pero la variabilidad 
entre las observaciones en la muestra es muy pequeña. El ingeniero podría decidir que 
las desviaciones pequeñas de 7.0 representan el medidor de pH adecuado.

The TTEST Procedure 
Alloy N Mean Std Dev Std Err

Alloy A 20 83.55 3.6631 0.8191
Alloy B 20 79.7 3.0967 0.6924

Variances DF t Value Pr > |t|
Equal 38 3.59 0.0009
Unequal 37 3.59 0.0010

Equality of Variances
Num DF Den DF F Value Pr > F

19 19 1.40 0.4709

Figura 10.24: Impresión del SAS con comentarios para los datos de las aleaciones

Ejercicios
10.79 Se supone que una máquina mezcla cacahua­
tes. avellanas, castañas y pacanas a razón de S;2:2:l. 
Se observa que una lata que contiene 500 de tales nue­
ces mezcladas tiene 269 cacahuates, 112 avellanas. 74 
castañas y 45 pacanas. A un nivel de significancia de 
0.05 pruebe la hipótesis de que la máquina mezcla las 
nueces a una razón de 5:2:2:1.
10.80 Las calificaciones de un curso de estadística 
pora un semestre específico fueron las siguientes;

Calificación! A B C D F
J \ 14 18 32 2ü 16

Pruebe la hipótesis, a un nivel de significancia de 0.05. 
de que la distribución de calificaciones es uniforme.
10.81 Se lanza un dado 180 veces con los siguientes 
resultados:

X I 1 2 3 4 5 6
/ i 28 36 36 30 27 iT

(,Se trata de un dado balanceado’ Utilice un nncl de 
significancia de 001
10.82 Se seleccionan tres canicas de una urna que 
contiene 5 canica.s rojas y 3 verdes Después de regí'- 
trar el número X de canicas rojas, las canicas se reem­
plazan en la urna > el expenmento se repite ! 12 \ eces 
Los resultados que se obtienen son los siguientes

X I 0 1 2 3
/ i 1 3Í 55 iT

A un nivel de significancia de 0.05, pruebe la hipótesis 
de que los datos registrados se pueden ajustar a la dis­
tribución hipergcométnca/i( r; 8. 3.5), t = 0. 1.2, 3
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10.83 Se lanza una moneda hasta que sale una cara 
y se registra el número de lanzamientos X. Después 
¿e repetir el experimento 256 veces, obtenemos los si­
guientes resultados:

6 7 8
/ 136 60 34 12 9 1 3 1

\ un nivel de significancia de 0.05, pruebe la hipótesis 
di que la distribución observada de X se puede ajustar a 
[adistribución geométricag(.r; 1/2),1,2,3,...
10.84 En el ejercicio 1.18 de la página 31 pruebe 
la bondad de ajuste entre las frecuencias de clase ob- 
5£t\'adas y las frecuencias esperadas correspondien- 
(cs de una distribución normal con /< = 65 y cr = 21. 
Udlice un nivel de significancia de 0.05.
10.85 En el ejercicio 1.19 de la página 31 pruebe la 
bondad de ajuste entre las frecuencias de clase obser- 
«dasy las frecuencias esperadas correspondientes de 
una distribución normal con fi= 1.8 y cr = 0.4. Utilice 
un nivel de significancia de 0.01.
10.86 En un experimento diseñado para estudiar la 
dependencia de la hipertensión con respecto a los há­
bitos de fumar se tomaron los siguientes datos de 180 
individuos:

No Fumadores Fumadores
__________ fumadores moderados empedernidos
Con hipertensión 21 36 30
Sin hipertensión 48 26 19

Pniebc la hipótesis de que la presencia o ausencia de 
hipertensión es independiente de los hábitos de taba­
quismo. Utilice un nivel de significancia de 0.05.
10.87 Una muesüu aleatoria de 90 adultos se clasifica 
de acuerdo con el género y el número de horas dedica­
das a ver la televisión durante una semana:

Género______
_____________Masculino Femenino
Más de 25 horas 15 29
Menos de 25 horas 27 19

Utilice un nivel de significancia de 0 01 y pruebe la 
hipótesis de que el tiempo dedicado a \er la televisión 
es independiente de si el c.speclador es hombre o mujer.
10,88 Una muestra aleatona de 200 hombres ca­
sados, todos jubilados, se clasifico de acuerdo con la 
educación y el número de hijos:

Numero de hijos
Educación Ü-I 2-3 Más de 3
Pnmana 14 37 32
Secundaria 19 42 17
Universidad 12 17 10

Utilice un nivel de significancia de 0.05 para probar 
la hipótesis de que el tamaño de la familia es indepen­
diente del nivel académico del padre.
10,89 Un criminólogo realizó una investigación para 
determinar si la incidencia de ciertos tipos de delitos 
varia de una parte de una gran ciudad a otra. Los crí­
menes específicos de interés eran el asalto, el robo de 
casas, el hurto y el homicidio. La siguiente tabla mues­
tra el número de delitos cometidos en cuatro áreas de la 
ciudad durante el año pasado.

Tipo de crimen
Distrito Asalto Kobo de casas Hurto Homicidio

1 162 118 451 18
2 310 196 996 25
3 258 193 458 10
4 280 175 390 19

¿A partir de estos datos podemos concluir, a un nivel de 
significancia de 0.01, que la ocurrencia de estos upos 
de delitos depende de! distrito de la ciudad?
10.90 De acuerdo con un estudio de la Unncrsidad 
Johns Hopkins, publicado en American Journal of 
Public Healthy las viudas viven mis que los viudos. 
Considere los siguienies datos reunidos de superviven­
cia de 100 viudas y 100 viudos después de la muerte 
del cónyuge:

Años vividos Viuda Viudo
Menos de 5 25 39
de 5 a 10 42 40
Más de 10 33 21

Con un nivel de significancia de Ü.05, < podemos con­
cluir que las proporciones de v ludas y \ ludos son iguales 
con respecto a los difercnies penodos que un cónyuge 
sobrevive luego de la muerte de su compañero?
10.91 Los siguientes respuestas respecto al nivel de 
vida en el momento en que se aplicó una encuesta de 
opinión independiente a lüüO íamilia.s. comparadas 
con sus respuestas sobre su niv el de v ida del año ante- 
nor. parecen coincidir con los resultados de un estudio 
publicado en .Aero ti ihe BoanJ (jumo de 1981);

Nivel de vida

Periodo
Un poco 
mejor Igual

No tan 
bueno Total

1980 Ene. 72 144 84 300
May 63 1.35 102 300
Sept 47 IIK) 53 200

1981- Ene 40 105 55 2(X)
Pruebe la hipótesis de que las proportiones de lamillas 
dentro de cada nivel de vida son iguales para cada uno 
de los cuatro penodos Utilice un valor P
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10.92 La enfermería de una universidad realizó un 
experimento para determinar el grado de alivio que 
brindan tres Jarabes para la tos. Cada jarabe se probó 
en SO estudiantes y se registraron los siguientes datos:

_______ Jarabe para la tos_______
___________ NyQuil Robitussin Triamíníc
Sin alivio II 13 9
Cierto alivio 32 28 27
Alivio completo 7 9 14

Pruebe la hipótesis de que los tres remedios para la tos 
son igualmente cfcctis'os. Utilice un valor P en sus con­
clusiones.
10.93 Para determinar las posturas actuales acerca de 
rezar en escuelas públicas se llevó a cabo una investi­
gación en 4 condados de Virginia. En la siguiente tabla 
se presentan las opiniones de 200 padres de! condado 
de Craig, de 150 padres del condado de Giles, de 100 
padres del condado de Franklin y de 100 padres del 
condado de Montgomery;

__________ Condado__________
Actitud Craig Giles Franklin Mont.
A favor 65 66 40 34
En contra 42 30 33 42
Sin opinión 93 54 27 24

Pruebe la homogeneidad de las posturas entre los 4 
condados respecto a rezar en escuelas públicas. Utilice 
un valor P en sus conclusiones.
10.94 Se lleva a cabo una encuesta en Indiana, 
Kentucky y Ohio para determinar la postura de los vo­
tantes respecto al transporte escolar. Un grupo de 200 
votantes de cada uno de estos estados proporcionó los 
siguientes resultados:

Ejercicios de repaso
10.97 Plantee las hipótesis nula y alternativa que 
utilizaría pora probar las siguientes alirmaciones y de­
termine de manera general en dónde se localiza la re­
gión crítica:

a) La cantidad promedio de nieve que cae en el lago 
George durante el mes de febrero es de 21.8 centí­
metros.

h) No más del 20Cf de los profesores de la universidad 
local contribuyó al fondo anual para donaciones,

c) En promedio, los niños asisten a la escuela en un 
área de 6.2 kilómetros de sus casas en un suburbio 
de St. Louis.

(J) Al menos 70CÍ- de los automóviles nuevos del si­
guiente año caerán en la categoría de compactos y 
semicompaclüs.

t’) La proporción de votantes que están a favor del

Postura del votante

Estado Apoya
No

apoya Indeciso
Indiana 82 97 21
Kentucky 107 66 27
Ohio 93 74 33

A un nivel de significancia de 0.05 pruebe la hipótesis 
nula de que las proporciones de votantes dentro de cada 
categoría de postura son las mismas en cada uno de los 
tres estados.
10.95 Se lleva a cabo una investigación en dos ciuda­
des de Virginia para determinar la opinión de los votan- 
tes respecto a dos candidatos a la gubematura en una 
elección próxima. En cada ciudad se seleccionaron 500 
votantes al azar y se registraron los siguientes datos;

Ciudad
Oninión del votante Richmond Norfolk
Alavor de A 204 225
A favor de D 211 198
Indeciso 85 77

A un nivel de significancia de 0.05 pruebe la hipúicsis 
nula de que las proporciones de volantes que e.stán a fa­
vor del candidato A, a favor del candidato B o que están 
indecisos son las mismas para cada ciudad.
10.96 En un estudio para estimar la proporción de 
esposas que de manera regular ven iclenovelas se en­
cuentra que 52 de 200 esposas en Denver. 31 de 150 en 
Phoenix y 37 de 150 en Rochester ven al menos unaie- 
lenovela. Utilice un nivel de significancia de 0.05 pura 
probar la hipótesis de que no hay diferencia entre l.i- 
proporciones verdaderas de esposas que sen télenme­
las en esas tres ciudades.

funcionario actual para la próxima elección c^ de 
0.58.

/) El filete rib-ese promedio en el restaurante l.oiie- 
hom Steak pesa al menos 340 gramos.

10.98 Un genetista se interesa en la proporeión de 
hombres y mujeres de una población que tiene eieriv' 
trastorno sanguíneo menor. En una muestra aleatoria de 
l(X) hombres se encuentra que 31 lo padecen, mientra.' 
que sólo 24 de 100 mujeres analizadas tienen el tra'- 
tomo. Con un nisei de significancia de 0.01, ,-.pt>denio' 
concluir que la proporción de hombres en la población 
con este üustomo .sanguíneo es sigmlieativamenie ma­
yor que la proporción de mujeres afeciadasV
10.99 Se realizó un estudio para determinar 'i un 
número mayor de italianos que de estadouniden'C' 
prefieren la champaña blanca en vez de la ro'a para
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|j5 bodas. De los 300 italianos que se seleccionaron ai 
¡^ar, 72 preferían champaña blanca, y de los 400 es­
tadounidenses seleccionados, 70 preferían champaña 
blanca en vez de la rosa. ¿Podemos concluir que una 
pioporción mayor de italianos que de estadounidenses 
prefiere champaña blanca en las bodas? Utilice un nivel 
de significancia de 0 05.
10.100 Considere la situación del ejercicio 10 54 de 
b página 360 Tambie'n se midió el consumo de oxí­
geno en mL/kg/min

Sujeto Con CO Sin CO
1 26 46 25.41
2 17.46 22 53
3 1632 1632
4 20.19 27.48
5 19.84 24 97
6 20 65 21.77
7 28 21 28 17
8 33 94 32 02
9 29 32 28 96

Se supone que el consumo de oxígeno debería ser ma­
jor en un ambiente relativamente Ubre de CO Realice 
una prueba de significancia y analice la suposición
10.101 En un estudio realizado por el Centro de 
Consulta Estadística de Virginia Tech se .solicitó a un 
gnipo de sujetos realizar ciena tarea en la computa­
dora. La respuesta que se midió fue el tiempo requendo 
para realizar la tarea El propósito del expenmento lúe 
probar un grupo de herramientas de ayuda desarrolla­
das por el Departamento de Ciencias Computacionales 
delaunnersidad En el estudio participaron lOsujelos. 
Con una asignación al azar, a 5 se les dio un proce­
dimiento estándar usando lenguaje Fortran para reali­
zar la tarea A los otros 5 se les pidió realizar la tarea 
usando las herramientas de a>uda. A continuación se 
presentan los dalos del tiempo requendo para comple­
tar la tarea

Grupo 1 Grupo 2
Iprocedímiento estándar) (herramienta de asuda)

161 132
169 162
174 134
158 138
163 133

Suponga que las disinbuciones de la población son
normales y las \ananzas son las mismas para los dos
gnipos y apoye o refute la conjetura de que las herra- 
raienias de ajuda aumentan la \eloudad con la que se 
realiza la tarea

10.102 Establezca las hipótesis nula y alternativa 
que usaría para probar las siguientes afirmaciones, y 
determine de manera general en donde se localiza la 
reglón crítica'
a) A lo sumo, 20'vp de la cosecha de ingo del proximo 

año se exportará a la Unión Soviética
b) En promedio, las amas de casa estadounidenses 

beben 3 tazas de café al día
c) La proporción de estudiantes que se graduaron 

este año en Virginia, especializados en ciencias 
sociales, es de al menos 0 15

d) El donamo promedio a la Amencan Lung Asso­
ciation no es mayor de 10 dólares

e) Los residentes de la zona suburbana de Richmond 
viajan en promedio 15 kilómetros para llegar a su 
lugar de trabajo

10.103 Si se selecciona al azar una laia que contiene 
500 nueces de cada uno de tres diferentes distribuido­
res de nueces surtidas y cada lata contiene 345. 313 y 
359 cacahuates, respectivamente Con un nivel de sig­
nificancia de 0 01. ^.podríamos concluir que las nueces 
surtidas de los tres distribuidores contienen proporcio­
nes Iguales de cacaliuates ’

10.104 Se realiza un estudio para detenninar si ha> 
una diferencia enue las proporciones de padres en los 
estados de Maryland (MD). Virginia (VA). Georgia
(GA) y Alabama (AL) que están a tavor de colocar 
Biblias en las escuelas pnmanas En la siguiente tabla 
se registran las respuestas de 100 padres seleccionados 
al azar en cada uno de esos estados

_______ Estado______
Preferencia MD VA GA AL
Si 65 71 7S S2
No 35 29 22 18

^ Podemos concluir que las proporciones de padres que 
están a favor de colocar Biblias en las escuelas son 
Iguales en esos cuatro estados ’ Utilice un nivel de sig­
nificancia de 0 01
10.105 Se lleva a cabo un estudio en el Centro 
de Medicina \etennana Equina de la L'imersidad 
Regional de Virginia en .Marvland para detenninar si la 
realización de cierto tipo de cirugía en tahallos jovenes 
tiene algún electo en ciertas clases de células sanguí­
neas del animal Se toman muestras del lUiido de seis 
poU’os antes v después de la cirugía 1 n las muestras 
se analiza el numero de leucocitos de gli*bulos blancos
(GB) después de la operacum rambien se midieron 
ios leucocitos GB preoperatonos Los dalos son ios 
siguientes
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Potro Preclnigía* Postcínigía*
1 10.80 10.60
2 12.90 16.60
3 9.59 17.20
4 8.81 14.00
5 12.00 10.60
6 6.07 8.60

•Todos los valores X 10 V

Utilice una prueba / de una muestra pareada para deter­
minar si hay un cambio signiilcativo en los leucocitos 
GB con la cirugía.
10.106 El Departamento de Salud y Educación Física 
de Virginia Tcch realizó un estudio para determinar si 
8 semanas de entrenamiento realmente reducen los 
niveles de colesierol de los participantes. A un grupo 
de tratamiento que consta de 15 personas se Ies dieron 
conferencias dos veces a la semana acerca de cómo re­
ducir sus niveles de colcsterol. Otro grupo de 18 per­
sonas, de edad similar, fue seleccionado al azar como 
grupo de control. Se registraron los siguientes niveles 
de colcsterol de lodos los participantes al final del pro­
grama de 8 semanas:
Grupo con tratamiento;
Tratamiento:

129 131 154 172 115 126 175 191
122 238 159 156 176 175 126

Control:
151 132 196 195 188 198 187 168 115
165 137 208 133 217 191 193 140 146

¿Podemos concluir, a un nivel de .significancia del 5Cc, 
que el nivel de colcsterol promedio se redujo gracias 
al programa'^ Haga la prueba adecuada en las medias.
10.107 En un estudio que llevó a cabo el Departamento 
de Ingeniería Mecánica, el cual fue analizado por el 
Centro de Consulta E.stadística del Virginia Tech, se 
compararon las vanllas de acero distribuidas por dos 
empresas diferentes. Se fabricaron diez resortes de 
muestra con las vanllas proporcionada.s por cada em­
presa y se e.siudió la “capacidad de rebote". Los datos 
son los siguientes;
Empresa A:
9.3 8.8 6.8 8.7 8.5 6.7 8.0 6.5 9.27.0 
Empresa B:
11.0 9.0 9.9 10.2 10.1 9.7 11.0 11.1 10.2 9.6
¿Puede concluir que casi no hay diferencia en las me­
dias entre las varilla.s de acero propomionadas por las 
dos empresas? Utilice un valor P para llegar a su con­
clusión. ¿Deberían agruparse las vananzas en e.ste caso?
10.108 En un estudio realizado por el Centro de 
Recursos Acuáticos, el cual fue analizado por el Centro 
de Consulta Estadístiea de! Virginia Tecli. se compa­

raron dos diferentes plantas de tratamiento para agm^ 
residuales. La planta A se ubica en una zona donde el 
ingreso medio de los hogares está por abaj'o de S22.000 
al año, y la planta B se ubica en un lugar donde el m. 
greso medio de los hogares está por arriba de SóO.OQq 
anuales. La cantidad de agua residual tratada en cada 
planta (miles de galones/día) se muesireó de fornia 
aleatoria durante 10 días. Los datos son los siguientes.

Planta A:
21 19 20 23 22 28 32 19 13 18

Planta B:
20 39 24 33 30 28 30 22 33 24

A un nivel de significancia de 5Co, ¿podemos concluir 
que la cantidad promedio de agua residual tratada en la 
plantadel vecindariode altos ingresos es mayorquelairu- 
lada en la planta del área de bajos ingresos? Suponea 
normalidad.
10.109 Los siguientes datos muestran el número de 
defectos en 100,000 líneas de código en un tipo p.inicu- 
lar de software hecho en Estados Unidos y en Japón 
¿Hay suficiente evidencia para afirmar que existe una 
diferencia significativa entre los programas creados en 
los dos paí.ses? Pruebe las medias. ¿Se deberían agru­
par las vananzas?

Estados 48 39 42 52 40 48 52 52
Unidos 54 48 52 55 43 46 48 52
Japón 50 48 42 40 43 48 50 46

38 38 36 40 40 48 48 45
10.110 Existen estudios que muestran que la concen­
tración de PCB es mucho más alta en tejido mam.irio 
maligno que en tejido mamario normal. Si un estiidin 
de 50 mujeres con cáncer de mama revela una cun 
ccnlración promedio de PCB de 22,8 x 10*' graniO'. 
con una desviación estándar de 4,8 x lO** granu''., L 
concentración media de PCB es menor que 24 x |il* 
gramos'*
10.111 Valor z para pn)barp,-pj=í/j,. Para probar 
la hipótesis nula H„ de que - />, = donde d = ‘V 
basamos nuestra decisión en

- = Pi -P: -d;
\P\cji/n\ +P2t}:/n:'

que es un valor de una variable aleatoria euva di'in- 
bución se aproxima a la distnbución norma! estándar, 
siempre y cuando n, y n. sean grandes. Con respecto 
al ejemplo 10 11 de la pagina .364. pruebe la hifK'iesis 
de que el porcentaje de votantes de la ciudad que es­
tán a favor de la construeción de la planta química no 
excederá en más de .3^ al porcentaje de votantes del 
condado. Utilice un valor Pen su conclusión.
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10.15 Posibles riesgos y errores conceptuales; relación con el material 
de otros capítulos

Una de las formas más sencillas de darle un uso incorrecto a la estadística se reñere a la 
conclusión cieniífíca final que se obtiene cuando el analista no rechaza la hipótesis nula

En este texto intentamos aclarar lo que significan la hipótesis nula y la alternativa, y 
también enfatizamos que, en general, la hipótesis alternativa es mucho más importante. A 
modo de ejemplo, si un ingeniero trata de comparar dos calibradores utilizando una prueba 
t de dos muestras, y afirma que “los calibradores son equivalentes”, mientras que W, 
afirma que “los calibradores no son equivalentes”, no rechazar no lo lleva a concluir que 
los calibradores son equivalentes. De hecho, ¡se puede dar el caso de que nunca se escriba 
o se diga “acepto El hecho de no rechazar sólo implica que no existe evidencia 
suficiente. Según la naturaleza de la hipótesis, no se descartan aún muchas posibilidades.

En el capítulo 9 consideramos el caso del intervalo de confianza para muestras gran­
des utilizando

En la prueba de hipótesis es riesgoso reemplazar cr con s para n < 30. Si n > 30 y 
la distribución no es normal pero se acerca hasta cierto punto a la normal, se requiere 
el teorema de! límite central y se confía en el hecho de que con n > 30, í =s a. Desde 
luego, cualquier prueba t va acompañada por la suposición concomitante de normalidad. 
Como en el caso de los intervalos de confianza, la prueba / es relativamente robusta para 
la normalidad. Sin embargo, cuando la muestra no es demasiado pequeña es necesario 
utilizar gráficas de probabilidad normal, pruebas de bondad de ajuste u otros procedi­
mientos gráficos.

La mayoría de los capítulos de este texto incluyen análisis que tienen el propósito 
de relacionar el capítulo en cuestión con el siguiente material. Los temas de estimación 
y prueba de hipótesis se utilizan de manera importante en casi todas las técnicas que 
entran en el concepto de “métodos estadísticos”. Los estudiantes lo notarán fácilmente 
cuando avancen a los capítulos 11 a 16. Será evidente que esos capítulos dependen en 
gran medida de los modelos estadísticos. Los estudiantes se verán expuestos al uso de 
los modelos en una gran variedad de aplicaciones, en diversos campos científicos y de 
la ingeniería. Rápidamente se darán cuenta de que el esquema de un modelo estadístico 
es inútil a menos que se disponga de datos para estimar parámetros en el modelo formu­
lado. Esto será especialmente evidente en los capítulos 11 y 13. cuando se presente el 
concepto de modelos de regresión. Seguiremos utilizando los conceptos y la teoría rela­
cionados con el capítulo 9. En lo que se refiere al material de e.ste capítulo, el esquema 
de la prueba de hipótesis, de los valores P, de la potencia de una prueba y la selección 
del tamaño de la muestra, en conjunto desempeñarán un papel importante. Dado que con 
mucha frecuencia la formulación del modelo inicial debe complementarse con la edición 
del mismo antes de que el analista se sienta lo suficientemente cómodo para utilizarlo 
con el fin de conocer o predecir un proceso, en los capítulos 11. 12y 15 se utilizará con 
frecuencia la prueba de hipótesis para complementar las medidas diagnósticas que se 
emplean con el fin de evaluar la calidad del modelo.


