
Capítulo 11

Regresión lineal simple 
y correlación

Il.l Introducción a la regresión lineal

En la práctica a menudo se requiere resolver problemas que implican conjuntos de varia­
bles de las cuales se sabe que tienen alguna relación inherente entre sí. Por ejemplo, en 
una situación industrial quizá se sepa que el contenido de alquitrán en el flujo de salida 
de un proceso químico está relacionado con la temperatura en la entrada. Podría ser de 
interés desarrollar un método de pronóstico, es decir, un procedimiento que permita es­
timar el contenido de alquitrán para varios niveles de temperatura de entrada a partir de 
información experimental. Desde luego, es muy probable que para muchos ejemplos 
concretos en los que la temperatura de entrada sea la misma, por ejemplo 130“C. el con­
tenido de alquitrán de salida no sea el mismo. Esto es muy similar a lo que ocurre cuando 
se estudian varios automóviles con un motor del mismo \olumen: no todos tienen el 
mismo rendimiento de combustible. No todas las casas ubicadas en la misma zona 
del país, con la misma superficie de construcción, se \enden al mismo precio. El conte­
nido de alquitrán, el rendimiento del combustible (en millas por galón) y el precio de las 
casas (en miles de dólares) son sanables dependientes naturales o respuestas en los tres 
escenarios. La temperatura en la entrada, el volumen del motor (pies cúbicos) y los me­
tros cuadrados de superficie de construcción son, respectivamente, variables indepen­
dientes naturales o regresores. Una forma razonable de relación entre la respuesta Y y 
el regresor.tes la relación lineal.

Y — 0\t + í3ix,

en la que, por supuesto, 0^^ es la intersección y /S, es la pendiente Esta relación se ilus­
tra en la figura 11.1.

Si la relación es exacta y no contiene ningún componente aleaiono o probabilístico. 
entonces se trata de una relación determinista entre dos sanables cientíticas. Sin embargo, 
en los ejemplos que se mencionaron, así como en muchos otros fenómenos científicos y 
de ingeniería, la relación no es determinista, es decir, una rdada no siempre produce el 
mismo valor de Y. Como resultado, los problemas importantes en este caso son de natu­
raleza probabilística. toda vez que la relación antenor no puede considerarse esacu. El 
concepto de análisis de regresión se refiere a encontrar la mejor relación entre l’y \
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Figura 11.1: Una relación lineal; f3^\ intersección; /3,: pendiente.

cuantiñcando la fuerza de esa relación, y empleando métodos que permitan predecir los 
valores de la respuesta dados los valores del regresor .t.

En muchas aplicaciones habrá más de un regresor, es decir, más de una vanable 
independiente que ayude a explicar a Y. Por ejemplo, si se üaiara de explicar las razo­
nes para el precio de una casa, se esperaría que una de ellas fuera su antigüedad, en cu>o 
caso la estructura múltiple de la regresión se podría escribir como

Y = (3q + p]X\

donde Y es el precio, x, son los metros cuadrados y .r, es la antigüedad de la casa en años 
En el capítulo siguiente se estudiarán problemas con regresorcs múltiples. El análisis 
resultante se denomina regresión múltiple; en tanto que el análisis del caso con un solo 
regresor recibe el nombre de regresión simple. En un segundo ejemplo de la regresión 
múltiple, un ingeniero químico podría estar interesado en la cantidad de hidrógeno que 
se ha perdido en las muestras de un metal especíñco que se tiene almacenado. En c>te 
caso habría dos entradas, .r,, el tiempo de almacenamiento en horas, y .t„ la temperatura 
de almacenamiento en grados centígrados. De modo que la respuesta sería K, la perdid.i Je 
hidrógeno en partes por millón.

En este capítulo estudiaremos el tema de la regresión lineal simple, que trata d 
caso de una sola variable regresora. en el que la relación entre .t y y es lineal. Para el ea-'O 
en el que hay más de una variable regresora el lector debe consultar el capítulo 12. De­
notemos una muestra aleatoria de tamaño n mediante el conjunto {(t. v\); i = 1,2.... nj. 
Si se tomaran mueslra.s adicionales utilizando exactamente los mismos valores de t. >.e 
esperaría que los valores de >• variaran. Así, el valor v en el par ordenado (.t. ^) e> d 
valor de cierta variable aleatoria y.

11.2 El modelo de regresión lineal simple (RLS)
Hemos limitado el uso del término análisis de regresión a los casos en los que las reír- 
dones entre las variables no son deterministas, es decir, no son exactas. En otras pab- 
bras, debe existir un componente aleatorio en la ecuación que relaciona las \anahlc' 
Este componente aleatorio toma en cuenta consideraciones que no son medibles o. Je
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hecho, que los cienlificos o los ingenieros no comprenden En realidad, en la mayoría 
de aplicaciones de la regresión, la ecuación lineal, digamos, y = /3q + /3,a es una aproxi­
mación que representa de manera simplificada algo desconocido y mucho mas compli­
cado Por ejemplo, en el caso que implica la respuesta Y = contenido de alquitrán y r = 
temperatura de entrada es probable que Y = + f3^ \ sea una aproximación razonable
que podría funcionar dentro de un rango limitado de v La mayoría de las veces los mo­
delos que son simplificaciones de estructuras más complicadas y desconocidos son de 
naturaleza lineal, es decir, lineales en los parámetros /3j, y ¡3^ o, en el caso del modelo 
que implica el precio, el tamaño y la antigüedad de la casa, lineal en los parámetros /3,j, 

y Estas estructuras lineales son sencillas y de naturaleza empínca, por lo que se 
denominan modelos empíricos

Un análisis de la relación entre x y K requiere el planteamiento de un modelo esta­
dístico Con frecuencia un estadístico utiliza un modelo como representación de un 
ideal que, en esencia, define cómo percibimos que el sistema en cuestión genero los 
datos El modelo debe incluir al conjunto {(t. v^), i = 1, 2, . n) de datos que implica n 
pares de valores (x, v) No debemos olvidar que el valor de depende de x^ por medio de 
una estructura linea! que también incluye el componente aleatono La base para el uso 
de un modelo estadístico se relaciona con la manera en que la variable aleatoria Lcambia 
con t y el componente aleatono El modelo también inclu>e lo que se asume acerca de 
las propiedades estadísticas del componente aleatono A continuación se presenta el 
modelo estadístico para la regresión lineal simple La respuesta Y se relaciona con la 
vanable independiente x a través de la ecuación

Modelo de 
regresión lineal 

simple

>' = (3f)+01 \ +t

en la cual /3„ y /S, son los parametros desconocidos de la intersección v la pendiente, 
respectivamente, y e es una vanable aleatona que se supone estadistnbuida con Etc) = 0 
y Vor(e) = cr’ Es frecuente que a la cantidad a' se le denomine vanan/a del error o 
vananza residual

En el modelo antenor ha> v anas cuestiones ev identes La cantidad i es una v anable 
aleatona. ya que € es aleatona El valor x de la vanable regresora no es aleatono >. de 
hecho, se mide con un error despreciable La cantidad c, que a menudo recibe el nombre 
de error aleatorio o alteración aleatoria, tiene v arianza constante Es común que a esta 
parle se le denomine suposición de varianza homogénea La presencia de este error 
aleatono c evita que el modelo se conviena tan solo en una ecuación determinista Mío 
ra. el hecho de que E(c) = 0 implica que para una t especifica, los valores de \ se distn 
buyen alrededor de la recta verdadera o recta de regresión de la población \ = /í -t- 
/3|X Si se elige bien el modelo, es decir, si no hay otros regresores de importani-ia y la 
aproximación lineal es buena dentro de los rangos de los datos entonces son razonables 
los errores positivos y negativos que rodean a la regresión verdadera Debe recordarle 
que en la practica /3„ y /J, se desconocen y que deben estimarse a panir de los dalos 
Ademas, el modelo que se acaba de descnbir es de naturaleza conceptyal Como resul­
tado, en la práctica nunca se observan los valores f reales, por lo que nunca se puede 
trazar la verdadera recta de regresión, aunque suponemos que ahí esta Solo es posible 
dibujar una recta estimada En la figura 11 2 se ilustra la naturaleza de los dalos (i \) 
hipotéticos dispersos alrededor de la verdadera recta de regresión para un caso en que 
sólo se dispone de ;i = 5 obsenaciones Debemos destacar que lo que observamos en la 
figura 11 2 no es la reda que utilizan el científico o ingeniero Ln vez de esa reda ,1o
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que describe la ilustración es el significado de las suposiciones! Ahora describiremos la 
regresión que el usuario tiene a su disposición.

y

♦
^2

*

fs
*

• “Verdadera" recta de regresión
£(V)=A+A^

--------------------------------- ---------------- X

Figura 11.2: Datos (x, >•) hipote'ücos dispersos alrededor de la verdadera recta de 
regresión para n = 5.

La recta de regresión ajustada
Un aspecto importante del análisis de regresión es, en términos sencillos, estimar los 
parámetros /3^ y (3^, es decir, estimar ios llamados coeficientes de regresión. En la sec­
ción siguiente se estudiará el método para estimarlos. Suponga que denotamos los esti­
mados bg para (3^ y b^ para ¡3^. Entonces, la recta de regresión ajustada, o estimada, es 
dada por

y =bu + b¡x,

donde y es el valor pronosticado o ajustado. Es evidente que la recta ajustada es un esti­
mado de la verdadera recta de regresión. Se espera que la recta ajustada esté más cerca 
de la verdadera línea de regresión cuando se dispone de una gran cantidad de datos. En 
el ejemplo siguiente se ilustra la recta ajustada para un estudio sobre contaminación 
en la vida real.

Uno de los problemas más desafiantes que enfrenta el campo del control de la con­
taminación del agua lo representa la industria de la peletería, ya que sus desechos son 
químicamente complejos; se caracterizan por valores elevados de la demanda de oxíge­
no químico, sólidos volátiles y otras medidas de contaminación. Considere los daio> 
experimentales de la tabla 11.1, que se obtuvieron de 33 muestra.s de desccho.s tratados 
químicamente en un estudio realizado en Virginia Tech. Se registraron los valores de 
la reducción porcentual de los sólidos totales, y de y, el porcentaje de disminución de U 
demanda de oxígeno químico.

Los datos de la tabla 11.1 aparecen graficados en un diagrama de dispersión en ij 
figura 11.3. Al inspeccionar dicho diagrama se obserxa que los puntos se acercan mucho 
a una línea recta, lo cual indica que la suposición de linealidad entre las dos variable' 
parece ser razonable.
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Tabla 11.1: Medidas de la reducción de los sólidos y de la demanda de oxígeno químico

Reducción
de sólidos,X (^o) 

3
7

II
15
18
27
29
30
30
31
31
32
33
33
34 
36 
36

Reducción de la demanda
de oxígeno, y (%)

Reducción
de sólidos,X (%)

Reducción de lo demanda
de oxígeno,y (^g)

34
36
38
37
36
45
39 
41
40 
44
37 
44
46 
46 
49 
51

Figura 11.3: Diagrama de dispersión con recias de regresión.

En el diagrama de dispersión de la figura 11.3 se ilustra U recu de regresión ajusta­
da y uno recta hipotética de regresión verdadera. Mis adelante, en la sección 11.3, en la 
cual estudiaremos el método de estimación, revisaremos este ejemplo.
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Otra mirada a las suposiciones del modelo
Resulta aleccionador repasar el modelo de regresión lineal simple que se presentó con 
anterioridad y analizar de forma gráfica la manera en que se relaciona con la denomina- 
da regresión verdadera. Daremos más detalles en la figura 11.2, cuando ¡lustremos no 
sólo el lugar en que los se localizan en la gráfica, sino tambión lo que implica la supo­
sición de normalidad para los

Suponga que tenemos una regresión lineal simple con n = 6, valores de .r equidis­
tantes y un valor único de y para cada .r. Considere la gráfica de la figura 11.4, la cual 
debería proporcionar al lector una representación clara del modelo y de las suposiciones 
implicadas. La recta que aparece en la gráfica es la recta de regresión verdadera. Los 
puntos graficados (y, .t) son puntos reales dispersos alrededor de la recta. Cada punto se 
ubica en su propia distribución normal, donde el centro de la distribución, es decir, la 
media de y. cae sobre la recta. Ciertamente esto es lo esperado, ya que E(Y) =
Como resultado, la verdadera recta de regresión pasa a través de las medias de la res* 
puesta y las obser\’acÍones reales se encuentran sobre la distribución, alrededor de lis 
medias. Observe tambie'n que todas las distribuciones tienen la misma varianza, que se 
denota con a-. Desde luego, la desviación entre una y individual y el punto sobre la 
recta será su valor individual e. Esto queda claro porque

y,-E(Y,) = y.-(l3Q+Pi.x,) = €,.

Así, con una x dada, tanto Y como el e correspondiente tienen varianza cr-.

Y

Figura 11.4: Obser%acÍones individuales alrededor de la \erdadem recta de regreMon

Note también que aquí escnbimos la\erdaderarecla de regresión como/i, _= i
con el fin de rcafimiarque la recta pa.saama\es de la mediado la \ariable aleatorij )

11.3 Mínimos cuadrados y el modelo ajustado
En esta sección se estudia el método para ajustar una recta de regresión estimada a lo' 
dalos, lo cual equivale a determinar los estimados para y para /i,. Por supuesto.
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esto penrute el cálculo de los valores pronosticados a partir de la recta ajustada v =
+ ¿jX, y otros tipos de análisis y de información diagnóstica que determinarán la fuerza 
de la relación, así como la adecuación y el ajuste del modelo. Antes de analizar el m¿- 
todo de estimación de los mínimos cuadrados es importante presentar el concepto de 
residual. En esencia, un residual es un error en el ajuste del modelo y = b^ + ¿?,x.

Residual: Error Dado un conjunto de datos de regresión {{.r^,y,); / = 1, 2,..., n} y un modelo ajustado
en el ajuste y, = ¿q + b^x, el í-ésimo residual e, es dado por

«i =>’/ -yí. i = 1.2.......n.

Es evidente que si un conjunto de n residuales es grande, entonces el ajuste del mo­
delo no es bueno. Los residuales pequeños son indicadores de un ajuste adecuado. Otra 
relación interesante, y que a veces es útil, es la siguiente:

>■/ = bü+bix, +e¡.

El uso de la ecuación anteríor debería aclarar la diferencia entre los residuales e, y los 
errores del modelo conceptual No debemos olvidar que. mientras que los e no se 
observan, los no sólo se observan sino que desempeñan un papel importante en el 
análisis total.

La figura 11.5 ilustra el ajuste de la recta a este conjunto de datos: a saber y ~b^ + 
¿»jX, y la recta que refleja el modelo /ip,= /3u+/3,.r. Desde luego. /3y y son parámetros 
desconocidos. La recta ajustada es un estimado de la recta que genera el modelo estadís­
tico. Hay que tener presente que la recta desconocida.

y
{x„y,)

m
y =b(¡-t-b^x

r:)e,
y

Figura 11.5; Comparación de e con el residual

Método de mínimos cuadrados
Debemos calcular y b^, los estimados de /3„ y /i,, de manera que la suma de los cua­
drados de los residuales sea mínima. La suma residual de los cuadrados con frecuencia 
se denomina suma de los cuadrados del error respecto de la recta de regresión y se 
denota como SCE. Este procedimiento de minimización para estimar los parametros



396 Capítulo 11 Regresión lineal simple y correlación

se denomina mélodo de mínimos cuadrados. Por lo tanto, debemos calcular ay b para 
minimizar

n n n ^

SCE = XI
1=1 t=i í=i

Al diferenciar la SCE con respecto a y b , se obtiene

d(SCE)
dbo

d(SCE) -2XC>’>

Al igualar a cero las derivadas parciales y reacomodar los términos, obtenemos las ecua­
ciones siguientes (llamadas ecuaciones normales)

n n n n n
nbo + bi Y,x, = X V.. bo

»=i 1=1 i-\

que se resuelven simultáneamente para obtener fórmulas de cálculo para b^ y b^.

Estimación de los Dada la muestra {(.r^y^)}; i = 1, 2,..., n}, los estimados b^ y 6, de los mínimos cuadra- 
coeficientes dos de los coeficientes de regresión ¡3^ y /9, se calculan mediante las fórmulas 
de regresión . . . , ^

« S V. - E E V» 
» = 1_______ \|;;1 / \|=1

52(.r, -.í)(y, -y)
f si_______________

E(-ti --Í)-

E.v,-¿iE-^.
bo = — = V - biX.

n

En el ejemplo siguiente se ilustra el cálculo de b^ y b^ usando los dalos de la labla 11 I

Ejemplo 11.1:1 Estime la recta de regresión para los datos de contaminación de la tabla 11 1 

Solución: 33 33 3’ 33
X-3-. = 1104, Y^\, = [\2A. X-3’»-V. =-11-355. Y,x;=4\Mí'>
1=1 «=i 1=1 1 = 1

Por lo tanto.

bi = 

¿o =

(33K41,355)-{Iia4)(ll24)
(33)(41,086)-( 1104)2 

1124-(0.903643)(1104)

= Ü.9Ü3043 y

= 3.829633.

Por consiguiente, la recta de regresión estimada es dada por

3 = 3.8296 + 0.9036V. J

Si utilizáramos la recta de regresión del ejemplo 11.1, podríamos pronosUcMr una 
reducción de 31^ en la demanda de oxígeno químico si los sólidos totales se reJuicran
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un 30%. La reducción de 31% en la demanda de oxígeno químico se puede interpretar 
como un estimado de la media de la población o como un estimado de una obser­
vación nueva sí la reducción de sólidos totales es de 30%. Sin embargo, dichas estima­
ciones están sujetas a error. Incluso si el experimento estuviera controlado para que la 
reducción de los sólidos totales fuera de 30%, es improbable que la reducción en la de­
manda de oxígeno químico que se midiera fuera exactamente igual a 31 %. De hecho. lo.s 
dalos originales registrados en la tabla 11.1 indican que .se registraron medidas de 25% 
y de 35% en la reducción de la demanda de oxígeno, cuando la disminución de los sóli­
dos totales se mantuvo en 30%.

¿Qué es lo bueno de los mínimos cuadrados?
Debemos señalar que el criterio de los mínimos cuadrados está diseñado para brindar 
una recta ajustada que resulte en la “cercanía” entre la recta y los puntos graficados. 
Existen muchas formas de medir dicha cercanía. Por ejemplo, quizá desearíamos de-

n
terminar los valores de y b^ para los que se minimiza ^ [v, — y,| o para los que se

n is|

minimiza b’i —>'i I Ambos métodos son viables y razonables Observe que los dos.
í=i

así como el procedimiento de mínimos cuadrados, obligan a que los residuales sean “pe­
queños” en cierto sentido. Debemos recordar que los residuales son el equivalente empí­
rico de los valores de e. La figura 11.6 ilustra un conjunto de residuales. Observe que la 
línea ajustada tiene valores predichos como puntos sobre la recta y. en consecuencia, los 
residuales son desviaciones verticales desde los puntos hasta la recta. Como resultado, el 
procedimiento de mínimos cuadrados genera una recta que minimiza la .suma de los 
cuadrados de las dc.sviaciones verticales desde los puntos hasta la recta.

y

•i
I I

Figura 11.6- Los residuales comt> desviaciones verticales
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Ejercidos
11.1 Se realizó un estudio en Virginia Tech para de- 
tenninar si ciertas medidas de la fuerza estática del bra­
zo iníluyen en las características de “levantamiento 
dinámico” de un individuo. Veinticinco individuos se 
sometieron a pruebas de fuerza y luego se les pidió que 
hicieran una prueba de levantamiento de peso, en el 
que el peso se elevaba en forma dinámica por encima 
de la cabeza. A continuación se presentan los datos.

Fuerza Levantamiento

I 17.3 71 7
2 19.3 48.3
3 19.5 88.3
4 19.7 75 0
5 22.9 91.7
6 23.1 100.0
7 26.4 73.3
8 26.8 65.0
9 27.6 75.0

10 28.1 88.3
11 28.2 68.3
12 28.7 96.7
13 29.0 76.7
14 29.6 78.3
15 29.9 60 0
16 29.9 71.7
17 30.3 85 0
18 31.3 85 0
19 36 0 88.3
20 39.5 1000
21 40 4 1000
22 443 1000
23 446 91 7
24 50 4 1000
25 55.9 71.7

a) Esüme los valores de 0^ y /3, para la curva de re­
gresión lineal = 0o+0^x.

b) Calcule un estimado puntual de
c) Grafíque los residuales en comparación con las r 

(fuerza del brazo). Comente los resultados
11.2 Las siguientes son las calificaciones de un grupo 
de 9 estudiantes en un informe de medio semestre (r) y 
en el examen final (y)

t I 77 50 71 72 81 94 96 99 67
y I 82 66 78 34 47 85 99 99 68

a) Estime la recta de regresión lineal
b) Calcule la calificación final de un estudiante que 

obtuvo 85 de calificación en el informe de medio 
semestre

- lU Se registraron las cantidades de un compuesto 
químico >• que se disuelve en 100 gramos de agua a 
distintas temperaturas r.

xro y (gramos)
0 8 6 8

15 12 10 14
30 25 21 24
45 31 33 28
60 44 39 42
75 48 51 44

a) Calcule la ecuación de la recta de regresión
b) Grafique la recta en un diagrama de dispersion
c) Estime la cantidad de producto químico que se di­

solverá en 100 gramos de agua a SO^C.
-11.4 Para fines de calibración se recabaron los si- 

guientes datos, los cuales permitirían determinar la re­
lación entre la presión y la lectura correspondiente cn 
la escala.

Presión, X (Ib/pulg*) Lectura en la escala, v
10 13
10 18
10 16
10 15
10 20
50 86
50 90
50 88
50 88
50 92

o) Calcule la ecuación de la recta de regresión 
b) En esta aplicación el propósito de la calibración c»

estimar la presión a partir de una lectura obsen ada 
cn la escala. Esüme la presión para una leciurj en 
la escala de 54, usando x = (54 -

11,5 Se realizo un estudio sobre la cantidad de a/ucor
convertida cn cierto proceso a distintas temperaiur.ii 
Los dalos se codificaron y registraron como sigue

Temperatura, x Azúcar convertida, v
1.0 8 1
1 1 78
1 2 8 5
1 3 98
1 4 95
1.5 89
1 6 86
1 7 102
1 8 93
1 9 92
20 10 5

a) Estime la recta de regresión lineal
b) Calcule la cantidad media de azúcar (.onvertula 

que se produce cuando se registra una tempcr-iura 
codificada de 1 75

c) Grafique los residuales cn comparación con Ij 
temperatura Comente sus resultados
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jl.6 En cierto tipo de espécimen de prueba metálico 
je sabe que la tensión normal sobre un espécimen se 
relaciona funcionalmenie con la resistencia al corte. El 
jiguiente es un conjunto de datos experimentales codi­
ficados para las dos variables:

Tensión normal, x Resistencia al corte,
26.8 26J
25.4 27.3
28.9 24.2
23.6 27.1
27.7 23.6
23.9 25.9
24.7 26.3
28.1 22.5
26.9 21.7
27.4 21.4
22.6 25.8
25.6 24.9

,i) Estime la recta de regresión 
¿) Estime la resistencia al corte para una tensión nor­

mal de 24.5.
n.7 Los siguientes son algunos de los datos conteni­
dos en un conjunto clásico denominado “datos piloto 
de graficación” que aparecen en Fitting Equations to 
Data, de Daniel y Wood, publicado en 1971. La res- 
puestay es el contenido de ácido del material determi­
nado por análisis volumétrico; mientras que el rcgresor 
X es el contenido de ácido orgánico determinado por 
«tracción y ponderación.

y X y X
76 123 70 109
62 55 37 48
66 100 82 138
58 75 88 164
88 159 43 28

a) Grafique los datos; ¿la regresión lineal simple pa­
rece un modelo adecuado?

¿) Haga un ajuste de regresión lineal simple; calcule 
la pendiente y la intersección 

f) Grafique la recta de regresión en la gráfica del in­
ciso a.

11.8 Se aplica un examen de colocación de matemá­
ticas a todos los estudiantes de nue\o ingreso en una 
imiscrsidad pequeña. Se negará la mscnpcion al curso 
regular de matemáticas a los estudiantes que obtengan 
menos de 35 puntos y se les enviará a clases de rcgula- 
ntación. Se registraron los resultados del examen de 
colocación y las calificaciones finales de 20 estudiantes 
que tomaron el curso regular; 
ú) Elabore un diagrama de dispersión.
1») Calcule la ecuación de la recta de regresión para 

predecir las calificaciones en el curso a partir de 
las del examen de colocación,

c) Grafique la recta en el diagrama de dispersión

d) Si la calificación aprobatoria mínima fuera 60 
puntos, ¿qué calificación en el examen de coloca­
ción se debería usar en el futuro como criterio para 
negar a los estudiantes el derecho de admisión a 
ese curso?

Examen Calificación
de colocación en el curso

50 53
35 41
35 61
40 56
55 68
65 36
35 11
60 70
90 79
35 59
90 54
80 91
60 48
60 71
60 71
40 47
55 53
50 68
65 57
50 79

11.9 Un comerciante minorista realizó un estudio 
para determinar la relación que hay entre los ga.stos se­
manales de publicidad y las \cnlas.

Costos de publicidad ($) Ventas ($)
40 385
20 400
25 395
20 365
30 475
50 440
40 490
20 420
50 560
40 525
25 480
50 510

íi) Elabore un diagrama de dispersión 
h) Calcule la ecuación de la recta de regresión para 

pronosticar las ventas semanales a partir de los 
gastos de publicidad

c) Estime las ventas semanales si los costos de publi­
cidad son de S35.

d) Grafique ios residuales en comparación con los 
costos de publicidad Comente sus resultados

11.10 Los siguientes datos son los precios de venta ; 
de cierta marca y nuxlelo de automóvil usado con >» 
años de antigüedad. Ajuste una curva de la forma 
/i = '7Ó'‘ mediante la ecuación de regresión mucstral 
no lineal ; = cd' {Sugerencia. Escriba In : = In t + 
(In d)M = />, +
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w (años) z (dólares) )v (años) z (dólares)
1 6350 3 5395
2 5695 5 4985
2 5750 5 4895

11,11 La fuerza de impulso de un motor ()’) es una 
función de la temperatura de escape (.r) en °F cuando 
otras variables de importancia se mantienen constantes. 
Considere los siguientes datos.

y X y X

4300 1760 4010 1665
4650 1652 3810 1550
3200 1485 4500 1700
3150 1390 3008 1270
4950 1820

a) Grafique los datos.
b) Ajuste una recta de regresión simple a los datos y 

grafTquela a través de ellos.
11.12 Se realizó un estudio para analizar el efecto de 
la temperatura ambiente .r sobre la energía eléctrica 
consumida por una planta química y. Otros factores se 
mantuvieron constantes y se recabaron los dalos de una 
planta piloto experimental.

y (BTU) X (°F) y (BTU) X CF)
250 27 265 31
285 45 298 60
320 72 267 34
295 58 321 74

a) Grañque los datos.
b) Estime la pendiente y la intersección en un modelo 

de regresión lineal simple.
c) Pronostique el consumo de energía para una tem­

peratura ambiente de 65°F.

11.13 Un estudio sobre la cantidad de lluvia y la 
contaminación del aire eliminada produjo los siguje,,. 
tes datos:

Cantidad de lluvia Partículas eliminados, 
diaria, x (0.01 cm) y )

4.3 126
4.5 121
5.9 116
5.6 118
6.1 114
5.2 118
3.8 132
2.1 141
7.5 108

a) Calcule la ecuación de la recta de regresión para 
predecir las partículas eliminadas de la cantidad 
de precipitación diaria.

b) Estime la cantidad de partículas eliminadas si la 
precipitación diaria es x = 4.8 unidades.

11.14 Un profe.sor de la Escuela de Negocios de una 
universidad encuesto a una docena de colegas acerca 
del número de reuniones profesionales u que acudieron 
en los últimos cinco años (jr) y el número de trabajos 
que enviaron a retistas especia!izada.s (y) durante el 
mismo periodo. A continuación se presenta el resumen 
de los datos:

n = 12, .r = 4. y = 12, 

¿.t‘=232. ¿.r,y, =318.

I=l X=1

Ajuste un modelo de regresión lineal simple entre .v y \ 
calculando los estimados de la intersección y la pendien­
te. Comente si la asistencia a más reuniones prnícMona- 
les da como resultado más publicaciones de artícuUh.

11.4 Propiedades de los estimadores de mínimos cuadrados
Ademá-s de los supuestos de que el término del error en el modelo

y i =/^+/3,.r/ +e,
es una variable aleatoria con media igual a cero y varianza a' constante, suptmga que
además damos por hecho que f e,.....son independientes de una corrida a otra del
experimento. lo cual proporciona la ba.se para calcular las media.s y varianzas de lo% cn- 
timadores de

Es importante recordar que nuestros valores de y basados en una muestra dada 
de n obsertaciones. sólo son estimaciones de los parámetros verdaderos y U,. Si d 
experimento se repitiera una y otra vez, usando en cada (Kasión los mismos valorcN lijos 
de .V, los estimados resultantes de 0^ y 0^ muy probablemente diferirían de un experi­
mento a otro. Estos estimados distintos podn'an ser considerados como valores adopladis 
por las variables aleatoria.s y en tanto que y son ejecuciones cspecíticas.

Como los valores de x permanecen lijos, los valores de B„ y B. dependen de las va­
riaciones en los valores de y o. con más precisión, en los valores de las variables aleatorias
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y,, y,,..., y. Las suposiciones sobre la distribución implican que las i = 1, 2.....n
también están distribuidas de manera independiente, con media liy\x, = A) + ^\x, y 
varianzas cr* iguales, es decir,

<yy\x, = para i — 1 . 2,.,.,/i.

Media y varianza de los estimadores
En la exposición que sigue mostramos que el estimador 5, es insesgado para /3,« y se 
demuestran tanto las varianzas de como las de B,. Esto inicia una serie de procedi­
mientos que conducen a la prueba de hipótesis y a la estimación de inten’alos de confianza 
para la intersección y la pendiente.

Como el estimador

5i

n
es de la forma C/ y,, 

1=1

¿U,-,í)(y.-y)
1=1

1=1

E(-v.-X)Y,
1=1

X)(.v, - .\)“
1=1

X, -X
-----------------’ ' = ........."•

-X)-

podemos concluirá partir del teorema 7.11 que B, tiene una distribución tX/j,) con

Mili

¿(.r, -x)(Po +Pi.x,)

-----;;----------------------- =01 y (tI
¿(.t, -X)- 

1=1

Eu. --Í) crz

1

<7*

A T
-X )*

1 = 1

Tambie'n se puede demostrar (\e'ase el ejercicio de repaso 11.60 de la página 438) 
que la variable aleatoria B^ se distribuye normalmente con

n
E-»r

media /íb„ = Ai y vananza tr;,,, = —^------------ íT'.
/I E‘-^' “

<=i

A partir de estos resultados e.s e\idcnle que los eslimadorvs de mínimos cuadrados 
tanto para como para A, son insesgado-s.

Partición de la variabilidad total y estimación de rr-
Para hacer infcrencia.s sobre /3„ y A, es necesario llegar a una estimación del parametro 
(T* que aparece en las dos fórmulas anteriores de la vananza de B^, \ El parámetro íT', 
el modelo de la varianza del error, refleja una \anación aleatoria o una sariacicui del
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error experimental alrededor de la recia de regresión. En gran parte de lo que sigue se 
recomienda emplear la notación

s„ = v^x,-xf, Syy =Y^iy,-yf, =J2^Xi~x){y,~y).
i=l .=1 '=*

De manera que la suma de los cuadrados del error se puede escribir como sigue:
" " ,

SCE =Y^iyi -bo-b\x¡)- = -y)-b\{x¡ - .?)]-
i=i '=1

= -í’)- -2¿i Y^(x¡-x)iy¡-y) + b\ ^(.r,-x)~
1=1 /*! ' = •

= Syy —2b\Siy +b'¡Six =-~b¡Siy,

que es el paso final que surge del hecho de que b\ = /Sa-

Teorema 11.1: Un estimador insesgado de cr* es

, SCE ^(y.-S'i)-
" n-2 ^ n-2

iss\

■Su -b\Sx^ 

n-2

La prueba del teorema 11.1 se deja como ejercicio (véase el ejercicio de repaso 11 59)

El estimador de a- como error cuadrado medio
Para darnos una idea del estimador de (7- deberíamos observar el resultado del teorema
11.1. El parámetro a' mide la varianza o las desviaciones cuadradas entre los valores de 
ry su media, dada pores decir, las desviaciones cuadradas entre Yy + Por 
supuesto. /3y + se estima por medio de y = b^ + ¿?,.r. Por consiguiente, tendría sen­
tido que la varianza cr- se describa mejor como una desviación cuadrada de ia oh.sena- 
ción típica y, con respecto a la media estimada que es el punto correspondiente sobre 
la recta ajustada. Entonces, los valores (y^ — y) revelan la varianza apropiada, de mane­
ra muy similar a como los valores (y_ — v)* miden la varianza cuando se reabra un 
muestreo en un escenario no relacionado con la regresión. En otras palabras, v estima la 
media en la última situación sencilla, mientras que y^ estima la media de _v en una estruc­
tura de regresión. Ahora, ¿qué significa el divisor n - 2? En las secciones que siguen 
observaremos que éstos son los grados de libertad asociados con el estimador r de cr' 
En tanto que en el escenario i.í.d. (independiente e idénticamente distribuidas), la normal 
estándar se resta un grado de libertad de n en el denominador, para lo cual una explica­
ción razonable es que se estima un parámetro, que es la media /i por medio de. digamov 
y, pero en el problema de la regresión se estiman dos parámetros, que son \ ti,. p*'r 
medio de y b^. Así. el parámetro importante que se estima mediante

n

-y,)-fin -2).
1=1

se denomina error cuadrado medio, que describe un tipo de media (división entre 
de los residuales cuadrados.
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11.5 Inferencias sobre los coefícíentes de regresión
Además de tan sólo estimar la relación lineal entre .t y Kpara fines de predicción, el ex­
perimentador podría estar interesado en hacer ciertas inferencias acerca de la pendiente 
y la intersección. Para dar ocasión a la prueba de hipótesis y a la construcción de inter­
valos de confianza para (3^ y /3j, debemos estar dispuestos a hacer la suposición adicional
deque cada e, /= 1,2......n, se distribuye de forma normal. Esta suposición implica que
i'i* .....y„ también están distribuidas normalmente, cada una con una distribución de
probabilidad n(y;, (3^ + (3^x^, a).

A partir de la sección 11.4 sabemos que tiene una distribución normal, y supo­
niendo normalidad, un resultado muy parecido al que se plantea en el teorema 8.4 nos 
permite concluir que (n - 2)S^/a' es una variable chi cuadrada con n —2 grados de 
libertad, independiente de la variable aleatoria fi,. Entonces, el teorema 8.5 garantiza que 
el estadístico

^_(gi-/3i)/(o-/v^)
S/(T S/yJ^

tenga una distribución / con n - 2 grados de libertad. Podemos utilizar el estadístico T 
para construir un intervalo de confianza del 100(1 -a)% para el coeficiente /3,.

Intervalo de Un intervalo de confianza de 100(1 - q)% para el parámetro /9, en la recta de regresión 
confianza para

b{ — < /3i < ¿?i + ÍQ/2
s

donde es un valor de la distribución / con n-2 grados de libertad.

Ejemplo 11.2:1 Calcule un intervalo de confianza de 95^ para en la recta de regresión = /3y + 
con base en los datos de contaminación de la tabla 11.l.

Solución: A partir de los resultados dados en el ejemplo 11.1. se determina que 5^ = 4152.18 y 
= 3752.09. Además, se observa que = 3713.88. Recuerde que íi, = 0.903643. En 

consecuencia,

2 3713.88 -(0.903643)(3752.09)
-------------- ------ =-------------------- ----------------------- = 10.4299.

n —2 31

Por lo tanto, al sacar la raíz cuadrada obtenemos s — 3.2295. Si usamos la tabla A.4 en­
contramos que « 2.045 para 31 grados de libenad. Así. un inters alo de confianza de 
95^0 para/3, es

0.903643 -
(2.045)0.2295)

V4152.18
< /3 < 0.903643 -I-

(2.045)(3.2295)
V4152.18

que se simplifica a

0.8012 < /3i < 1.0061. J
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Prueba de hipótesis sobre la pendiente
Para probar la hipótesis nula de que /3, = en comparación con una alicrnaiua 
posible, utilizamos de nuevo la distribución í con n-2 grados de libertad con el fin de 
establecer una región critica y después basar nuestra decisión en el valor de

_ b\ —Pio 
' ” s/y/^'

El método se ilustra con el ejemplo siguiente.

Ejemplo 11.3: i Utilice el valor estimado = 0.903643 del ejemplo 11.1 y pruebe la hipótesis de que 
(3^= 1.0 en comparación con la alternativa de que /3, < 1.0.

Solución: Las hipótesis son /3, = l.Oy H^: /3, < 1.0. Por lo tanto,

0.903643-1.0 , „
3.2295/V4152.Í8

con n - 2 = 31 grados de libertad (P « 0.03).
Decisión: El valor f es significativo al nivel 0.03, lo cual sugiere evidencia sólida de 

que (3^ <1.0. J
Una prueba / importante sobre la pendiente es la prueba de la hipótesis

Hq: P\ = o en comparación con H\\ /3| # 0.

Cuando no se rechaza la hipótesis nula la conclusión es que no hay relación lineal signi­
ficativa entre E(y) y la variable independiente .r. La gráfica de los datos del ejemplo 11 l 
sugeriria que existe una relación lineal. Sin embargo, en ciertas aplicaciones en las que 
<r- es grande y, por ende, hay “ruido” considerable en los datos, una gráfica, aunque útil, 
quizá no produzca información clara para el imestigador. El rechazo anterior de //,, im­
plica que hay una relación lineal significativa.

La figura 11.7 muestra la salida de resultados de MINITAB que presenta la pruebj 
/ para

fio- /3| = 0 en comparación con//|: ¡3\ ^0.

para los datos del ejemplo 1 l.I. Observe el coeficiente de regresión (Cixíf). el error es­
tándar (EECoeO.e! valor/(T) y el valor P(P) Se rechaza la hipótesis nula. Es claro que 
existe una relación lineal significativa entre la reducción de la demanda media del oxige­
no químico y la reducción de los sólidos. Observe que el estadístico / se calcula como

^ _ coeficiente _ ht 
error estándar ~

El no rechazo de 7/^; /3, = 0 sugiere que no hay una relación lineal entre l’y t La 
figura 11.8 es una ilustración de la implicación de este resultado; pixlna significar que 
los cambios de .t tienen poco efecto sobre ios cambios de Y, como se ve en el inciso a 
Sin embargo, también puede indicar que la relación verdadera es no lineal, como < 
aprecia en h

Cuando se rechaza 7/^: (3^ — 0 existe la implicación de que el termino lineal en i qw 
reside en el modelo explica una parte significativa de la variabilidad de >'. Las dos grali-
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Regression Analysis: COD versus Per_Red
The regression equation is COD = 3.83 + 0.904 Per Red

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 3.830 1.76B 2.17 0.038
Per_Red 0.90364 0.05012 18.03 0.000

S 3 3.22954
Analysis o£

R-S q =
Variance

91.3% R-Sq(ad] ) = 91.0%

Source DF SS MS F P
Regression 1 3390.6 3390.6 325.OB 0.000
Residual Error 31 323.3 OH

Total 32 3713.9

Figura 11.7: Salida de resultados de MINITAB para la prueba t de los datos del ejemplo 1 l.l.

Figura 11.8: No se rechaza la hipótesis = 0.

cas que aparecen en la figura 11 9 ilustran los escenarios posibles. Como se muestra en 
el inciso a de la figura, el rechazo de sugiere que la relación en efecto es lineal. En 
el caso del inciso b, lo que se observa sugiere que. aunque el modelo contenga un efecto 
lineal, se podría obtener una mejor representación si se indujera un termino polinomial 
(tal vez cuadrático), es decir, términos que complementen el termino lineal

Inferencia estadística sobre la intersección
Los intervalos de confianza y la prueba de hipótesis del coeficiente se podrían estable­
cer a partir del hecho de que también se disinbuje de íorma norma! No es ditícil 
demostrar que

Bn-/3n 

^ rf/tnS'u)
j=i
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Figura 11.9: Se rechaza la hipótesis de que f3^ = 0.

tiene una distribución t con « - 2 grados de libertad, de manera que podemos construir 
un intervalo de confianza de 100( I - a)^c para a.

Inieivalo de Un intervalo de confianza de 100(1 - q)% para el parámetro 0^ en la recta de regresión 
confianza para/3^ =/3^ +/3,.t es

bo — ¡0/2
yJnSa \

< 00 < bo + ¡0/2
í=i y/nS„ \ E-»=i

donde es un valor de la distribución t con n - 2 grados de libertad.

Ejemplo 11.4:1 Calcule un intervalo de confianza de 95^c paraen la recta de regresión /i, ^ = +
con base en los datos de la tabla 11.1.

Solución: En los ejemplos 11.l y 11.2 se encontró que

S„ =4152.18 y .v = 3.2295.

Del ejemplo 11.1 se tiene que
n

y^.t; =41,086 y /lo = 3.829633.
1=1

Si usamos la tabla A.4, encontramos que a 2.(W5 para 31 grados de libertad Por lo 
tanto, un intervalo de confianza de 95*rc para 0^ es

3.829633
^(33)(4152.18)

<0()< 3.829633 +
(2.(M5j(3.2295) V41.0Sr.

V'(33)(4I52.18I

que se simplifican 0.2132 < 0o < 7.4461. J
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Para probar la hipótesis nula de que /3q = 13^ en comparación con una alternativa 
posible utilizamos la distribución t con n — 2 grados de libertad para establecer una re­
gión crítica y, luego, basar nuestra decisión en el valor de

I =
^ —^00

S\ltlxr/(nS..a)
t=i

Ejemplo 11.5:1 Utilice el valor estimado de = 3.829633 del ejemplo ll.l y, aun nivel de significancia 
de 0.05. pruebe la hipótesis de que /3q = 0 en comparación con la alternativa de que 

it 0. Entonces
Solución: Las hipótesis son = 0 y /f,: /3q 0. Así que.

l
_________3.829633-0_________
3.2295 v'41.086/t(33)(4152.18)]

= 2.17.

con 31 grados de libertad. Por lo tanto, P = valor P » 0.038 y concluimos que ^ 0. 
Observe que esto tan sólo es Coef/desviación estándar, como se aprecia en la salida de 
resultados de MINÍTAB en la figura 11.7. El SE Coef es el error estándar de la intersec­
ción estimada. J

Una medida de ia calidad del ajuste: el coeficiente de determinación
Observe en la figura 11.7 que aparece un elemento denotado con R-Sq, cuyo valor es 
91.3%. Esta cantidad, se denomina coeficiente de determinación y es una medida 
de la proporción de la variabilidad explicada por el modelo ajustado. En la sección 
11.8 se presentará el concepto del método del análisis de varianza para la prueba de 
hipótesis en la regresión. El enfoque del análisis de varianza utiliza la suma de los cua-

n
drados del error SCE = ^ (_v¿ — y¿ )* y la suma total de los cuadrados corregida STCC 

= ]^(y,- —>’/)■. Esta última representa la variación en los valores de respuesta que
t=i *

idealmente serían explicados con el modelo. El valor de la SCE es la variación debida al 
error, o la variación no explicada. Resulta claro que si la SCE = 0, toda variación 
queda explicada. La cantidad que repre.senta la variación explicada es STCC - SCE. R- es el

n SCE
Coeficiente de determinación: R~ = 1 --r^rrir^-

STCC
Advierta que si el ajuste es perfecto, todos los residuales son cero, y así R- = l.O. Pero 
si la SCE es tan sólo un poco menor que la STCC. R‘ = 0. Observ e en la salida de resul­
tados de la figura 11.7 que el coeficiente de determinación sugiere que el modelo ajustado 
a los datos explica el 91.3% de la variabilidad obsersada en la respuesta, la reducción en 
la demanda de oxígeno químico.

La figura 11.10 ofrece ejemplos de una gráfica con un buen ajuste (/?- = 1.0) en «) 
y una gráfica con un ajuste deficiente (/?’ = 0) en b).

Errores en el uso de R~
Los analistas citan con mucha frecuencia los valores de R', quizá debido a su simplici­
dad. Sin embargo, hay errores en su interpretación. La confiabilidad de R- depende del
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Figura 11.10; Gráficas que ilustran un ajuste muy bueno y otro deficiente.

tamaño del conjunto de los datos de la regresión y del tipo de aplicación. Resulta claro 
que 0 < /?’ < 1, y el límite superior se logra cuando el ajuste a los datos es pertecto, 
es decir, cuando todos los residuales son cero. ¿Cuál es un valor aceptable de /?•? Se 
ü’ata de una pregunta difícil de responder. Un químico encargado de establecer una cali­
bración lineal de una pieza de equipo de alta precisión seguramente esperaría obtener un 
valor muy alto de R- (quizá superior a 0.99); mientras que un científico del comporta­
miento. que trabaja con datos en los que influye la variabilidad de la conducta humana, 
quizá se sentina afortunado si obtuviera un valor de R' de hasta 0.70. Un individuo con 
e.xperiencia en el ajuste de modelos tiene la sensibilidad para saber cuándo un valor es 
suficientemente grande dada la situación que está enfrentando. Es evidente que algunos 
fenómenos científicos se prestan más a un modelamiento más preciso que otros.

Es peligroso usar el criterio de R- para comparar modelos en competencia para el 
mismo conjunto de datos. Cuando se agregan términos adicionales al modelo, por ejem­
plo un regresor más. disminuye la SCE, lo que provoca que R' aumente (o al menos no 
disminuya). Esto implica que R- se puede volver artificialmente elevado por medio de b 
práctica inapropiada de sobreajustar. es decir, de incluir demasiados términos en el 
modelo. Por consiguiente, el incremento inevitable de R- que se logra al agregar téma­
nos adicionales no implica que éstos se necesitaban. En realidad, el modelo simple puede 
ser mejor para predecir los valores de la respuesta. En el capítulo 12. cuando se presente 
el concepto de los modelos que implican más de un solo regresor. se estudiara con 
detalle el papel del sobreajuste y su influencia sobre la capacidad de predicción. En este 
momento baste decir que para seleccionar nn modelo no se debe adoptar un proceso de 
selección que sólo incluya la consideración de R'.

11.6 Predicción
Hay varias razones para construir un modelo de regresión lineal. Una de ellas es. dcMk 
luego, predecir valores de respuesta para uno o más valores de la variable independiente 
En esta sección se centra el enfoque en los errores a.sociados con la predicción.
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La ecuación y = b^y b^x se puede utílizar para predecir o estimar la respuesta me* 
día fJ’Y\xo en X = .Xp, donde no necesariamente es uno de los valores preestablecidos, o 
cuando x = .tp, se podn'a emplear para pronosticar un solo valor >■„ de la variable Se 
esperaría que el error de predicción fuera mayor para el caso de un solo valor pronosti­
cado que para aquel en que se predice una media. Entonces, esto afectaría la anchura de 
los intervalos para los valores que se predicen.

Suponga que el experimentador desea construir un intervalo de confianza para 
En tal caso debe usar el esümador puntual Yo = B^y B^x^ para estimar 
Se puede demostrar que la distribución muestral de Yq es normal con media

/^r lip = E(Yq)= E{Bq + B iXo)= 00 +0iXq = ¡ÍY\xa

y varianza

a aBo+B lio +/íiUo-i) = O* i . Uo

esta última surge del hecho de que CovíK^, Bj) = 0 {ve'a.se el ejercicio de rcpa.so 11.61 
de la página 438). Por consiguiente, ahora podemos construir un interi’alo de confian­
za de 100(1 -á)^c sobre la respuesta media a partir del estadístico

j _________^0
5 v^l/íi -t- (.to - .í)V5.„ ’

que tiene una distribución t con /i - 2 grados de libertad.

Intervalo de Un intervalo de confianza de 100(1 -q)^ para la respuesta media /iy-|^„cs 
confianza 
para/i)-|,„

yo-/Q/2í\/- +1 . (.v«-.T)-
< 0y\x„ < yo + >a/2^

1 (.to-.t)-
n S.,

es un valor de la distribución / con n-2 grados de libertad.

Ejemplo 11.6:1 Con los dalos de la tabla 11.1 consmiya límile.s de confianza de 95*^^ para la respuesta
media/ijl JO-

Solución: A panir de la ecuación de regresión encontramos que. para .v, = 20‘:r de reducción de 
sólidos, digamos.

yo = 3.829633 +(0.903643)(20) =21.9025.

Ademá-s, .v = 33.4545, =4152.18. j = 3.2295 y == 2.045 para 31 grados de
libertad. Por lo tanto, un inier\alo de confianza de 95':i para /ij es

¡1 (20 - 33.4545)*
21.9025 - (2.045)(3.2295) y 33 +----- 415^7^-----  ^

n (20- 3.3.4.545)* 
< 21.9025 + (2.045)(3.2295l y — +----- ----------------

o simplemente. 20.1071 < < 23.6979. J



Si repetimos los cálculos antcnores para cada uno de los diferentes valores de t 
obtenemos los límites de confianza correspondientes para cada En la figura 11 |*j 
se presentan los datos de los puntos, la recta de regresión estimada y los límites de con- 
fianza superior e inferior sobre la media de K|t.

En el ejemplo 11 6 tenemos 95% de confianza en que la reducción media poblacio-
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Figura lili’ Límites de confianza para el valor medio de r

nal en la demanda de oxigeno químico estará entre el 20 1071% y 23 6979%, cuando la 
reducción de sólidos sea de 20%.

Predicción del intervalo
Otro upo de intervalo que con frecuencia se malintcrprcta y se confunde con aquel dado 
para es el intervalo de la predicción para una respuesta futura observada En reali­
dad, en muchos casos el intervalo de la predicción es más relevante para el cientilKo o 
el ingeniero que el intenalo de confianza sobre la media En el ejemplo del contenido de 
alquitrán y la temperatura de entrada, mencionado en la sección 111. seguramente vena 
interesante no sólo estimar la media del contenido de alquitrán a una temperatura e^pe 
cífica, sino tambión construir un intervalo que refleje el error en la predicciun de una 
cantidad futura obsenada del contenido de idquilran a la temperatura dada

Para obtener un intervalo de predicción para cualquier valor único v^ de la vanable 
es necesario estimar la vananza de las diferencias entre las ordenadas v obtenida> de 

las rectas de regresión calculadas en el mueslreo repetido cuando x = r j. v la ordenada 
verdadera correspondiente Podnamos considerar la diferencia v^ - v^ como un valor 
de la vanable aleatoria cuva disinbucion muestral se podna demostrar que ev
normal con media

(Vo — y o) = E\Bt) + B \ X{¡ — (/3u + ^i\ ío + < o)) = 0

y vananza

^>o-lo ^)+0| <T- tm - f
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Así, un intervalo de predicción de 100(1 — ct)% para un solo valor pronosticado se 
puede construir a partir del estadístico

T = Yo-Yo
S y/l + 1//I + (.Co —X)~/Sx 

que tiene una distribución icon n-2 grados de libertad.

Intervalo de Un intervalo de predicción de 100(1 - a)% para una sola respuesta es dado por 
predicción

donde es un valor de la distribución / con n~2 grados de libertad.

Es claro que hay una diferencia entre el concepto de un intervalo de contianza y el 
del intervalo de predicción antes descrito. La interpretación del intervalo de conlianza es 
idéntica a la que se describió para todos los interv'alos de confianza sobre los parámetros 
de la población estudiados en el libro. De hecho, fiy\zo es un parámetro de la población. 
Sin embargo, el intervalo de la predicción calculado representa un inieivalo que tiene 
una probabilidad igual a 1 - q de contener no un parámetro sino un valor futuro de y„ de 
la variable aleatoria

Ejemplo 11.7:1 Con los datos de la tabla 11.1 construya un intervalo de predicción de 95‘Tf para \„ cuan­
do = 20%.

Solución: Tenemos que n — 33. .to =20, x — 33.4545, yo = 21.9025,5^, = 4152.18, .v = 3.2295.
y fjjpy w 2.045 para 31 grados de libertad. Por lo tanto, un intervalo de predicción de 
95% paray^ es

I i (20 - 33.4545)-21.9025 - (2.045K3.2295) \/1 + ^ +----- ÁÍ521H-----  ^

I i (20- 33.4545)- 
< 21.9025 + ( 2.045)(3 2295) y 1 + 33 +----- JIJTTg----- •

que se simplifica como 15.0585 < y« < 28.7464. J
En la figura 11.12 se presenta otra gráfica de los datos de reducción de la demanda 

de oxígeno químico, tanto con los intervalos de confianza de la respuesta media como con 
el intervalo de predicción sobre una respuesta indiv idual En el caso de la respuesta me­
dia la gráfica refleja un intervalo mucho má.s angosto alrededor de la recta de regresión

Ejercicios
11.15 Remítase al ejercicio ll.l de la página 398, 11.16 Remítase al ejercicio 11.2 de la página t98.
0) evalúe evalúe
b) pruebe la hipótesis de que /3, = 0 en comparación h) construva un intervalo de coníian/a do 95'; para 

con la alternativa de que /3, # ü a un nivel de sig-
nificancia de 0 05, e interprete la decisión resul- c) construva un intervalo de confianza de 95'; para 
lante. /^r
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Figura 11.12: Intervalos de confianza y predicción para los datos de la reducción de la 
demanda de oxígeno químico; las bandas intemas indican los límites de confianza para 
las respuestas medias y las extemas señalan los límites de predicción para las respuestas 
futuras.

11.17 Remítase al ejercicio 11.5 de la página 398. 
o) evalúe r;
b) construya un intervalo de confianza de 95% para

c) construya un inter\'alo de confianza de 95% para 
0v

11.18 Remítase al ejercicio 11.6 de la página 399,
a) evalúe r;
b) construya un intervalo de confianza de 99% para 

00’
c) construya un intervalo de confianza de 99% para 

0v
11.19 Remítase ol ejercicio 11.3 de la página 398.
a) evalúe s';
b) construya un inter\’alo de confianza de 99% para 

00’
c) construya un intervalo de confianza de 99% para

0.
11.20 Pruebe la hipótesis de que/9„ = lüen el ejerci­
cio 11.8 de la página 399. en comparación con la alter­
nativa de que < 10. Utilice un nivel de significancia 
de 0.05.

11.21 Pmebe la hipótesis de que/3| = 6 en el ejercicio 
11.9 de la página 399. en comparación con la alternativa 
de que /3, < 6. Utilice un nivel de significancia de 0.025.

11.22 Utilice el valor de ir que se obtuvo en el ejerci­
cio 11.16a para construir un intervalo de confianza de 
95% para /Xj.|gj en el ejercicio 11.2 de la página 398
11.23 Remítase al ejercicio 11.6 de la página 399 v 
utiliccel valor desque se obtuvo en el ejercicio 1 l.isá 
para calcular
a) un intervalo de confianza de 95% para la resiMcn- 

cia media al corte cuando .c = 24.S;
b) un inter\'alo de predicción de 95% para un solo 

valor pronosticado de la resistencia al corte cuan­
do .t= 24.5.

1131 Utilice el valor de r que se obtuvo en d ejern- 
cio 11.17a) y grafique la regresión lineal y las bandas 
de confianza de 95% para la respuesta media /í, , en cl 
caso de los dalos del ejercicio 11.5 de la página 398.
11.25 Utilice el valor de r que se obtuso en el cjeaá* 
cío 1 !.l7a) y construya un intervalo de confianza de 
95% para la cantidad de azúcar convertida correspon­
diente a j: = 1.6 en el ejercicio 11.5 de la página .^98.
1U6 Remítase al ejercicio ! l .3 de la página .398. y 
utilice el valorder que se obtuvo en el ejercicio I 1.19j 
para calcular
a) un intersalo de confianza de 99% para la cantidad 

promedio del producto químico que .se diMÚ'cra 
en loo gramos de agua a 50X;
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h) un intervalo de predicción de 99% para la cantidad 
de producto químico que se disolverá en 100 gra­
mos de agua a S0‘C.

IIJ7 Considere la regresión de la distancia recorrida 
para ciertos automóviles, en millas por galón (mpg) y 
5U peso en libras (wt). Los datos son de la revista Con- 
¡tañer Reports (abril de 1997). En la figura 11.13 se 
l^nia una parte de la salida del SAS con los resulla- 
(josdel procedimiento.
a] Estime la distancia recorrida para un vehículo que 

pesa 40(X) libras.
Suponga que los ingenieros de Honda afirman 
que. en promedio, el Civic (o cualquier otro mode­
lo que pese 2440 libras) recorre más de 30 millas 
por galón (mpg). Con base en los resultados del 
análisis de regresión, ¿creería usted dicha afirma­
ción? Explique su respuesta,

c) Los ingenieros de diseño del Lexus ES300 consi­
deraron que un rendimiento de 18 mpg sería el 
objetivo ideal para dicho modelo (o cualquier otro 
modelo que pese 3390 libras), aunque se espera 
que haya cierta variación. ¿Es probable que ese 
objetivo sea realista'^ Comente al respecto.

1128 Existen aplicaciones importantes en las que, 
debido a restnccíones científicas conocidas, la recta de 
regiesión debe atras esar el origen, es decir, la inter­
sección debe estar en el cero. En otras palabras, el mo­
delo debe ser

Yi =(3ix,1=1,2,.. ,;i, 
y tan sólo se requiere estimar un parámetro sencillo 
Con frecuencia a este modelo se le denomina modelo 
de regresión por el origen

o) Demuestre que el estimador de mínimos cuadra­
dos para la pendiente es

‘■(¿■'’Vís-O
b) Demuestre que cTfl, = ^

c) Demuestre que 6, del inciso o es un estimador inses- 
gado para /3,. Es decir, demuestre que £(B,) = /3,.

11.29 Dado el conjunto de datos 
y______ X

1 2
50 15

100 30
40 10
70 20

n) Grafique los dalos
b) Ajuste una recta de regresión por el ongen
c) Grafique la recta de regresión sobre la gráfica de 

los datos.
d) Calcule una fórmula general (en términos dey^ y la 

pendiente b^) para el estimador de iri
e) Calcule una fórmula para Varíí,); i = 1,2,.., n, 

aplicable a este caso
f) Grafique límites de confianza de 95% para la res­

puesta media alrededor de la recta de regresión

lUO Para los datos del ejercicio 11 29 calcule un
inters alo de predicción de 95% en r = 25

RootHSE 1 48794 R-Square 0.9509
DependenÜIean 21.50000 Adj R-Sq 0.9447

Parameter Estimates 
Parameter Standard

Variable DF Estímate Error t Value Pr > |t|
Intercept 1 44.,78018 1.92919 23 21 <.0001
WT 1 -0 00686 0..00055133 -12 44 <.0001

TODEL WT MPG Predict LMean UKean Lpred Upred Pesidual
®C 4520 15 13 7720 11 9752 15.5688 9 6988 17.6451 1 22804
Geo 2065 29 30.6138 28.6063 32.6213 26.6385 34 5891 -1 61381
Honda 2440 31 28.0412 26 4143 29.6681 24 2439 31.6386 2.95877
Hyundai 2290 28 29.0703 27 2967 30.8438 25.2078 32 9327 -1.07026
Infinita 3195 23 22.8618 21 7478 23 9758 19 2543 26 4693 0.13825
Isuzu 3480 21 20 9066 19.8160 21.9972 17.3062 24.5069 0 09341
Jeep 4090 15 16.7219 15 3213 18 1224 13.0158 20 4279 -1 7Z1B5
Land 4535 13 13.6691 11.8570 15.4811 9.7888 17 5493 -0 66905
Lexus 3390 22 21.5240 20.4390 22 6091 17 9253 25 1227 0 47599
Lincoln 3930 18 17.8195 16 5379 19 1011 14 1568 21 4022 0 laosi

Figura 11.13: Salida de resultados del SAS para el ejercicio 11 27
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11.7 Selección de un modelo de regresión
Gran parte de lo que se ha presentado hasta ahora acerca de la regresión que involucra 
una sola variable independiente depende de la suposición de que el modelo elegido es 
correcto, la suposición de que /iy|x se relaciona con x linealmente en los parámetros. 
Es cierto que no se esperaría que la predicción de la respuesta fuera buena si hubiera 
diversas variables independientes que no se lomaran en cuenta en el modelo, que afectaran 
la respuesta y variaran en el sistema. Además, la predicción seguramente sería inadecuaJa 
si la estructura verdadera que relaciona fiy\j con x fuera extremadamente no lineal en el 
rango de las variables consideradas.

Es frecuente que se utilice el modelo de regresión lineal simple aun cuando se sepa 
que el modelo no es lineal o que se desconozca la estructura verdadera. Este método 
suele ser acertado, en particular cuando el rango de las x es estrecho. De esta manera, el 
modelo que se utiliza se vuelve una función de aproximación que se e.spera sea una re­
presentación adecuada del panorama verdadero en la región de interés. Sin embargo, hay 
que señalar el efecto que tendría un modelo inadecuado sobre los resultados presentados 
hasta este momento. Por ejemplo, si el modelo verdadero, desconocido para el experi­
mentador, es lineal en más de una x, digamos,

/íyiii.ji = ^0+02X2-

entonces el estimado = S^JS^ de los mínimos cuadrados ordinarios que se calcula 
considerando tan sólo x^ en el experimento es. en circunstancias generales, un estimado 
sesgado del coeñciente donde el sesgo es una función del coeñcientc adicional /3, 
(véase el ejercicio de repaso 11.65 en la página 438). Asimismo, el estimado para tr­
es sesgado debido a la variable adicional.

11.8 El método del análisis de varianza
Con frecuencia e] problema de analizar la calidad de la recta de regresión estimada se 
maneja por medio del método del análisis de varianza (ANOVA), que es un procedi­
miento mediante el cual la variación total de la variable dependiente se subdivide en 
componentes significativos, que luego se observan y se tratan en forma sistemática. Qi 
análisis de varianza. que se estudia en el capítulo i 3. es un recurso poderoso que se em­
plea en muchas situaciones.

Suponga que tenemos n puntos de datos experimentales en la forma usual ( v. \ i \ 
que se estima la recta de regresión. En la sección 11.4 para la estimación de a' se C'tj- 
blcció la identidad

Syy =blS^ +SC£.

Una formulación alternativa y quizá más informativa es la siguiente;
n n n

V](yi -y)- = ^(í-, -yr -f ^(y, -y,)'.
í=i 1=1 1=1

Logramos hacer una partición de la suma total de los cuadrados corregida de v en do' 
componentes que deberían proporcionar un significado particular para el cxpenincni.; 
dor. Esta partición se deben'a indicar en forma simbólica como

¿TCC = SCR + SCE.
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El primer componente de la derecha, SCR, se denomina suma de cuadrados de la re­
gresión y refleja la cantidad de variación de los valores y que se explica con el modelo, 
que en este caso es la línea recta postulada. El segundo componente es la ya conocida 
suma de cuadrados del error, que refleja la variación alrededor de la recta de regresión.

Suponga que nos interesa probar la hipótesis

Ho' I3\ = 0 en comparación con H\: /3i 7^ 0,

donde la hipótesis nula en esencia dice que el modelo es ¡ly |_j = (3^", es decir, la variación 
en los resultados Y debida a las fluctuaciones de probabilidad o aleatorias que son inde­
pendientes de los valores de Esta condición se refleja en la figura 11 106). En las 
condiciones de esta hipótesis nula se puede demostrar que SCR/cr', y SCE/(f^ son va­
lores de variables chicuadradas independientes con 1 y n - 2 grados de libertad, respec­
tivamente y, usando el teorema 7 12, se sigue que SrCC/c’ también es un valor de una 
variable chi cuadrada con n - 1 grados de libertad Para probar la hipótesis antenor 
calculamos

SCR/\ SCR 
^ ~ SCE/ (n-2) “

y rechazamos//g al nivel de significancia a cuando/> /o(U« -2)
Por lo general los cálculos se resumen mediante las medias de una tabla de análisis 

de vananza. como se indica en la tabla 11 2. Es costumbre refenrse a las distintas sumas 
de los cuadrados divididos entre sus respeemos grados de libertad como cuadrados 
medios.

Tabla 11.2: Análisis de vananza para la prueba de ;3| =0

Fuente de 
variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio / calculada

Regresión
Error

SCR
SCE

1
n —2

SCR 
.2 _ vet
•' “n-2

i*

Total STCC n —l

Cuando se rechaza la hipótesis nula, es decir, cuando el estadístico /•’calculado ex­
cede al valor crítico y^(l, n - 2). concluimos que hay una cantídad significativa de 
variación en la respuesta justificada por el modelo postulado, que es la función 
de la línea recta Si el estadístico F está en la región de no rechazo, se conduje que los 
datos no reflejan evidencia suficiente para apojar el modelo que se postula

En la sección 11 5 se presentó un procedimiento donde se usa el estadisüco

para probar la hipótesis

Hq: ¡3\ =/3i() contra tfi /3¡ ^ 0\a.

donde T sigue la distribución t con n-2 grados de libertad La hipótesis se rechaza si 
|t| > para un nisel de signitic.uiciaQ Es interesante observar que en el caso especial 
en que probamos
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//q: =0 en comparación con í/j: 0\ ^0,

el valor del estadístico T se convierte en

-

y la hipótesis a considerares idéntica a la que se prueba en la tabla 11.2. En otras palabras, 
la hipótesis nula establece que la variación en la respuesta se debe tan sólo al azar El 
análisis de varianza utiliza la distribución F en vez de la distribución /. Para la aliernaiua 
bilateral ambos enfoques son idénticos. Esto se observa si se escribe

. biS^ SCR

que da como resultado un valor idéntico al valor/utilizado en el análisis de varianza La 
relación fundamental entre la distribución t con v grados de libertad y la distribución F 
con 1 y V grados de libertad es

r =/(l.v)

Desde luego, la prueba / permite probar en comparación con una alternativa unilateral, 
en tanto que la prueba F está restringida a una prueba en comparación con una alternati­
va bilateral.

Salida de resultados por computadora comentados 
para la regresión lineal simple

Considere nuevamente los dalos de la tabla 11.1 sobre la reducción de la demanda de 
oxígeno químico. En las figuras 11.14 y 11.15 se presentan salidas de los resultados ptir 
computadora más completos De nuevo se ilustran con el software AÍINITAB. La colum­
na de la razón i indica pruebxs para la hipótesis nula de valores de cero en el parametro 
El término “Fit” denota los valores que con frecuencia se denominan valores ajusta­
dos. El término “SE Fit" se emplea para calcular los intersalos de confianza .sobre la 
respuesta media. El elemento R- se calcula como (SCR/STCC) x KK). y signilica la 
proporción de variación en y explicada por la regresión de la línea recta. Asimismo, se 
incluyen los intervalos de confianza sobre la respuesta media y los intervalos de predic­
ción sobre una observación nueva.

11.9 Prueba para la línealidad de la regresión: 
datos con observaciones repetidas

En cienos tipos de situaciones experimentales el investigador tiene la capacidad de efix- 
tuar observ'aciones repetidas de la respuesta para cada valor de a. Aunque no es netesano 
tener dichxs repeticiones para estimar y /3j, las repeticiones permiten al expenincnu- 
dor obtener intormación cuantitativa acerca de lo apropiado que resulta el modelo. 
hecho. SI se generan observaciones repetidas, el investigador puede efectuar una prueba 
de significancia para determinar si el mixlelo es o no adecuado.
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The regression equation is
Predictor Coef SE Coef

COD 3.83 + 0.904 Per_Red
Constant 3.830 1.768 2.17 0 .038
Per_Red 0..90364 01.05012 18.03 0 .000

S B 3.22954 R-Sq s 91.3% R-Sq(adj ) - 91.0%
Analysis o£ Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 3390.6 3390.6 325.08 0. 000
Residual Error 31 323.3 10.4
Total 32 3713.9

Obs Per_Red COD Fit SE Fit Residual St Resid
1 3.0 5.000 6.541 1.627 -1.541 -O.SS
2 36.0 34.000 36.361 0.576 -2.361 -0.74
3 7.0 11.000 10.155 1.440 0.845 0.29
4 37.0 36.000 37.264 0.590 -1.264 -0.40
S 11.0 21.000 13.770 1.258 7.230 2.43
6 38.0 38.000 38.168 0.607 -0.168 -0.05
7 15.0 16.000 17.384 1.082 -1.384 -0.45
e 39.0 37.000 39.072 0.627 -2.072 -0.65
9 IB.O 16.000 20.095 0.957 -4.095 -1.33

10 39.0 36.000 39.072 0.627 -3.072 -0.97
11 27.0 28.000 28.228 0.649 -0.220 -0.07
12 39.0 45.000 39.072 0.627 5.928 1.87
13 29.0 27.000 30.035 0.605 -3.035 -0.96
14 40.0 39.000 39.975 0.651 -0.975 -0.31
15 30.0 25.000 30.939 0.588 -5.939 -1.87
16 41.0 41.000 40.079 0.670 0.121 0.04
17 30.0 35.000 30.939 0.506 4.061 1.28
18 42.0 40.000 41.703 0.707 -1.783 -0.57
19 31.0 30.000 31.843 0.575 -1.843 -0.50
20 42.0 44.000 41.783 0.707 2.217 0.70
21 31.0 40.000 31.843 0.575 8.157 2.57
22 43.0 37.000 42.686 0.738 -5.686 •1.81
23 32.0 32.000 32.746 0.S67 -0.746 -0.23
24 44.0 44.000 43.590 0.772 0.410 0.13
25 33.0 34.000 33.650 0.563 0.350 0.11
26 45.0 46.000 44 494 0.807 1.506 0.48
27 33.0 32.000 33.650 0.563 -1.650 -0.52
28 46.0 46.000 45.397 0.843 0.603 0.19
29 34.0 34.000 34.554 0.563 -0.554 -0.17
30 47.0 49.000 46.301 0.881 2.699 0.87
31 36.0 37.000 36.361 0.576 0.639 0.20
32 50.0 51.000 49.012 1.002 1.988 0.6S
33 36.0 38.000 36.361 0.576 1.639 0.52

Figura 11.14: Salida de resultados de MINÍTAB de la regresión lineal simple para los 
dalos de reducción de la demanda de oxígeno químico: parte 1.

Seleccionemos una muestra aleatona de n obsersaciones utilizando k valores distin­
tos de .r. por ejemplo, .t,. .r...... tales que la muestra contenga n, valores observados de
la variable aleatona F, correspondientes a los valores.r,. con n, valores observados de F, 
correspondientes a .v,,.... valores observados de F, correspondientes a t,. Necesaria­

mente, n =
(=1
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Obs Fit SE Fie 95% CI 95% PI
1 6.541 1.627 ( 3.223, 9.658) (-0.834, 13.916)
2 36.361 0.576 {35.185, 37.537) (29.670, 43.052)
3 10.155 1.440 ( 7.210, 13.092) ( 2.943, 17.367)
4 37.264 0.590 (36.062, 38.467) (30.569, 43.960)
5 13.770 1.258 (11.204, 16.335) ( 6.701, 20.838)
6 38.168 0.607 (36.931, 39.405) (31.466, 44.870)
7 17.304 1.082 (15.177, 19.592) (10.438, 24.331)
8 39.072 0.627 (37.793, 40.351} (32.362, 45.701)
9 20.095 0.957 (18.143. 22.047) (13.225, 26.965)

10 39.072 0.627 (37.793, 40.351) (32.362, 45.781)
11 28.228 0.649 (26.905, 29.551) (21.510, 34.946}
12 39.072 0.627 (37.793, 40.351) (32.362, 45.781)
13 30.035 0.605 (28.802, 31.269) (23.334, 36.737)
14 39.975 0.651 (38.648, 41.303) (33.256, 46.694)
15 30.939 0.588 (29.739, 32.139) (24 .244, 37.634)
16 40.879 0.678 (39.497, 42.261) (34.149, 47.609)
17 30.939 0.588 (29.739, 32.139) (24.244, 37.634)
IB 41.783 0.707 (40.341, 43.224] (35.040, 48.525)
19 31.843 0.575 (30.669, 33.016) (25.152, 38.533)
20 41.783 0.707 (40.341, 43.224) (35.040, 48.525)
21 31.843 0.575 (30.669, 33.016) (25.152, 36.533}
22 42.686 0.738 (41.181, 44.192} (35.930, 49.443)
23 32.746 0.567 (31.590, 33.902) (26.059, 39.434)
24 43.590 0.772 (42.016, 45.164) (36.818, 50.362)
25 33.650 0.563 (32.502, 34.797) (26.964, 40.336)
26 44.494 0.807 (42.846, 46.139} (37.704, 51.283)
27 33.650 0.563 (32.502, 34.797) (26.964, 40.336)
28 45.397 0.843 (43.677, 47.117) (38.590, 52.205)
29 34.554 0.563 (33.406, 35.701) (27.868, 41.239)
30 46.301 0.881 144.503, 48.099) (39.473, 53.128}
31 36.361 0.576 (35.165, 37.537) (29.670, 43.052)
32 49.012 1.002 (46.969, 51.055) (42.115, 55.908)
33 36.361 0.576 (35.185, 37.537) (29.670, 43.052)

Figura 11.15: Salida de resultados de Af/AZ/Wñ de la regresión lineal simple para los 
datos de reducción de la demanda de oxígeno químico: parte 11.

Definimos

= elj-e'simo valor de (a variable aleatoria
/I,y. = r, = 52 >v

Entonces, si se realizaron — 3 mediciones de F que corresponden a .t = estas ob­
servaciones se indicarían por medio de y y^^. Por lo tanto, ^

Tl =>'41 +>'42 +.V4J.

El concepto de la falta de ajuste
La suma de cuadrados del error consta de dos panes; la cantidad debida a la \anacu*fl 
entre los valores de Y dentro de valores dados de .r. y un componente que normalmente
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se denomina contnbución a la falta de ajuste. El primer componente refleja tan sólo la 
variación aleatoria, o error experimental puro, en tanto que el segundo es una medida 
de la variación sistemática introducida por los términos de orden superior. En nuestro 
caso éstos son términos de .t distintos de la contribución lineal o de primer orden. Obser­
ve que al elegir un modelo linea! en esencia asumimos que este segundo componente no 
existe y que, en consecuencia, la suma de cuadrados del error se debe por completo a 
errores aleatorios. Si éste fuera el caso, entonces = SCE/{n - 2) es un esümado inses- 
gado de a^. Sin embargo, si el modelo no se ajusta a los datos en forma apropiada, en­
tonces la suma de cuadrados del error estará inflada y producirá un estimador sesgado de 
<T*. Ya sea que el modelo se ajuste o no a los datos, siempre que se tienen observaciones 
repelidas es posible obtener un estimador insesgado de (t' calculando

-ñ)“

para cada uno de los k valores distintos de x y, después, agrupando estas varianzas, tenemos

-O^r E¿(vy->v)-
^2 _ ^ = i___________

n —k n —k

El numerador de r es una medida del error experimental puro A continuación se 
presenta un procedimiento de cálculo para separar la suma de los cuadrados del error en 
los dos componentes que representan el error puro y la falta de ajuste'

Cálculo 1. Calcular la suma de los cuadrados del error puro 
de la suma de los

cuadrados de la ^ ^ ,
falta de ajuste ^ •

.=1 j=i

Esta suma de cuadrados tiene n- k grados de libertad asociados con ella, y el cuadrado 
medio resultante es el estimador msesgado r’ de cr-
2. Restar la suma de los cuadrados del error puro de la suma de los cuadrados del error. 
SCE, con lo que se obtiene la suma de los cuadrados debida a la falla de ajuste. Los 
grados de libertad de la falta de ajuste también se obtienen simplemente restando 
f/i—2) — (n—k) = k—2.

Los cálculos necesarios para probar hipótesis en un problema de regresión con medicio­
nes repetidas de la respuesta se pueden resumir como se muestra en la tabla 11 3.

La.s figuras 11.16 y 11 17 ilusman los puntos muéstrales para las situaciones del 
“modelo correcto” y del “modelo incorrecto". En la figura 11.16. donde cae sobre 
una línea recta, no hay falla de ajuste cuando se asume un modelo lineal, por lo que 
la variación muesmil alrededor de la recta de regresión es un error puro que resulta de la 
vanación que ocurre entre obsersaciones repetidas En la figura 1117. donde es e\ idenie 
que ¡iy\j no cae sobre una línea recta, la responsable de la mayor pane de la sanación 
alrededor de la recta de regresión, además del error puro, es la falta de ajuste que resulta 
de seleccionar por error un modelo lineal.
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Tabla 11.3: Análisis de varianza para la prueba de linealidad de la regre^n

Suma de Grados de Cuadrados

xrariacidn cuadrados libertad medios /calculada

Regresión SCR 1 SCR
Error SCE n-2

SCE-SCE (puro) SCE-SCE (mrn\
S‘U~2)Falta de ajuste f SCE-SCE (puro) (k-2 L-2

Error puro
\sCE (puro) [n — k ■> SCE (puro) 

n —i

Total STCC

Figura 11.16: Modelo lineal correcto con Figura 11.17: Modelo lineal incorrecto con
componente sin falta de ajuste. componente de falta de ajuste.

¿Por qué es importante detectar la falta de ajuste?
El concepto de falla de ajuste es muy importante en las aplicaciones del análisis de re­
gresión. De hecho, la necesidad de construir o diseñar un experimento que tome en 
cuenta la falta de ajuste se vuelve más crítica a medida que el problema y el mctMnismo 
subyacente implicados se vuelven más complicados. Es cierto que no siempre se puede 
tener la certeza de que la estructura que se postula, en este ca.so el modelo de regrcMÓn 
lineal, sea una representación correcta o incluso adecuada El ejemplo siguiente niuesim 
la manera en que se parte la suma de cuadrados del eaor en los dos compimenio que 
representan el error puro y la falla de ajuste. Lo adecuado del modelo .se prueba al imel 
de significancia Q. comparando el cuadrado medio de la falta de aju.stc div idido entre v 
con fJ.k-2, n-k).

Ejemplo 11.8:1 En la tabla 11.4 se presenta el registro de las observaciones del prixlucto de unareaccien 
química tomadas a distintas temperaturas. Calcule el modelo lineal rí|i >
pruebe la falta de aju.ste.

Solución: Los resultado.s de los cálculos se presentan en la tabla 11 5.
Conclusión: La partición de la variación total de esta manera revela una vanauen 

significativa debida al modelo lineal y una cantidad insignificante de variación debida a 
la falta de ajuste. Por consiguiente, los datos e.xpenmcntales no parecen sugenr la nece­
sidad de considerar en el modelo términos supenores a los de primer orden v m» se re­
chaza la hipóte.sis nula. J
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Tabla 11.4: Datos para el ejemplo 11.8

y(%) xCC) y{%) xCC)
77.4 150 88.9 250
76.7 150 89.2 250
78.2 150 89.7 250
84.1 200 94.8 300
843 200 94.7 300
83.7 200 95.9 300

Tabla 11.5: Análisis de varianza de los dalos de producio-lcmpcratura

Fuente de 
variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrados
medios / calculada Valores P

Regresión 509,2507 I 509.2507 1531.58 <0.0001
Error 3.8660 10

Falta de ajuste r 1.2060 / ~ 0.6030 1.81 0.2241
Error puro l 2.6600 l 8 0.3325

Total 513.1167 n

Salida de resultados por computadora comentados 
para la prueba de falta de ajuste

En la figura 11.18 se pre.senia una .salida de re^u!lados por computadora para el análi.sis 
de los datos del ejemplo 11.8 con el programa SAS. Ob.^erv e la "LOF’ con 2 grados de 
libertad, que representa las coniribucione.s cuadrática > cúbica al modelo, y el valor P 
de 0.22, que sugiere que el modelo lineal (de primer orden I es adecuado.

Dspendent Variable: yield
Sur of

Source D? Sguareo rear. Square F Value
Xodel 3 510.4566 = 57 17Z .-.~2ZZ2Z Sli-'í
Error £ Z-íáCOOGO 0 33S500C
Corrected Tcial II 5I3.i:6 = 66”

R-Sq-uare Ccaíi Var Hctt '/3E vuele r-'ea.i
3 =54516 C.£c67=; 0.5'’=6ia Sí 4S733

Source Z~ I S3 Xear. £q-_are F Value
te=erature I =03 Z5:s€ = “ 503.15:665'' 1511.55
Lc? 1 i.::=:;ao _______ 3'.

Pr > F
<.coo:

Figura II l.S: Salida deresuitado> del S.45que mduveel análi'isde lo-datos del ejemplo 11 8.

Ejercicios
1131 En el ejerncio 11.3 de ia página 398 pruebe la 
lÍDcalidid de laresre-iór. un re'cl Je -¡gniíicarcja 
de0.05. Haza aoner-iarioí ¿3 respecto.
1132 En d rercir:;- : :.8 oe b pagana 399 pruebe b 
finealidai ie bVr~r ; éi- Higa - n:e-'Za^;o^ J rv'-pecio

1133 Supi'nga que ienemi.i' utuj couuion lineal que 
pa-a por el ongeti ti¡ . = .3t lejercieio ! 1 2Si 
ü) E“*t!me la recre-ion bneii que paua p<>r el uncen 

para I'>> ‘■iguie.ntc- Jato-
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■Y I 0;5 1.5 3.2 4.2 5.1 6.5
y 1 1.3 14 6ñ &Ó ioó ilF

/;) Suponga que se desconoce si la regresión verdade­
ra debería pasar por el origen. Estime el modelo 
lineal = /3„ + /3,.y y pruebe la hipótesis de que 
/3g = 0 a un nivel de sígniñconcia de 0.10. en com­
paración con la alternativa de que 0^ ^ 0.

1134 En el ejercicio 113 de la página 398 utilice el 
método del análisis de varionza para probar la hipótesis 
de que 0^ = 0, en comparación con la hipótesis alterna­
tiva de que /3, ^ 0. a un nivel de signiñcancia de 0.05.
1135 Los siguientes datos son el resultado de una 
investigación sobre el efecto de la temperatura de reac­
ción .Y sobre la conversión porcentual de un proceso 
químico y. (Véase Myers, Montgomery y Anderson- 
Cook, 2009). Ajuste una regresión lineal simple y utili­
ce pruebas de falta de ajuste para determinar si el 
modelo es adecuado. Analice los resultados.

Obsers'ación
Temperatura

(°C),x
Conversión 

(Ve), y
1 2UU 43
2 250 78
3 200 69
4 250 73
5 189.65 48
6 260.35 78
7 225 65
8 225 74
9 225 76

10 225 79
11 225 83
12 225 81

1136 La ganancia de un transistor en un dispositivo 
de circuito integrado, entre el emisor y el colector 
(hPE). se relaciona con dos variables (Myers. Montgo­
mery y Anderson-Cook, 2(X)9) que .se controlan en el 
proceso de deposición, controlado por el emisor en 
el tiempo (.y,, en minutos) y la dosis del emisor (.y,. 
en iones x lO’"*). Se observaron 14 muestras después 
de la deposición y ios datos resultantes se presentan en 
la tabla siguiente. Consideraremos modelos de regre­
sión lineal usando la ganancia como respuesta y el con­
trol del emisor en el tiempo o la dosis del emisor como 
la variable regresora.

X| (tiempo de 
Obs. control, min)

X: (dosis, 
iones X 10'^)

y (ganancia 
o hFE)

1 195 4.00 lOlM*1 255 4.00 1636
? 195 4.60 852
4 255 4.60 1506
5 255 4.20 1272
6 255 4.10 1270
7 255 4.60 1269
8 195 4.30 903
9 255 4.30 1555

10 255 4.00 1260
11 255 4.70 1146
12 255 4.30 1276
13 255 4.72 1225
14 340 4.30 1321

a) Determine si el tiempo de control del emisor influ. 
ye en la ganancia en una relación lineal. Es decir 
pruebe //„: 0, = 0. donde 0, es la pendiente de U 
variable regresora.

b) Efectúe una prueba de falta de ajuste para detertni- 
nar si la relación lineal es adecuada. Saque sus 
conclusiones.

c) Determine si la dosis del emisor influye en la ga­
nancia en una relación lineal. ¿Cuál variable regre­
sora es el mejor predictor de la ganancia?

1137 En los pesticidas se utilizan compuestos de or- 
ganofosfatos (OF). Sin embargo, es importante estudiar 
el efecto que tienen sobre las especies expuestas a 
ellos. Como parte del estudio de laboratorio Some 
Effects of Or^annphosphate Pesticides on Wildlife Spe- 
cies, elaborado por el Departamento de Pesca y Vida 
Silvestre de Virginia Tech. se realizó un experimento en 
el cual se suministraron distintas dosis de un pesticida 
de OF específico a 5 grupos de 5 ratones (pemmysiiu 
leucopus). Los 25 ratones eran hembras de edad y con­
diciones similares. Un grupo no recibió el producto. La 
re.spuesUi básica y consistió en medir la actividad cere­
bral. Se postuló que dicha actividad disminuiría con un 
incremento en la dosis de OF. A continuación se pre­
sentan los datos:

Dosis, X (mg/kg Actividad, y 
Animal de peso corporal) (molcsflitro/mini

l Ü.O 10.9
T 0.0 10.6
3 0.0 10.8
4 00 9.8
5 0.0 9.0
6 2.3 11.0
7 2.3 11.3
8 2.3 9.9
9 2.3 9.2

10 2.3 10.1
11 4.6 10.6
12 4.6 10.4
13 4.6 8.8
14 4,6 11.1
15 4.6 8.4
16 9.2 9.7
17 9.2 7.8
18 9.2 9.0
19 9.2 8.2
20 9.2 2.3
21 18.4 2.9

18.4
23 18.4 3.4
24 18.4 5.4
25 18.4 8.2
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a) Con cl modelo
>; = /3, + /3,x; + e, i= 1,2..... 25.

calcule los estimados de los mínimos cuadrados

/,) Construya una tabla de análisis de varianza en la 
cual aparezcan por separado el error puro y el 
error por falta de ajuste. Determine si la falta de 
ajuste es significativa al nivel de 0.05. Interprete 
los resultados.

1)58 Es frecuente que se utilice el tratamiento con 
calorpara carburar partes metálicas como los engranes. 
Qespesor de la capa carburada se considera una carac- 
[frísüca importante del engrane que contribuye a la 
confiabilidad general de la parte. Debido a la naturaleza 
critica de esta característica, se realiza una prueba de 
laboratorio para cada lote del homo. La prueba es des- 
tnictiva, ya que una parte real se corta en forma transver­
sal y se sumerge en un producto químico durante cierto 
tiempo. Esta prueba requiere que se efectúe un análisis 
del carbono sobre la superficie, tanto de la pane supe- 
liordel engrane (arriba de los dientes) como de su raíz 
(eQtre los dientes). Los datos siguientes son los resulta­
dos de la prueba de análisis de carbono en 19 panes.

Tiempo Tiempo
de inmersión Grado de inmersión Grado

0.5» Ü.Ü13 1.17 U.U21
0.66 0.016 1.17 0.019
0.66 0.015 1.17 0.021
0.66 0.016 1.20 0.025
0.66 0.015 2.00 0.025
0.66 0.016 2.00 0.026
1.00 0.014 2.20 0.024
1.17 0.021 2.20 0.025
1.17 0.018 2.20 0.024
1.17 0.019

a) Ajuste una regresión lineal simple que relacione el 
grado del análisis de carbono y en comparación 
con el tiempo de inmersión. Pruebe /3, = 0.

¿) Si se rechaza la hipótesis del inciso a, determine si 
el modelo lineal es adecuado.

1139 Se desea obtener un modelo de regresión que 
relacione la temperatura con la proporción de impure­
zas de una sustancia que pasa a través de helio sólido. 
Se lista la temperatura en grados centígrados. A conti­
nuación se pre.sentan los datos.

Temperatura (°C) Proporción de impurezas
-2603 ü.42.5
-255.7 0,224
-264.6 0.453
-265.0 0.475
-270.0 0.705

-272.0 0.860
-272.5 0.935
-272.6 0.961
-272.8 0.979
-272.9 0.990

a) Ajuste un modelo de regresión lineal.
b) ¿Parece que la proporción de impurezas que pasan 

a través del helio aumenta a medida que la tempe­
ratura se acerca a -273 grados centígrados?

c) Calcule R-.
d) Con base en la información anterior, ¿parece ade­

cuado el modelo lineal? ¿Qué información adicio­
nal necesitaría usted para responder mejor a la 
pregunta?

11.40 Existe interés por estudiar el efecto que tiene el 
tamaño de la población de varias ciudades de Estados 
Unidos sobre las concentraciones de ozono. Los datos 
consisten en la población de 1999 en millones de habi­
tantes y en la cantidad de ozono presente por hora en 
partes por mil millones (ppmm). Lo.s datos son los si­
guientes:

Ozono (ppmm/hora).y PQblaQÓn,x____
126 0.6
135 4.9
124 0.2
128 0.5
130 1.1
128 0.1
126 U
128 2.3
128 0.6
129 2.3

a) Ajuste un modelo de regresión lineal que relacione 
la concentración de ozono con la población. Prue­
be = 0 u.sando el método ANOVA.

b) Haga una prueba para la falla de ajuste. Con base 
en los resultados de la prueba, ¿es apropiado el 
modelo lineal?

f) Pruebe la hipótesis del inciso u) utilizando el cua­
drado medio del error puro en la prueba F. ¿Cam­
bian los resultados? Comente Ixs ventajas de cada 
prueba.

11.41 Evaluar la deposición del nitrógeno de la at­
mósfera es una tarea importante del National .Atmos­
pheric Deposition Pn'gram (NADPl, que está xsociado 
con muchas instituciones. Este programa está e.studian- 
do la deposición atmosférica y su efecto sobre los cul­
tivos agrícolas, las aguas superficiales de los bosques y 
otros recursos. Los óxidos del nitrógeno pueden tener 
efectos sobre el ozono atmosférico y la cantidad de ni­
trógeno puro que se encuentra en el aire que respira­
mos. Los datos son los siguientes;
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1978 0 73
1979 2 55
1980 2 90
1981 3 83
1982 2 53
1983 2 77
1984 3.93
1985 2 03
1986 4 39
1987 304
1988 341
1989 5 07
1990 3.95
1991 3 14
1992 344
1993 3 63
1994 4 50
1995 3 95
1996 5 24
1997 3 30
1998 4 36
1999 3 33

Capítulo 11 Regresión lineal simple y correlación 

a) Grafique los datos
h) Ajuste un modelo de regresión lineal y calcule ft
c) ¿Qué puede decir acerca de la tendencia del oxido 

de nitrógeno con el paso del tiempo'’
11.42 Para una variedad particular de planta 
vestigadores desean desarrollar una fórmula para prc 
decir la cantidad de semillas (en gramos) como una 
función de la densidad de las plantas Efectuaron un 
estudio con cuatro niveles del factor x, el numero de 
plantas por parcela Se utilizaron cuatro replicas para 
cada nivel de x. A continuación se muestran los dalos

Plantas por parcela, Cantidad de semillas,
X y (gramos)
10 126 lio 12 1 109
20 153 16 1 14 9 156
30 179 183 186 178
40 192 196 189 200

j,Es adecuado un modelo de regresión lineal simple 
para analizar este conjunto de datos'’

11.10 Gráficas de datos y transformaciones
En este capítulo se estudia la construcción de modelos de regresión en los que has una 
sanable independiente o regresora Además, se supone que durante la construcuon del 
modelo tanto r como s entran en el modelo en forma lineal Con frecuencia es aumseja 
ble trabajar con un modelo alternativo en el que t o \ (o ambas) intervengan en una 
forma no lineal Se podna recomendar una transformación de los datos debido a coiim 
deraciones teóncas inherentes al estudio cientihco. o bien una simple grahcasiun de los 
datos podna sugenr la necesidad de reexpresar las sanables en el modelo La nectsidad 
de llevar a cabo una transformación es muy fácil de diagnosticar en el caso de la reare 
sión lineal simple, ya que las gráficas en dos dimensiones bnndan un panorama vertía 
dero de la manera en que las sanables se comportan en el modelo

Un modelo en el que r o v se transforman no debena considerarse como un inoiU h 
de regresión no lineal Por lo general denominamos a un mcxlelo de regresión coiiu) li 
neal cuando es lineal en los parámetros En otras palabras, suponga que el aspato do 
los dalos u otra información cienlitica sugiere que debe hacerse la regresión de v* en 
comparación con la dex*, donde cada una de ellas es una transformación de las vana 
bles naturales x y v Entonces, el modelo de la forma

v; =l3a +/3|x; +f,

es linea! porque lo es en los parametros 0^ y O matenal que se estudio en las sec».ii>- 
nes 11 2 a 11 9 permanece sin cambio, donde v * y r* reemplazan a y x Ln ejemplo 
sencillo y útil es el modelo log-log

logv, =00+01 log X, +(,

Aunque este modelo es no lineal en c y \, si lo es en los parámetros v por ello recibe ¿I 
tratamiento de un modelo lineal Por otro lado, un ejemplo de modelo verdaderamenie 
no lineal es
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y< ~0o+f3ix^- +€i,

donde se debe estimar cl parámetro así como /3„ y /3,. El modelo es no lineal en /3,.
Las transformaciones susceptibles de mejorar el ajuste y la capacidad de predicción 

de un modelo son muy numerosas. Para un análisis completo de las transformaciones el 
lector podría consultar a Myers (1990, véase la bibliografía). Decidimos incluir aquí al­
gunas dc ellas y mostrar la apariencia de las gráficas que sirven como herramientas 
diagnósticas. Considere la tabla 11.6, donde se presentan varias funciones que describen 
relaciones entre y y a: que pueden producir una regresión lineal por medio de la transfor­
mación indicada. Además, en aras de que el análisis sea más exhaustivo, se presentan al 
lector las variables dependiente e independiente que se utilizan en la regresión lineal 
simple resultante. La figura 11.19 ilustra las funciones que se listan en la tabla 11.6. las 
cuales sirven como guía para el analista en la elección dc una transformación a partir dc 
la observación de la gráfica de y contra .x.

Tabla 11.6: Algunas transformaciones útiles para lincalizar

Forma funcional Transformación Forma dc la regresión
que relacionay conxpropialineal simple 
Exponencial: y=Poe^'^ y*=lny Hacer la regresión dey* contra.T
Potencia: y =y* = logy ;.t* = log.t Hacer la regresión dey* contra.t*
Recíproca: y =/3o 4-/3i {7) •’^*=7 Hacer la regresión de y contra .t*
Hiperbólica: y = >'* = y"’ i" Hacer la regresión de y* contra .v*

A>0

D Funcún recíproca

Figura 11.19: Diagramas que ilustran las funciones listadas en la tabla 11.6.
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¿Cuáles son las implicaciones de un modelo transformado?
Lo que sigue intenta ser una ayuda para el analista cuando es evidente que una transfor. 
mación producirá una mejoría. Sin embargo, antes de dar un ejemplo hay que mencionar 
dos puntos importantes. El primero tiene que ver con la escritura formal del modelo una 
vez que se hayan transformado los datos. Con mucha frecuencia el analista no piensa en 
esto y simplemente lleva a cabo la transformación sin preocuparse por la forma del nnj, 
délo antes ni después de la transformación. El modelo exponencial sirve como una buena 
ilustración de esto. El modelo en las variables naturales (no transformadas) que produce 
un modelo de error aditivo en las variables transformadas es dado por

Vi =/3oe^'" -Ci.

que es un modelo de error multiplicativo. Al aplicar logaritmos es claro que se obtiene 

Iny/ = lnPo+(i\Xi +ln€/.

Como resultado, las suposiciones básicas se efectúan sobre in e^. El propósito de esta 
presentación sólo es recordar al lector que no debemos considerar una transformación 
tan sólo como una manipulación algebraica a la cual se suma un error. Con frecuencia, 
un modelo en las variables transformadas que tiene una adecuada estructura de error 
aditivo es resultado de un modelo en las variables naturales con un tipo de estructura de 
error diferente.

El segundo aspecto importante se reñere a la noción de las medidas de mejorij. Las 
medidas evidentes de comparación son, por supuesto, el valor de R' y el cuadrado medio 
de los residuales (En el capítulo 12 se estudian otros medidas de rendimiento que se 
usan para comparar modelos que compiten). Ahora, sí la respuesta y no se iranstbrmd. 
entonces es claro que r y se pueden usar pora medir la utilidad de la transformación. 
Los residuales estarán en las mismas unidades para los dos modelos, el transfomiaJo s 
el que no se transformó. No obstante, cuando se iransformay los criterios de rendimien­
to para el modelo transformado deberían basarse en los valores de los residuales en lis 
unidades de medida de la respuesta no transformada. De esta manera las comparaeic'nts 
son más apropiadas. El siguiente ejemplo proporciona una ilustración de lo anterior

Ejemplo 11.9:1 Se registra la presión P de un gas que corre.sponde a distintos volúmenes Vy losdatosse 
presentan en la tabla 11.7.

Tabla 11.7: Datos para el ejemplo 11.9

V (cm^) 50 60 70 90 100
P (kg/cm‘) 64.7 51.3 40.5 25.9 7.8

La ley del gas ideal es dada por la forma funcional PV = C. donde 7 y C son cons­
tantes. Estime las constantes C y 7.

Solución: Se toman logaritmos naturales en ambos lados del modelo

P.Vf I.2.3.4.5.

Como resultado, es posible escribir el modelo lineal

\nP, =lnC-7lnV, +(;. i = 1.2.3.4.5,

Donde e’ = In t,. Los siguientes son los resultados de la regresión lineal simple; 

Intersección InC = 14.7589. C = 2.568.862.88. Pendiente; 7 = 2.65.347221
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La siguienie labia representa información lomada del análisis de regresión.

p¡ V, In P¡ In V¡ In P¡ Pi II 1

64.7 50 4.16976 3.91202 4.37853 79.7 -15.0
51.3 60 3.93769 4.09434 49.1 2.2
40.5 70 3.70130 4.24850 3.48571 32.6 7.9
25.9 90 3.25424 4.49981 2.81885 16.8 9.1

7.8 100 2.05412 4.60517 2.53921 12.7 -4.9

Resulta aleccionador graficar los datos y la ecuación de regresión. En la figura 11.20 
se presenta una gráfica de los datos no transformados de presión y volumen; en tanto que 
la curva representa la ecuación de regresión. J

Volumen

Figura 11.20: Dalos de presión y volumen y la regresión ajustada

Gráficas de diagnóstico de los residuales: detección 
gráfica de la transgresión de las suposiciones

Las gráficas de los datos brutos pueden ser muy útiles para determinar la naturaleza del 
modelo que debe ajustarse a ellos cuando sólo hay una variable independiente En lo 
anterior tratamos de ilustrar esto. Sm embargo, la detección de la forma del modelo 
adecuado no es el único beneficio que se obtiene con la gráfica de diagnóstico. Como 
ocurre con gran parte del material asociado con las pruebas de hipótesis que se espume 
en el capítulo 10, los métodos de graficadón ilustran y detectan la transgresión de la.s 
suposiciones. El lector deben'a recordar que muchos de los conceptos que se ilustran en 
este capítulo requieren suposiciones sobre los errores del mixlelo. las De hecho, su­
ponemos que las e, son variables aleatorias independientes S\0, a) Por supuesto, las f 
no se observan. Sin embargo, las e, = y, - v,. los rfstduales. corresponden al error en el 
ajuste de la recta de regresión, por lo que sirven para imitar a Ixs e Así. la aponencia 
general de estos residuales con frecuencia puede resaltar las dificultades. De manera 
ideal, por supuesto. la gráfica de los residuales es como la que se aprecia en la figura 1121 
Es decir, los residuales deberían demostrar en verdad fluctuaciones alealonas alrededor 
del valor de cero
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Varianza no homogénea
Una suposición imponante que se hace en el análisis de regresión es la varianza homo- 
ge'nea. A menudo las transgresiones se detectan mediante la apariencia de la gráfica de 
residuales. Es común que en los datos científicos se incremente la varianza del error coa 
el aumento de la variable regresora. Una varianza grande del error produce residuales 
grandes y, por ende, una gráfica de residuales como la que se presenta en la figura 11 22 
es una señal de varianza no homogénea. En el capítulo 12, en el cual se expone la regre­
sión lineal múltiple, se presenta un análisis más amplio acerca de las gráficas de los 
residuales e información acerca de los diferentes tipos de residuales.

Figura 11.21: Gráfica ideal de los residuales. Figura 11.22: Gráfica de los residuales que
ilustra una varianza heterogénea del error

Gráfíca de la probabilidad normal
La suposición de que los errores del modelo son normales se hace cuando el analista Ji; 
los datos se ocupa de las pruebas de hipótesis o de la estimación de intervalos de cunfian- 
za. De nuevo, los equisalentes numéricos de los es decir, los residuales, son sujlMo> de 
diagnóstico mediante la graficación para detectar cualesquiera transgresiones estreiii.'' 
En el capítulo 8 se presentaron las gráficas normales cuantil-cuanti! y se analizaron en 
forma breve las de probabilidad normal. En el estudio de caso que se present.i en la si­
guiente sección se ilustran estas gráficas de residuales.

11.11 Estudio de caso de regresión lineal simple
En la fabncación de productos comerciales de madera es importante estimar la rel-uen 
que hay entre la densidad de un producto de madera > su ngidez. Se está eonsideranJo 
un tipo relativamente nuesode aglomerado que se puede formar con mucha ma\or laj- 
lidad que el producto comercial ya aceptado. Es necesario saber a que densidad su nei- 
dez es comparable con la del producto comercial bien conocido \ documentado Tenon- 
ce E. Conners realizó un estudio titulado ¡nveni^auon of Ceriain Affduinu al /’/o/'i rr.: > 
of (I Woad-Foani Coinposiie (Tesis para el diKtorado. Departamento de Bosques > \ido 
Silvestre. University of Massachusetts). Se produjeron 30 tableros de auUmieraJo son 
densidades que sanaban apro\imadamente de 8 a 26 libras por pie cubico s su niidiosu 
ngidez en libras por pulgada cuadrada. En la tabla 11.8 se presentan los d.llo^

Es necesano que el analista de datos se concentre en un ajuste apropiado paia Ic' 
dalos y que utilice los métodos de inferencia que se estudian en este eapiiuli' lol \e/ !>' 
más apropiado sea una prueba de hipótesis sobre la pendiente de la reuresion. o'i ^-cni '



jl |i Estudio de caso de regresión lineal simple 429

la estimación de los intervalos de confianza o de predicción. Se comenzará presentando 
un simple diagrama de dispersión de los datos brutos con una regresión lineal simple 
sobrepuesta. En la figura 11.23 se observa dicha gráfica.

El ajuste de regresión lineal simple a los datos produce el modelo ajustado 

.V = -25.433.739 + 3884.97dr (/?- = 0.7975).

Tabla í 1.8í Densidad y rigidez de 30 tableros de aglomerado

Densidad, a: Rigidez, y Densidad, X Rigidez, y
9.50 14.814.00 8.40 17,502.00
9.80 14.007.00 11.00 19.443.00
8.30 7573.00 9.90 14.191.00
8.60 9714.00 6.40 8076.00
7.00 53(M.00 8.20 10.728.00

17.40 43.243.00 15.00 25.319.00
15.20 28.028.00 16.40 41,792.00
16.70 49.499.00 15.40 25.312.00
15.00 26.222.00 14.50 22.148 00
14.80 26.751.00 13.60 18,036 00
25.60 96.305.00 23.40 104.170.00
24.40 72.594 00 23.30 49,512.00
19.50 32,207.00 21.20 48.218.00
22.80 70.453.00 21.70 47.661.00
19.80 38,138.00 21.30 53.045.00

110,0001-

80,000 -

5 10 15 20 25

Densidad

Figura 11.23: Diagrama de dispersión de los dalos 
<Í£ densidad de la madera.
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Figura 11 24 Gráfica de los residuales para los datos 
de densidad de la madera

y se calcularon los residuales. En la figura 11.24 se presentan los residuales graheados 
contra las mediciones de la densidad. Difícilmente se trata de un conjunto de residuales 
ideal o salisfactono. pues no muestran una distribución aleatoria alrededor del \alor de 
cero. En realidad, los agrupamientos de valores pusimos v negatuos sugerirían que 
se debe imestigar una tendencia curNilínea en los dalos.
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Para damos una idea respecto a la suposición de error norma! se dibujó una gráfica 
de probabilidad normal de los residuales. Es el tipo de gráfica que estudiamos en la see- 
ción 8.8. donde el eje horizontal representa la función de distribución normal empínca 
en una escala que produce una gráfica con línea recta cuando se gráfica contra los resi. 
duales. En la figura 11.25 se presenta la gráfica de probabilidad normal de los residuales. 
Esta gráfica no refleja la apariencia de recta que a uno le gustaría ver, lo cual es oiro 
síntoma de una selección errónea, quizá sobresimplificada, de un modelo de regresión

40,0001- 

30,000 ■

1 20,000 ■ 

I 10,000 -

-10.000 .

-20,000
-2 6

Cuantal normal estándar
1

Figura 11.25: Gráfica de probabilidad normal de los residuales para los datos 
de densidad de la madera.

Los dos tipos de gráficas de residuales y, de hecho, el propio diagrama de disper­
sión, sugieren que sería adecuado un modelo algo más complicado. Una posibilidad es 
usar un modelo con transformación de logaritmos naturales. En otras palabras, ha\ que 
elegir hacer la regresión de In y contra x. Esto produce la regresión

hT5 = 8.257+ 0.Í25j: = 0.9016).

Para darse una idea de si el modelo transformado es más apropiado considere las tigu- 
ras 11.26y 11.27. que muestran las gráficas de los residuales de la rigidez [es decir.\- 
antilog (Iny)]} en comparación con las de la densidad. La figura 11.26 parece mis cer­
cana a un patrón aleatorio alrededor del t.ero, en tanto que la figura 11.27 con segundad 
se acerca más a una línea recta. Esto, además de un >alor de R‘ mis elevado, sugenna 
que el modelo transformado es más apropiado.

11.12 Correlación

Hasta este momento se ha supuesto que la variable regresora independiente .r es una 
variable científica o física en lugar de una variable aleatoria De hecho, en este contesto 
es frecuente que .t se denomine variable matemática, la cual, en el proceso de mucsireo 
se mide con un error despreciable. En muchas aplicaciones de las técnicas de rcgreMtwi 
es más realista suponer que tanto X como l’son variables aleatorias y que las mcdiuoncv 

í = 1,2,... ,n) son observaciones de una población que tiene la función de
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06r

-03 - •
• •

-06 -

5 iO 15 20 Ú
Densidad

pieura 11.26: Gráfíca de residuales donde se 
utiliza una transformación logarítmica para los 
djtos de densidad de la madera.
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Figura 11.27: Gráfica de probabilidad normal de 
residuales en la cual se utiliza una transformación 
logarítmica para los datos de densidad de la 
madera.

I

densidad conjunla/(r, v). Debemos considerar el problema de medir la relación entre 
las dos variables Xy y. Por ejemplo, si X y F representaran la longitud y la circunferencia 
de una clase particular de hueso en el cuerpo de un adulto, podríamos realizar un estudio 
antropológico para determinar si los valores grandes de X se asocian con valores grandes 
de Y, y viceversa.

Por otro lado, si X representa la anüguedad de un automóvil usado y Frepresenla su 
precio de lista al menudeo, se esperaría que los valores grandes de X correspondan a 
valores pequeños de F y que los valores pequeños de A" correspondan a valores grandes 
de F. El análisis de correlación intenta medir la fuerza de tales relaciones entre dos 
variables por medio de un solo número denominado coeficiente de correlación

En teoría, con frecuencia se supone que la disinbución condicional_/í\[\) de F. para 
valores fijos deX, es normal con media = /3,j + 0^x y vananza ítj ^ = a', y que, de 
igual manera, X se distnbuye de forma normal con media /z y vananza Entonces, la 
densidad conjunta de Xy Fes

f(.x, y) = ;i(y|.r;/3o +0\X a\)

> -(3o~0]\1
27Tír, cr

para —oo< x <oo y — oc< y <oc.

Escribamos la vanable aleatona F en la forma
F =/3i,+^,X +f.

donde ahora X es una vanable aleatona independiente del error aleatono e Como la 
media del error aleatono € es cero, se deduce que

Mi =/3(,+/3|/ix > íTf =CT^+/3f0V

Al sustituir para a y a' en la evpresion antcnor para/( r. >). se obtiene la distribución 
normal bivariada
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Coeficiente de 
correlación

/U y)
i

27TC^- (Tr y/] —p^

^ “’■P {-20^
para — oo<.r<ooy — oo< V < c», donde

La constante p (ro) se denomina coeficiente de correlación de la población y desempe- 
ña un papel importante en muchos problemas de análisis de datos bivariados. Es impor. 
tanto que el lector entienda la interpretación física de este coeficiente de correlación, así 
como la diferencia entre correlación y regresión. El término regresión aún tiene algún 
significado aquí. De hecho, la línea recta dada por + /3,.t se sigue llamando
recta de regresión, igual que antes, y los estimadores ae /3j, y son idénticos a los que 
se presentaron en la sección 11.3. El valor de p es O cuando /3, = O, que resulta cuando 
en esencia no existe regresión lineal; es decir, cuando la recta de regresión es honzontal 
y cualquier conocimiento de X es inútil para predecir Y. Como > o“, se debe tener 
p- < I y, por lo tanto,-1 < p < 1. Los valores dep ±1 sólo ocurren cuando a- = o. en 
cuyo caso se tiene una relación lineal perfecta entre las dos variables. Así. un valor de p 
igual a +1 implica una relación lineal perfecta con pendiente positiva, en tanto que un 
valor de p igual a -1 resulta de una relación lineal perfecta con pendiente negativa. En­
tonces, se podría decir que los estimadores muéstrales de p con magnitud cercana a la 
unidad implican una buena correlación o asociación lineal entre X y Y, mientra.s que 
valores cercanos a cero indican poca o ninguna correlación.

Para obtener un estimador muestra! de p recordemos que en la sección 11 4 apren­
dimos que la suma de los cuadrados del error es

SCE =5v> -b^Sx^.
Al dividir ambos lados de esta ecuación entre y reemplazar 5^ con se obtiene la
relación „ „„„

2Sa , SCE
Of—— — 1---- r—•

El valor de bfS^/ S„ es igual a cero cuando b^ = O, lo que ocumrá cuando los puntos 
muéstrales no tengan relación lineal. Como S^^SCE. se concluye que b'^S^ /5„ debe

estar entre ü y 1 En consecuencia, b¡ debe vanar entre -I y +1. y los valores
negativos corresponden a rectas con pendientes negativas, mientras que los valores posi­
tivos corresponden a rectas con pendientes positivas Unvalorde-1 o-fl sucederá cuando 
SCE = O, pero éste es el caso en el que todos los puntos muéstrales caen sobre una linca 
recta. Por lo tanto, una relación lineal perfecta se da en los dalos muéstrales cuando 
b\ Es claro que la cantidad />, yjS^ j S„. la cual se designara de aquí en
adelante como r. se puede usar como un estimado del coeficiente de correlación p de la 
población Se acostumbra hacer referencia al estimado r como coeficiente de correlación 
producto-momento de Pearson, o sólo como coeficiente de correlación muestra!

La medida p de la asociación lineal entre dos sanables X y Y se estima ptir medio del 
coeficiente de correlación muestral r. donde

5n
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Hay que tener cuidado en la interpretación de valores de r entre -1 y +1 Por ejem­
plo, valores de r iguales a 0 3 y 0 6 significan sólo que hay dos correlaciones positivas, 
una un poco más fuerte que la otra Seria un error concluir que r = 0 6 indica una rela­
ción lineal dos veces mejor que la del valor r = 0 3 Por otro lado, si escribimos

r~ =

entonces r*. que por lo general se denomina coeficiente mucstral de determinación, re­
presenta la proporción de la vanación de S ^ explicada por la regresión de Y sobre v, a saber, 
la SCR Es decir, r- expresa la proporción de la vanación total de los valores de la vana- 
ble Y que son ocasionados o explicados por una relación lineal con los \alores de la sanable 
alealona X Así, una comilación de 0 6 significa que 0 36. o 36^. de la vanación total de 
los valores de Y en la muestra se explica mediante la relación lineal con los salores de X

Ejemplo 11.10:1 Es importante que los investigadores científicos del área de productos forestales sean 
capaces de estudiar la correlación entre la anatomía y las propiedades mecánicas de los 
árboles. Para el estudio Qiiantiiatne Anatomical Characteristics of Plantation Grmui 
Loblolly Pine (Pinus Taeda L.) and Cottonnood (Populus deltoides Bart Ex Marsh ) 
and Their Relationships to Mechanical Properties, realizado por el Departamento de 
Bosques y Productos Forestales de Virginia Tech, se seleccionaron al azar 29 pinos 
de Arkansas para investigarlos En la tabla 11 9 se presentan los datos resultantes sobre 
la gravedad específica en gramos/cm' y el modulo de ruptura en kilopascales (kPa) 
Calcule e interprete el coeficiente de correlación muestral

Tabla 11 9 Datos de 29 pinos de Arkansas para el ejemplo 1110

Gnu edad específica,
X (g/cm^)

Módulo de ruptura,
y (kPa)

Grosedad específica,
X (g/cm^)

Módulo de ruptura,
y(kPa)

0414 29.186 0581 85.156
0383 29,266 0 557 69..571
0 399 26.215 0 550 84.160
0402 30.162 0 531 73.466
0442 38.867 0 550 78,610
0422 37.831 0 5-56 67.657
0466 44,576 0 521 74.017
0 500 46.097 0 602 87.291
0514 59.698 0 569 86.836
0530 67,705 0 544 82 .540
0569 66,088 0 557 81.699
0 558 78,486 0 530 82.096
0 577 89.869 0 547 75.657

0572 77.369 0 585 80.490

0548 67.095

Solución: A partir de los datos se encuentra que

=0 11273. = 11.807.324.805. = 14.422 27572

Por lo tanto,
_ 34.422 27572 _ _^/(ü I1273K 11.807.124.805)
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Un coeficiente de correlación de 0.9435 indica una buena relación lineal entre Xyy 
Como r* = 0.8902, se puede decir que aproximadamente 89% de la variación de Iq^ 
valores de Y es ocasionada por una relación lineal con X. j

Una prueba de la hipótesis especial p = 0 en comparación con una alternativa apro- 
piada es equivalente a probar /3j = 0 para el modelo de regresión lineal simple y, poj. 
lo tanto, son aplicables los procedimientos de la sección 11.8, donde se usaba la disin- 
bución t con n-2 grados de libertad o la distribución Feon 1 y n -2 grados de libertad 
Sin embargo, si se desea evitar el procedimiento del análisis de vananza y tan sólo 
calcular el coeficiente de correlación muesinil. se podría verificar (véase el ejercicio de 
repaso 11.66 en la página 438) que el valor r

r = —^
s/yj^

también se puede escribir como _____
r\Jn — 2 
y/V^'

que, como antes, es un valor del estadístico Tque tiene una distribución r con /i - 2 gra­
dos de libertad.

Ejemplo 11.11:1 Para los datos del ejemplo 11.10 pruebe la hipótesis de que no existe asociación lineal 
entre las variables.

Solución: 1. H^: p = 0.
2. //,: p 0.
3. a = 0.05.
4. Región crítica: t < —2.052 o / > 2.052.
5. Cálculos: / = = 14.79. P <0 0001.
6. Decisión: Rechazar la hipótesis de que no existe asociación lineal J

A partir de la información muestra! es fácil efectuar una prueba de la hipótesis mJ^ 
general de que p = p^ en comparación con una hipótesis alternativa adecuada Si .\ v ) 
siguen una distribución normal bivanada, la cantidad

es el valor de una variable aleatona que sigue aproximadamente la distnbución nomul 
con media y In j~ y vananza 1 /(n - 3 >. Entonces, el procedimiento de prueba conshie 
en calcular

11

1

3

(1 +r)(l
Vl-Ai/J T (1 -rlíl +pul

y compararlo con los puntos críticos de la distnbución normal estándar

Ejemplo 11.12:1 Para los datos del ejemplo I I.IU pruebe la hipótesis nula de que p = 0 9 en comparación 
con la alternativa de que p > 0.9. Utilice un ni\ el de significancia de 0 05 

Solución: I. p = 0.9.
2. //,;p>09
3. q=005.
4. Región crítica: c > 1.645
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a) Sin asociación ¿,) Relación causal

Figura 11.28: Diagrama de dispersión que muestra correlación de cero.

5. Cálculos:

\/26^^ Ul +Q.9435)(Q.l)' 
2 " [(1-0.9435K1.9). 1.51, P = 0.0655.

6. Decisión: Existe con certeza alguna evidencia de que el coeficiente de correlación no 
excede a 0.9. J

Debe precisarse que en los estudios de correlación, como en los problemas de regre­
sión lineal, los resultados obtenidos sólo son tan buenos como el modelo que se adopte. 
En las técnicas de correlación estudiadas aquí se supone que las variables X y Y tienen 
una densidad normal bivaríada, con el valor medio de Y para cada valor de x relacionado 
en forma lineal con .r. Con frecuencia es útil elaborar una gráfica preliminar de los datos 
experimentales para observar que' tan adecuada es la suposición de lincalidad. Un valor 
del coeficiente de correlación muestra! cercano a cero resultará de datos que muestren un 
efecto estrictamente aleatorio, como los de la figura 11.28u, lo que implica que hay poca 
o ninguna relación causal. Es importante recordar que el coeficiente de correlación entre 
dos variables es una medida de su relación lineal, y que un valor de r = 0 implica/u/ru 
de linealidad y no falta de asociación. Por lo tanto, si existiera una relación cuadrática 
fuerte entre Xy Y, como la que se obser\'a en la figura 11.28/>, aún se podría obtener una 
correlación de cero que indicaría una relación no lineal.

Ejercicios
1U3 Calcule e interprete el coeficiente de córrela- 11.44 Remítase al ejercicio 11 1 de la página 398 > 
don para las siguientes calificaciones de 6 estudiantes suponga que .t y y son variables aleatorias con una dis- 
Sfleccionados al azar: tribución normal bivariada:

a) Calcule r.
Calificación ¿7) Pruebe la hipótesis de que p = O en comparacu>n

_en matemáticas I 10 92 80 74 65 83 alternativa de que p ^ 0 a un nivel de signi-
Calificación en inglésl 74 84 63 87 78 90 ticancia de 0 05



11.45 Remítase al ejercicio 11 13 de la página 400, 
suponga una distnbución normal bisanada para v y \
a) Calcule r
b) Pruebe la hipótesis nula de que p =-0 5, en com­

paración con la alternativa de que p < -0 5, a un 
nivel de significancia de 0 025

c) Determine el porcentaje de la vanación en la can­
tidad de partículas eliminadas que se debe a cam­
bios en la cantidad de lluvia diana

11.46 En el ejercicio 11 43 pruebe la hipótesis de que 
p = 0 en comparación con la alternativa de que p # 0 
Utilice un nivel de significancia de 0 05
11.47 Los dalos siguientes se obtuvieron en un estu­
dio de la relación entre el peso y el tamaño del pecho de 
niños al momento de nacer

Ejercicios de repaso
11.48 Remítase al ejercicio 11 8 de la pagina 399 y 
construya
a) un intervalo de confianza de 95^c para la califica­

ción promedio en el curso de los estudiantes que 
obtuv leron 35 puntos en el examen de colocación,

b) un intervalo de predicción de 95^ para la califica­
ción del curso de un estudiante que obtuvo 35 pun­
tos en el examen de colocación

11.49 El Centro de Consulta Estadística de Virginia 
Tech analizo datos sobre las marmotas normales para el 
Departamento de Vetennana Las variables de ínteres 
fueron el peso corporal en gramos y el peso del corazón 
en gramos Se deseaba desarrollar una ecuación de re

436

gresion lineal con el íin de determinar si había una
relación lineal significativa entre el peso del corazón v
el peso total del cuerpo

Peso corporal (gramos) Peso del corazón (gramosi
405Ü 112
2465 124
3120 10 5
5700 132
2595 98
3640 lio
2050 10 8
4235 104
2935 122
4975 112
3690 10 8
2800 14 2
2775 122
2170 10 0
2370 12 3
2055 125
2025 11 S
2645 16 0
2675 138

Capítulo 11 Regresión lineal simple y correlación 

Peso (kg) Tamaño del pecho (cml
2 75 29.5
2 15 26 3
441 32 2
5 52 36 5
321 27 2
4 32 27 7
231 28 3
4 30 30 3
371 28 7

a) Calcule r
b) Pruebe la hipótesis nula de que p = 0 en compara 

ción con la alternativa de que p > 0 a un nivel dg 
significancia de 0 01

c) t,Que porcentaje de la vanauon del tamaño del pecho 
de los niños es explicado por la diferencia de peso^

Utilice el peso del corazón como la variable indepen 
diente, el peso del cuerpo como la dependiente y haca 
un ajuste de regresión lineal simple con los siguien¿<; 
datos Ademas pruebe la hipótesis de queí3|=0en 
comparación con W, (3^^ 0 Saque conclusiones
11 jO A continuación se presentan las cantidades de 
solidos eliminados de cierto matcnal cuando se expone 
a periodos de secado de diferentes duraciones

X (horas) } (gramos)
44 13 1 142
4 5 9 0 115
48 104 11 5
5 5 138 148
5 7 127 !5 1
5 9 9 9 127
6 3 13 8 16 5
6 9 164 157
75 17 6 16 9
78 18 3 172

íi) Estime la recta de regresión lineal 
h\ Pruebe si es adecuado el modelo lineal a un nivel 

de sigmlicancia de I) 05
lUI Remítase al eicrcicio 11 ‘í de la pagina W v 
construya
a) un intervalo de conlian/a de‘>5'< para las venus 

semanales promedii> cuando se gastan S45 en pu­
blicidad

h) un intervalo de prediction de 95<i paraiasvenU' 
semanales cuando se gastan MS en publitidad

11.52 Se diseño un expennicnio para el Departamen 
to de Ineenicna de Malcríales de \ irgmia Tech con el 
lin de cstudur las propiedades de detenoro del niimgc 
no con base en las mcdiuioncs de la presión de hidrugct»-'
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¿Icctrolíuco Se uülizó una solución al 0 1 NaOH y 
¿I maicnal era cierto tipo de acero inoxidable La den­
sidad de comente de carga catódica fue controlada y 
sanada en cuatro niveles Se observó la presión de hi- 
jiogeno efectiva como la respuesta A continuación se 
pni-ienian los datos

Densidad de Presión de

Elisa) 0
corriente de 

carga, x (mA/cm^
hidrógeno 

efectiva,)» (atm)
—r Ü5 86 1

2 05 92 1
3 05 647
4 05 74 7
5 1 5 223 6
6 1 5 2011
7 1 5 1319
8 25 4135
9 25 231 5

10 25 466 7
11 25 365 3
12 3 5 493 7
13 35 3813
14 3 5 447 2
15 35 563 8

a) Efectúe un análisis de regresión lineal simple de \ 
con X

ii) Calcule la suma de cuadrados del error puro y 
haga una prueba para la falta de ajuste

c) (,La información del inciso h indica la necesidad 
de un modelo en \ mas alia de una regresión de 
pnmer orden*’ Explique su respuesta

Ui3 Los datos siguientes representan la talificauon 
en química de una muestra aleaiona de 12 estudiantes 
de nue\o ingreso a ciena unnersidad. así como sus ca­
lificaciones en una prueba de inteligencia aplicada 
mientras estudiaban el ultimo año de preparatoria 

Calíñcación CaUíicaciún en 
Estudiante en la prueba, x química, >

1 65 85
2 50 74
3 55 76
4 65 90
5 55 8^
6 70 87
7 65 94
8 70 98
9 55 81

10 70 91
11 50 76
12 55 74

ü) Calcule e inlcrprete el coelictente de correlación ti) 
de la muestra
Establezca las suposiciones necesarias acerca de t) 
las sanables alcatonas

c) Pruebe la hipótesis de que p = 0 5 en comparación 
con la alternativa de que p > 0 5 Use un valor P 
para las conclusiones

11.54 La sección de negocios del Washmgion Times 
de marzo de 1997 listaba 21 diferentes computadoras e 
impresoras usadas, así como sus precios de lista Tam- 
bie'n se listaba la oferta promedio En la figura II 29 de 
la pagina 439 se presenta una parte de los resultados 
impresos por computadora del análisis de regresión 
usando el programa 545
a) Explique la diferencia entre el intcrsalo de con­

fianza sobre la media y el intervalo de predicción 
h) Explique por que los errores estándar de la predic­

ción varían de una obscrsacion a otra 
c) (,Cual Observación tiene el menor error estándar de 

la predicción'’ Explique su respuesta
11.55 Considere los datos de los vehículos de Coii^u 
mer Reports que se inelujen en la figura 11 30 de la 
pagina 440 El peso se indica en toneladas, el rendi­
miento en millas por galón y también se induje el co­
ciente de manejo Se ajusto un modelo de regresión que 
relaciona el peso r ton el rendimiento \ En la figura 
l! 30 de la pagina440 se observa una salida parcial del 
515 con los resultados de dicho análisis dt regresión, y 
en la hgura 11 31 de la pagina 441 se incluye una grá­
fica de los residuales j el poso de cada vehículo
a) A partir del análisis \ la gralica de los residuales 

t,se podna concluir que cabria la posibilidad de 
encontrar un modelo mejorado si se usara una 
transformation’ Explique su respuesta 

/>) Ajuste el modelo reemplazando el peso con el lo 
garitmo del peso Comente los resultados 

t) Ajuste un modelo reemplazando mpg con los gahv 
nes porcada l(X) millas recorridas como se reporta 
ton frecuencia el rcndimienlo del combustible en 
otros países , Cual de los tres modelos es prefen 
ble ’ Explique su respuesta

11.56 A conlinuacion se presentan las observaciones 
registradas del producto de una reacción química toma 
das a temperaluras diferentes

X ( Cl > (^r) X l Cl V (G-)
130 73 4 130 77 7
|3l) 81 2 200 84 4
2(K) S3 3 2(K) 83 7
250 89 0 230 89 4
230 90 3 ■MK) 94 8
3(X) 96 7 3(H) 9s 3

Grafiquc los datos
, La grabe a indica que la relación es lineal ’
H ica un análisis de regresión lineal simple v prue 
be la falla de ajuste
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í/) Saque conclusiones con base en el resultado del 
inciso c.

11^7 La prueba de acondicionamiento físico es un as­
pecto importante del entrenamiento atliítico. Una medi­
da común para determinar la aptitud cardiovascular es el 
\ olumen máximo de oxígeno que se inhala al realizar un 
ejercicio extenuante. Se realizó un estudio con 24 hom­
bres de mediana edad para analizar cómo el tiempo que 
Ies tomaba correr una distancia de dos millas iníluía en 
el oxígeno que consumían, el cual se midió con mótodos 
estándar de laboratorio mientras los sujetos se ejercita­
ban en una banda sin fin. El trabajo fue publicado en el 
artículo “Maximal Oxygen Intake Prediction in Young 
and Middle Aged Males", Journal of Sports Medicine 9, 
1969. 17-22. A continuación se presentan los dalos.

Sujeto
y. Volumen 
máximo de 0^

X, Tiempo 
en segundos

I 42.33 918
2 53.10 805
3 42.08 892
4 50.06 962
5 42.45 968
6 42.46 907
7 47.82 770
8 49 92 743
9 36.23 1045

10 49.66 810
II 41 49 927
12 46 17 813
13 46.18 858
14 43.21 860
15 51.81 760
16 53.28 747
17 53.29 743
18 47 18 803
19 56.91 683
20 47 SO 844
21 48.65 755
"*2 53.67 700
23 60 62 748
24 56.73 775

Estime los parámetros en un 
lineal .simple

modelo de regresión

h) ,,EI tiempo que toma correr dos millas mlluxe de 
forma signilicativa en la cantidad má.\ima de oxí­
geno consumido? Utilice = 0 en compara­
ción con /3, ^ 0.

t) Gralique ios residuales en una gráfica en compara­
ción con X y haga coméntanos sobre que tan apRi- 
piado es el modelo lineal simple

11.58 Suponga que cierto científico postula el modelo
JI = Uii + UIA1 +' I. I = 1.2, .. fi.

V es un \ alor conocido no necesanamente igual a cero

fl) ¿Cuál es el estimador apropiado de mínimos cua 
drados de /3,7 Justifique su respuesta.

b) ¿Cuál es la varianza del estimador de la pendiente?
11.59 Para el modelo de regresión lineal simple de 
muestre que E{^) = (T-.
11.60 Suponga que las son independientes y qyg ^ 
disinbuyen normalmente con medias de cero y vanaiua 
común (T-, y demuestre que el estimador de mínj. 
mos cuadrados de en = /3„ 4- ^,.v. se disinbuje 
de manera norma! con media /3„ y vananza

OSo =
/I -X)'

11.61 Para un modelo de regresión lineal simple 
}', =/3o +/3i.tj + fi. i =1,2... ,/i.

donde la.s e son independientes y se distribuyen nor­
malmente con medias de cero y varianzas iguales a- 
demuestre que ^

fl. =^r--------------
¿Í.T, -.V)- 

1-1
\ tienen coxananza de cero

11.62 Demuestre, en el caso de un ajuste de mínimos 
cuadrados al modelo de regresión lineal simple

Y, = l3(\ + l3\x, + (,. I = 1.2.. .,n.

que ^(t, - %,) = 33 t’i =
j•I 1-1

11.63 Considere la situación del ejercicio de repaso 
11 62 pero suponga que n = 2. es decir, que sólo dispo­
nemos de dos puntos de dalos Argumente que la recta 
de regresión de mínimos cuadrados tendrá como rcsulta- 
do (\, - V|i = u. -\4= (I. También demuestre que pan 
este caso/?- = 1 (1.

11.64 En el ejercicio de repaso II h2 se pidió al estu­
diante que demostrara que i = 0 para un

1
modelo de regresión lineal simple estándar j Se cumple 
también para un imxlelo con intersección en el ongen'' 
Demuestre su respuesta. \a s¿a afirmativa o nccativi
11.65 Suponga que un expenmentador plantea un 
modelo como

) = ,ii + .Jj V' -1- , 1=1.2, ,n.
cuando en realidad una variable adicional, digamos i. 
imtibien coninhuve linealmenie a la respuesta. Enton­
ces. el verdadero modelo es dado por

“ sí -t- .3 VI -I-13: i. 4- í,. i = 1.2, .n
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Calcule el valor esperado del estimador 

B\ = —------------- ..

í = i

11.66 Demuestre los pasos necesarios para convertir 
]j ecuación r~—a la forma equivalente

11,67 Considere el siguiente grupo ficticio de datos, 
donde la línea que los atraviesa representa la recta de 
regresión lineal simple ajustada. Grafique los residuales.

11.68 Proyecto: Este proyecto se puede realizar en 
grupos o de manera individual. Cada grupo o persona 
debe encontrar un grupo de datos, preferiblemente de 
su campo de estudios, aunque lambido pueden ser de otro 
campo. Los dalos se deben ajustar ai esquema de regre­
sión. con una variable de regresión x y una variable de 
respuesta y. Determine con cuidado cuál variable es.ty 
cuál es y. Tal vez necesite consultar una revista cientí­
fica de su campo si no cuenta con otros datos experi­
mentales.
a) Grafique y contra .T. Comente sobre la relación que 

se observ'a en la gráfica.
b) Diseñe un modelo de regresión adecuado a partir 

de los dalos. Utilice una regresión lineal simple o 
ajuste un modelo polinomial a los dalos. Comente 
acerca de medidas de calidad.

c) Grafique los residuales como se indica en el te.xio. 
Verifique posibles violaciones de los supuestos. 
Muestre de forma gráfica una representación de 
los intervalos de confianza de una respuesta media 
graficada en comparación con .t. Haga comenta­
rios al respecto-

R-Square CoeffVar RootMSE PnceHean
0.967472 7.923336 70.83B41 894.0476

Standard
Farareter Estímate Error t Value Pr > lt|
Intercept 59.93749137 38.34195754 1.56 0.1345
Buyer 1.04731316 0-04405635 23.77 <.0001

PredictStd Err Lower 95% Upper 95% Lower 95% Upper 95% 
product Buyer Price Value Predict Mean Kean Predict Predict
IE.H PS/1 486/66420MB 325 375 400.3125.6906 346.12 454.50 242.46 558.17
IBMThinkPadSOO 450 625 531,2321.7232 485.76 576.70 376.15 686.31
IS:-lThink-Dad755CX 1700 10501840.3742.7041 1750.99 1929.75 1667-25. 2013.49
AST PentiumPO 54 0MB 800 875 097.7915.4590 665.43 930.14 746.03 1049.54
DellPentium75 1GB 650 700 740.6916.7503 705.63 775.75 50S.34 993.C5
Gateway4B6/75 320MB 700 750 793.0616.0314 759.50 826.61 641.04 945.07
Clone566/1331GB 500 600 583.5920.2363 541.24 625.95 429.40 73-’.79
Cot5)aqContura4/25 120MB 450 600 531.2321.7232 485.76 576.70 376.15 686.31
CocpaqDeskproP90 1.2GB 800 850 997.7915.4590 865.43 930.14 746.03 1049.54
HicronP75 810MB 800 675 897.7915.4590 065.43 930.14 746.03 1049.54
KicronPlOO 1.2GB 900 9751002.5216.1176 968.79 1036.25 850.46 1154.5S
Hac Quadra840AV500M3 450 575 531.2321.7232 485.76 576.70 376.lb 696.31
Xac Perfortr.er6116 700S3 700 775 793.0616.0314 759 50 826.61 641.04 945.07
FowerBook540c 320MB 1400 15001526.1830.7579 1461 .80 1590.55 1364-54 1687.02
FowerBook5300 S00^3 1350 15751473.6120,8747 1413.37 1534.25 1313.70 1633.92
PowerMac 7500/1001GB 1150 13251264.3521.9454 1213.42 1310.28 1109.13 1419.57
I.'ECVer6a486 340I4B 800 900 897.7915,4590 065.43 930.14 746.03 1049.54
Toshibal960CS320S3 700 825 793.0616.0314 755.50 826.61 641.04 945 07
Toahiba40OOVCT5OOMB 1000 11501107.2517.6715 1069.35 1144 -66 954 .34 1260.16
HP Laser jet III 350 475 426.5025.0157 374.14 479.86 269 26 583 ."4
AppleLaserWriterPro 63 750 800 845 4215.5930 912.79 873.06 693.61 997.24

Higura 11.29: Salida por computadora de los resultados del 5.45 que presenta el análisis parcial de datos 
del ejercicio de repaso 11.54.
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Obs Model WT MPG I3R_RATIO
1 BuickEstateWagon 4.360 16.9 2.73
2 Ford CountrySquireWagon 4.054 15.5 2.26
3 ChevyMa libu Wagon 3.605 19.2 2.56
4 ChryslerLeBaronWagon 3.940 18.5 2.45
5 Chevette 2.155 30.0 3.70
6 Toyota Corona 2.560 27.5 3.05
7 DatsunSlo 2.300 27.2 3.54
e Dodge Omni 2.230 30.9 3.37
9 Audi 5000 2.830 20.3 3.90

10 Volvo 240 CIi 3.140 17.0 3.50
11 Saab99 GLE 2.795 21.6 3.77
12 Feugeot694 SL 3.410 16.2 3.58
13 Buick Century Special 3.380 20.6 2.73
14 HercuryZephyr 3.070 20.8 3.08
15 Dodge Aspen 3.620 18.6 2.71
16 AMC ConcordD/L 3.410 18.1 2.73
17 ChevyCapriceClasaic 3.840 17.0 2.41
18 Ford LTP 3.725 17.6 2.26
19 MercuryGrand Marquis 3.955 16.5 2.26
20 Dodge St Regis 3.830 18.2 2.45
21 Ford Mustang4 2.585 26.5 3.08
22 Ford HuBtangGhia 2.910 21.9 3.08
23 HacdaGLC 1.975 34.1 3.73
24 Dodge Colt 1.915 35.1 2.97
25 AMC Spirit 2.670 27.4 3.08
26 VW Scirocco 1.990 31.5 3.78
27 Honda AccordLX 2.135 29.5 3.05
2B BuickSkylark 2.570 28.4 2.53
29 ChevyCitation 2.595 28.8 2.69
30 Olds Omega 2.700 26.8 2.84
31 PontiacPhoenix 2.556 33.5 2.69
32 PlyinouthHorizon 2.200 34 .2 3.37
33 Datsun210 2.020 31.8 3.70
34 Fiat Strada 2.130 37.3 3.10
35 VW Dasher 2.190 30.5 3.70
36 DatsunBlO 2.815 22.0 3.70
37 BMW 320i 2.600 21.5 3.64
38 VW Rabbit 1.925 31.9 3.78
R-Square CoeffVar Root MSE MP3 Mean
0. 817244 11.46010 2.837580 24.76053

Standard
Parameter Estimate Error t Value Pr > lt|
Intercept 46.67928080 1.94053995 25.09 <.0001
WT -8.36243141 0.6S90839B -12.69 <.0001

Figura 11.30: Salida de computadora de los resultados del SAS que muestra el análisis parcial de los dalo> 
del ejercicio de repaso 11.55.
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Figura 11.31: Salida de computadora de los resultados del SAS que muestra la gráfica de residuales 
del ejercicio de repaso 11.55.



11.13 Posibles riesgos y errores conceptuales;
relación con el material de otros capítulos
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Cada vez que se considere utilizar la regresión lineal simple no sólo es recomendable 
elaborar una gráfica de los dalos, sino esencial. Siempre es edificante elaborar una gráfica 
de los residuales ordinarios y otra de la probabilidad normal de los mismos. Además, en 
el capítulo 12 se presentará e ilustrará un tipo adicional de residud en forma estandaii2a. 
da. Todas esas gráficas están diseñadas para detectar la transgresión de las suposiciones

El uso de los estadísticos t para las pruebas sobre los coeficientes de regresión ei 
razonablemente robusto para la suposición de normalidad. La suposición de varianza 
homogénea es crucial y las gráficas de los residuales están diseñadas para detectar una 
violación.

El material de este capítulo se utiliza ampliamente en los capítulos 12 a 15. Toda la 
información acerca del método de los mínimos cuadrados para la elaboración de mode­
los de regresión se utilizará en el capítulo 12. La diferencia es que en ese capítulo se 
abordan las condiciones científicas en las que hay más de una sola variable x, es decir, 
más de una variable de regresión. Sin embargo, también utilizaremos el material de este 
capítulo en el que se exponen los diagnósticos de regresión, los tipos de gráficas residua­
les, las medidas de la calidad del modelo, etcétera. El estudiante notará que en el capítu. 
lo 12 habrá más complicaciones, lo cual se debe a que los problemas de los modelos d¿ 
regresión múltiple suelen incluir el fundamento de las cuestiones respecto a cómo las 
diversas variable.s de regresión entran en el modelo, e incluso el tema de cuáles variables 
deben permanecer en el modelo. De hecho, el capítulo 15 incluye el uso constante de los 
modelos de regresión, pero en el resumen al final del capítulo 12 presentaremos uru 
vista preliminar de la conexión.



Capítulo 12

Regresión lineal múltiple y ciertos 
modelos de regresión no lineal
12,1 Introducción

En la mayoría de los problemas de investigación en los que se aplica e! análisis de re­
gresión se necesita más de una vanable independiente para el modelo de regresión La 
complejidad de la mayoría de mecanismos científicos es tal que, con el fin de predecir 
una respuesta importante, se requiere un modelo de regresión múltiple Cuando un 
modelo es lineal en los coeficientes se denomina modelo de regresión lineal múltiple 
Parad casodeA vanables independientes, el modelo que da r,. r„ . r^, la media de 
Xy ATj es el modelo de regresión lineal multiple

úi pL j’ n =0n + 0i'^\+ +/3iít.

y la respuesta estimada se obtiene a partir de la ecuación de regresión muestral

V =¿o + /^i M +

donde cada coeficiente de regresión /3, se estima por medio de />,. a partir de los datos 
muéstrales, usando el método de los mínimos cuadrados Como ocurre en el caso de 
una sola vanable independiente, a menudo el modelo de regresión lineal multiple es una 
representación adecuada de una estructura mas complicada dentro de ciertos rangos de 
las vanables independientes

También se pueden aplicar técnicas similares de mínimos cuadrados para estimar 
los coeficientes cuando el modelo lineal induje, por ejemplo, potencias > prixludos de 
las vanables independientes Un ejemplo de esto se preseniana cuando A = 1 tn cuvo 
caso el expenmentador podna pensar que las medias g,, no caen sobre una linea retía 
sino que se desenben de manera mas adecuada medíanle el modelo de regresión poli- 
nomial

/2j,, =/?o + /Í|t

y la respuesta esümada se obtiene de la ecuación de regresión polinomiat

\ = /?(, + h\ \ + hz^‘ + + hr

44t
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En ocasiones se genera confusión al decir que un modelo polinomial es un me>. 
délo lineal. Sin embargo, los estadísticos normalmente se refieren a un modelo |,nea| 
como aquel en el que los parámetros ocurren en forma Icneal. indcpcndientememc de có, 
mo las variables independientes entran en el modelo. Un ejemplo de modelo no lineal es
la relación exponencial _

f^Y\x -oP •

que se estima mediante la ecuación de regresión
y = í//;*.

En ciencia.s e ingeniería hay muchos fenómenos cuya naturaleza no es inhcrcnic. 
mente lineal y, cuando se conoce su verdadera estructura, no hay duda de que habría 
que intentar ajustar el modelo real. Existe mucha literatura acerca de la estimación de 
modelos no lineales por medio de mínimos cuadrados. Los modelos no lineales que 
analizan en este capítulo se relacionan con condiciones no ideales, en las cuales el ana- 
lista está seguro de que la respuesta y, por lo tanto, el error de respuesta del modelo no 
se distribuyen normalmente sino que. más bien, tienen una distribución binomial o 
Poisson. Estas situaciones ocurren a menudo en la práctica.

El estudiante que busque profundizar en la explicación de la regresión no hneal 
debe consultar la obra de Myers CIüssicüI mui Modem Rcitreision with x\pplicnn„i,^ 
(1990; ve'ase la bibliografía).

12.2 Estimación de los coeficientes
En esta sección se calculan los estimadores de mínimos cuadrados de los parániciros 3. 
0....../3j mediante el ajuste del modelo de regresión lineal mültiple

Mi Uia:. a. =*1------- h/ii.rj.

a los puntos de los dalos
|í.ri,.A2......... Ai„y,): i= 1.2........nyn>k).

donde v es la respuesta observada a los valores V|. v.. .. .v^ de las k v.inahks inJ.-
pendientes .i|. .v .... v^. Se supone que cada observación (v_ . ,i....... . v ) s.uist.ii.e la
siguiente ecuación:

Modelo de V, =/'i,+/j| ti, H------- !-í3.,.ví, +«,
regresión lineal o bien.

múltiple .'i = .'*1 + í'j =/’o +/>i-vI, +/>:V;, + • - • +Vi,
donde y e son el error aleatorio v el residual, respeclivamcnie. asociados con la rc' 
puesta y y con el valor ajustado v.

Conloen el caso de la regresión lineal simple, se supone que los r son mdcpenJieniL-s) 
csi.in disiribuidos en forma idenlica con media cer«> v varun/a coimin n

Si usamos el eoncepio de mínimos cuadrados p.ira obtener los csiiniados 
I\. mmmii/amos la expresión

I n
■'ik'h = ^‘7 - v, - /),, - />, t], — \ i, )•

< i r 1

Si. a su vez. dileroncianios la .Vf L respecto a />. }>... /> e icu.il.iiiios el resultado • 
generarnos el eonjiinto de A + I ecuaciones iiorniules para la regresiiín lineal imiltij>l‘
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Ecuaciones
normales de 

(.•Kiimación para 
larejireMÓn 

lineal imiltiplc

n
nho + bj y^.vi,

(=i
•• tí

(=1 (=1

+ ¿2¿.X2, +...+b,f2xu =¿V,

<=' 1=1 í=l
'* ' n n

+ b2^xt,X2i + +k'^xi,xu =J].rt,y,
í=i 1=1 i=i

^ ^ " n n
bü^Xk, +bi^Xk,Xu+b2'^xi,,X2, + ■■■ +bí'^xj, =^ví,Ví 

'=' 1=1 1=1 1=1
Estas ecuaciones se pueden resolver para b^, b^, 6, utilizando cualquier método
apropiado que permita resolver sistemas de ecuaciones lineales. Casi todos los progra­
mas estadísticos de cómputo se pueden utilizar para obtener soluciones numéncas de las 
ecuaciones anteriores.

njempl» 12.1:1 Se sometió aprueba un grupo de camiones ligeros con motores que utilizan diesel como 
combustible para saber si la humedad, la temperatura del aire y la presión barométrica 
influyen en la cantidad de óxido nitroso que emiten (en ppm) Las emisiones se midieron 
en distintos momentos y en diversas condiciones experimentales. Los datos se presen­
tan en la tabla 12.1. El modelo es

Mr |i| j: jrj = Po +

o. en forma equivalente,
y, = /3o + PiXi, +02X2, +03X2, -H f|, i = 1. 2, .. 20

Ajuste este modelo de regresión lineal múltiple a los datos con los que cuenta y luego 
estime la cantidad de óxido nitroso que emiten los camiones en las siguientes condicio­
nes: 50(^ de humedad, temperatura de 16°F y una presión barométnca de 29.30

Tabla 12 1: Datos para el ejemplo 12 1

Óxido
DÍtroso,y

Humedad,
J^i

Temp.,
X2

Presión,
-^3

Óxido
nitroso,y

Humedad,
x\

Temp.,
X:

Presión,
Xx

090 72.4 76.3 29.18 1 07 23 2 76 8 29 38
091 41.6 70.3 29.35 0 94 47 4 86 6 29 35
096 34.3 11.\ 29 24 1.10 31 5 76 9 29 63
089 35.1 68.0 29 27 1 10 10 6 86 3 29 56
100 10.7 79.0 29.78 1 10 11 2 86 0 29 48
1 10 12.9 67.4 29.39 091 73 3 76 3 29 40
1 15 8.3 66.8 29.69 0 87 75 4 77 9 29 28
103 20.1 76.9 29 48 0 78 96 6 78 7 29 29
0 77 72.2 77 7 29 09 0.82 107 4 86 8 29 03
107 24.0 67 7 29.60 0 95 54 9 70 9 29 37

Fuerte GiarlcsT Horc. "Lighl-Duiy Diesel Emissuin Corrc^ium hacion. for Ambiciil ConUiiion-. . l P\(»(XV2-77 lili
U S Emirnnmenial Prolctiion Agenty

Solución: La solución del conjunto de las ecuaciones de c'-timacion produce los estimadores únicos 

/>„ =-3.507778./!, =-0 002625./;: =0000799./; =0154155
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Por lo tanto, la ecuación de regresión es

y = -3.507778 - 0.002625ji + 0.000799x2 + 0.154155x3.

Para 50íí de humedad, una temperatura de 76‘F y una presión barométrica de 29.30, ^ 
cantidad estimada de óxido nitroso emitido es

V =-3.507778 - 0.002625(50.0) + 0.000799(76.0) + 0.1541553(29.30)

= 0.9384 ppm. j

Regresión polinomial
Ahora suponga que se desea ajustar la ecuación polinomial 

/ir [i =Po +0ix -ríhx~ +----- i-

a los n pares de observaciones ((.t,>•);; = 1. 2....,«}. Cada observación,y. satisfácela 
ecuación

y, s:i5b+.i3ix, +)32x;h------- ^/3rx' + f,

y¡ = S'i + e, = b(j 4- b\.x, + bzx; H------- i- b,x' e..

donde r es el grado de! polinomio y € y e, son. de nue\ o. el error aleatorio y e! residual 
asociados con la respuesiay y con el valor ajustado .v. respectivamente. .Aquí el número 
de pares, n. debe ser al menos r — I. que es el número de parámetros por estimar

Observe que e! modelo polinomial se puede considerar un caso especial del modelo
de regresión lineal múltiple más general, donde establecemos x. = x, x. = .r.....x^ = .r"
Las ecuaciones normales adoptan la misma forma que Ijs que aparecen en la página 445 
Luego se resuelven para b . b.. b.___ ¿.

Ejemplo I2J: Dados los dato>

x01234 5 6"8 9
y 9.1 '3 3.2 4.6 4.8 2 9 5,7 7 ) ,s.3 10.2

ajuste Lua cur.a de regresión de b forma u,. = J — ,3_r cl.r. luego. e>tjmc ü. 
Solución'. .A parúr da los dalos se encuentra que

m. - 45b-,-r 2S5fr;=6?7.
~5t :S5ft, -r 2025/7; = ?n:.3. 

- 2025 ^ - I5.33.'í-: = 2153 3

.Al resolver La> ecuaciones nórmale' 'C obtiene

Por lo tanto.

b,j = ^.69y />-=-2.34j. b;=0.25>

V = S69S -2..>4!x -0 2SSr.
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Cuando a: = 2 el estimado de /i, |^ es

y = 8 698 - (2.341X2) + (0.288)(2“) = 5 168. J

Ejemplo 123:1 Los datos de la tabla 12 2 representan el porcentaje de impurezas que resultaron de di­

versas temperaturas y del tiempo de esterilización durante una reacción asociada con la 
fabricación de cierta bebida. Esüme los coeficientes de regresión en el modelo polmo- 
imal

yi -00 +P\Xu +02^21 +0l\Xu +022^, +/3|2tl,.t2( + Cí,

para i — 1, 2,.. ,18.

______ Tabla 12 2: Datos para el ejemplo 12.3

Tiempo de Temperatura, X] ("O
esterilización, xz (min) 75 100 125

15 14 05 10 55 7.55
14 93 9 48 6 59

20 16 56 13 63 9 23
15 85 11 75 8 78

25 22.41 18.55 15.93
21 66 17 98 1644

Solución: Si usamos las ecuaciones normales, obtenemos

bo = 56 4411. bi = -0.36190, bz = -2 75299.
¿711=000081, ¿722 = 008173. ¿7,2 =000314.

y nuestra ecuación de regresión estimada es

y =56 4411 -0 3619ari - 2 75299t2 -f-0 00081 tj -I-0 08173r; + 0 00314ti t: j

Muchos de los principios y procedimientos asociados con la estimación de funcio­
nes de regresión polinomiales caen en la categoría de metodología de respuesta super­
ficial, que es un conjunto de técnicas que los científicos e ingenieros de muchos campos 
han utilizado con bastante éxito. Las r; se denominan términos cuadrátícos puros > la.s 
1(i ^ j) se conocen como términos de interacción Dichas técnicas a menudo se apli­
can a problemas tales como seleccionar un diseño experimental adecuado, en particular 
en casos en los que un número muy grande de sanables entra en el modelo, y elegir con­
diciones óptimas de operación para r,, r„ , x^ Para profundizar en este tema se reco­
mienda al lector consultar la obra de Myers. Montgomery v Anderson-Cook. Response 
Surface Melhodologx Process and Product Optimizatum i/vim? Di stt^rud Experumnts 
(2009, xéase la bibliografía)

12.3 Modelo de regresión lineal en el que se utilizan matrices
Al ajustar un modelo de regresión lineal mulupb’, en particular cuando contiene mas 
de dos variables, tener conocimientos sobre la teona de matnccs facilita considerable­
mente c! manejo de las matemáticas Suponga que el expenmentador tiene k sanables
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Modelo lineal 
general

independientes .r,, .t,,..., x^ y n observaciones y,, y,.....y„, cada una de las cuales se puc^jg
expresar con la ecuación

y, =pQ+P\X\, +02X2t H---------^PkXh +€,.

Este modelo representa en esencia a n ecuaciones que describen cómo se generan los 
valores de la respuesta durante el proceso científico. Si usamos la notación de matrices 
podemos escribir la ecuación siguiente

y = Xj3 + €,
donde

yi 1 -til .t2l •• Xt\ \Po C|

y =
.V2

. X =
1 -V|2 .T22 • •• .ÍX2

. P =
Pl

. e =

1 .Tin X2n • -VAn Pk

Despue's. el método de mínimos cuadrados para la estimación de P, que se estudió 
en la sección 12.2, implica calcular b. pora lo cual

SCE = (y - Xb )'(y - Xb)

se minimiza. Este proceso de minimización implica resolver para b en la ecuación

—(5C£) = 0. 
oh

Aquí no presentaremos los detalles respecto a cómo se resuelven las ecuaciones ameno- 
res. El resultado se reduce a la solución de b en

(X'X)b =X'y.

Observe la naturaleza de la mainz X. Además del elemento inicial, el i-ésimo renglón 
representa los valores de x que dan lugar a la respuesta v. Si escnbimos

A =X'X

x\, L-^2.

En.
.=1 1=1 1=1

.=1 1=1 í=i

g=X'y

.•.'D ='Ey,
1=1

i’l = E
1=1

E

(=1

«A - E -^í,y, 
.=1

nos permite escribir las ecuaciones normales en la forma de nutrí/
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Si la matriz A es no singular, la solución para los coeñcienies de regresión se escribe 
como

b =A-'g =(X'xr'x'y.

De esta manera, obtenemos la ecuación de predicción o regresión resolviendo un con­
junto de fc -h 1 ecuaciones con un número igual de incógnitas. Esto implica el invertir 
la matriz X'X de orden k + 1 por ¿ + I. En la mayoría de libros que tratan sobre de­
terminantes y matrices elementales se explican las técnicas para invertir matrices. Por 
supuesto, existen muchos paquetes de cómputo veloces para resolver problemas de re­
gresión múltiple, los cuales no sólo proporcionan estimados de los coeficientes de regre­
sión. sino que también ofrecen otra clase de información relevante para hacer inferencias 
acerca de la ecuación de regresión.

Ejemplo 12.4:1 Se midió el porcentaje de supervivencia de los espermatozoides de cierto tipo de semen 
animal, después de almacenarlo con distintas combinaciones de concentraciones de tres 
materiales que se emplean para incrementar la supervivencia. En la tabla 12.3 se presen­
tan los datos. Obtenga el modelo de regresión lineal múltiple para los datos.

Tabla 12.3: Datos para el ejemplo 12.4

y (% de supervivencia) Xi (peso %) X2 (peso ^c) X3 (peso ^c)
25.5 1.74 5.30 10.80
31.2 6.32 5.42 9.40
25.9 6.22 8.41 7.20
38.4 10.52 4.63 8.50
18.4 1.19 11.60 9.40
26.7 1.22 5.85 9.90
26.4 4.10 6.62 8.00
25.9 6.32 8.72 9 10
32.0 4.08 4.42 8.70
25.2 4.15 7.60 9.20
39.7 10.15 4.83 9 40
35.7 1.72 3.12 7.60
26.5 1.70 5.30 8.20

Solución: Las ecuaciones de estimación por mínimos cuadrados. (X'X)b = X'y. son

13.0 59.43 81.82 115.40 ho 377.5
59.43 394.7255 360.6621 522.0780 1877.567
81.82 360.6621 576.7264 728.3100 2246 661

115.40 522.0780 728.3100 1035.9600 ó} 3337.780 ,

A partir de una salida de computadora se obtienen los elementos de la matn/

(X'X)-' =

8.0648 -0.0826 -0.0942 -0.7905
-0.0826 0.0085 0(H)I7 0.0037
-0.0942 0.0017 0 0166 -0.(M)2I
-0.7905 0.(K)37 -0.(K)21 Ü.0S86

inversa

y. luego, utilizando la relación b = (X'X)-'X'y. se obtienen los siguientes avctieientes 
de regresión estimados
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bo = 39.1574, bi = 1.0161. 62 = -1-8616, bi = -0.3433.

Entonces, la ecuación de regresión estimada es
y = 39.1574+ l.Olól.ti - 1.8616.t2 -0.3433.V3.

Ejercicios
12.1 Se llevó a cabo un conjunto de ensayos experi­
mentales con un homo para determinar una forma de 
predecir el tiempo de cocción, y, a diferentes niveles 
de ancho del homo, r, y a diferentes temperaturas, .t,. 
Se registraron los siguientes datos;

Calificación Calificación en Clases 
Estudiante en química, y el examen, xi pcrdirfnt

Estime la ecuación de regresión lineal múltiple 
|i I-» 2 = (3o + P¡.X] +P2X2

85
74
76
90

65
50
55
65

y X| X2 5 85 55 6
6.40 1.32 1.15 6 87 70 3

15.05 2.69 3.40 7 94 65 2
18.75 3.56 4 10 8 98 70 5
30 25 441 8.75 9 81 55 4
44 85 5.35 14.82 10 91 70 3
48.94 6.20 15.15 II 76 50 I
51.55 7 12 15 32 12 74 55 4
61.50

10044
tí.8 /
9.80

1 tí. 1 tí
35 19 o) Ajuste una ecuación de regresión lineal multiple

11142 10 65 40 40 de la forma y_ = ¿(, + bj v, + 
b) Estime la calificación de química para un estu-

diante que en la prueba de inteligencia obtuvo 60 
de calificación y perdió 4 cla.ses.

12.2 En Applied Spectroscopy se estudiaron las pro­
piedades de reflectancia infrarroja de un líquido vis­
coso que se utiliza como lubncantc en la industria 
cieclrómca. El expenmento que se diseñó consistió en 
medir el efecto de frecuencia de banda, r, y el espesor 
de película, r, sobre la densidad óptica, y, usando un 
especü-ómeü-o infrarrojo Perkin-Elmer Modelo 621 
{Fuente. Pacansky. J.. England, C D y Wailman, R , 
1986).

y X 1 X:
0 231 740 1 iü
0 107 740 0 62
0 053 740 031
0 129 805 1 10
0 069 805 0 62
0 030 805 0 31
1 005 980 1 10
0 559 980 0 62
0 321 980 031
2 948 1235 1 10
1 633 1235 0 62
0 934 1235 031

Estime la ecuación de regresión lineal multiple

12.4 Se realizó un expenmento para determinar si era
posible predecir el peso de un ariimal después de un
periodo determinado con base en su peso inicial y la
cantidad de alimento que consumía Se registraron los
siguientes datos, en kilogramos

Peso Peso Peso del
final,y inicial, X| alimento, x:

95 42 272
77 33 226
80 33 259

100 45 292
97 39 311
70 36 183
50 32 173
80 41 236
92 40 230
84 38 235

íi) Ajuste una ecuación de regresión mulnple de b 
forma

/tj =/3]+^iVi +i3:V: 
b) Prediga cuanto pesara un animal que comienza 

pesando 35 kilogramos después de consumir 250 
kilogramos de alimento

V -bt, + hiX] +

12 J En el ejercicio de repaso 11 53 de la página 437 
suponga que también se proporciona el numero de pe- 
nodos de clase perdidos por ios 12 estudiantes que to­
man el curso de química A continuación se presentan 
los datos completos

12.5 Se cree que la energía cléanta que una planta 
química consume cada mes se relaciona con la tempe 
ratura ambiental promedio, t,. el numero de diis del 
mes. la pureza promedio del producto, t v las tone­
ladas fabncadas del producto, Se dispone de daio' 
históncos del año antenor. los cuales se presentan en la 
siguiente tabla
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y X\ X2 X2 X4
240 25 24 91 100
236 31 21 90 95
290 45 24 88 lio
274 60 25 87 88
301 65 25 91 94
316 72 26 94 99
300 80 25 87 97
296 84 25 86 96
267 75 24 88 lio
276 60 25 91 105288 50 25 90 100
261 38 23 89 98

a) Ajuste un modelo de regresión lineo] múltiple 
usando el conjunto de datos antciior.
Prediga el consumo de energía para un mes en que 

= 75*F, X, = 24 días, x, = 90% y x^ = 98 tone­
ladas.

12.6 Se realizó un experimento sobre un modelo 
o'iem de una marca de automóvil espccíñca para de­
terminar la distancia de frenado a distintas velocidades. 
Se registraron los siguientes dalos.
Velocidad, v (km/h)_________ 35 SO 65 80 95 110
Distancia de frenado, d (m) 16 2641 62 88 119
o) Ajuste una curva de regresión múltiple de la forma 

fiou- = 0a+P¡v +02V‘.
b) Estime la distancia de frenado cuando el automó­

vil viaja a 70 kilómetros por hora.
Ii7 Se realizó un experimento con el fin de determi- 
mrsi el flujo sanguíneo cerebral de los seres humanos 
se podía predecir a partir de la tensión arterial del oxí­
geno (milímetros de mercurio). En el estudio partici­
paron 15 pacientes y se reunieron los siguientes datos:

Flujo Tensión arterial
sanguíneo, y del oxígeno, x

84.33 603.40
87.80 582.50
82.20 556.20
78.21 594.60
78.44 558.90
80.01 575.20
83.53 580.10
79.46 451.20
75.22 404.00
76.58 484.00
77.90 452.40
78.80 448.40
80.67 334.80
86.60 320.30
78.20 350.30

Estime la ecuación de regresión cuadrática

fir\t =/3o + /?iX

12.8 El siguiente es un conjunto de datos experimen­
tales codificados acerca de la resistencia a la compre­
sión de una aleación específica para distintos valores de 
la concentración de cierto aditivo;

Concentración,
X

Resistencia a 
ia compresión, y

10.0 25.2 27.3 28.7
15.0 29.8 31.1 27.8
20.0 31.2 32.6 29.7
25.0 31.7 30.1 32.3
30.0 29.4 30.8 32.8

a) Estime la ecuación de regresión cuadrática= 
Po + P,^ + Pj^-

b) Pruebe la falla de ajuste del modelo.
12.9 a) Ajuste una ecuación de regresión múltiple de 
la forma = Po + Pi^i + P;^
ejemplo 11.8 de la página 420. 
b) Estime el producto de la reacción química para 

una temperatura de 225*C.
12.10 Para los dalos siguientes

X I 0 1 2 3 4 5 6
y~\ 1 4 5 3 2 3 4

a) Ajuste el modelo cúbico
Mn* = Pq+PiX +Pi.T^ +PyX^.

b) Prediga el valor de y cuando X = 2.
12.11 Se realizó un experimento para estudiar el 
tamaño de los calamares consumidos por tiburones y 
atunes. Las variables regresoras .son características de 
la boca del calamar. Los dalos del estudio son los si­
guientes:

Xi X; Xl X4 X5 y
1.31 1.07 0.44 0.75 0.35 1.95
1.55 1.49 0.53 0.90 0.47 2 90
0.99 0.84 0.34 0.57 0.32 0.72
0.99 0.83 0.34 0.54 0.27 0.81
1.01 0.90 0.36 0.64 0.30 1 09
1.09 0.93 0.42 0.6! 0.31 1.22
1.08 0.90 0.40 0.51 0.31 1.02
1.27 1.08 0.44 0.77 0.34 1.93
0.99 0.85 0.36 0.56 0.29 0.64
i.34 1.13 0.45 0.77 0.37 2.08
1.30 1.10 0.45 0.76 0.38 1.98
1.33 1.10 0.48 0.77 0.38 I 90
1.86 1.47 0.60 1.01 0.65 S..56
1.58 1.34 0.52 0.95 0.50 4.49
1.97 1.59 0.67 1.20 0.59 8 49
1.80 1.56 0.66 1.02 0.59 6.17
1.75 1.58 0.63 1.09 0.59 7.54
1.72 1.43 0.64 1.02 0.63 6.36
1.68 1.57 0.72 0.96 0.68 7.63
1.75 1.59 0.68 1.08 0.62 7.78
2.19 1.86 0,75 1.24 0.72 10.15
1.73 1.67 0.64 1.14 0.55 6.88
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En el estudio las \anables regresoras y la respuesta 
considerada son

V, = longitud del rostral, en pulgadas.
longitud de la aleta, en pulgadas, 

r, =: longitud del rostral a la cola, en pulgadas.
= longitud de la cola a la aleta, en pulgadas.

Tj = ancho, en pulgadas.
^ = peso, en libras

Estime la ecuación de regresión lineal múltiple
Mi |i| x¡ X) xi

= 0o+PiXi +02X: +0\Xi +0iXi +0sx¡

12.12 Los siguientes datos reüejan información ob­
tenida en 17 hospitales de la manna estadounidense 
ubicados en diversos sitios del mundo Los regresores 
son sanables de la carga de trabajo, es decir, conceptos 
que dan como resultado la necesidad de personal en 
un hospital A continuación se presenta una descnpcion 
bresc de las sanables

> = horas de trabajo mensuales,
r, = carga diana promedio de pacientes.

= exposiciones de rayos X mensuales.
= días cama ocupados por mes.

Vj = población elegible en el área/1000.
T, = duración promedio de la estancia de un pa­

ciente, en días
Sido Xi X2 X4 X5 >’

1 1557 2463 472 92 180 4 45 566 52
2 44 02 2048 1339 75 95 6 92 696 82i 20 42 3940 620 25 128 4 28 1033 15
4 18 74 6505 568 33 36 7 3 90 1003 62
5 49 20 5723 1497 60 35 7 5 50 1611 37
6 44 92 11,520 1365 83 24 0 4 60 1613 27
7 55 48 5779 1687 00 43 3 5 62 1854 17
8 59 28 5969 1639 92 46 7 5 15 216055
9 94 39 8461 287133 78 7 6 18 2305 58

10 128 02 20.106 365508 180 5 6 15 3503 93
II 96 00 13.313 291100 60 9 5 88 3571 59
12 131 42 10.771 3921.00 103 7 4 88 3741 40
13 12721 15.543 3865 67 126 8 5 50 402652
14 252 90 36.194 7684 10 157 7 700 10.343 81
15 409 20 34,703 12.446 33 169 4 1075 II 732 17
16 463 70 39.204 14,098 40 331 4 7 05 15.414 94
17 5IÜ22 86.533 15,524 00 371 6 6 35 18 854 45

El objetiso es generar una ecuación empinca para es­
timar (o predecir) las necesidades de persona! en los 
hospitales de la manna Calcule la ecuación de regre­
sión lineal multiple

/^1 |l I 1 M U M

= 0t)+ PlXi +02X2 +0\Xx +0xXx + 0i\^

12.13 Se llevó a cabo un estudio sobre un tipo de 
conexión para conocer la relación entre la cantidad 
de desgaste \. para r, = uscosidad del aceite. > i. =

carga Se obtuvieron los datos siguientes (Tomado de 
Response Surface Methodologx. Myers. Monigomcrv v 
Anderson-CooL, 2009)

y Xl X: y Xi X-,
193 1.6 851 230 155
172 22 0 1058 91 43.0 1201
113 33 0 1357 125 40 0 1115

(i) Estime los parámetros desconocidos de la ecua
ción de regresión lineal múltiple

|ii i: = Al +0t +02X2

b) Prediga el desgaste cuando la viscosidad del aceite 
sea de 20 y la carga sea de 1200

12.14 Once estudiantes normalistas pamciparon en 
un programa de evaluación diseñado para medir la efi. 
cacia de los maestros > detcmimar cuales factores son 
importantes La medición de la respuesta consistió en 
una evaluación cuantitativa del maestro Las vanabks 
regresoras fueron las calilicaciones de cuaiio pruebi, 
estandarizadas aplicadas a cada maestro Los datos son 
los siguientes

} X| X: X\ Xi
410 69 125 59 00 55 66
569 57 131 31 75 63 97
425 77 141 80 50 45 32
344 81 122 75 00 46 67
324 0 141 49 00 41 21
505 53 152 49 35 43 83
235 77 141 60 75 41 61
501 76 132 41 25 64 57
400 65 157 50 75 4241
584 97 166 32 25 57 95
434 76 I4I 54 50 57 9(1

Esiime la ecuación de regresión lineal multiple

/■t) I, I I I, = I + »ii VI -l-/i r- *f /ii V > -f iL 1

12.15 Con e! fin de determinar la relación entre laca 
lificacum de su desempeño laboral (v) v las calilic.iLio 
nes en cuatro exámenes, el departamento de pas.'nJ 
de cierta empresa indusinal reah/o un estudio en el que 
participaron 12 sujetos Los dato^ son los siguienici

V Xi X X
11 2 56 5 71 O 38 5 43 0
14 5 59 5 72 5 38 2 44 8
172 69 2 76 0 42 49 0
17 8 74 5 79 5 434 ^6 3
19 3 81 2 84 0 475 (>o:
24 5 88 0 86 2 474 u2 O
21 2 78 2 80 5 44 5 58 1
16 9 69 0 72 0 41 S 4S 1
148 5S l 6S O 42 1 46 0
2(K) SO 5 85 0 48 1 60 3
13 2 58 3 71 O 375 47 I
22 5 84 0 87 2 5] 0 65 :
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Esiimc los coeficiemes de regresión del modelo 
V =ÍJü + ¿i.Vi +¿>2X2 +biX3 +IxíXa.

¡1.16 Un ingeniero de una empresa de semiconduc- 
lorcs desea modelar la relación entre la ganancia o hFE 

un dispositivo (.v) y tres parámetros: RS del emisor 
n ).RS de la base (.tj y RS del emisor a la base (Xj). A 
fp'ntinuación se muestran los datos:

xt. x¡, X3, y,
HS del emisor RS de la base E»B-RS UFE

14.62 226.0 7.000 128.40
15.63 220.0 3.375 52.62
14.62 217.4 6.375 113.90
15.00 220.0 6.000 98.01
14.50 226.5 7.625 139.90
15.25 224.1 6.000 102.60

(com.)

xi. X2, xj, y,
RS del emisor RS de la base E-U-RS hFE

16.12 220.5 3.375 48.14
15.13 223.5 6.125 109.60
15.50 217.6 5.000 82.68
15.13 228.5 6.625 11160
15.50 230 2 5.750 97.52
16.12 226.5 3.750 59.06
15.13 226.6 6 125 111.80
15.63 225.6 5.375 89.09
15.38 234.0 8.875 171.90
15.50 230.0 4.000 66.80
14.25 224.3 8.000 157.10
14.50 240.5 10.870 208.40
14.62 223.7 7.375 133.40

(Datos de M>crs, Montgomery’ y Anderson-Cook. 2(X)9).
a) Ajuste una regresión lineal múltiple para los datos.
b) Prediga hFE cuando x, = 14. v, = 220 y r, = 5.

12.4 Propiedades de ios estimadores de mínimos cuadrados
Las medias y varianzas de los estimadores b^^, /),.....b^ se obtienen con facilidad si se
hacen ciertas suposiciones sobre los errores aleatorios e|. e,.....6,. que son ide'nticas
a las que se hacen en el caso de la regresión lineal simple. Si suponemos que dichos 
errores son independientes, cada uno con media igual a cero y varian/a a', entonces 
podemos demostrar que ¿Jj,. b^,.... b^ son. respectivamente, estimadores no sesgados de 
los coeficientes de regresión /3^. 0^,..., 0^. Además, las \arianzas de las b se obtienen por 
medio de los elementos del inverso de la matriz A. Obsen e que los elementos fuera de la 
diagonal de A = X'X representan sumos de productos de los elementos en las columnas 
de X; mientras que los elementos en la diagonal de A son las sumas de los cuadrados de 
los clemenlo.s en las columnas de X. La matriz imersa. A~‘. aparte del multiplicador 
representa la matriz de \arianza-co\arianza de los coeficientes de regresión estima­
dos. Es decir, los elementos de la matriz A“'<r muestran las \arianzas de />. h......en
la diagonal principal y las covarianzas fuera de la diagonal Por ejemplo, en un problema 
de regresión lineal múltiple con ¿ = 2 se podría escribir

(X'X)-' =
COÜ Coi to:
Cío Cii ci:
c:o c:i c::

con los elementos debajo de la diagonal principal delemiinadoi por la simetría de la 
matriz. Entonces, se escnbe

<7,: =c„fT-. 1=0. 1.2.

O),, h = Co\ (h, .h})= c,, IT-. I j.

Desde luego, los estimados de las sanan/as y. por lo tanto, sus errores estándar, se 
obtienen reemplazando cr* con el estimado apropiado, el cual se obiu\o a partir de los 
dalos experimentales. Un estimado no sesgado de <r' de nuevo se detine en lenninos de
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la suma de cuadrados del error, que se calcula utilizando la fórmula establecida en el tgQ, 
rema 12.1. En el teorema las suposiciones se basan en los descritos con anterioridacj.

Teorema 12.1: Para la ecuación de regresión lineal

y =X/3+e.

un estimador insesgado de £7* es dado por el error o media cuadrática residual 

SCE —, donae act = / , e, =
' 1=1 »=i

n n
S- = . donde 5CE = V e? = y^CVi - >r

n - A- -1 ^ frr

Podemos ver que, para el caso de la regresión lineal simple, el teorema 12.) n*. 
presenta una generalización del teorema 1 l.I. La prueba se deja como ejercicio para 
el lector. Al igual que en el caso de la regresión lineal más simple, el estimado de r es 
una medida de la variación de los errores de la predicción o residuales. En las secciones 
12.10 y 12.11 se presentan otras inferencias importantes relacionadas con la eniación 
ajustada de regresión, con base en los valores de los residuales individuales = y, - 
i = 1, 2.....n.

La suma de cuadrados del error y de la regresión adoptan la misma forma y desem­
peñan el mismo papel que en el caso de la regresión lineal simple. De hecho, la identidad 
de la suma de cuadrados

¿(.V. -y)- = ¿(y, -y)' + ¿(y, -y,)'

1=1 1=1

se sigue cumpliendo, y se conserva la notación antenor, que es.

STCC = SCR + SCE,

con
n

STCC — ^(y, —y)" = suma de cuadrados total 
1=1

y
n

SCR = ^(y, — \ )* = suma de cuadrados de regresión
<=i

Hay k grados de libertad asociados con la SCR, como siempre, la STCC tiene 
n — I grados de libertad. Por lo tanto, después de restar, la SCE tiene n — A, — 1 grado-, 
de libertad. Así. nuestro estimado de cr- de nuc\o es dado por la suma de cuadrados del 
error dividida entre sus grados de libertad. Las tres sumas de cuadrados aparecen en la 
salida de resultados de la mayoría de los programas de computo de regresión múltiple 
Obserse que la condición n > ken la sección 12.2 garanii/a que los grados de libertad 
de la SCE no sean negatisos.
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análisis de varianza en la regresión múltiple
La potación de la suma total de cuadrados en sus componentes, la suma de cuadrados de 
regresión y del error desempeña un papel importante. Puede efectuarse un análisis 
de varianza que arroje luz sobre la calidad de la ecuación de regresión. Una hipótesis 
que sirve para determinar si el modelo explica una cantidad signifícativa de variación, 
es la siguiente:

Hq: (3i =/32 =---=A =0.

El análisis de varianza implica una prueba F, mediante una tabla, como la siguiente:

Fuente Suma de cuadrados Grados de libertad Cuadrados medios F
Regresión

Error

SCR

SCE
k

n~ik + 1)

CMR — f —

CME —

Total STCC n— 1

Se trata de una prueba de cola superior. El rechazo de //„ signifíca que la ecuación de 
regresión difiere de una constante. Es decir, al menos una variable regresora es impor­
tante. En las secciones que siguen se estudia más el uso del análisis de varianza.

Otra utilidad del cuadrado medio del error (o cuadrado medio residual) estriba en su 
uso para la prueba de hipótesis y la esümación de intervalos de confianza que se estudian 
en la sección 12.5. Además, el cuadrado medio del error desempeña un papel importante en 
las situaciones en las que el científico busca el mejor modelo entre un conjunto de ellos que 
están en competencia- Muchos criterios de construcción de modelos incluyen el estadístico 
s^. En la sección 12.11 se presentan criterios para comparar modelos en competencia

12.5 Inferencias en la regresión lineal múltiple
El conocimiento de la distribución de los estimadores del coeficiente individual facilita 
al experimentador construir intervalos de confianza para los coeficientes y hacer pruebas 
de hipótesis acerca de ellos. Recuerde que en la sección 12.4 estudiamos que {j = 0,
1.2 k) se distribuyen de forma normal con media (3^ y vananza c^cr'. De esta manera.
se puede utilizar el estadístico —/3jo

' ~

con n-k-\ grados de libertad para probar hipótesis y construir mter> alos de confianza 
sobre /3^. Por ejemplo, si queremos probar

Wü: Pj =Pjo,

I ■ Pj ^ Pj o •

se calcula el estadístico r anterior y no se rechaza H^¡ si —< t < donde tiene 
/j — ¿ — 1 grados de libertad.
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Ejemplo 12.5:1 Para el modelo del ejemplo 12.4 pniebe la hipótesis de que — 2.5 en comparación 
con la altemaliva de que /3, > —2.5 a un nivel de significancia de 0.05.

Solución'.

Ho- Ih = —2.5,
H\: ft > -2.5.

Cálculos:
ft -ftü _ -1.8616 + 2.5 _ ^

' ~ syj^ ~ 2.073VÓ^

P = P{T > 2.390) =0.04.

Decisión: Rechazar ft y concluir que ft > —2.5. J

Pruebas í individuales para la selección de variables
La prueba / que se utiliza con más frecuencia en la regresión múltiple es aquella que 
prueba la importancia de los coeficientes individuales, es decir, ft,: = 0 en compara­
ción con la hipótesis altemaliva //,: 0^ ^ 0. Con frecuencia estas pruebas contribu\cn 
a lo que se denomina selección de variables, con la cual el analista intenta llegar al 
modelo más útil, es decir, a la elección de cuál regresor utilizar. Aquí debemos destacar 
que, si se encuentra que un coeficiente es insignificante, es decir, st no se rechaza la 
hipótesis ft^: 0^ = 0, la conclusión que se obtiene es que la variable es insignificanie 
(e.xplica una cantidad insignificante de la vanación de v) en la presencia de los demás 
regresores del modelo. Más adelante se profundizará en este punto.

Inferencias sobre la respuesta media y la predicción
Una de las inferencias más útiles que se pueden hacer con respecto a la calidad de L
respuesta prcdicha y„. corre.spondientc a lo.s valores .v,„. .t.,_......v^„. es el intcnalo de
confianza sobre la respuesta media «J __ Estamos interesados en construir un
inter\-alü de confianza sobre la respuesta media para el conjunto de condicione', deter­
minadas por

X() = [1. .T ........ .r iu].

Se aumentan en 1 las condiciones sobre las .r para facilitar la notación de matnccs La 
nomialidad en los producen normalidad en los />. y la media y la \ananza siguen 
siendo la,s mismas, como se indica en la sección 12.4. .Así es la co\arian/a entre h > h 
para / ^ j. De esta manera.

í
y = /)„-+• o

r--i

también se distribuve nomialmente y es. de hecho, un estimador no '-esgado para la 
respuesta medía sobre la que se intenta ligar un intervalo de confianza. La vanan/a de 
y„. escrita con notación de matnz. simplemente como funenm de (T-. (X'Xi \ \ el vector 
de condiciones, x' es
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Si esta expresión se extendiera para un caso dado, por ejemplo Á: = 2, ya vimos que ex­
plica de manera apropiada la varianza de y la covarianza de y para i ^ j. Después 
de sustituir cr con según se plantea en el teorema 12.1, el intervalo de confianza del 
100(1 — á)% se puede construir sobrea partir del estadístico

•p __ yo Mt |j:io. jjo

í\/xí,(X'X)-‘xo ’

que tiene una distribución t con n~ k~ [ grados de libertad.

lnier\'alo de Un intervalo de confianza de 100(1 — oc)% para la respuesta media /ir ixio.i»,
confianza pora _____________ _____________
/íl¡tig,Tij. ío ~ < /iriíiu.jai. .-Tin +/q/;Í ^x(,(X'X)“ '\q.

donde es un valor de la distribución t con n — k — l grados de libertad.

Es frecuente que a la cantidad i y^x¿(X'X)“*xo se le denomine error estándar 
de la predicción y aparece en la salida de resultados de muchos paquetes de cómputo 
para regresión.

Ejemplo 12.6:1 Con los datos del ejemplo 12.4 construya un intervalo de confianza de 95^ para la res­
puesta media, cuando ,r, = 37o, .r, = 8^ y .v, = 97c.

Solución’. De la ecuación de regresión del ejemplo 12.4, el porcentaje estimado de supervivencia 
cuando .\ i = 37c, .ti = 89c, y rj = 99c , es:

y = 39.1574 -f (1.0161)(3) - (I.8616)(8) - (0.3433)(9) = 24.2232

Y luego se determina que 

x'(X'X)-'xo = [1.3,8,91

8.0648 -0.0826 -0 0942 -0 7905 1
-0.0826 0.0085 0 0017 0 0037 3
-0.0942 0 0017 0 0166 -0 0021 8
-0.7905 0 0037 -0 0021 0.0886 9

= 0 1267

Si utilizamos el cuadrado medio del error, r- = 4 298 o s = 2.073. y la tabla A 4. obser­
vamos que = 2.262 para 9 grados de libertad Por lo tanto, un intervalo de contianza 
de 957c para el porcentaje medio de supervivencia para.r, = 3'c. .r, = 8^c > t, = 99c es 
dado por

24.2232 - (2.262)(2.073)V0 1267 < /i, n h 9

< 24.2232 + (2 262)(2 073)\/» 1367.

o simplemente 22.5541 < /i> ij < 25 8923 J
Como ocurre en el caso de la regresión lineal simple, necesitamos distinguir con 

claridad entre el intervalo de confianza sobre la respuesta media v el intervalo de predic­
ción sobre una rapuesia obsenada Esta ultima proporciona un límite dentro del cual 
podemos decir que, con un grado prcselecuonado de certidumbre, caera una ^e^pucsta 
nueva observada.

Nuevamente se establece un intervalo de predicción para una sola respuesta pre- 
dicha y, al considerar la diferencia - y„. Se puede demostrar que la disinbuuon del 
muesireo es normal con media _
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y varianza
=<r|l+xi(X'X)-'xo].

Por consiguiente, se puede construir un intervalo de predicción del 100( 1 — o:)% paj^ 
solo valor de predicción y^ a partir del estadístico

^ yo-yo ___
Sy/\ +x¿(X'X)-‘xo’

el cual tiene una distribución / con n — k — l grados de libertad.

Intervalo de Un intervalo de predicción del 100( 1 — q)^c para una sola respuesta y^ es dado por
predicción para Vy___________________________________ _________________

.vo -to/isyjx +xó(X'X)-'xo <yo <>’o +ío/2'íy • + xó(X'X)-'xu, 

donde es un valor de la distribución / con /i — t — I grados de libertad

Ejemplo 12.7: i Con los datos del ejemplo 12.4 construya un inters alo de predicción de 95^ para una res­
puesta individual del porcentaje de supervivencia, cuando t| = 3^, \2 = 8^. y x\ s 

Solución: Si nos remitimos a los resultados del ejemplo 13 6. encontramos que el intersalo de 
predicción de 95ío para la respuesta cuando x \ = 3Cr, X2 = S^c, y X} = 9'’r. es

24.2232 -(2.262)(2.073)VTl2^ <yo < 24.2232 + ( 2 262)(2.073)^^^Í2^.

que se reduce a 19.2459 < y^ < 29 20Ü5. Observe que. como se esperaba, el intenalo 
de predicción es considerablemente mis ancho que el inters alo de contian/a para d 
porcentaje medio de supcrs’isencia del ejemplo 12 6 J

Salida de resultados comentado para los datos del ejemplo 12.4
La figura 12.1 muestra una salida de resultados por computadora con coméntanos para 
el ajuste de regresión lineal múltiple de los datos del ejemplo i 2 4 Se empleo el paquete 
SAS.

Observe los estimados de los parámetros del modelo, los errores estándar s !.u 
estadísticos / que aparecen en el listado Los errores estándar se calcularon a p.inir Je 
las raíces cuadradas de los elementos de la diagonal <X'X)''s\ En dicha ilustración la 
variable r, es insignificante en presencia de .r, \ x. con base en la prueba / v el \alor P 
correspondiente de 05916 Los términos CLM > CLI son intervalos de confian/a sohre 
la respuesta media y los límites de predicción .sobre una obscrv ación mdiv idual. rc'pcs 
üvamente. La pnieba/en el análisis de vananza indica que se explica una cantidad signi­
ficativa de variabilidad. Como ejemplo de las interpretaciones de CLM \ CU. considere 
la observación 10 Con una observación de 25 2000 \ un valor predicho de 26 06“í' 
tenemos 95Cr de confianza en que la respuesta media esta entre 24 5024 v 27 6329. v en 
que una observación nue\acaeráenlrc21 1238) 31 0114 con una probabilidad de0‘>5 
El valor R- de 0.9117 implica que el modelo explica el 91 I7'í de la vanabilidad de U 
respuesta. En la sección 12 6 se anali/a más a londo R-
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Sum of Mean
source DF Squares Square F Value Pr > F
Hodel 3 399.45437 133.15146 30.98 <.0001
Error 9 3B.67640 4.29738
Corrected Total 12 43B.13077

poot MSB 2.07301 R-Square 0.9117
pependent Mean 29.03846 Adj R-Sq 0.8823
Coe££ 7.13B85

Parameter Standard
Variable DF Estimate Error t Value Pr > |tl
Intercept 1 39.15735 5.88706 6.65 <.0001
xl 1 1.01610 0.19090 5.32 0.0005
X2 1 -1.86165 0.26733 -6.96 <.0001
x3 1 -0.34326 0.61705 -0.56 0.5916

Dependent Predicted Std Error
ObS Variable Value Mean Predict 95% CL Kean 95% CL Predict Residual

1 25.5000 27.3514 1.4152 24.1500 30.5528 21.6734 33.0294 -1.8514
2 31.2000 32.2623 0.7846 30.4875 34.0371 27.2482 37.2764 -1.0623
3 25.9000 27.3495 1.3588 24.2757 30.4234 21.7425 32.9566 -1.4495
4 38.4000 38.3096 1.2818 35.4099 41.2093 32.7960 43.8232 0.0904
5 18.4000 15.5447 1.5789 11.9730 19.1165 9.6499 21.4395 2.8553
6 26.7000 26.1081 1.0358 23.7649 28.4512 20.8658 31.3503 0.5919
7 26.4000 28.2532 0.8094 26.4222 30.0841 23.2189 33.2874 -1.8532
8 25.9000 26.2219 0.9732 24.0204 28.4233 21.0414 31.4023 -0.3219
9 32.0000 32.0882 0.7828 30.3175 33.8589 27.0755 37.1008 -0.0882

10 25.2000 26.0676 0.6919 24.5024 27.6329 21.1238 31.0114 -0.8676
11 39.7000 37.2524 1.3070 34.2957 40.2090 31.7086 42.7961 2.4476
12 35.7000 32.4879 1.4648 29.1743 35.3015 26.7459 38.2300 3.2121
13 26.5000 28.2032 0.9841 25.9771 30.4294 23.0122 33.3943 -1.7032

Figura 12.1: Salida de resultados del SAS para los datos del ejemplo 12.4.

Más sobre el análisis de varianza en la regresión múltiple (opcional)
En la sección 12.4 se estudió brevemente la partición de la suma total de cuadrados 

en sus dos componentes, el modelo de regresión y la suma de cuadrados del 

error (que se ilustran en la figura 12.1). El anúli.sis de sananza conduce a la prueba de 

H(¡: 0\ = ih = í^3 = ■■ = 0k =0

El rechazo de la hipótesis nula implica una interpretación importante p.u-a el cientí­
fico o el ingeniero. (A quienes les interese profundizar en el tema del uso de matnces les 
será útil estudiar el desarrollo de estas sumas de cuadrados que se usan en el ANOV.A i. 

En primer lugar, de la sección 12.3 recuerde que b. el sector de los estimadores do
mínimos cuadrados, es dado por

b = (X'X)-'X'y-
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Una partición de la suma de cuadrados no corregida,

y'y = ¿yf
x = l

en dos componentes es dada por

y'y =b'X'y +(y'y -b'X'y)

= y'X(X'X)-'x'y +I/y -y'XíX'xr'x'y]

El segundo te'rmino (entre corchetes) en el lado derecho es tan sólo la suma de cuadrados

del error -v,)- El lector debenaobsers-ar que una expresión a!tcmaii\a parala
1=1

suma de cuadrados del error es

SCE =y'P„ -X(X'X)-‘X'b'

El le'rmino y'X(X'X)-‘X'y se denomina suma de cuadrados de la regresión Sm cm
n

bargo. no se trata de la expresión ^ (y, — t)' que se usó para probar la “importanua"
1=1

de los términos /?,. b^, sino más bien de
n

>'xfx'x)'‘xs =y]ír.
t=i

que es la suma de cuadrados de la regresión no corregida para la media Como tal, solo 
se podna usar para probar si la ecuación de regresión difiere signihcalis ámenle de cero 
es decir.

Wi) 0[) = 0\ ~ 1% = = /3>. = 0

En general, esto no es tan importante como probar

Hf] = ¡32 = = A = 0.

dado que esto plantea que la respuesta media es una constante, no necesariamente tero

Grados de libertad
Asi. la partición de las sumas de cuadrados y los grados de libertad se reduce a

FuenteSuma de cuadrados gl

Regresión V 't' = 'X(X'X )~‘X'> /. -e )
1=1

Error ^t v, - í,)- = s'(In - XtX'X ) '\'1> /i-iA-rl)
i = in

Tota! n
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Hipótesis de interés
Desde luego, la hipótesis de interés para un ANOVA debe eliminar el papel de la inter­
sección según se describió anteriormente. En términos estrictos, si /3, = = ••• =
/3^ = 0, entonces la recta de regresión estimada es simplemente = y. Como resultado, 
en realidad se busca evidencia de que la ecuación de regresión “varíe a partir de una 
constante”. Así, la suma de cuadrados total y la suma de regresión deben corregirse para 
la media. Como resultado, tenemos

n n n

= ^(y¡-yf + -y,)--
»=i 1=1 í=i

En notación de matrices esto es simplemente

y'[I„-I(l'ir'l'ly =y'[X(X'X)“'X'-l(l'l)-'l']y -t-y'[I„-X(X'X)-'X']y.

En esta expresión el 1 sólo es un vector de n unos. Como resultado, simplemente resta­
mos

y'l(l'l)-'l'y = ií¿yi

Ejercicios

de y'y y de y'X(X'X)"‘X'y, es decir, corrigiendo la suma de cuadrados total y la de re­
gresión para la media.

Por último, la partición apropiada de las sumas de cuadrados con grados de libertad 
es como sigue:

Fuente Suma de cuadrados gl

Regresión ¿(V, -v)= =y'[X(X'X)-'X'-l(l'l)-'lly k 
i=\

Error ¿(Vi -V,)- =y'[I„ -X(X'X)-'X'ly n - (fc + 1 )

Total ¿(V,.-y)==y'[I„ -Kl'D-'l'ly »-¡
i=\

Ésta es la tabla ANOVA que aparece en la salida de resultados por computadora de la 
figura 12.1. Es frecuente denominar a la expresión ylKri)-'l']y como la suma de 
cuadrados de la regresión asociada con la media, y se le asigna 1 grado de libertad.

Ejercicios
12.17 Para los datos del ejercicio 12.2 de la página 
450, estime tr*.
12.18 Para los datos del ejercicio 12.1 de la página 
450. estime cr-.
1119 Para los datos del ejercicio 12.5 de la página 
450, estime <r^
1220 Obtenga estimados de las varianzas y la cova- 
rianzade los estimadores y /?,. del ejercicio 12.2 de 
b página 45Ü.

12.21 Remítase al ejercicio 12.5 de la página 450 y 
obtenga estimados de
ti) (TÜ,;

h) Co\{bi.bi).

12.22 Para el modelo del ejercicio 12.7 de la página 
451. a un nivel de significancia de 0.05 pruebe la hipt»- 
lesis de que /3, = 0. en comparación con la hipiiiesis 
alternativa de que /3, # 0.
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12.23 Para el modelo del ejercicio 12.2 de la página 
450 a un nivel de significancia de 0.05, pruebe la hipó­
tesis de que /3, = 0. en comparación con la hipótesis 
alternativa de que /3, ^ 0.

12.24 Para el modelo del ejercicio 12.1 de la página 
450 pruebe la hipótesis de que /3, = 2, en comparación 
con la hipótesis alternativa de que /3, / 2. Utilice un 
valor P en sus conclusiones,

12.25 Utilice ios dalos del ejercicio 12.2 de la página 
450 y c! estimado de a- del ejercicio 12.17 para cal­
cular intervalos de confianza de 95Cc para la respuesta 
prcdicha y la respuesta media cuando .t, = 900 y .t, = 
1.00.

12.26 Para el ejercicio 12.8 de la página 451 cons­
truya un intervalo de confianza de 90íc para la resisten­
cia media a la compresión cuando la concentración es 
X = 19.5 y se utiliza un modelo cuadrático.

12.27 Utilíce los datos del ejercicio 12.5 de la página 
450 y el estimado de a- del ejercicio 12.19 para cal­
cular intcr\’alos de confianza de 95re para la respuesta 
predicha y la respuesta media cuando .v, = 75. .r, = 24.

= 90 y.= 98.

12.28 Considere los siguientes datos del ejercicio 
12.13 de la página 452.

xt (viscosidad
y (desgaste) del aceite)______ X2 (cargat

193 1.6 S5r
230 15.5 816
172 22.0 1058
91 43.0 1201

113 33.0 1357
125 40.0 1115

a) Estime <r= usando regresión múltiple de y sobre t
y.T,. '

b) Calcule valores predichos, un intenalo de con­
fianza de 95Q- para el desgaste promedio y un 
intervalo de predicción de 959r para el desgaste 
observado si .r, = 20 y .t, = 1000.

12.29 Con los datos del ejercicio 12.28, y a un nnel 
de 0.05, pruebe:
a) Ha: (3i = 0 en comparación con H\. /3i = o,
/)) Ha: = 0 en comparación con Wj: = 0.
c) ¿Existe alguna razón para creer que habria que 

cambiar el modelo del ejercicio 12.28? Explique 
su respuesta.

12J0 Utilice los datos del ejercicio 12.16 de lapa- 
gina 453.
a) Estime a- usando la regresión múltiple de \ sobre 

r,, .T, y .r,:
b) Calcule un intervalo de predicción de 95‘Tr para la 

ganancia observada con los tres regresores en x = 
I50..v, = 2200y.t, = 60

12.6 Selección de un modelo ajustado mediante la prueba de hipótesis
En muchas situaciones de regresión los coeficientes indis iduales re\ isien tmportanua pora
el expenmentador. Por ejemplo, en una aplicación de economía, /3,, .....podrían tener un
significado en particular, por lo que el economista tendría un interés especial en los inter­
valos de confianza y en las pruebas de hiptítesis sobre dichos parámetros. Sin embargo, 
considere una situación de química industrial en la que el modelo propuesto supone que 
el producto de la reacción depende lincalmente de la temperatura > concentración de la 
reacción de cierto catalizador. Es probable que se sepa que éste no es el \ coladero modelo, 
sino una aproximación adecuada, de manera que el interés no estribaría en los parámetro' 
individuales, sino en la capacidad de la función en su conjunto para predecir la rc'pue'ia 
xerdadera en el rango de las sanables considerada.s. Por lo tanto, en esta situación, v 
pondría más énfasis en aj. los intervalos de confianza de la respuesta media, v asi 'U^c- 
sivamente, y disminuiría el interés en las inferencias sobre los parámetros indiv iduuL*'

El experimentador que utiliza análisis de regresión también está interesado en eli­
minar \:inables cuando la situación impone que. además de licuar a una ecuación de 
pronóstico funcional, debe encontrar la “mejor regresión” que implique sólo vanabL*' 
que sean prediciores útiles. Se dispone de v anos programas de computo que llegan en se­
cuencia a la denominada mejor ecuación de regresión, dependiendo de ciertos tntenO' 
En la sección 12.9 profundizaremos en el estudio de esto.

Un cnterio que suele utilizarse para ilustrar lo adecuado de un modelo jjustaJode 
regresión es el coeficiente de determinación múltiple o R-
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Coeficiente de 
jeierminación
múltiple o R- p2 _ SCR

STCC ~ ~ “ ^ “
ECV. -50-
1=1

SCE
STCC'

Advierta que esta descripción se parece a la que se hizo de R- en el capítulo 11. 
En este punto la expücación podría ser más clara, toda vez que ahora nos centramos en 
SCR como la variabilidad explicada. La cantidad R- tan sólo indica qué proporción de 
la variación total de la respuesta Y es explicada por el modelo ajustado. Con frecuencia 
los experimentadores reportan R- x 100% e interpretan el resultado como el porcentaje 
de variación explicado con el modelo propuesto. La raíz cuadrada de R- se denomina 
coeficiente de correlación múltiple entre y y el conjunto x,...., x^. En el ejemplo 
12.4 el valor de R~ que indica la proporción de variación explicada por las tres variables 
independientes x^, x, y Xj es

STCC
399.45
438.13

= 0.9117,

lo cual significa que 91.17% de la variación del porcentaje de supervivencia queda expli­
cada por el modelo de regresión lineal.

La suma de cuadrados de regresión se puede emplear para obtener algún indicio 
acerca de si el modelo representa o no una explicación adecuada de la verdadera situa­
ción. Podemos probar la hipótesis de que la regresión no es significativa con sólo 
plantear la razón

SCR ¡k SCR fk
^ " SCE /(n - A- - I) "

y rechazar al nivel de significancia a cuando/> fj^k, n- k — \). Para los datos del 
ejemplo 12.4 se obtiene

/ = = 30.98.

De la salida de resultados por computadora que aparece en la figura 12.1. el valor P es 
menor que 0.0001. Esto no debe malinterpretarse. Aunque indica que la regresión expli­
cada por el modelo es significativa, no descarta la posibilidad de que

1. El modelo de regresión lineal en este conjunto de x no sea el único que se puede 
usar para explicar los datos; de hecho, quizás haya otros modelos con transforma­
ciones sobre las .r que generen un valor mayor para el estadístico F.

2. El modelo podría ser más eficaz si se incluyeran otras variables, además de .r,, .t, y 
.V,. o quizá si se eliminaran una o más de las variables del modelo, por ejemplo .t,. 
que tiene un valor P = 0.5916.

El lector debería recordar el análisis de la sección 11.5 sobre las desventajas de 
utilizar R- como criterio para comparar modelos en competencia. Es evidente que dichas 
desventajas son relevantes en la regresión lineal múltiple. De hecho, los riesgo> de su 
empleo en la regresión múltiple son aún mayores debido a que es muy grande la tenta­
ción de hacer un sobreajuste. Hay que tener siempre presente que R' = 1,0 siempre puedo
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obtenerse a expensas de los grados de libertad del error cuando se emplea un exceso de 
términos en el modelo. Sin embargo, R' = i, que describe un modelo con ajuste casi 
perfecto, no siempre genera un modelo que hace buenas predicciones.

El coeficiente de determinación ajustado (/?"„;,)
En el capítulo 11 se presentan varias figuras que muestran listados de resultados por 
computadora, tanto del SAS como de MÍNITAB, en las que aparece un estadístico lia. 
mado R~ ojustado, o un coeficiente de determinación ajustado. R‘ ajustado es una va- 
riación de R' que proporciona un ajuste para los grados de libertad. El coeficiente de 
determinación, según se definió en la pagina 407, no puede disminuir a medida que se 
agregan términos al modelo. En otras palabras. R- no disminuye a medida que se reducen 
los grados de libertad del error/i - A' - 1, yaque este último resultado se produce por un 
incremento de k, el número de términos en el modelo. R- ajustado se calcula dividiendo 
la SCE y la STCC entre sus grados de libertad respectivos de la siguiente manera.

/?- ajustado SCE/(n-k - I) 
STCC/{II-l) ■

Para ilustrar el uso de R‘^^ se revisará el ejemplo 12.4.

¿Cómo la eliminación de afecta a R- y
La prueba / (o la prueba F correspondiente) para .t, sugiere que un modelo más senci­
llo que sólo implique .t, y .v, bien podria ser una mejoría. En olra.s palabra.s, el mixldo 
completo con todos los rcgresores podría estar sobreajustado. Por supue.sto que es in­
teresante investigar R- y R-^ tanto para el modelo completo U,. .t, y x,) como para d 
modelo reducido A partir de la figura 12.1 ya sabemos que - 0.9117. La
SCE para el modelo reducido es 40.01. por lo que Rj^ = 1 — = 0.9087. De esta
forma, con .r, dentro del modelo se explica más variabilidad. No obstante, como \a se 
dijo, esto ocurriría aun si el modelo estuviera sobreajustado. Desde luego que R-está 
diseñada para proporcionar un estadístico que castigue un modelo sobreajustaJo. de 
manera que podríamos esperar que se favorezca al modelo restringido. Entonces, para 
el modelo completo

38.6764/9 4.2974
438.1308/12 ~ 36.5109 0.8823.

mientras que para el modelo reducido (eliminación de .t,)

j 40.01/10 4 001
438.1308/12 ~ 36.5109 = 0.8904.

Así, realmente tavorece el modelo reducido y confirma la evidencia proporcionada 
por las prueba.s i y F. sugiriendo que el modelo reducido es preferible sobre el que 
contiene los tres regresores. El lector quizás espere que otros estadísticos sugieran el 
rechazo del modelo sobreajustado. Véase el ejercicio 12 40 de la página 471.
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prueba sobre un coeficiente individua!
Agregar cualquier vtmable sencilla a un sistema de regresión incrernenlará la suma de 
cuadrados de regresión y con ello se reducirá la suma de cuadrados del error. En con­
secuencia, se debe decidir si el incremento en la regresión es suficiente para garantizar el 
uso de la variable en el modelo. Como es de esperarse, el empleo de variables sin impor­
tancia reduciría la eñcacia de la ecuación de predicción incrementando la varianza de la 
respuesta estimada. Profundizaremos más en este punto al considerar la importancia de 
-Tj en el ejemplo 12.4. Inicialmente podemos probar

^0- ft = 0,
Hi: ft 7^0

usando la distribución / con 9 grados de libertad. Se tiene

2.073VÓ0886

que indica que ft no difiere en forma significativa de cero y. por lo tanto, bien podríamos 
sentir que se justifica eliminar .tj del modelo. Suponga que se considera la regresión de 
y sobre el conjunto (a:,, x^), las ecuaciones normales de mínimos cuadrados ahora se 
reducen a

13.0 59.43 81.82 bo 377.50
59.43 394.7255 360.6621 bi = 1877.5670
81.82 360.6621 576.7264 b2 2246.6610

Los coeficientes de regresión estimados para este modelo reducido son 

bo = 36.094, ¿I = 1.031, b2 = -1.870, 

y la suma de cuadrados de regresión resultante, con 2 grados de libertad, es

^(ft.ft) = 398.12.

Aquí se utiliza la notación R(p^. ft) para indicar la suma de cuadrados de regresión del 
modelo restringido, y no debe confundirse con la SCR, es decir, la suma de cuadrados 
de regresión del modelo original con 3 grados de libertad. Entonces, la nuesa suma de 
cuadrados del error es

5rCC-fí(ft,ft) = 438.13 -398.12 = 40.01, 

y el cuadrado medio del error resultante, con 10 grados de libertad, es

¿Una prueba t de una variable tiene una prueba equivalente /’?
En el ejemplo 12.4 la cantidad de variación en el porcentaje de supervivencia que se 
atribuye a.t,, en presencia de las variables .r, y .r,. es

/?(ft 1 ft.ft) = -5CÍ? -ií(ft.ft) = 399.45 -398.12 = 1.33,
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que representa una pequeña proporción de toda la variación de la regresión. Esta cani¡. 
dad de regresión agregada, como lo indica la prueba previa sobre /3j,es estadísticamente 
insignificante. Una prueba equivalente implica la formación de la razón

_ R0i I _ Q3Q9
4.298 ■ ’

que es un valor de la distribución F con 1 y 9 grados de libertad. Recuerde que la relación 
básica entre la distribución t con v grados de libertad y la distribución F con 1 y y graj^j
de libertad es , ,

r =/(l,v).

y se observa que el valorf de 0.309 es en realidad el cuadrado del valor / de —0.56, 
Para generalizar los conceptos anteriores podemos evaluar el funcionamiento de 

una variable independiente en el modelo general de regresión lineal múltiple

observando la cantidad de regresión atribuida a.r sobre y por arriba de la atribuida a 
las demás variables, es decir, la regresión sobre .r ajusfada para las demás variables. 
Por ejemplo, se dice que .v, se evalúa calculando

R(Í3, ........f3,) = SCR-R{fl,l3,......... ).

donde R(0^, /3,...../3,) es la suma de cuadrados de regresión con /3,.t| eliminados del
modelo. Para probar la hipótesis

Ha: Í3i = 0.
//,: /3, i=0.

se calcula

/ =
RiPi \p2.Pi....... 0k)

y se compara con/n(1./I —k — 1).

Pruebas F parciales en subconjuntos de coeficientes
De manera similar, se puede hacer una prueba para la significancia de un conjiinio de la-, 
variables. Por ejemplo, para investigar simultáneamente la imponancia de incluir» \ t, 
en el modelo se prueba la hipótesis

Ha: 01 = 02 = 0.
: 0j y 0, no son ambas cero.

calculando

j ^ [F(/3i./3: \0},0A......0k)]/2 ^ [SCR-RiJuiSs.......0j}]/2
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y parando con/^(2, n ~ k~ 1). El número de grados de libertad asociados con el nu­
mera or, en este caso 2, es igual al número de variables en el conjunto que se investiga. 

Suponga que se desea probar la hipótesis

Ho: A = A = 0.
í/,: /3, y /3j no son ambas cero

para el ejemplo 12.4. Si desarrollamos el modelo de regresión

y — 00 + 0iX\ -|- e,

podemos obtener = SCR^ = 187 31179. En la figura 12.1, de la página 459, 
tenemos = 4.29738 para el modelo completo. Por lo tanto, el valor de f para la prueba 
de hipótesis es

/ R{02,03 i A)/2 _ [/?(/3,.A.A)-/?(/3i)]/2
S- S-

(399.45437- 187.31179)/2 
4.29738

24.68278.

[ SC^cotnpl )/2

Esto implica que /3, y A no son ¡guales a cero de forma simultánea. Se puede utilizar 
un programa de estadística como e! SAS para obtener el resultado anterior de manera 
directa, con un valor P de 0.0002. Los lectores deben observar que en los resultados de 
los programas de estadística para computadora aparecen valores P asociados con cada 
coeficiente individual del modelo. La hipótesis nula para cada una es que el coeficiente 
es igual a cero. Sin embargo, debemos señalar que la insignificancia de cualquier co­
eficiente no implica necesariamente que no deba ser incluido en el modelo final: sólo 
sugiere que es insignificante ante la presencia de todas las otras variables en el problema. 
El estudio de caso que se incluye al final del capítulo ilustra mis esta cuestión.

12.7 Caso especial de ortogonalidad (opcional)
Antes de nuestro desarrollo original del problema general de regresión lineal se planteó 
la suposición de que las variables independientes se miden sin error y que con frecuen­
cia están bajo el control del experimentador. A menudo ocurren como resultado de un 
experimenío diseñado con gran detalle. De hecho, se puede incrementar la eficacia de 
la ecuación de predicción resultante utilizando un pian de experimentación adecuado.

Suponga que nuevamente consideramos la matriz X, tal como .se definió en la sec­
ción 12.3. Podemos rescribirla como

X = ll.Xi.X2..... X*].
donde 1 representa una columna de unos y es un vector columna que representa los 
niveles de.r. Si

.\pX, ííO, para7>T¿í/.

se dice que las variables .x^ y son oríogonales entre sí. Hay ciertas ventajas evidentes 
en tener una situación completamente ortogonal, en la cual x ,x^ = 0.
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para toda posible py<],pi^qy^ además,

¿Ay, =0. j=l,2........k.

(=i

La X7C resultante es una matriz diagonal, y las ecuaciones normales de la sección 12.3 
se reducen a

" " J' \ '• \nbQ = Y,y¡, ^bi.22-xli =

,= | » = 1 i = l ' = ■ ' = *
Una ventaja importante es que es fácil hacer la partición de la SCR en componentes 

de un solo grado de libertad, cada uno de los cuales corresponde a la cantidad de va­
riación de Y explicada por una variable controlada establecida. En la situación ortogonal 
se escribe

n n

SCR = Y^{y¡ -.V)' = + ¿eA'i, + ■ ■ ■ + h.xu - t\^)~
1=1 I=!

= ¿Ai, ¿.r;, +---+IÍ ¿A-í,

í=i <=i <=i
= RWi)-hR{02) + --+R{0í).

La cantidad Ril3) es la cantidad de la suma de cuadrados de regresión asociada con un 
modelo que implica una sola variable independiente .v.

Para probar simultáneamente la significancia de un conjunto de m variables en unj 
situación ortogonal, la suma de cuadrados de regresión se conviene en

RiPt.lh........(3^ ........Í3,) = R(0O + Rifh) + ---+R{í)^.).

y. por lo tanto.

R(0i ........f3,) = R[30

se simplifica cuando se evalúa una sola variable independiente. Por consiguiente. Ij 
contribución de una variable determinada o un conjunto de variables se encuentra, en 
esencia, ignorando las demás variables del modelo. Las evaluaciones independiente' del 
beneficio de las variables individuales se llevan a cabo usando las técnicas de análi'i' de 
varianza. tal como se presentan en la tabla 12.4. La variación total en la respuesta C'ti 
dividida en componentes de un solo grado de libertad más el término del error con n - ^ 
— 1 grados de libertad. Cada valor/calculado se utili/a para probar una de las hipi'tc'!'

Ha: 0. = Ol
Hi: 0. 7^0/ . k.

comparándolas con el punto crítico/j I. /i — A — 11 o simplemente interpretando el 
valor P calculado a partir de la distribución f.
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Tabla 12.4: Análisis de varianza para variables ortogonales

Fuente
de variación

Suma de
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrados
medios

/
calculada

/3i
1-1

1 R(0i) í-

íh R{02) = lAtA 
1=1

l am «03:1

A

Error

= E-r?,
(=t

SCE

l

n-k-\

R(0ú

s- -
H-l-I

Rldi >
s-

Total SST = n — 1

Ejemplo 12.8: i Suponga que un científico recaba datos cxpenmemaics sobre el radio de un grano pro­
pulsor, Y, en función de la temperatura del polvo, t,, 1j lasa de extrusión, y la tempe­
ratura del molde, t,. Ajuste un modelo de regresión lineal para predecir el radio del 
grano y determine la eficacia de cada variable que inters’iene en el modelo. Los datos se 
presentan en la tabla 12.5.

Tabla 12.5: Dalos para el ejemplo 12 8

Radio del grano
Temperatura 

del polvo
Tasa de

extrusión
Temperatura 

del molde

82 150 (-1) 12 (-1) 220 1-1)
93 190 (+1) 12 (-1) 220 t-1)

114 150 (-1) 24 Í-H) 220 (-1)
124 150 (-1) 12 í-1) 250 i + \)
111 190 i+l) 24 (+1) 220 t-1)
129 190 í+1) 12 (-1) 250 ( + 1)
157 150 (-1) 24 ( + 1) 250 t+1)
164 190 (+1) 24 ( + 1) 250 ( + 1)

Solución: Observe que cada variable está controlada en dos niveles, y que el expenmento está 
compuesto por las ocho combinaciones posibles Por comeniencia. los datos de las va­
riables independientes se codificaron mediante las siguientes fórmula.s

•Vi

.t2

Ti

temperatura del polvo — 170
2Ó

lasa de extrusión — 18 
6 '

temperatura del molde — 2.^5 
15

Los niveles resultantes de r,,.T,y.r,toman los valores -1 v -M. tal como se indica en la 
tabla con los dalos Este diseñó experimental en p.irtisular penmte la ortogonalidad que
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queremos ilustrar aquí. (En el capítulo 15 se analiza un tratamiento más completo de este 
tipo de diseño experimental). La matriz X es

i -1 -1 -1
I 1 -I -1 
I -I 1-1

11-11
1-111
lili

y las condiciones de ortogonalidad se verifican con facilidad. 
Ahora podemos calcular los coeficientes

¿0 = ¿¿y, = 121.75. ¿I = = Y

1=1 1=1

T,x2.y,
..= 1^=- = 14.75. -

^ 174

de manera que. en términos de las variables codificadas, la ecuación de predicción es

y = 121.75+ 2.5.ri + 14.75.T: +21.75.rj.

El análisis de varianza de la tabla 12.6 presenta las contribuciones independientes a la 
SCR de cada variable. Cuando los resultados se comparan con^j,„(1.4), cuyo \alores 
7.71, indican que.v, no contribuye de manera significativa a un nivel deO 05: mientras que 
las variables .V, y.v^ sí son significativas. En este ejemplo el estimado para cr- es 23.1250. 
Igual que en eí caso de una sola variable independiente, se debe señalar que este estimado 
no sólo contiene variación por el error expenmcnial, a menos que el modelo postulado sea 
correcto. De otra manera, el estimado estará “contaminado” por la falta de ajuste, adenus 
del error puro, y la falta de ajuste sólo .se puede separar si se obtienen múltiples observa­
ciones experimentales para las distintas combinaciones (r|..t.,.r,).

Tabla 12.6: Análisis de varianza para los datos del radio de los granos

Fuente 
de variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrados
medios

/
calculada Valor F

/3i (2.5)-(8) = 50.00 1 50.00 2.16 0 2156
(l4.75)-(8) = 1740 50 1 1740 50 75.26 O.tKHO
(21.75)*(8)= 3784.50 1 3784.50 163.65 0.0002

Error 92.50 4 23.13
Total 5667.50 7

Como .V, no es significativa, simplemente se puede eliminar del modelo Mn alterar 
los efectos de las otras variables. Observe que tanto como r, tienen un efecto po'«itivo 
sobre el radio del grano, pero .v, es el factor más importante debido a la pequeñe/ de “«u 
valor P. J
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Ejercicios

jjjl Calcule e interprete el coeficiente de determi- 
j¡^ión múltiple para las variables del ejercicio 12.1 de 
[j página
lU2 Pruebe si la regresión explicada por el modelo 

ejercicio 12.1, que se encuentra en la página 450, es 
qznificativa a un nivel de significancia de 0.01.

|i33 Pruebe si la regresión explicada por el modelo 
¿ílejerciclo 12.5. de la página 450, es significativa a un 
mel de significancia de 0.01.
Ijjj Para el modelo del ejercicio 12.5 de la página 
4<0 pruebe la hipótesis

Ho: (3i=l3i= 0,
H\: 01 y 02 no son ambas cero.

Ii35 Repita el ejercicio 12.17 de la página 461 
tsindo el estadístico F.
12J6 Se realizó un pequeño experimento para ajus- 
tiruna ecuación de regresión múltiple que relaciona 
ti producto, V, con la temperatura, .t,. el tiempo de re- 
ixnón, r,, y la concentración de uno de los reaciantes, 
ij. Se eligieron dos niveles de cada variable y se regis­
trón las siguientes mediciones correspondientes a las 
\3nables independientes codificadas:

1 Xi
7.6 -)
84 1
9.2 -1

10.3 -1
9.8 1

11 1 1
10.2 -1
126 1

X2 Xy

-1 -

1
-1

1
-1

1
1

e) Utilice las variables codificadas para estimar la 
ecuación de regresión lineal múltiple

|<| i: í, = 0O+0¡Xl +02X2 +/3ltl.

íi) Divida la SCR, es decir, la suma de cuadrados de 
regresión, en tres componentes de un solo grado 
de libertad alnbuibles a .t,, .r, y x,, respectiva­
mente Construya una tabla de análisis de varianza 
que indique las pruebas de significancia para cada 
sanable.

11.37 Considere los dalos de energía eléctrica del 
ejercicio 12 5 de la página 450 Pruebe =
Outilizando R(0^,0,l0y0j). Proporcione un valor P y 
!2que conclusiones.
1138 Considere los datos del ejercicio 12 36 Calcule 
lo siguiente

R(0tl0o), fí(0l\ 00,02,03),
R(02¡0o,0i), í?(/32|/3o,/3i,/3j),
R(03¡ 00,01,02), R(01,02¡ 03).

Haga coméntanos al respecto.
1239 Considere los datos del ejercicio 11.55 de la 
página 437. Ajuste un modelo de regresión utilizando 
el peso y el cociente de manejo como variables explica­
tivas. Compare este modelo con el de la RLS (regresión 
lineal simple) utilizando sólo el peso. Utilice R-, R;^ y 
cualquier estadístico i (o F) que necesite para comparar 
la RLS con el modelo de regresión múltiple
12.40 Considere el ejemplo 12.4. La figura 12.1 de la 
página 459 presenta una salida de resultados del SAS 
para un análisis dcl modelo que contiene las variables 
.r,, t, y Xy Céntrese en el intervalo de confianza de la 
respuesta media en las ubicaciones (x,, .t,, .r,) que 
representan los 13 puntos de los datos. Considere el 
elemento en la salida de resultados indicado con C V, 
que representa al cocfícientc de variación, el cual se 
define como

CV. = 4 • 100,
3'

donde es la raíz del cuadrado medio del
error. El coeficiente de vanación se utiliza con fre­
cuencia como otro criterio para comparar modelos en 
competencia. Se trata de una cantidad sin escala que 
expresa al estimado de a, es decir, s, como un porcen­
taje de la respuesta promedio y. Al competir por el “me­
jor" modelo de un grupo de modelos en competencia se 
busca un modelo con un valor pequeño de C V. Haga 
un análisis de regresión del conjunto de datos que se 
presenta en el ejemplo 12 4, pero elimine v, Compare 
el modelo completo (x,, x„ .r,) con el restringido 
(T|, r,) y céntrese endósentenos i) C.V., ii) la anchura 
de los intervalos de confianza sobre /ly Para el segundo 
cnteno usted quizá desearia usar la anchura promedio 
Haga coméntanos al respecto.
12.41 Considere el ejemplo 12.3 de la pagina 447 
Compare los dos modelos en competencia

Pnmerorden’ v, = 0q + 0ix\, +0:xz, +í,. 
Segundo orden: v, =0o+3¡x\, +0:xz,

+ ^11 V], + 022 Xli + 012X\,X2, +

Utilice R-^^ para realizar la comparación Pruebe // 
= /3„ = = 0 También utilice el C V que se

menciono en el ejercicio 12 40
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12.42 En el ejemplo 12 8 se trata el caso de eliminar 
del modelo v,. que representa la temperatura del poho, 
ya que el valor P basado en la prueba Fes 0 2156, en 
tanto que los valores P para x, y son casi cero
a) Reduzca el modelo eliminando después genere 

un modelo completo y uno restnngido (o redu­
cido). y compárelos basándose en

b) Compare los modelos completo y restringido 
usando intervalos de predicción de 95^c de an­
cho sobre una nueva observación El “mejor” de 
ambos modelos será aquel con intervalos de pre­
dicción más “esüTíchos” Utilice el promedio del 
ancho de los intervalos de predicción

12.43 Considere ios datos del ejercicio 12 13 de la 
página 452 ¿La respuesta, o sea el uso. se puede ex­
plicar en forma adecuada mediante una sola variable 
(ya sea la viscosidad o la carga) con una RLS en vez de 
con la regresión completa con dos variables? Justifique 
su respuesta con pruebas de htpótesis, así como con la 
comparación de los tres modelos en competencia
12.44 Para el conjunto de datos que se da en el ejer­
cicio 12 16 de la pagina 453, ¿es posible explicar la 
respuesta en forma adecuada usando dos variables re- 
gresoras cualesquiera'’ Analice el problema

12.8 Variables categóricas o indicadoras
Un caso especial de aplicación muy importante de la regresión lineal múltiple ocurre 
cuando una o más de las variables regresoras son variables calegóricas, indicadoras o 
ficticias Es probable que en un proceso químico el ingeniero desee modelar el producto 
del proceso en comparación con regresores tales como la temperatura del proceso y el 
tiempo de reacción Sin embargo, hay interés por el uso de dos catalizadores diferentes 
y por incluir de algún modo el "catalizador” en el modelo El efecto del catalizador no 
se puede medir sobre un continuo, de manera que es una \ amable categonca Un analista 
podría desear modelar el precio de casas en comparación con regresores que incluyan 
los pies cuadrados de superficie habitable, la superficie del terreno. r„ y la antigüedad 
de la viv lenda, v, Estos regresores son de naturaleza claramente continua Sin embargo 
es evidente que el costo de las casas podn'a vanar en forma sustancial de una zona del 
país a otra Si reuniéramos datos acerca de casas en el este, el medio oeste, en el sur y en 
el oeste, tendri'amos una vanable indicadora con cuatro categorías En el ejemplo del 
proceso químico, si utilizáramos dos catalizadores lendnamos una vanable indicadora 
con dos categorías En un ejemplo biomedico. donde se compara un medicamento con 
un placebo, a todos los sujetos se Ies evalúa con vanas mediciones continuas, como su 
edad, presión sanguínea, etcetera, al igual que el genero, que por supuesto es una vana 
ble categónca con dos categorías De esta manera, ademas de las sanables continuas 
existen dos sanables indicadoras, el tratamiento con dos categonas (medicamento activo 
y placebo) y el genero con dos categorías (hombre y mujer)

Modelo con variables categóricas
Para ilustrar la forma en que las sanables indicadoras participan en el modelo utiliza 
remos el ejemplo del proceso químico Suponga que \ = producto. = temperatura y 

= tiempo de reacción Ahora denotaremos con : la vanable indicadora Sea : = 0 
para el catalizador 1 y ; = 1 para el catalizador 2 l a asignación del indicador (U 1) al 
catalizador es arbitrana Como resultado, el modelo se com lene en

'( = /-i) + /3i r ii + /3: V-b-I- f,. i = 1.2 . ;i

Tres categorías
Continuamos aplicando la estimación de los coeficientes con el método de los mininu's 
cuadrados En el caso de tener tres niveles o categonas de una sola vanable indicadora
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el modelo incluirá dos regresores, digamos z, y z,. donde la asignación (0. 1) es como 
sigue:

[Cl Z2'
1 0
0 1 •

0 o

donde 0 y 1 son vectores de ceros y unos, respectivamente. En otras palabras, si hay ¿ 
categorías, el modelo incluye S — 1 términos reales.

Puede ser aleccionador observar la representación gráfica del modelo con 3 cate­
gorías. En aras de la simplicidad, se considerará una sola variable continua .v. Como 
resultado, el modelo quedará representado como

Vi =í3o+^l-V, +/32Z], +0íZ2, +£|-

Así, la figura 12.2 refleja la naturaleza del modelo. Las siguientes son expresiones del 
modelo para las tres categorías.

E{Y) = (l3o +j9;) +/3|.r, categoría 1.

£(K) = í/3o-i-ft)-t-/3i-r. categoría 2,

= /3q +j9|-v. categorías.

Como resultado, el modelo que incluye variables categóricas en esencia implica un cam­
bio en la intersección a medida que se pasa de una categoría a otra. Desde luego, aquí 
se asume que los coeficientes de los variables continuas son los mismos entre las 
categorías.

■ X

Figura 12.2: Caso de tres categorías.

Ejemplo 12.9:1 Considere los datos de la tabla 12.7. La respuesta y es la cantidad de sólidos en suspen­
sión en un sistema de limpieza de carbón. La \ariable.vcs el pH del sistema \ se ulili/an 
tres polímeros diferentes. Así. “polímero" es categórico con tres categorías, de manera 
que produce dos términos en el modelo, el cual queda como

= pit + pi.X, + p2Zu + PiZ2t + •,. I = 1.2... . 18.
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Luego, tenemos

íl. para el polímero 1, _ —/*’
en cualquier caso. ^ ” \0, en cualquier caso.

A partir del análisis de la figura 12.3 se sacan las siguientes conclusiones. El coefi­
ciente para el pH es el estimado de la pendiente común que se asume en el análisis de 
regresión. Todos los términos del modelo son estadísticamente significativos. Así, el pH 
y la naturaleza del polímero tienen un efecto sobre la cantidad de limpieza. Los signos 
y las magnitudes de los coeficientes de Cj y c, indican que el polímero más eficaz para la 
limpieza es el polímero 1 (produce más sólidos en suspensión), seguido por el polímero 
2, y que el menos eficaz es el polímero 3. J

Tabla 12.7: Datos para el ejemplo 12.9

x(pH) y (cantidad de sólidos en suspensión) Polímero
6.5 292 l
6.9 329 1
7.8 352 1
8.4 378 1
8.8 392 1
9.2 410 l
6.7 198 T

6.9 227 T

7.5 277 T

7.9 297 *)

8.7 3W
9.2 375 ■*

6.5 167 3
7.0 225 3
7.2 247 3
7.6 268 3
8.7 288 3
9.2 342 .3

La pendiente puede variar con las categorías indicadoras
En el análisis efectuado hasta el momento se ha supuesto que los términos de la-' sarui- 
bles indicadoras entran al modelo en lorma adiiisa. lo cual sugiere que las pendiemes. 
como las que se aprecian en la figura 12 2. son constantes en todas la.s categorías h> 
evidente que éste no siempre será el caso Existe la posibilidad de quw* las pendicnt.-' 
varíen y realmente se ponga a prueba esta condición de paralelismo al incluir tcnnim" 
de producto o Inleraccion entre los términos indicadores \ las sanables continuas Por 
ejemplo, suponga que se eligen un modelo con un regresorcontinuo \ una sanable indi­
cadora con dos niveles El modelo entonces quedaría como sigue

y — /í) + /J¡ \ + ,3’C + -+• t
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Sum of
Source OF Squares Mean Square F Value Pr > F
Mode 1 3 80181.73127 26727.24376 73.68 <.0001
Error 14 5078.71318 362.76523

^ofxected Total 17 85260.44444

R-Square Coeff Var Root HSE y Mean
0.940433 6.316049 19.04640 301.5556

Standard
parameter Estimate Error t Value Pr > |t|
intercept -161.8973333 37.43315576 -4.32 0.0007

X 54.2940260 4.75541126 11.42 <.0001
zl 89.9980606 11.05228237 8.14 <.0001
z2 27.1656970 11.01042883 2.47 0.0271

Figura 12.3: Solida de resultados del SAS para el ejemplo 12.9.

Este modelo sugiere que para la categoría 1 (z = 1).

£0’)=(/3b+ft) + (/3i+ft)jr.

mientras que para la categoría 2 (z = 0),

E(y) = Po+P\x.

Por consiguiente, se permite que vanen la intersección y las pendientes para las dos ca­
tegorías. En la figura 12.4 se presentan las rectas de regresión con pendientes sanables 
para las dos categorías.

y

Figura 12.4: Falta de paralelismo en las sanables categoncas

En este caso /3„. /3, y /3, son positivas, mientras que /3j es negaiisa con |/3J <
Por supuesto, si el coeficiente de interacción /3j es insignificante, regresamos al modelo 
común de la pendiente
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Ejercicios
12.45 Se realizo un estudio para e\aluar el combus­
tible que se ahorra al conducir un automóvil sedán 
de cuatro puertas en \e/ de una camioneta o un SUV 
(vehículo deportivo utilitario) La.s variables continuas 
son la lectura del odometro y el octanaje de la gasolina 
empleada La variable de respuesta se da en millas por 
galón Los datos se presentan a continuación

MP
Tipo de 

automóvil Odómetro Octanaje
d4i sedan 75,000 8/5
33 3 sedan 60,000 87 5
30 4 sedan 88,000 78 0
32 8 sedan 15,000 78 0
35 0 sedan 25,000 90 0
29 0 sedan 35,000 78 0
32 5 sedan 102,000 90 0
29 6 sedan 98,000 87 5
168 van 56,000 87 5
192 van 72 000 90 0
22 6 van 14,500 87 5
24 4 van 22.000 90 0
20 7 van 66,500 78 0
25 1 van 35.000 90 0
188 van 97.500 87 5
158 van 65,500 78 0
174 van 42,000 78 0
156 SUV 65.000 78 0
173 SUV 55.500 87 5
20 8 SUV 26 500 87 5
V) -) SUV 11.500 90 0
16 5 SUV 38,000 78 0
21 3 SUV 77 500 90 0
20 7 SUV 19 500 78 0
24 1 SUV 87,000 90 0

o) Ajuste un modelo de regresión lineal que inJu>a 
dos sanables indicadoras Utilice (0. 0) para deno­
tar al sedan de cuatro puertas 

h) (,Que tipo de vehículo parece tener un mavor ren­
dimiento del combustible'

c) Analice la diferencia entre una camioneta y un 
SUV en te'miinos del rendimiento del combus. 
tibie

12.46 Se efectuó un estudio para determinar si el 
género del titular de la taijcta de crédito era un factor 
imponante en la generación de utilidades para cierta 
empresa de tarjetas de crédito Las vanables consiclu. 
radas fueron el ingreso, el número de miembros de la 
familia y el género del titular de la taijeta Los datos 
son los siguientes

Miembros de
Utilidad Ingreso Género la familia

157 45,l)U(J M 1
-181 55.000 M 2
-253 45.800 M 4

158 38,000 M 3
75 75,000 M 4

202 99.750 M 1
-451 28,000 M 1

146 39.000 M O
89 54,350 M I

-357 32.500 M 1
522 36.750 F 1

78 42.500 F 3
5 34.250 F ->

-177 36 750 F 3
123 24.500 F
251 27.5(H) F 1
-56 18.1K)Ü F 1
453 24 5(K) F 1
288 88.750 F !

-104 19 750 F
Ajuste un modelo de regresión lineal usando las
sanables di'-pombles Con base en el mt>delo ajus 
tado. Ja empresa prelenria clientes del genero 
masculino o del lemenino’

/») (Dina usted que el ingreso lúe un factor imp^’r 
tante para evplicar l.i vanabilidad de la uiiliJaJ'

12.9 Métodos secuenciales para la selección del modelo
En ocasiones las pruebas de sigmlicaiuia estudiadas en la sección 12 6 son mus ade 
cuadas para determinar cuales sanables se deben usar en el modelo linal de regresión 
Dichas pruebas sin duda son dicaces si el expenmenlo se puede planear v las sanables 
son ortogonales entre si Incluso si las vanables no son ortogonales, las pruebas i indi 
viduales se pueden usar en muchos problemas en donde se investigan pocas variable' 
Sin embargo existen muchos problemas en los que es ncccsono utili/ar iccnicas nu' 
elaboradas para seleccionar las variables, en panicular si el experimento exhibe una 
desviación sust.mcial de la oriogonalidad Los coelicientes de correlación de la muesirJ 
' \ X proporcionan medidas útiles de inulticolmealidatl (dependencia lineal) entre )i'-
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variables independientes. Como sólo estamos interesados en la dependencia lineal en­
tre variables independientes, no nos confundiremos si eliminamos las x de la notación y 
sólo escribimos = r,j, donde

Observe que, en sentido estricto, las no proporcionan estimados verdaderos de 
los coeficientes de correlación de la población, ya que las x en realidad no son vanables 
aleatorias en el contexto que se estudia aquí. Así. el te'rmino correlación, aunque están­
dar. quizá sea inadecuado.

Cuando uno o más de esos coeficientes de correlación muestral se desvía de manera 
sustancial de cero, suele ser muy difícil encontrar el subconjunto de variables más eficaz 
para incluirlo en la ecuación de predicción. De hecho, en ciertos problemas la multicoli- 
nealidad es tan extrema que no es posible encontrar un predictor adecuado, a menos que 
se investiguen todos los subconjuntos posibles de vanables. En la bibliografía .se citan 
los análisis informativos de Hocking (1976) para la selección de modelos de regresión. 
En la obra de Myers (1990), también citado, se estudian procedimientos para detectar la 
multicolmealidad.

El usuano de la regresión lineal múltiple busca lograr uno de tres objetivos:
1. Obtener estimados de coeficientes individuales en un modelo completo.
2. Estudiar vanables para determinar cuáles tienen un efecto significativo sobre la 

respuesta.
3. Calcular la ecuación de predicción más eficaz

En I) se sabe de antemano que todas las vanables deben incluirse en el modelo En 2) la 
predicción es secundaria; mientras que en 3) los coeficientes de regresión individuales 
no son tan importantes como la calidad de la respuesta estimada \. Para cada una de las 
situaciones antenotes la multicolinealidad en el evpenmento puede tener un efecto pro­
fundo sobre el éxito de la regresión.

En esta sección se estudian algunos procedimientos secuenciales estándar para se­
leccionar vanables, los cuales se basan en la idea de que una sola sanable o un conjunto 
de ellas no debería aparecer en la ecuación de estimación, a menos que ongine un in­
cremento significativo en la suma de cuadrados de regresión o, en forma equivalente, un 
incremento significativo de R-. el coeficiente de determinación múltiple.

lustración de la selección de las variables en presencia de colinealidad
Ejemplo 12.10:1 Considere los datos de la tabla 12 8. que muestra mediciones de 9 bebes E! objetivo del 

expenmento era calcular una ecuación de estimación apropiada que relacionara la talla 
del bebé con todas las vanables independientes o un subconjunto de ellas Los civeficien- 
tes de correlación muestral. que indican la dependencia lineal entre las vanables inde­
pendientes, se incluyen en la matn/ simétnca

V] •V2 Vi t4
1 OOtJO 0 9523 0 5340 0.3900
0 9523 1 ÜÜOO 0 2626 0 1549
0 5.340 0.2626 1 0(XM) 0 7847
0 3900 0.1549 0 7S47 1 OÍKM)
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Tabla 12.8: Datos relacionados con la talla de bebés*

Talla del bebé, 
y (cm)

Edad,
Xi (días)

Talla al nacer,
X2 (cm)

Peso al nacer,
x^ (kg)

Tamaño del pecho
al nacer, a:4 (cm)

57.5 78 48.2 2.75 29.5 '
52.8 69 45.5 2.15 26.3
61.3 77 46.3 4.41 32.2
67.0 88 49.0 5.52 36.5
53.5 61 43.0 3.21 27.2
62.7 80 48.0 4.32 27.7
56.2 74 48.0 2.31 28.3
68.5 94 53.0 4.30 30.3
69.2 102 58.0 3.71 28.7

*Datos analizados por el Statistical Consulüng Center. Virginia Tech, Blacksburg. Virginia.

Obsene que parece haber una cantidad apreciable de multicolincalidad. Se utilizó la 
te'cnica de mínimos cuadrados descrita en la sección 12.2 y se usó c! modelo completo 
para ajustar la ecuación de regresión estimada, la cual quedó como sigue:

y = 7.1475 +0.l000ri + 0.7264t2 + 3 Ü758.r.i -O.OaOütj.

El valor de s' con 4 grados de libertad es 0.7414. y .se encontró que el valor del coefi­
ciente de determinación para este modelo es 0.9908. En la tabla 12.9 se proporciona la 
.suma de cuadrados de regresión que mide la vanación atribuida a cada vunuble indÍM- 
dua! en presencia de las demás, así como los valores t correspondientes.

Tabla 12.9: Valores t para los datos de regresión de la tabla 12.8

Variable X| Variable X; Variable Xj V'ariable Xj
R{/3, |/3^/3,./34) R(/3: |/3i./3.,/34) Rtíi, |/3.,/3:./34) R(/Í4|/3i,/3;.í3.»

= 0 0644 = 0 6334 = 6.2523 = 0.0241
t = 0.2947 / = 09243 l = 2.9(UO r = -0.1805

Una reglón cnlica de dos colas, con 4 grado> de libertad v un nivel de signiticancia 
de 0.05, es dada por |f| > 2.776 De los cuatro valores t calculados sólo la variable .r, 
parece ser significativa Sin embargo, recuerde que aunque el estadístico i desento en 
la sección 12.6 mide el benelicio que aporta una sanable ajustada a todas las demas. no 
detecta la importancia potencial de una variable en combinacnín con un subconjunto de 
variables. Por ejemplo, considere el modelo sólo con las variables v », en la ecuación 
El análisis de los datos proporciona la función de regresión

V = 2 \m + 0 95761; + 3.52531

con R- = 0.9905, que por supuesto no es una reducción sustancia! de R- = 0 9907 para 
el modelo completo. Sin embargo, a menos que las características del desempeño Je 
esta combinación particular hajaii sido observadas, no esUiriamos conscientes de su 
polencial predictivo Esto, desde luego, apoya una nieunlología que observe ioJü\ Iuí 
rt'iíresiofu's pinihU's, o un procedimiento seeuencial sistenialieo diseñado para probar 
subconjunios diferentes J
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Regresión por etapas
Un procedinuenlo estándar para buscar el ‘‘subconjunto ópiimo” de variables ante la 
ausencia de ortogonalidad es una técnica denominada regresión por etapas, que se 
basa en el procedimiento de introducir en forma secuencia! las variables al modelo, 
una por una. Dado un tamaño a predeterminado, la descripción de la rutina por etapas 
se entenderá mejor si primero se describen los métodos de selección hacia delante y 
eliminación hacia atrás.

La selección hacia delante se basa en el concepto de que las vanables deben inser­
tarse una por una hasta obtener una ecuación de regresión satisfactoria. El procedimiento 
es como sigue;

PASO 1. Elija la vanable que proporcione la mayor suma de cuadrados de regre­
sión cuando se ejecute la regresión lineal simple con y o, en forma equivalente, 
aquella que proporcione el mayor valor de R-. Esta variable inicial se llamará .t^ 
Si x^ es insignificante, el procedimiento se su.spende.

PASO 2. Seleccione la variable que al ser integrada al modelo proporciona el 
mayor incremento de R', en presencia de .t,. sobre la R- encontrada en el paso 1 
Ésta, por supuesto, es la vanable para la que

Ri(3j\(3i) = R{(3i,Pj)-R{l3i)

es más grande. Dicha vanable se llamará.Y^. Luego se ajusta el modelo de regresión 
con .r, y .r^. y se obsers'a R'. Si es insignificante, el procedimiento se suspende

PASO 3. Elija la vanable r que proporciona el \ alor más grande de 

RWj I í3t,P2) = /íf/3|.)3;./3,)

otra vez da como resultado el incremento mayor de R- sobre el que se obtuso en el 
paso 2. A esta variable se le denomina i,. y ahora se nene un modelo de regresión 
que incluye v,, t. y Si x^ es insignificante, el procedimiento se suspende

Este proceso continúa hasta que la vanable má.s reciente incluida sa no produce un 
incremento significatiso en la regresión explicada Tal incremento se puede determinar 
en cada paso utilizando adecuadamente una prueba F o una prueba ¡ parciales Por ejem­
plo. en el paso 2 el valor

^ R{lh\i3i)

se determina para probar la pertinencia de x en el modelo. Aquí, el \alor de r es el 
cuadrado medio del error para el modelo que contiene la.s variables v r De manera 
similar, en el paso 3 la razón

^ \Pulh)

prueba la pertinencia de.en el modelo Sin embargo, ahora el valor de e^e! cuadrado 
medio del error parad modelo que contiene las tres vanables x v x Si en el paso 2, 
/</^(l, ;i — 3l para un nivel de significancia preseleccionado. t no c^ta incluida v el



480 Capítulo 12 Regresión lineal múltiple y ciertos modelos de regresión no lincaj

proceso ñnalíza, lo que da como resultado una ecuación lineal simple que relaciona 
.r,. Sin embargo, si/>/„(!. « - 3). se avanza al paso 3. De nuevo, si en el paso 3,^^ 
fj^\,n — 4), entonces no se incluye y el proceso termina con la ecuación de la regre. 
sión apropiada que contiene las variables .r, y x^.

La eliminación hacia atrás implica los mismos conceptos que la selección hacia 
delante, excepto que se comienza con todas las variables en el modelo. Por ejemplo^ 
suponga que hay cinco variables en consideración. Los pasos son:

PASO 1. Ajuste una ecuación de regresión con las cinco variables incluidas cti 
el modelo. Elija la variable que proporcione el valor más pequeño de la suma de 
cuadrados de regresión ajustada para las demás. Suponga que dicha variable es 
x^. Elimine .r. del modelo si

, fiíft |/3i.ft./34./35)
^ ~ S‘

es insigniñcanie.

PASO 2. Ajuste una ecuación de regresión utilizando las variables restantes , 
y .Tj, y repita el paso l. Suponga que esta vez elige la variable x^ Nuevamente, si

/ R{(3s

es insignificante, se retira del modelo la vanable .r,. En cada paso la s- que se 
usa en la prueba F es el cuadrado medio del error para el modelo de regresión 
en esa etapa.

Este proceso se repite hasta que en algún paso la vanable con la suma de cuadrado» 
de regresión ajustada más pequeña produce un valor/significativo a un nivel de signiti- 
cancia predeterminado.

La regresión por etapas se lleva a cabo con una modificación ligera pero imp«)r- 
tanlc del procedimiento de selección hacia delante. La modificación requiere efectuar 
mis pruebas en cada etapa para garantizar la eficacia continuada de las variable» que 
se hubieran incluido en el modelo durante alguna etapa antenor. Esto representa una 
mejoría sobre la selección hacia delante, ya que es muy posible que una vanable que 
haya entrado a la ecuación de regresión en una etapa temprana resulte poco imporian- 
le o redundante debido a las relaciones que existen entre ella y las otras variables que«« 
incluyeron en etapas postenores. Por lo tanto, en la etapa en que se mtluyó una sana­
ble nueva a la ecuación de regresión mediante un incremento significativo de R'. según 
lo determina la pnieba F. todas las variables que va estén en el modelo se someten a 
prueba.s F (o bien, a pruebas o a la luz de esta nueva vanable, y si no muestran un valer 
/ significativo, se eliminan. El procedimiento continúa hasta que se alcance una etapa 
donde ya no sea posible insertar ni elimin.ir sanables adicionales. Este procedimiento 
por etapas se ilustra con el siguiente ejemplo

Ejemplo 12.11: i Utilice las técnicas de regresión por etapas j calcule un modelo de regresión lineal ade­
cuado para predecir la talla de los bebés cu> os datos se presentan en la tabla 12 K.

Solución'. l*.\SO 1. Se considera cada sanable por separado y se ajustan cuatro ecuaciones 
individuales de regresión lineal simple Se calculan las siuuientos sumas de cua-
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drados de regresión pertinentes:

= 288.1468, = 215.3013.

/?(/?3) = 186.1065, R(Pa) = 100.8594.

Es evidente que la variable .t, proporciona la suma de cuadrados de regresión más 
elevada. El cuadrado medio del error para la ecuación que implica sólo \j es = 
4.7276, y como

^ = ^ = ™ =60.9500.
.y2 4 7276

que excede a^^(l,7) = 5.59, la vanable .v, es significativa y se introduce a! mo­
delo.

PASO 2. En esta etapa se ajustan tres ecuaciones de regresión y todas incluyen a 
t. Los resultados importantes para las combinaciones (.Vj, .v^), (.Xj, v^) y (.x^. \.J son

«(fti/3i) = 23.8703, /?{ft|ft) = 29.3086, /?(ft|ft)= 13.8178.

La variable jTj muestra la mayor suma de cuadrados de regresión en presencia de 
.X,. La regresión que implica .x, y proporciona un valor nuevo de r = 0.6307, >
como

/ =
RW0i) 29 3086

0.6307
= 46.47.

que excede 6) = 5.99, la variable .x, es sigmficama y se incluye en el
modelo junto con.x,. Ahora debemos someter a.x, a una prueba de significancia en 
presencia de-\j Encontramos que\Pj)= 1M.349, en consecuencia.

/?(ft|ft) 131.349 
0 6307

= 208 26,

que es muy significativa Por lo tanto, se mantiene x, junto con x,.

PASO 3. Con .X, y x, incluidas en el modelo, ahora se requiere R{0, \ 0^, /3,) > 
/?(ft I /3|, /3,) para determinar cuál de las dos variables restantes, si es que acaso 
se puede incluir alguna, se debe incluir en esta etapa Del análisis de regresión, 
usando .X, junto con x, y-x,. se observa que | /3,. ^3,) = 0 7948, y cuando se 
utiliza con .x, y .x, se obtiene /?(ft | 0^, ft) = 0 1855 El v alor de s- es 0 5979 para 
la combinación x„ x^), y 0 7198 para la combinación (x,. x,. x^) Como ningún 
valor/es significativo al nivel a = 0 05. el modelo hnal de regresión solo incluve 
las vanables .x, y .x, Se encuentra que la ecuación de estimación es

X = 20 1084-i-04!36x, 4-20253x3,

y el coeficiente de determinación para este modelo es /?' = 0 9882

Aunque (x,. x,) es la combinación elegida mediante la regresión por etapas, no es 
necesanamente la combinación de dos v anables que proporciona el \ alor mas grande de 
/?-. De hecho, ya observamos que la combinación (x,. x,) da un valor de R- = 0 9905 
Desde luego, el procedimiento por etapas nunca tomo en cuenta dicha combinación .Se 
podría plantear un argumento racional de que en realidad hay una dilerencia desprecia­
ble en el desempeño entre esas dos ecuaciones de estimación, al menos en términos del
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porcentaje de vanación explicado Sin embargo, es interesante observar que el proce. 
dimiento de eliminación hacia atrás proporciona la combinación (x„ \,) en la ecuación 
final (véase el ejercicio 12 49 en la página 494) j

Resumen
La función principal de cada uno de los procedimientos explicados en esta sección con­
siste en exponer las sanables a una metodología sistemática, diseñada para garantizar 
la inclusión final de las mejores combinaciones de las mismas Es evidente que no es 
seguro que esto pase en todos los problemas y. por supuesto, es posible que la multicoh- 
nealidad sea tan extensa que no haya mas alternativa que apoyarse en procedimientos de 
estimación diferentes de los mínimos cuadrados Tales procedimientos de estimación se 
estudian en Myers (1990), listado en la bibliografía

Los procedimientos secuenciales que se estudian aquí son tres de los muchos méto­
dos de ese tipo que aparecen en la literatura y que están incluidos en diversos paquetes 
de regresión por computadora Estos métodos fueron diseñados para ser eficientes en 
cuanto al cálculo pero, por supuesto, no proporcionan resultados para lodos los subcon 
juntos posibles de variables Debido a esto los procedimientos son mas eficaces para 
conjuntos de datos que incluyen un número grande de variables En el caso de los pro­
blemas de regresión que implican un numero relativamente pequeño de variables, los 
paquetes modernos de computo para la regresión permiten el calculo y resumen la infor­
mación cuantitaliv a de todos los modelos para cada subconjunlo posible de sanables En 
la sección 12 11 se proporcionan ilustraciones

Elección de valores P
Como es de esperarse, la elección del modelo final con estos procedimientos podna 
depender en gran medida del valor P que se seleccione Ademas, un procedimiento es 
mas exitoso cuando es for2ado a probar una gran cantidad de sanables posibles Por 
esta razón, cualquier procedimiento hacia delante es mas útil cuando se utili/a un valor 
P relativamente grande A esto se debe que algunos programas de computo empleen un 
valor P predeterminado de ü 50

12.10 Estudio de los residuales y violación de las suposiciones 
(verificación del modelo)

Antenormente en este capitulo se sugino que los residuales, o errores en el ajuste de 
regresión, con frecuencia proporcionan mlomiacion que puede ser niuv valiosa parad 
analista de datos Los c = \ =\.i=1.2 . u que son el equivalente nuinenco de Ion
f. los errores del modelo a menudo revelan la po^ihle v loljcion de las suposiciones o U 
presencia de datos de puntos "sospechosos' Supongaque el vector \ denota los valore' 
de las V arables regresoras que corresponden al i-esimo punto de los datos, complenien 
lado por un 1 en la posiuon inicial Es decir

','=!• ' i.-'X:,. .\h ]
Considere la cantidad

/i„ = \[(V\ I ' 1=12 /I
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Residuo
estudenlizado

Residual R de 
Student

El lector debería notar que en la sección 12.5 se utilizó para calcular los Intci^'alos de 
confianza de la respuesta medía. Además de cr-, A ^ representa la voríanza del valor ajus­
tado V. Los valores /i,_ son los elementos de la diagonal de la matriz “SOMBRERO”

H =X(X'X)-‘X'.

que desempeña un papel importante en cualquier estudio de residuales y en otros aspec­
tos modernos del análisis de regresión (véase Myers, 1990, citado en la bibliografía). El 
te'rmíno matriz SOMBRERO se deriva del hecho de que H genera las “y sombrero”, o 
los valores ajustados cuando se multiplica por el vector y de respuestas observadas. Es 
decir, y = Xb. por lo tanto.

y =X(X'X)-‘X'y =Hy,

donde y es el vector cuyo í-ésimo elemento es
Si se hacen las suposiciones acostumbradas de que los e son independientes y están 

distribuidos normalmente, con media cero y varianza a', las propiedades estadísticas de 
los residuales se establecen con facilidad. Entonces.

£(e.) = E(y,-y,) = 0 y o;^ = (1 -/i„ )o^,

para / = 1,2,...,». (Para mayores detalles véase Myers, 1990). Es posible demostrar que 
los valores de la diagonal de la matriz SOMBRERO están acotados de acuerdo con la 
desigualdad

- </i„ < I. n
n

Además, ^ h„ = A' + 1. el número de parámetros de la regresión. Como resultado. 
1=1

cualquier punto de los datos cuyo elemento diagonal SOMBRERO sea grande, es decir, 
esté muy por encima del valor promedio de (A: -t- 1 )//i, está en una posición dentro del 
conjunto de datos donde la varianza de y es relativamente grande y la \ananza de un 
residuo es relativamente pequeña. Como resultado, el analista de datos puede tener una 
idea de qué tan grande puede ser un residuo antes de que su dessiación de cero se pueda 
atribuir a algo distinto del azar. Muchos de los paquetes comerciales para computadora 
que permiten calcular la regre.sión producen e! conjunto de residuales c.studen(izado.s

r, = / = 1.2........n

Aquí, cada residuo se dividió entre una estimación de su desviación estándar 
creando un estadístico upo t diseñado para dar al analista una cantidad sin escala que 
proporcione información sobre el tamaño del residual. Además, a menudo los paquetes 
de cómputo comunes proporcionan valores de otro conjunto de residuales upo e.studen- 
tizados denominados valores R de Student

s\Jl il,t
I = 1.2. ...n.

donde s_^ es un estimador de la desviación estándar del error calculado con el i-ésimo 
punto de los datos eliminado.
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Hay tres tipos de transgresiones de las suposiciones fáciles de delectar mediante 
el uso de los residuales o gráficos de residuales. Aunque las gráficas de los residua, 
les brutos, los e, ayudan a esto, con frecuencia es más informativo graficar los residuales 

estudentizados. Las tres transgresiones son las siguientes:
1. Presencia de valores extremos

2. Vaitanza heteroge'nea del error
3. Especificación inadecuada del modelo

En el caso 1 elegimos definir un valor extremo como un punto de los datos que se 
desvía de la suposición común de que E(e) = ü para un valor específico de L Si hay una 
razón para creer que un punto de un dalo específico es un valor extremo que ejerce 
una gran influencia sobre el modelo ajustado, r o r, esto podría estar informando algo. 
Es de esperarse que los valores R de Student sean más sensibles a los valores extremos 
que los valores r.

En realidad, en el caso de que £(£) - 0, / es un valor de una variable aleaiona que 
sigue una distribución/con n — I —(¿+ 1) = n — A — 2 grados de libertad. Por consi­
guiente, es posible utilizar una prueba / de dos colas para proporcionar información con 
el fin de detectar si el punto í-ésimo es o no un valor extremo.

Aunque el estadístico R de Student / produce una prueba / exacta para detectar un 
valor extremo en una ubicación específica, la distnbución / no se aplicaría para probar 
simultáneamente vanos valores extremos en todas las ubicaciones. Como resultado, los 
residuales estudentizados o valores R de Student se deberían usar cstnctamente como 
henramicnta-S de diagnóstico .sin un mecanismo de prueba de hipótesis formal. La im­
plicación es que dichos estadísticos resaltan puntos de los datos en los que el error del 
ajuste es mayor de lo esperado por el azar. Los \ alores R de Student de gran magnitud 
sugieren la necesidad de “\cnficar” los dalos con todos los recursos disponibles La 
práctica de eliminar observaciones de conjuntos de datos de la regresión no deberia 
llevarse a cabo de forma indiscnminada. (Para más información sobre el uso de los diag­
nósticos sobre valores extremos véase .Mvers. 1990. en la bibliografía).

Ilustración de la detección de valores e.vtremos
Estudio de lasu 12.1:! Método para capturar saUamonles. En un experimento biológico, que tue etecluadi> 

en el Departamento de Entomología de VirginiaTcth. se hicierttn n ensayos expeninen- 
tales con dos métodos diferentes para capturar saltamontes Los ménnlos consistieron en 
la captura por caída de la red y la captura por bamdo de la red. El número promedio de 
saltamontes atrapados con cada método se registró en un ct'njunto de cuadranks del 
campo en una fecha determinada. También se registró una variable reuresora adkional 
la altura promedio de las plantas en los cuadrantes Los datos expenmcnialcs aparevcn 
en la tabla 12 10.

El objetivo consiste en estimar cuantos saltamontes se capturan empleando solo el 
método del bamdo de la red. que es menos costoso. Ilav cierta preocupación por la vali­
dez del cuarto punto de los datos. La captura observada utilizando el método de caída de 
la red que se reportó parece inusualmente alta, dadas las demás condiciones, de he^ho 'O 
pensó que la citra podía ser errónea. .Ajuste un modelo del tipo

para los 17 puntos de los datos y estudie los residuales para dctenninar si el punto 4 C' 
un valor extremo.
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Tabla 12.10: Conjunto dc datos para el estudio de caso 12.1

Observación

Captura 
por caída 

dc la rcd,.v

Captura por 
barrido de 
la rcd,X|

Altura de 
las plantas,

X, (cm)
1 18.0000 4.15476 52.705
2 8.8750 2.02381 42.069
3 2.0000 0.15909 34.766
4 20.0000 2.32812 27.622
5 2.3750 0.25521 45.879
6 2.7500 0.57292 97.472
7 3.3333 0.70139 102.062
8 l.ÜOOO 0.13542 97.790
9 1.3333 0.12121 88.265

10 1.7500 0.10937 58 737
11 4.1250 0.56250 42.386
12 12.8750 2.45312 31.274
13 5.3750 0.45312 31 750
14 28.0000 6.68750 35 401
15 4.7500 0.86979 64.516
16 1.7500 0.14583 25.241
17 0.1333 0.01562 36.354

Solución: Un paquete de computo generó el modelo de regresión ajust¿ido

y = 3.6870 + 4.1050\, -00367.i;

junto con los estadísticos R- = 0.9244 y s- = 5.580. También se ohtu\ ieron los residuales 
y otra información de diagnostico que fueron registrados en Li tabla 12 11.

Como se esperaba, el residual en la cuarta ubicación parece inusualmente grande, a 
saber. 7.769. La cuestión fundamental aquí es si este residual es más grande de lo que se 
esperaría debido al a¿ar. El error estándar del residual para el punto 4 es 2.209. El \ alor 
R de Student que se obtuso es 9.9315. Al considerarlo como el \alor de una sanable 
aleatoria que tiene una disinbución f con 13 grados de libertad, se concluiría sin duda 
que el residuo de la cuarta obsen’ación se estima algo mas or que 0. y que la medición 
del presunto error es apoyada por el estudio de los residuales. Obserse que ningún otro 
valor de los residuales proporciona un salor R de Student que sea motiso de alarma _l

Gráfica de los residuales para el estudio de caso-12.1
En el capítulo 11 estudiamos con cieno detalle la utilidad de gralicar los residuos en el 
análisis de regresión. Es frecuente que con base en dichas gráticas se detecte la \iolacion 
de las suposiciones del modelo. En la regresión múltiple en iveasioncs es útil gralicar la 
probabilid-td normal de los residuales o los residuales en comparación con i Sin em­
bargo. a menudo es prefenble gralicar los residuales estudenti/ados.

Recuerde que la preferencia por los residuales estudentizados sobre los residuales 
ordinanos para propósitos de gralicacion se debe a que. como la \arian/a de i-esimo
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Tabla 12.11: Información sobre los residuales para 
el conjunio de datos del estudio de caso 12.1

Obs. y, y. y, -y¡ hu S \/l It r¡ (i
1 18.000 18.809 -0.809 0.2291 2.074 -0.390 -0.3780
2 8 875 10.452 -1.577 0.0766 2.270 -0.695 -0.6812
3 2.000 3.065 -1.065 0.1364 2.195 -0.485 -0.4715
4 20.000 12.231 7.769 0.1256 2.209 3.517 9.9315
5 2.375 3.052 -0.677 0.0931 2 250 -0.301 -0 2909
6 2 750 2.464 0.286 0.2276 2.076 0 138 0.1329
7 3.333 2.823 0510 0.2669 2.023 0 252 0.2437
8 1.000 0.656 0.344 0.2318 2 071 0 166 0 1601
9 1.333 0.947 0.386 0.1691 2.153 0.179 0.1729

10 1.750 1.982 -0.232 0.0852 2 260 -0.103 -0.0989
11 4.125 4.442 -0.317 0 0884 2 255 -0.140 -0 1353
12 12.875 12.610 0.265 0 1152 2 222 0.119 0.1149
13 5.375 4.383 0.992 0.1339 2.199 0451 0 4382
14 28 000 29.841 -1.841 0 6233 1.450 -I 270 -1.3005
15 4 750 4.891 -0.141 0.0699 2 278 -0.062 -Ü 0598
16 1.750 3 360 -1.610 Ü 1891 2 127 -0.757 -0.7447
17 0 133 2418 -2.285 0.1386 2.193 -1 042 -1 (M54

residuo depende del i-c'simo elemento en la diagonal SOMBRERO, las \arianza.s de 
los residuos difenrán .si hay dispersión en las diagonales SOMBRERO Así. es probable 
que la apanencia de una gráfica de residuales sugiera heterogeneidad debido a que los 
propios residuales no se comportan, en general, de manera ideal El propósito de utilizar 
residuales estudenlizados es proporcionar un tipo de eskiiuJanzaaon. Es ev idente que si 
.se conociera ít. en condiciones ideales, es decir, en las que el modelo fuera correcto ) la 
varianza homogénea, se tendría

V Varf-^^) = 1
VcrVl -l¡„ J '

De manera que los residuales estudenti/ados producen un conjunto de estadísticos que 
en condiciones ideales se comportan en forma estándar La figura 12 5 presenta una grá­
fica con los \alores R de Student para los datos de los saltamontes del estudio de caso 
12 1 Advierta que el valor para la observación 4 se destaca de los demls La graÍKa R 
de Student se genero con el programa ÓAS La grahea presenta los residuales en cumpa 
ración con los valores \

Verificación de la normalidad
El lector debe recordar, de acuerdo con lo que se estudio en el capitulo 11. la importan­
cia de venlicar la nonnalidad utilizando una gráfica de probabilidad nonnal La misma 
recomendación es válida para el caso de la regresión lineal multiple Las gráticas de 
probabilidad normal se pueden generar utilizando software estándar para regresión .Sm 
embargo, como va se indico, éstas pueden ser mas dicaces si se usan residuales estuden 
tizados o valores R de Student en vez de residuales comunes
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Valor predicho de Y

Figura 12 5 Valores R de Student graficados en comparación con los valores predichos 
para los datos de los saltamontes del estudio de caso 12 1.

12.11 Validación cruzada, Cp, y otros criterios para la selección 
del modelo

Para muchos problemas de regresión el experimentador debe elegir entre vanos modelos 
alternativos o formas de modelo que se desarrollan a partir del mismo conjunto de datos 
Con mucha frecuencia se requiere el modelo que predice o estima mejor la respuesta 
media. El expenmentadordebe tomaren cuenta los tamaños relativos de los valores de 
para los posibles modelos y, sin duda, la naturaleza general de los intervalos de confianza 
sobre la respuesta media También se debe considerar lo bien que el modelo predice los 
valores de la respuesta que no se hayan utilizado para construir los posibles modelos 
Los modelos deben estar sujetos a validación cruzada Entonces, lo que se requiere son 
los errores de la validación cruzada en lugar de los errores del ajuste Estos errores en la 
predicción son los residuales PRESS

6, =■}, -V, i = 1.2. ,n.

donde __ es la predicción del i-esimo punto de los datos por medio de un modelo que 
no utiliza el i-esimo punto en el calculo de los coehcientes Estos residuales PRESS se 
calculan mediante la fórmula

í',
I -/«.

1 = l .2. . ft

(La denvacion se encuentra en Myers. 1990)

l’so dei estadístico PRESS
La motivación para utilizar PRESS y la utilidad de los residuales PRESS es muy lacil 
de entender El proposito de extraero u/iartir puntos de datos, uno a la ve/, consiste en
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pemmirel empleo de metodologías separadas para ajustar y evaluar un modelo específico 
Para e\ aluar un modelo la indica que el residual PRESS proporciona un error de 
predicción donde la observación que se predice es mdcpendtenie del ajuste del modelo 

Los cntenos que utilizan los residuales PRESS son dados por

n ”
y PRESS=5]Í

í=l «=>

(El termino PRESS es un acrónimo que se forma con las iniciales de los tdrmmos de la 
frase en ingles predictwu sum of squares, que se traduce como suma de cuadrados de 
predicción) Se sugiere que se utilicen ambos criterios Es posible que PRESS sea domi­

nado por uno o algunos residuales PRESS grandes Es evidente que el cnteno sobre ^[51

es menos sensible a un número pequeño de valores grandes
Ademas del estadístico PRESS en sí. el analista puede simplemente calcular un 

estadístico similar a R' que refleje el desempeño de la predicción Con frecuencia a este 
estadístico se le denomina y se calcula como sigue

R de prediction Dado un modelo ajustado con valor especifico para PRESS, /?^ es dado por

, . PRESS

Observe que R^ es tan sólo el estadístico común R' donde la SCE fue reemplazada por 
el estadístico PRESS

En el siguiente estudio de caso se proporciona un ejemplo en el que se ajustan mu 
chos posibles modelos a un conjunto de datos y se elige el mejor de ellos No se emplean 
los procedimientos sccucnciales descritos en la sección 12 9 En vez de eso se ilustra el 
papel que desempeñan los residuales PRESS v otros valores estadísticos cuando se trata 
de seleccionar la mejor ecuación de regresión

I studio di caso 122 Patada de fútbol. La fuerza de las piernas es un requisito necesario para que un pateador 
leng.i éxito en el fútbol amencano Una medida de la calidad de una buena patada es l1 
"tiempo de vuelo' de! balón, es decir, el tiempo que el balón se manliene en el aire antes 
de ser atrapado por el regresador de patadas Para determinar cuales factores de la fuerza 
de las piernas mflujenenel tiempo de vuelo v desarrollar un modelo empírico para prede 
cir esta respuesta, el Departamento de Salud. Educación Física v Recreación de Virginia 
Tech llevó a cabo un estudio sobre La relauon mire \aru¡hlt's seliu-umadas dt dcstm 
¡HÍu) fiULo \ la Lopiu uUid di despejen mil fútbol Se eligieron 1 ^ pateadores para el 
experimento > cada uno pateo 10 veces el balón En la tabla 12 12 aparece el registro de! 
tiempo de vuelo promedio junto con las medidas de fuerza usadas en el análisis 

Cada sanable regresora se define como sigue
1. I PD. fuerza de la pierna derecha (libras)
2. FPl íuer/a de la pierna izquierda (libras)
3. FFD. tlcxibilidad muscular del tendón derecho igradosi
4. FTI ilexibiliJad muscular del tendon izquierdo (erados)
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5. Potencia, fuerza general de las piernas (pie-libras)
Determine el modelo más adecuado para predecir el tiempo de vuelo.

Tabla 12.12: Datos para el estudio de caso 12.2.

Pateador
Tiempo de 

vuelo, y (seg)
FPD, FPI,

X2
FTD, Fn,

X4
Potencia,

^5
1 4.75 170 170 106 106 240 57
2 4.07 140 130 92 93 195.49
3 4.04 180 170 93 78 152.99
4 4.18 160 160 103 93 197.09
5 4.35 170 150 104 93 266.56
6 4.16 150 150 101 87 260.56
7 4.43 170 180 108 106 219.25
8 3.20 lio lio 86 92 132 68
9 3.02 120 lio 90 86 130.24

10 3.64 130 120 85 80 205 88
11 3.68 120 140 89 83 153.92
12 3.60 140 130 92 94 154.64
13 3.85 160 150 95 95 240 57

Solución: Al buscar el mejor modelo posible para predecir el tiempo de \uelo se obtuso la infor­
mación de la tabla 12.13 utilizando un paquete de cómputo para regresión. Los modelos 
están clasificados en orden ascendente con respecto a los valores del estadístico PRESS 
Esta presentación brinda información suficiente acerca de todos los modelos posibles 
con el fin de permitir que el usuario elimine algunos de ellos Al parecer, el mejor mode­
lo para predecir el tiempo de vuelo para los pateadores es el que contiene a r, ) (FPI 
y potencia), denotadas por.v.,V5. Asimismo, obserse que todos los modelos con valores

n"
bajos de PRESS, de s^, de y con valores altos de R'. contienen esas dos sanables 

1=]
Para obtener información de los residuales de la regresión ajustada

y, = bo + b:X2, +

se generaron los residuales y los residuales PRESS. El modelo de predicción real (véase 
el ejercicio 12.47 de la página 494) es dado por

y= 1.10765 -1-001370V;+()(MU2yvs

En la tabla 12.14 se listan los residuales, los valores de la diagonal testada v los valores 
PRESS.

Observe el ajuste relativamente bueno de los modelos de regresión con dos sanables 
para los datos. Los residuales PRESS rellcjan la capacidad de la ecuación de regre­
sión para predecir el tiempo de vuelo .si se lucieran predicciones independientes Por 
ejemplo, para el paleador número 4 el tiempo de v uelo de 4.1 SO tendría un error de pre­
dicción de 0.039 SI se construv era el modelo usando a los i 2 pateadores restantes Para 
este modelo el error promedio de la predicción, o error de validación cruzada, es

I "
— ^ |d,| = 0.1489 segundos.
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Tabla 12.13: Comparación de diferentes modelos de regresión

Modelo y:i6/i PRESS R2

0.036907 1.93583 0.54683 0.871300

JTl-ts-Ts 0.041001 2.06489 0.58998 0.871321

.r2.t4.V5 0.037708 2.18797 0.59915 0.881658

.T2.Y3.r5 0.039636 2.09553 0.66182 0.875606

.r1.r2.t4.T5 0.042265 2.42194 0.67840 0.882093

.ri.r2Ar3A:5 0.044578 2.26283 0.70958 0.875642

.r2.t3A:4.t5 0.042421 2.55789 0.86236 0.881658

.tl.t3.t5 0.053664 2.65276 0.87325 0.831580

.ri.r4A:5 0.056279 2.75390 0.89551 0.823375
X]XS 0.059621 2.99434 0.97483 0.792094
X2X3 0.056153 2.95310 0.98815 0.804187
X\X3 0.059400 3.01436 0.99697 0.792864
•X i.rijTí.tajrs 0.048302 2.87302 1.00920 0.882096
X2 0.066894 3.22319 1.04564 0.743404
X3XS 0.065678 3.09474 1.05708 0.770971
X\X2 0.068402 3 09047 1 09726 0.761474
-t3 0.074518 3 06754 1.13555 0.714161
.rj.r3.r4 0.065414 3.36304 1.15043 0.794705
.t2.t3.t4 0.062082 3.32392 1.17491 0.805163
A:2.t4 0.063744 3.59101 l 18531 0.777716
.rJ.T2.t3 0.059670 3.41287 l 26558 0.812730
.t3.t4 0.080605 3 28004 l 28314 0.718921
.ti.r4 0.069965 3 64415 1.30194 0 756023
•ti 0.080208 3.31562 1.30275 ü 692334
.T1.r3.r4.r5 0.059169 3.37362 1.36867 0 834936
.3 i.Ts.ta 0.064143 3 89402 1.39834 0.798692
.r 3.34.35 0.072505 3.49695 1 42036 0.772450
.r1.t2.r3.t4 0.066088 3 95854 1.52344 0 81563^
•t5 0.111779 4.17839 1 72511 0.571234
.t4.t5 0.105648 4 12729 1.87734 0.631593
.t4 0 186708 4.88870 2 82207 0.28.3819

que es pequeño comparado con el tiempo de vuelo promedio para Uis 13 pateadotC' J 
En la sección 12 9 indicamos que a menudo es aconsejable utiii/ar todos los sub­

conjuntos posibles de regresión cuando se busca el mejor nmJeli* La mavoria de Ion 
programas comerciales de cómputo para estadística contienen una mima de /oíAo Ao 
regresiones posibles. Tales algontmos calculan diversos cntenos para todos los 'ub- 
conjuntos de términos del modelo. Es evidente que cnieru's c»>mo /?. s' v PRL.SS son 
razonables para elegir entre subconjuntos de candidatos Otro estadístico muv p»>pulir 
y útil, en particular para las ciencias físicas e ingeniería, es el eNiadisiico C . que se dc' 
cnbe a continuación.
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Tabla 12.14: Residuales PRESS

Pateador yi «í =yi -yi ha Si
1 4.750 4.470 0.280 0.198 0.349
2 4.070 3.728 0.342 0.118 0.388
3 4.040 4.094 -0.054 0.444 -0.097
4 4.180 4.146 0.034 0.132 0.039
5 4.350 4.307 0.043 0.286 0.060
6 4.160 4.281 -0.121 0.250 -0.161
7 4.430 4.515 -0.085 0.298 -0.121
8 3.200 3.184 0.016 0.294 0.023
9 3.020 3.174 -0.154 0.301 -0.220

10 3.640 3.636 0.004 0.231 0.005
11 3.680 3.687 -0.007 0.152 -0.008
12 3.600 3.553 0.047 0.142 0.055
13 3.850 4.196 -0.346 0.154 -0.409

El estadístico Cp
Muy a menudo la selección del modelo más adecuado implica tomar en cuenta mudias 
cosas. Evidenlemenie el número de términos del modelo es importante, el lema de la 
parsimonia no debe ignorarse. Por otro lado, el analista no debe sentirse satisfecho con 
un modelo demasiado simple hasta el punto de una simplificación excesisa. En este sen­
tido, un estadístico único que implica un compromiso aceptable e.s Q. tVéa.se Mallows, 
1973, en la bibliografía).

El estadístico Cp apela de forma muy adecuada al sentido común y se desarrolla 
tomando en cuenta el equilibrio apropiado entre el sesgo excesivo en que se incurre 
cuando se subajusta, es decir, cuando se eligen muy pocos términos para el modelo; s 
la varianza excesiva de la predicción que se genera cuando se sobreajusta, o sea cuando 
hay redundancias en el modelo. El estadístico Cp es una función simple del número total 
de parámetros en el posible modelo y la media cuadrada del error .r.

Aquí no presentaremos el desarrollo completo del estadístico Q. (Para mavores de­
talles se recomienda consultar a Myers, 1990, listado en la bibliografía). El C para un 
subconjunto particular de modelos es un estimuJo de lo siguiente’

1 ^ 1 ^
Í = 1 í = l

Se descubre que. bajo las .suposiciones estándar de los mínimos cuadrados que se indica­
ron con anterioridad en este capítulo, y asumiendo que el modelo "verdadero" es aquel 
que contiene todas las posibles variables.

^¿Var(y,) = p (número de parámetros en el ptisible modelo)
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(vease el ejercicio de repaso 12 63) y un estimado no sesgado de

-l; ^(Sesgoí,)' es dado por ^ y~](Sesgoí‘,) 

^ 1=1 í=i

^2 {s- -cr)(n ~p)

En las ecuaciones antcnores es el cuadrado medio del error para el posible modelo 
y (T‘ es la vananza del error de la población Así, si asumimos que se dispone de alguf^ 
estimado á- para a'', entonces es dado por la siguiente ecuación*

EsiadisticoQ ^s--á-)(n-p)
Cp - p + ^2

donde p es el número de parámetros en el modelo, r es el cuadrado medio del error para 
el modelo candidato y á' es un estimador de a'"

Es cudcntc que el científico debena adoptar modelos con valores pequeños de C. 
El lector observara que. a diferencia del estadístico PRESS, Cp carece de una escala 
Ademas, se puede obtener cierta información acerca de que' tan adecuado es un posible 
modelo observando su valor de Cp Por ejemplo, Cp> p indica que un modelo esta ses 
gado debido a que está subajustado, mientras que Cp== p indica un modelo razonable

Con frecuencia hay confusion respecto a la procedencia de á en la lónnula para 
Es evidente que el científico o ingeniero no tienen acceso a la cantidad o*' de la pobla 
Clon En aplicaciones donde se dispone de tórridas repetidas, digamos en situaciones de 
diseño expenmental se dispone de un estimado de cr’ independiente del modelo (vease 
los capítulos II y 15) Sin embargo la mayoría de paquetes de computo utilizan a 
como el cuadrado medio dtl error dd modelo mas tomplelo Evideniemcnte, si esto no 
es un buen estimado, la parte de sesgo del estadístico Cp puede ser negativa Por tonsi- 
guíente, Cp puede ser menor que p

Ejemplo 12 12:1 Considere el conjunto de datos de la tabla 12 15, los cuales reflejan el ínteres de un fa 
bricante de grava asfáltica en la relación que existe entre las ventas duranie un añoespe 
cilico y los factores que influyen en ellas (Los datos fueron lomados de Kutner a al 
2004. véase la bibliografía)

En los subconjuntos de modelos posibles, hay tres que revisten ínteres especial 
Estos tres son los de ViV^r^y T,r,r.v^ A continuación se presenta la inlormauon per 
linente para comparar los tres modelos Para ayudar a la toma de decisiones indumuh 
los estadísticos PRESS de los tres modelos

Modelo R- PRESS t’/.
VsVV 0 9940 09913 44 5552 782 1896 1 I 4013
' 1 V;Xi 0 9970 0 992S 24 79>6 Íx43 3578 3 4075
V|r:\iX4 0 9971 0 9917 26 2073 741 73^7 5 0

A partir de la información de la labia parece claro que el modelo \ v.v c-' mejor 
que los otros dos Observe que para el modelo completo C = 5 () Lsio ocurre porque la 
parte de ses^oc'> igual acero y (t' = 26 2073 esd cuadrado medio del error del nuiJelii 
completo J

La figura 12 6 es una salida de resultados de la luiicion PROC RFCi del S \S la cual 
muestra intormaeion sobre todas las regresiones posibles A partir de dia es posible 
hacer comparaciones de otros modelos con (r . i v ) ()b>erve que i v . i v ) parece 
muy bueno en comparación con lodos los demás modelos

Como verificación final del modelo U| \ \ i la figura 12 7 presenta una gralicJ dv
probabilidad normal de los residuales dd modelo
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Tabla 12.15: Dalos para el ejemplo 12.12

Distrito
Cuentas

promocionales, jti
Cuentas 

activas, X2
Marcas en 

competencia, xs
Potencial,

X4
Ventas, 
y (miles)

1 5.5 31 10 8 $ 79.3
2 2.5 55 8 6 200.1
3 8.0 67 12 9 163.2
4 3.0 50 7 16 200.1
5 3.0 38 8 15 146.0
6 2.9 71 12 17 177.7
7 8.0 30 12 8 30.9
8 9.0 56 5 10 291.9
9 4.0 42 8 4 160.0

10 6.5 73 5 16 339.4
11 5.5 60 11 7 159.6
12 5.0 44 12 12 86.3
13 6.0 50 6 6 237.5
14 5.0 39 10 4 107.2
15 3.5 55 10 4 155.0

Dependent Variable: sales
llucber in Adjusted

Model C(P) R-Square R-Square MSE Variables in Model

3 3.4075 0.9970 0.9961 24.79560 xl x2 x3
4 5.0000 0.9971 0.9959 26.20728 xl x2 x3 x4
2 11.4013 0.9940 0.9930 44.55518 x2 x3
3 13.3770 0.9940 0.9924 48.54787 x2 x3 x4
3 1053.643 0.6896 0.6049 2526.96X44 xl x3 x4
2 1082.670 0.6805 0.6273 2384.14286 x3 x4
2 1215.316 0.6417 0.5B20 2673.83349 xl x3
1 1228.460 0.6373 0.6094 2498.68333 x3
3 1653.770 0.5140 0.3814 3956.75275 xl x2 x4
2 1668.699 0.5090 0.4272 3663.99357 xl x2
2 1685.024 0.5042 0.4216 3699.64814 x2 x4
1 1693.971 0.5010 0.4626 3437.12846 x2
2 3014.641 0.1151 -.0324 6603.45109 xl x4
1 3088.650 0.0928 0.0231 6248.72283 x4
1 3364.684 0.0120 -.0640 6805.59568 xl

Figura 12.6: Salida de resultados del S/IS de todos los subconjuntos posibles sobre 
los datos de las ventas para el ejemplo 12.12.
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Cuantiles teóncos

Figura 12 7 Gráfica de la probabilidad normal de los residuales, utilizando el modelo 
para el ejemplo 12 12

Ejercicios
12.47 Considere los dalos sobre el ‘tiempo de vuelo" 
de los paleadores que se presentaron en el estudio de 
caso 12 2 >. utilizando solo las variables v, > r,
a) Venfique la ecuación de regresión que se presenta 

en la pagina 489
b) Prediga el tiempo de vuelo para un pateador con 

FPl = 180 libras y potencia = 260 pie-Iibras
c) Construya un intervalo de confianza de 95*71 pora 

el tiempo de vuelo promedio de un pateador ton 
FPI = 180 libras y potencia = 260 pies-libras

12.48 Para los datos del ejeaicio 12 15 de la pagina 
452 utilice las técnicos de
íi) siItLCion liac ¡a delanlt a un nivel de significancia 

de 0 05 para elegir un modelo de regresión lineal 
h) Lluninaacm luuia utrw! a un nivel de significancia 

de 0 05 para seleccionar un modelo de regresión 
lineal

c) riqrcsioiipurtiapas a un nivel de significancia de 
0 05 para escoger un modelo de regresión lineal

12.49 Emplee las técnicas de elumitaLion hacia íi/rur 
con Q = 005 pora elegir una ecuación de predicción 
para los datos de la tabla 12 8
12.50 Para los dalos de los paleadores del estudio de 
caso 12 2 también se registro una respuesta adicional, 
la distancia de la patada Los siguientes son los va 
lores de distancia promedio para cada uno de los 11 
pateadores
a) Utilice los dalos de distancia en lugar de los de 

tiempo de v uclo para estimar un modelo de reure 
sion lineal multiple del upo

/^i |ii i: «I '4 ■«<

= f5^) +¡3\X\ + /3: T: +0\X\ + í3jT4 + /3<t<
que permita predecir la distancia de la patada

b] Utilice la regresión por etapas a un nivel de signi
ficancia de ü 10 para seleccionar una combinación 
de variables „

c) Genere v alores pora s-, R . PRESS y j pjra el
I I

conjunto completo de 11 modelos Utilice esta m 
formación para determinar la mejor combinación 
de sanables para predecir la distancia de la patada 

J) Para el modelo final que seleccione, gratiquL lu> 
residuales estandanzados en cnmp.u-acion con ) 
> elabore una gralica de probabilidad nonnal dt. 
los residuales ordinanos Haga coméntanos al iln 
pecio

Pateador Distancia, y (pies)
I 162 50
T 144 (M)
1 147 50
4 161 5ü
5 192 (X)
6 171 75
7 162(H)
H 104 91
y 105 67

10 11759
11 140 25
12 15(1 17
n 165 If)
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)2il El stguienle es un conjunto de dalos para y, la 
•jnüdad de dinero (en miles de dólares) aportado a la 

de exalumnos del Virginia Tech por la ge­
stación de 1960; y para .r, el número de años que han 
jpjijcurrido desde la graduación:

y X y X
81X52 1 2755.UU 11
82X50 2 4390.50 12

1211.50 3 5581.50 13
1348.00 4 5548.00 14
1301.00 8 6086.00 15
2567.50 9 5764.00 16
2526.50 10 8903.00 17

fl) Ajuste un modelo de regresión del tipo 
fly¡x =(3o +/3¡x.

h) Ajuste un modelo cuadrálico del tipo 
=Po-i-/3i.r+/3nx\

() Determine cuál de los modelos de los incisos a) 
o b) es preferible. Utilice s^, R- y los residuales 
PRESS para sustentar su decisión.

Ii52 Para el modelo del ejercicio 12.50a) pruebe la 
hpóiesis ^ = 0.

Hi: p, #0.

Lulice un valor P para su conclusión.
1253 Para el modelo cuadrálico del ejercicio I2.51ft) 
pDporcionc estimados de las varianzas y las covarian- 
zjjdelos estimados de/3, y/B,,.
1254 Un cliente del Departamento de Ingeniena 
Mecánica se acercó al Centro de Consulta de Virginia 
Tech para que lo ayudaran a analizar un experimento 
sdire motores con turbina de gas. Se midieron varia.*, 
salidas del voltaje de los motores con distintas combi­
naciones de velocidad de las aspas y de la e.xiensión de 
los sensores. Los datos son los siguientes;

y Velocidad, JT| Extensión, 
(voltios) (pulg/seg) X; (pulg)

1.95 6336 0.000
2.50 7099 0.000
2.93 8026 0.000
1.69 6230 0.000
1.23 5369 0.000
3.13 8343 0.000
1.55 6522 0.006
1.94 7310 0.006
2.18 7974 0.006
2,70 8501 0 006
1.32 6646 0.012
1.60 7384 0.012
1.89 8000 0.012
2.15 8545 0.012
1.09 6755 0.018
1.26 7362 0.018
1.57 7934 0.018
1.92 8554 0.018

ü) Ajuste una regresión lineal múltiple a los datos.

b) Calcule las pruebas i sobre los cocúcienlcs. Pro­
porcione valores P.

c) Haga comentarios sobre la calidad del modelo 
ajustado.

12^5 lai blancura del rayón es un factor importante 
para los científicos que estudian la calidad de las telas. La 
blancura se ve afectada por la calidad de la pulpa y otras 
variables de procesamiento. Algunas de las rariablcs 
son la temperatura del baño con ácido. °C (.v,); la con­
centración del ácido en cascada, % (x,); la temperatura 
del agua, °C (Xj); la concenUación del sulfuro. % (.rj); la 
cantidad del blanqueador de cloro, ib/min (Xj) y la tem­
peratura de terminado de la tela, ®C (x^). A continuación 
se proporciona un conjunto de datos de especímenes de 
rayón. La respuesta, y, es la medida de la blancura.

y X| Xi X4 Xf Xft
88.7 43 0211 85 0.243 0.606 48
89.3 42 0604 89 0.237 0.600 55
755 47 0450 87 0.198 0.527 61
92.1 46 0641 90 0.194 0.500 65
83.4 52 0370 93 0.198 0.485 54
44.8 50 0526 85 0.221 0.533 60
50.9 43 0486 83 0.203 0.510 57
78.0 49 0504 93 0.279 0.489 49
86.8 51 0609 90 0.220 0.462 64
47.3 51 0702 86 0.198 0.478 63
53.7 48 0397 92 0.231 0411 61
92.0 46 0488 88 0.211 0.387 88
87.9 43 0525 85 0.199 0.437 63
90.3 45 0486 84 0.189 0.499 58
94.2 53 0527 87 0.245 0.530 65
89.5 47 0601 95 0.208 0.500 67

ü) Utilice los criterios C¡\ÍE, y PRESS para obte­
ner el “mejor” modelo de todos los subconjuntos 
de los modelos.

h) Grafique los residuales estandarizados en compa­
ración con Ly dibuje una gráfica de probabilid.id 
normal de los residuales para el “mejor” imxielo. 
Comente sus resultados.

12,56 En un esfuerzo para modelar las rLMiiuneracio- 
nes de los ejecuiisos en el año 1979 se seleccionaron 
33 empresas y se recabaron datos acerca de las remu­
neraciones, las ventas, las utilidades \ el empleo Se 
reunieron los siguientes datos para el año 1979

Remune­
raciones, Ventas.X], Utilidades.x; Empleo.

Empresa y (miles! (millonesi (millones)x^
1 S450 S4600 6 SI28 I 48.000

*> 387 9255.4 78.3.9 55,‘MK)
3 368 1526.2 136 0 1.3.783
4 277 1683.2 179.0 27.765
5 676 275X8 231.5 34,(KK)
6 454 2205 8 329 5 26.500
7 507 2384.6 381 8 30,800
8 496 2746.0 2.37 9 4|,tKH!
9 487 14.34 0 222.3 25.‘>00 

(conl. i



496 Capitulo 12 Regresión lineal multiple y ciertos modelos de regresión no lmea|

Rcmunc-
raciones, 

Empresa y (miles)
Ventas, x„ 
(millones)

Utilidades,
(millones)

Empleo,
•^3

10 S383 S470 6 S63 7 8600
11 311 1508 0 149 5 21,075
12 271 464 4 30 0 6874
n 524 9329 3 577 3 39,000
14 498 2377 5 250 7 34.300
15 343 1174 3 82 6 19,405
16 354 409 3 61 5 3586
17 324 724 7 90 8 3905
18 225 578 9 63 3 4139
19 254 966 8 42 8 6255
20 208 591 0 48 5 10,605
21 518 4933 1 3106 65.392
22 406 76132 491 6 89,400
23 332 3457 4 228 0 55.200
24 340 545 3 54 6 7800
25 698 22,8618 3011 3 337,119
26 306 2361 0 203 0 51000
27 613 2614 1 201 0 50,500
28 302 10132 121 3 18 625
29 540 4560 3 194 6 97.937
30 293 855 7 63 4 11300
31 528 4211 6 3511 71.800
32 456 54404 655 2 87,700
33 417 1229 9 97 5 14,600

Considere el modelo
t, = fX) +/3i In tt/ +/3: In t:.

+ /3i In + e,, 1= 1.2, 33
a) Ajuste la regresión con el modelo anienor
b) (Un modelo con un subconjunto de sanables es 

prefenble al modelo completo'^
12.57 La resistencia a la tracción de una union de 
alambre es una caractensiica importante La siguiente 
tabla bnnda información sobre la resistencia a la trac­
ción. s. la altura del molde r,. la altura del perno, r 
la altura del lazo, r,. la longitud del alambre i . el 
ancho de la union sobre el molde, r, > el ancho del 
molde sobre el perno (Datos tomados de Msers, 
Montgomers \ Anderson-Cook 2009)

</) Ajuste un modelo de regresión usando (odas las 
sanables independientes

b) Utilice la regresión por etapas a un niselde signih- 
cancia de entrada de 0 25 > un nisel de signitican 
cía de eliminación de O 05 Proporcione el modelo 
(mal

el Utilice todos los modelos de regresión posibles s

calcule R-, Cp, ¡ry R‘ ajustada para todos los 
délos

d) Proporcione el modelo final
e) Para el modelo del inciso d) grafique los residuos 

estudentizados (o la R de Student) y haga comen 
taños al respecto

y X] JT2 x¡ Xi Xs
80 5 2 196 29 6 94 9 2 1 23
8 3 52 198 32 4 89 7 2 1 1 8
85 5 8 196 31 0 96 2 20 20
88 64 194 32 4 95 6 22 2 1
90 58 186 28 6 86 5 20 I 8
93 52 188 306 84 5 2 1 2 1
93 56 20 4 324 88 8 2 2 1 9
95 60 190 32 6 85.7 2 1 1 9
98 52 20 8 32 2 93 6 2 3 2 1

100 5 8 199 31 8 86 0 2 1 1 8
103 64 180 32 6 87 1 20 1 6
105 60 20 6 33 4 93 1 2 1 2 !
108 62 20 2 31 8 83 4 22 2 1
lio 62 20 2 32 4 94 5 2 1 1 9
11 3 62 192 31 4 83 4 1 9 1 8
115 5 6 170 33 2 85 2 2 1 2 1
118 60 198 354 84 1 2 0 1 8
123 58 188 34 0 86 9 2 1 1 8
125 56 186 34 2 83 0 1 9 20

12.58 Parad ejercicio 12 57 pruebe = (3=0
Proporcione salores P s comente al respecto
12.59 En el ejercicio 12 28 de la pagina 462 se tienen 
los siguientes datos sobre el desgaste de un cojinete

V (desgaste)
ti (\tscosidad 

del aceite) (carga)
193 1 6 851
230 155 816
172 22 0 1058
9! 43 0 1201

113 33 0 1357
125 40 0 1115

ü) Puede considerar d siguiente modelo para dL-,.ri 
bir los datos

II -1
- r 1 lí- X -t- .3i ti X 4-'

para / = 1 2 6 L1 tcmiino x X es un 1 inLra.
Clon ■ Ajuste este modelo \ estime los parame tn « 

b) L iilice l('s modelos u i 11 r i. u i n i i i
\ calcule PRLSS C \ s para dctenninar el i . 
jor modelo

12.12 Modelos especiales no lineales para condiciones no ideales

En gran pane del maienal antenor de este capitulo \ en d dd capitulo 11 nos Ikiih 
bencliciado mucho de la suposición de que los errores dd modelo los ( son nonii-L
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con media igual a cero y varíanza constante cr^. Sin embargo, en la vida real hay muchas 
situaciones en las cuales es evidente que la respuesta no es normal. Por ejemplo, existe 
una gran cantidad de aplicaciones en las que la respuesta es binaría (0 o 1), por lo que 
su naturaleza es de Bernoulli. En las ciencias sociales un problema podría ser el de de­
sarrollar un modelo que prediga si un individuo representa riesgos para un crédito (0 o 
1), en función de ciertos regresores socioeconómicos, como sus ingresos, edad, género 
y nivel de escolaridad. En una prueba bíomédica para un fármaco a menudo se obser\’u 
si el paciente responde o no de manera favorable a éste, en tanto que los regresores po­
drían incluir la dosis y factores biológicos como la edad, el peso y la presión sanguínea 
Nuevamente la respuesta es de naturaleza binaria. También abundan las aplicaciones en 
las áreas de manufactura en que ciertos factores controlables influyen en el hecho de que 
un artículo fabricado esté o no defectuoso.

Un segundo Upo de aplicación que no es normal y del que haremos una mención 
breve tiene que ver con el contco de datos. Aquí a menudo es com emente suponer 
una respuesta de Poisson. En aplicaciones biomédicas la respuesta que se modela en 
comparación con las dosis de medicamentos podría ser el número de colonias de células 
cancerosas. En la industria textil una respuesta razonable que se modela en comparación 
con ciertas variables de los procesos es el número de imperfecciones por ) arda de lela

Varianza no homogénea
El lector debería notar la comparación de la situación ideal, es decir, la respuesta nor­
mal. con la de la respuesta de Bernoulli (o binomial) o la de Poisson. Nos hemos acos­
tumbrado al hecho de que el caso normal es muy especial debido a que la vananza es 
independiente de la media Resulta claro que éste no es el caso pora la respuesta de 
Bernoulli ni la de Poisson. Por ejemplo, si la respuesta es 0 o I, lo cual sugiere una res­
puesta de Bernoulli, entonces el modelo adopta la forma

donde p es la probabilidad de un éxito (por ejemplo, la respuesta = 1). El parámetro 
p desempeña el papel de en el caso normal Sin embargo, la \anonza de Bernoulli 
es p{\ — p) que, desde luego, también es una función del regresor x Como resultado, 
la varianza no es constante. Esto descarta el uso de los mínimos cuadrados estándar que 
hemos utilizado en nuestro trabajo de regresión lineal ha,sta este momento Lo mismo se 
aplica para el ca.so de Poisson, ya que el modelo adopta la forma

X=/(x,/3).

con Vartv) — — A, que varía con x.

Respuesta binaria (regresión logística)
El enfoque más popular para modelar respuestas binarias es la técnica llamada regresión 
logística, la cual se emplea mucho en las ciencias biológicos, en la in\ esiigación bioinc- 
dica y en la ingeniería. De hecho, se obsers-a que incluso en las ciencixs sociales abundan 
las respuestas binarias La distribución bisica para la respuesta es la de Bernoulli o la 
binomial. La primera se encuentra en estudios obsersacionales donde no ha\ corridas 
repeüdas en cada nivel de regresor; mientras que la segunda sera el caso en que se uti­
lice un diseño experimental Por ejemplo, en un cnsa>o clínico en el cual se evalúa un 
fármaco nuevo, el objetivo podría ser el de determinar la dosis del medicamento que es
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eficaz. Así, en el experimento se uulizaran ciertas dosis y para cada una de ellas se em. 
picarán a varios sujetos, un caso ai que se le denomina caso agrupado.

¿Cuál es el modelo para la regresión logística?
En el caso de respuestas binarias la respuesta media es una probabilidad. En la ilustra- 
ción anterior del ensayo clínico podríamos decir que deseamos estimar la probabili- 
dad de que el paciente responda en forma adecuada al fármaco, P(éxilo). Entonces, el 
modelo se escribe en términos de una probabilidad. Dados los regresores x, la función 
logística es dada por

1
P - 1 +e~^'P

La porción x'0 se llama predictor lineal y. en el caso de un solo regresor se puede es­
cribir \'/3 = P„ + /3,t. Desde luego, no descartamos la inclusión de regresores múltiple^ 
y de términos polinomiales en el llamado predictor lineal. En el caso agrupado el modelo 
implica el modelado de la media de una binomial en vez de una de Bernoulli, por lo qui; 
la media es dada por

Características de la función logística
Una gráfica de la función logística rescla mucho sobre sus características > del porque 
se uuliza para este tipo de problema En pnmer lugar, la función es no lineal. Además, 
ia gráfica de la figura 12.8 resela la forma de 5 con la función que tiende a la asíntota en 
/) = 1.0 En este caso, /3, > 0. Así, nunca se expenmentana una probabilidad estimuda 
mayor que I 0

P

1 0

X

Figura 12 8 La lunuon logística

Los coeficientes de regresión en cl predictor lineal se estiman con el meti'do de 
habilidad máxima, tal como se describió en el capitulo 9 La solución de las ecu.icione'
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de probabilidad requiere una metodología iterativa que no se describe aquí. Sin embargo, 
presentaremos un ejemplo y analizaremos la salida de resultados por computadora y las 
conclusiones.

Ejemplo 12.13:1 El conjunto de datos de la tabla 12.16 se utilizará con el fin de ilustrar el uso de la regre­
sión logística para analizar un ensayo biológico cuantal de agente único en un experi­
mento de toxicidad. Los resultados muestran el efecto de diferentes dosis de nicotina en 
la mosca común de la fruta.

Tabla 12.16: Conjunto de datos para el ejemplo 12.13

X n¡ y
Concentración Número Número Porcentiye
(gramos/100 cc) de insectos de muertes de muertes

0.10 47 8 17.0
0.15 53 14 26.4
0.20 55 24 43.6
0.30 52 32 61.5
0.50 46 38 82.6
0.70 54 50 92.6
0.95 52 50 96.2

El propósito del experimento era el de obtener un modelo adecuado que relacionara 
la probabilidad de “muerte” con la concentración. Además, el analista buscaba la deno­
minada dosis eficaz (DE), es decir, la concentración de nicotina que da como resultado 
cierta probabilidad. La DEj^ tiene interés particular, ya que es la concentración que pro­
duce una probabilidad de 0.5 de que el "insecto muera".

Este ejemplo es agrupado, por lo que el modelo es dado por

ElY.) = ,up, =

Los estimados de /3„ y /3,, y sus errores estándar, se calculan usando el método de pro­
babilidad máxima. Las pruebas de los coeficientes individuales se calculan utilizando el 
estadístico X‘ lugar del estadístico /, puesto que no hay una vananza común ct\ 
El estadístico X‘ se obtiene a partir de (coef /error estándar

Por consiguiente, obtenemos la siguiente salida de resultados por computadora de la 
función PROC LOGIST del SAS.

Análisis de los estimados de los parámetros
g] Estimado Error estándar Chi cuadrada Valor P

ft 1 -1.7361 0.2420 51.4482 < ().(KK)1

ft I 6.2954 0.7422 71 9399 < ().(XK)I

Ambos coeficientes difieren significativamente de cero. Por consiguiente, el modelo 
ajustado que se emplea para predecir la probabilidad de '■muerte” es dado por

1
P j ^ 1 7A(.l +fi:>í54 t I ■ J
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Estimado de la dosis eficaz
El estimado de la DEj^ para el ejemplo 12.13 se calcula de manera muy sencilla a panir 
de los estimados para y b^ para /3,. A partir de la función logística se obser\’a que

log +/3i-í-

Como resultado, para p = 0.5 se calcula un estimado de x a partir de

+ b\x = 0.

Así, DEj^ es dada por
X 0.276 gramos/100 cc.

Concepto de razón de probabilidad
Otra forma de inferencia que se lleva a cabo de manera adecuada usando la regresión 
logística se deriva del uso de la razón de probabilidad, la cual está diseñada para deter­
minar cómo se incrementa la probabilidad de éxitos, a medida que ocurren ciertos 
cambios en los valores del regresor. Por ejemplo, en el caso del ejemplo 12.13. quizá 
se deseara saber cómo aumentarían las probabilidades si la dosis se incrementara en. 
digamos, 0.2 gramos/100 cc.

Definición 12.1: En la regresión logística una razón de probabilidad es la razón de la probabilidad de 
éxito en la condición 2 con respecto a la de la condición l en los regresores. es decir.

[p/(l ~/^)h
[p/n -pHi'

Esto permite que el analista tenga una idea de la utilidad de cambiar el regresor en cierta 
número de unidades. Ahora, como ^ j = c ^ '. p:ira el ejemplo 12.13 la razan

que redeja el incremento de las probabilidades de éxito cuando aumenta la dosis de 
nicotina en 0.2 gramos/100 cc es dada por

_ ^<0 2Mf> -3 522.

La implicación de una razón de probabilidad de 3.522 es que la probabilidad de evito au­
menta en un factor de 3 522 cuando la dosis de nicotina aumenta en 0.2 cramos/KKlse

Ejercicios
12.60 A partir de un conjunto de datos de respuestas 
a la dosis de estreptomicina un inscstigudor desea desa­
rrollar una relación entre la proporción de linfoblastos 
muesircados que contienen aberraciones > la dosis del 
medicamento Se aplicaron cinco niseies de dosis a los 
conejos que se emplearon para el experimento Los da­
tos son los siguientes (véase Mvers. 1990. listado en la 
bibliografía):

Dosis
mg/kgí

Número de 
linfoblaslus

Número de 
aberraciones

0 600 15
10 500 96
00 600 1S7
75 .t(H) 100
90 3(H» 14*5
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j) Ajuslc una regresión logística al conjunto de da- 
jos. y así estime 0^ y /3, en el modelo 

= 1

donde n es el número de linfoblastos, x es la dosis 
j /) la probabilidad de una aberración, 

j,) Muestre los resultados de pruebas X' que revelen 
ia significancia de los coeficientes de regresión 0^

c) Estime la DEj^, e interprétela.
12.61 En un experimento para estudiar el efecto de la 
c:ica..T. en lb/pulgadas% sobre la probabilidad de falla 
(¿especímenes de cierto tipo de tela, varios especíme- 
[■¿s se expusieron a cargas de entre 5 Ib/pulg* a 90 Ib/ 
pulr- Se observaron los números de “fallas”. Los datos 
son los siguientes:

Ejercicios de repaso
12.62 En el Departamento de Pesca y Vida Silvestre 
¿ \lrginia Tech se realizó un experimento para estu­
diar el efecto de las características de la corriente sobre 
la biomasa de los peces. Las variables regresoras son 
li> siguientes: profundidad promedio (de 50 células). 
i„ área de la cubierta en la corriente, es decir, riberas 
socavadas, troncos, cantos rodados, etc . .r,; porcentaje 
¿cubierta de material translúcido (promedio de 12).

y un área S 25 centímetros de profundidad, x^. La 
repuesta es y, la biomasa de los peces. Los dalos son 
Ik siguientes:
Obs. y Xl X: x^ Xi

I 100 14.3 15.0 12.2 48.0
2 388 19.1 29.4 26 0 152 2
3 755 54.6 58 0 24.2 469.7
4 1288 28.8 42.6 26 1 485.9
5 230 16.1 15 9 31.6 87.6
6 0 10.0 56.4 23.3 69
7 551 28.5 95.1 13.0 192 9
8 345 13.8 60.6 7 5 105.8
9 0 10.7 35.2 40.3 0.0

10 348 25.9 52.0 40.3 1166
fl) Ajuste una regresión lineal múltiple que incluya 

las cuatro variables regresoras.
6) Utilice C . R- y s~ para determinar el mejor sub- 

conjunto tie vanables. Calcule dichos estadísticos 
para todos los subconjuntos posibles

f) Compare lo adecuado de los modelos de los inci­
sos o) y b) para efectos de predecir la biomasa de 
los peces.

12.63 Demuestre que, en un conjunto de datos de re- 
greúún lineal múltiple.

= /».

Carga
Número de 
especímenes

Número 
de fallos

5 600 13
35 500 95
70 600 189
80 300 95
90 300 130

a) Utilice regresión logística para ajustar el modelo
= 1 

^ J + ¿i-iUii + Ui«I ’

donde p es la probabilidad de falla y x es la carga.
b) Emplee el concepto de razón de probabilidad para 

determinar el incremento de la probabilidad de fa­
lla que resulta de aumentar la carga en 20 Ib/pulg^

12.64 Se efectuó un experimento sencillo para ajus­
tar una ecuación de regresión múltiple que relaciona al 
producto, y, con la temperatura, .t,. el tiempo de reac­
ción. .t, y la concentración de uno de los reactisos, .t,. 
Se eligieron dos niveles de cada variable y se hicieron 
la.s siguientes mediciones correspondientes a las vana- 
bles independientes definidas

y xt xz x^
7.6 -1
5.5 1
92 -1

10.3 -1
116 1
11 1 1
102 -1
140 1

-i -1
-1 -1

1 -I
-1 I

I -I
-I I

I I
I 1

a) Utilice las variables codificadas y estime la ecua­
ción de regresión lineal multiple

/tj I, I, =0, ■¥0\X\+0zXz+0^^-\.
h) Separe la SCR, es decir, la suma de cuadrados de 

regresión, en tres componentes con un grado 
de libertad, ainbuibles a v,. i. y .r. respectiva­
mente Construya una tabla de análisis de vananza 
donde se indiquen pniebas de significancia sobre 
cada vanable Comente los resultados.

12.65 En un experimento de ingeniena química re­
lacionado con la transferencia de calor en una capa de 
Huido superficial se recabaron dalos sobre las cuatro 
vanables regresaras siguientes- la tasa de flujo del ga.s 
fluido en Ib/hr (\|). la la.sa de Ilujo del gas llotante en 
Ib/lir (V.). la abertura de la boquilla de entrada del gxs 
Dolanle’en milímetros (i ) y la temperatura de entrada 
del gas notante en Ftvj Las respuestas medidas son 
la eticasi.i de la transferencia de calor Ivy I>i eficacia 
ténnieafv I Los datos son los siguientes.
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Obs. y\ y 2 Xl Xi X4
1 41 852 38 75 69 69 17083 45 219 74
2 155 329 51 87 11346 230 06 25 181 22
3 99 628 53 79 113 54 228 19 65 17906
4 49 409 53 84 118 75 117 73 65 281 30
5 72 958 49 17 11972 117 69 25 282.20
6 107 702 47 61 168 38 173 46 45 216 14
7 97 239 64 19 169 85 169 83 45 223 88
8 105 8.56 52 73 169 85 170 86 45 22180
9 99 348 51 00 170 89 17392 80 218 84

10 111 907 47 37 171 31 173 34 25 218 12
11 100 008 43 18 17143 17143 45 21920
12 175 380 71 23 17159 26349 45 168 62
13 117 800 49 30 17163 171 63 45 217 58
14 217409 50 87 171 93 17091 10 21992
IS 41 725 54 44 173 92 71 73 45 296 60
16 151 139 47 93 22144 21739 65 189 14
17 220 630 4291 222 74 221 73 25 186 08
18 131 666 66 60 228 90 114 40 25 285 80
19 80 537 64 94 231 19 113 52 65 286 34
20 152.966 43 18 236 84 167 77 45 221 72

Considere el modelo para predecir la respuesta de! 
coeñcicntc de transfcreneia de calor

4 4

M. =/3)+Tv',
j-} 1-1

+ r;, +f,. 1=1,2, ,20

a) Calcule PRESS y para ajustar el mo
J-I

délo anterior con los mínimos cuadrados de regre 
sión

b) Ajuste un modelo de segundo orden con eli 
minada por completo, es decir, elimine lodos los 
terminus que impliquen Calcule los cnienos de 
predicción para el modelo reducido Comente que 
tan adecuada es Vj para predecir el coeficiente de 
transferencia de calor

c) Repita los incisos a) > b) para la eticacia térmica

ID y X| Xs X3 X4 Xs
1 44 609 44 89 47 11 37 62 178 1^
2 45313 40 75 07 1007 62 185 18s
3 54 297 44 85 84 8 65 45 156 16S
4 59 571 42 68 15 8 17 40 166 iv
5 49 874 38 89 02 9 22 55 178 180
6 44811 47 77 45 11 63 58 176 ITfi
7 45 681 40 75 98 11 95 70 176 180
8 49 091 43 81 19 10 85 64 162 170
9 39 442 44 8142 13 08 63 174 176

10 60 055 38 81 87 8 63 48 170 186
11 50541 44 73 03 10 13 45 168 168
12 37 388 45 87 66 14 03 56 186 192
13 44 754 45 66 45 11 12 51 176 176
14 47 273 47 79 15 10 60 47 162 164
15 51 855 54 83 12 1033 50 166 170
16 49 156 49 81 42 8 95 44 180 185
17 40 836 51 69 63 10 95 57 168 172
18 46 672 51 7791 10 00 48 162 168
19 46 774 48 91 63 10 25 48 162 164
20 50 388 49 73 37 1008 76 168 168
21 39 407 57 73 37 1163 58 174 176
22 46 080 54 79 38 11 17 62 156 165
23 45 441 52 76 32 9 63 48 164 166
24 54 625 50 70 87 8 92 48 146 155
25 45 118 51 67 25 11 08 48 172 172
26 39 203 54 91 63 1288 44 168 172
27 45 790 51 73 71 1047 59 186 188
28 50 545 57 59 08 9 93 49 148 155
29 48 673 49 76 32 9 40 56 186 188
30 47 920 48 61 24 11 50 52 170 176
31 47 467 52 82 78 10 50 53 170 172

12.67 Considere os datos del ejercicin de repaso
12 64 Suponga que le interesa agregar algunos termi
nos de ‘ interacción" En especifico, considere el mo­
delo

+ 0\Xu +/3:r;, +p\x->, +/Í|’ ti,t:.
+ /ipti,ti, + p'\ X', X\i + p\2' ti,t; ti, -ff

(I) (Aun se tiene ortogonalidad' Comente al tln

12.66 En la iisiologia del depone una medición ob 
jciiva de la condición física es el consumo de oxigeno 
en \olumen por unidad de peso corporal por unidad de 
tiempo Se estudiamn 1 indniduosen un expenmento 
con el fin de modelar el consumo de oxigeno en com 
paracion con la edad en años, i,, el peso en kilogramos 
I el tiempo para correr I 1/2 millas, t,, las pulsaciones 
en reposo r^. las pulsaciones al (mal de la carrera, t„ \ 
las pulsaciones máximas durante la carrera, x, 
a) Realice una regresión por etapas aun nivel de sig 

nilicaneia de 0 25 en la entrada Proporcione el 
modelo final

h) Estudie lodos los subconjuntos posibles usando r. 
C^ R V /íj Tome una decision > determine el 
modelo linai

pee to
h) Con el modelo ajustado del ineisoti»., puede usted 

encontrar intervalos de predicción > de confianza 
sobre la respuesta media ’ Explique su respuesta

c) Considere un modelo en el que se elimiru' 
P‘ífa determinar si son neccsanas las 

interacciones (como un todo) pruebe 
H, ,3i: = Jii = /í 1 =0 

Proporcione el valor Pv saque conclusiones
12.68 Para extraer petróleo crudo se utiliza una tee 
nica de inveccum de dioxido de carbt>no iC O > El (luje 
de CO envuelve e! petróleo v lo desplaza En un ex 
penmento se iniroduecn tubos de (lujo en muestras df 
cavidades de petróleo que contienen una cantidad et»- 
nocida del misnu' Se utilizan tres valores ditercntcsde
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Pfisión de flujo y tres valores diferentes de ángulos de 
jjj)dui.ción. las cavidades de petróleo se inyectan con 

fO, > reg'stra el porcentaje de petróleo desplazado 
^£,nsiderc el modelo

\i = +/3j'h + ¡32X21 +/3ii

+ f3:2Xi, +/3i2ri,t:, +e,

\jüsic el modelo antenor a los dalos y sugiera cual- 
-jier modificación al modelo que considere necesaria

Presión Ángulo de Recuperación de 
|b/pulg-,ATi inyección, jTi petróleo, (9ó),y

t¡iP-

1000 0 60 58
1000 15 72 72
1000 30 79 99
1500 0 66 83
1500 15 80 78
1500 30 89 78
2000 0 69 18
2000 15 8031
2000 30 91 99

ájenle Wang. G C “Microscopic Investigations of CO, 
\xxlmg Process”. Journal of Petroleum Technology, vol 
4 mim 8 agosto dc 1982
1169 Un artículo del Journal of PhamiaceiiUcal 
\iences (vol 80, 1991) presenta dalos de la solubili- 
U de una fracción molar de un soluto a temperatura 
íasiantc También se midió la dispersión, x,, y los pa- 
jneiros de solubilidad del enlace bipolar y de hidro- 
¡no r, y tj En la tabla siguiente se presenta una parte 
lelos dalos En el modelo, > es el logantmo negativo 
¿b fracción molar Ajuste el modelo

1, =13) + 0\X]i + )&’ r:, + /3i t3i + fi t

jai= I,'
Obs.

2, .20
y Xi X: x^

1 0 2220 7 3 00 00
2 0 3950 87 00 03
3 0 4220 8 8 07 l 0
4 0 4370 8 1 40 02
5 0 4280 90 05 1 0
6 0 4670 87 l 5 28
7 0 4440 93 2 1 1 0
8 0 3780 76 5 1 34
9 0 4940 100 00 03

10 0 4560 84 37 4 1
11 0 4520 93 36 20
12 0 1120 77 28 7 I
13 0 4320 98 4 2 20
14 0 1010 7 3 2 5 68
15 0 2320 85 20 6 6
16 0 3060 9 5 2 5 5 0
17 0 0923 74 2 8 78
18 0 1160 7 8 2 8 77
19 0 0764 7 7 3 0 8 0
20 0 4390 10 3 1 7 42

a) Pruebe Ho /3i = ft = ft = 0.
b) Grafique los residuales estudenüzados en compa­

ración con r,. X, y (tres gráficas) Haga comén­
tanos al respecto

c) Considere dos modelos adicionales que compitan 
con el modelo antenor

Modelo 2 Agregue c?. rí. T3

Modelos Agregue r?, r;, rj, ri tj, ti t3.1:2X3

Utilice PRESS y con estos tres modelos para 
saber cuál de los tres es el mejor

12.70 Se realizó un estudio para determinar si los 
cambios en el estilo de vida podnan susütuir la me­
dicación para reducir la presión sanguínea dc los indi­
viduos hipericnsos Los factores considerados fueron 
una dieta saludable con un programa dc ejercicios, la 
dosis común de medicamentos para la hipertensión y 
ningún tratamiento También se calculo el índice dc 
masa corporal (IMC) previo al tratamiento debido a 
que se sabe que éste afecta la presión sanguínea La 
respuesta considerada en este estudio fue el cambio en 
la presión sanguínea La variable “grupo" tema los si­
guientes niveles

1 = Dieta saludable y programa de ejercicios
2 = Medicación
3 = Sin tratamiento

a) Ajuste un modelo adecuado utilizando los datos 
antenores t,Parece que el ejercicio y la dieta se 
pueden utilizar en forma eficaz para disminuir la 
presión sanguínea'^ Explique su respuesta a partir 
de los resultados

b) (,E1 ejercicio y la dieta son una allemativa eficaz a 
la medicación'’

(Sugerencia Para responder a estas preguntas quizas 
usted desee tonsiniir el modelo en mas de una forma) 

Cambio en la
presión sanguínea Grupo IMC

-32 1 27 3
-21 1 22-1
-26 1 26 1
-16 1 27 8
-11 2 192
-19 26 1
-23 2 28 6
-S 2 23 0
-6 3 28 1

3 25 3
-1! 3 26 7

14 3 22 3

12.71 Demuestre que al elegir el llamado mejor nu> 
délo del subconjunto de entre una sene de posibles 
modelos elegir el mixlelo con la menor 5 equivale a 
escoger el mixlelo con el ma.s pequeño
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12.72 Estudio de caso: Considere el conjunto de da­
tos para el ejercicio 12.12 de la página 452 (datos de un 
hospital) que se repite a continuación.

Sitio x¡ X: Xi Xs V
] 15.57 2463 472 92 18.0 4.45 566.52
2 44 02 2(M8 1339 75 9.5 6.92 696.82
3 20.42 3940 620.25 12.8 4.28 1033 15
4 18.74 6505 568.33 36.7 3.90 1003.62
5 49.20 5723 1497 60 35 7 5.50 1611.37
6 44.92 11.520 1365 83 24.0 4.60 1613.27
7 55.48 5779 1687.00 43.3 5 62 1854.17
8 59.28 5969 1639 92 46.7 5.15 2160.55
9 94.39 8461 2872 33 78.7 6.18 2305 58
10 128.02 20,106 3655.08 180.5 6.15 3503.93
11 96 00 13.313 2912.00 60.9 5.88 3571.59
12 131.42 10.771 3921.00 103.7 4.88 3741.40
13 127.21 15.543 3865.67 126 8 5.50 4026.52
14 252.90 36,194 7684 10 157.7 7.00 10.343.81
15 409.20 34.703 12.446.33 169.4 10.75 11,732.17
16 463.70 39.204 14,098.40 331 4 7 05 15.414 94
17 510.22 86.533 15,524 00 371.6 6 35 18.854 45

Los listados de resultados de la función PRqc 
REG del SAS que se presentan en las figuras 12.9 v 
12.10 proporcionan una cantidad considerable de 
información. El propósito es detectar los valores 
extremos y, a final de cuentas, determinar cuáles 
términos del modelo deben utilizarse en la versión 
final.
A menudo ocurre que el papel que desempeña 
una sola variable regresora no es evidente cuando 
se estudia en presencia de otras variables; esto se 
debe a la muliicolinealídad. Con esto presente 
haga comentarios sobre la importancia de .t, y x 
en el modelo completo en comparación con su im­
portancia en un modelo en el cual éstas son las 
únicas variables.
Comente acerca de qué otros análisis se tendrían 
que hacer.
Elabore análisis apropiados y escriba sus conclu­
siones respecto a) modelo final.

Dependent Variable: y
Analysis of Variance

Sum of Kean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 5 490177488 98035498 237. 79 <•0001
Error 11 45350S2 412277
Corrected Total 16 494712540

Root HSE 642.08638 R-Square 0.9908
Dependent Mean 4978.48000 Adj R-Sq 0.9867
Coeff Var 12.89728

Parameter Estimates
Parameter Standard

Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > It|
Intercept Intercept 1 1962.94816 1071.36170 1.83 0.0941
xl Average Daily Patient Load 1 -15.85167 97.65299 -0.16 0.8740
x2 Monthly X-Ray Exposure 1 0.05593 0.02126 2.63 0.0234
x3 Monthly Occupied Bed Days 1 1.58962 3.09208 0.51 0.6174
x4 Eligible Population in the 1 -4.21867 7.17656 -0.59 0.5685

Area/100
X5 Average Length of Patients 1 -394.31412 209.63954 -1.88 0.0667

Stay in Days

Figura 12.9: Salida de resultados del SAS para el ejercicio de repaso 12.72; parte I.
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Dependent Predicted Std Error
Obs Variable Value Mean Predict 95% CL Mean 95% CL Predict

1 566.5200 775.0251 241.2323 244.0765 1306 -734.6494 2285
2 696.8200 740.6702 331.1402 11.8355 1470 -849.4275 2331
3 1033 1104 278.5116 490.9234 1717 -436.5244 2644
4 1604 1240 268.1298 650.3459 1831 -291.0028 2772
5 1611 1564 211.2372 1099 2029 76.6816 3052
6 1613 2151 279.9293 1535 2767 609.5796 3693
7 1854 1690 218.9976 1208 2172 196.5345 3183
B 2161 1736 468.9903 703.9948 2768 -13.8306 3486
9 2306 2737 290.4749 2098 3376 1186 4288

10 3504 3682 585.2517 2394 4970 1770 5594
n 3572 3239 189.0989 2823 3655 1766 4713
12 3741 4353 328.8507 3630 5077 2766 5941
13 4027 4257 314.0481 3566 4948 2684 5830
14 10344 8768 252.2617 8213 9323 7249 10286
15 11732 12237 573.9168 10974 13500 10342 14133
16 15415 15038 585.7046 13749 16328 13126 16951
17 18854 19321 599.9780 18000 20641 17387 21255

Obs Residual
Std Error
Residual

Student
Residual -2-1 012

1 -208.5051 595.0 -0.350 1 1 1
2 -43.8502 550.1 -0.0797 1 1 1
3 -70.7734 578.5 -0.122 1 1 1
4 363.1244 583.4 0.622 1 1 * 1
5 46.9483 606.3 0.0774 I 1 1
6 -538.0017 577.9 -0.931 1 » 1 1
7 164.4696 603.6 0.272 1 1 1
8 424.3145 438.5 0.968 { 1 « 1
9 -431.4090 572.6 -0.753 1 * 1 1

10 -177.9234 264.1 -0.674 1 ft 1 1
11 332.6011 613.6 0.542 1 1 • l
12 -611.9330 551.5 -1.110 1 «• 1 1
13 -230.5684 560.0 -0.412 1 1 1
14 1576 590.5 2.669 j 1.... 1
15 -504.8574 287.9 -1.753 1 • « • 1 1
16 376.5491 263.1 1.431 1 l * * 1
17 -466.2470 228.7 -2.039 I « • 1 1

Figura 12.10: Salida de resultados del SAS para el ejercicio de repaso 12.72; parte 11.
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12.13 Posibles riesgos y errores conceptuales; relación con el material 
de otros capítulos

En este capítulo estudiamos vanos procedimientos para usarlos en un "miento" por 
conlrar el mejor modelo Sin embargo, una de las confusiones más importantes en el tra. 
bajo de los científicos e ingenieros novatos es que existe un modelo lineal \ erdadero, j 
que es posible encontrarlo En la mayona de fenómenos de la ciencia las relaciones entre 
las vanables científicas son de naturaleza no lineal y se desconoce el modelo verdadero 
Los modelos estadísticos lineales son aproximaciones empíricas

En ocasiones, la decisión sobre cuál modelo adoptar depende de la información 
que se necesita obtener de éste ^.Se usará para realizar predicciones'^ t Para explicar el 
papel que desempeña cada regresor'^ Esta "decision” podría ser difícil ante la presencia 
de colinealidad Es un hecho que para muchos problemas de regresión hay modelos 
múltiples con un desempeño muy similar Para mayores detalles \easc la referencia de 
Myers (1990)

Uno de los abusos mas nocivos del material de este capitulo consiste en dar dema­
siada importancia a R' en la selección del llamado mejor modelo Es importante recordar 
que para cualquier conjunto de dalos se puede obtener una R' tan grande como se desee 
dentro de la restricción de que 0 < í?- < 1 Prestar demasiada atención a R- con fre­
cuencia conduce a un sobreajuste

En este capítulo se dio mucha importancia a la detección de los valores extremos 
Un clásico y grave abuso de la estadística radica en la decisión relacionada con la delcc 
ción de los valores extremos Esperamos que quede claro que el analista no debena por 
ningún moüvo delectar los valores extremos, eliminarlos del conjunto de dalos, ajustar 
un modelo nuevo, informar sobre los valores extremos, y así sucesivamente Se trata de 
un procedimiento tentador y desastroso para llegar a un modelo que se ajuste bien a los 
dalos, el cual conlleva a un ejemplo de cómo mentir con estadísticos Si se detecta un 
valor extremo, lo correcto es rev isar la histona de los datos en busca de posibles errores 
de captura o de procedimiento antes de eliminarlos del conjunto de datos Se debe re 
cordar que. por definición, un valor extremo es aquel para el cual el modelo no se ajusta 
bien El problema podna no estar en los dalos sino en la selección del modelo Cambiar 
el modelo quizás haría que el punto no se detecte como un valor extremo

Existen muchos tipos de respuestas que ocurren de forma natural en la practica 
pero que no se pueden utilizar en un análisis de mínimos cuadrados estándar porque sus 
supuestos de mínimos cuadrados clasicos no se cumplen Los supuestos que suelen t tliar 
son los de los errores normales > de la vananza homogénea Por ejemplo, si la respuesta 
es una proporción, digamos la proporción de artículos delectuosos, la disiribuuon de las 
respuestas se relaciona con la distribución binomial L na segunda respuesta que iKum 
con frecuencia en la practica es la del conleo de Poisson Evidentemente, la distnbiicion 
no es normal, y la vananza de la respuesta, que es igual a la media de Poisson vana de 
una observación a otra Para conocer mas detalles sobre estas condiciones p*h.o ideales 
vease Myers y colaboradores |2(K)S). citado en la bibliografía



Capítulo 13

Experimentos con un solo factor: 
generales
13,1 Técnica del análisis de varianza

En el matenal sobre estimación y prueba de hipótesis que se cubrió en los capítulos 9 > 
10 en cada caso nos limitamos a considerar sólo dos parámetros de ia población Ése tue 
el caso, por ejemplo, en la prueba de la igualdad de dos medias de la población, en la 
cual se usaron muestras independientes de poblaciones normales con \ananza común 
pero desconocida, y en donde se necesitaba obtener un estimado agrupado de a-

El material que se refiere a las inferencias de dos muestras representa un caso 
especial de lo que se denomina problema de un solo factor Por ejemplo, en el ejer­
cicio 10 35 de la página 357 se midió el tiempo de supers i\ encía para dos muestras 
de ratones, en donde una muestra recibió un tratamiento de suero contra la leucemia 
y la otra no lo recibió En este caso decimos que hay un factor, es decir, un trata 
miento, y el factor se halla en dos mi eles Si en el proceso de muesireo se utilizaran 
vanos tratamientos en competencia, se necesitarían mas muestras de ratones Ln 
ese caso el problema implicaría un factor con mas de dos niselcs, por lo tamo, con 
más de dos muestras

En el problema de f > 2 muestras se supone que ha> k muestras pro\ ementes de k 
poblaciones Un procedimiento muy común que se utiliza cuando se prueban medias de 
la población se denomina análisis de > aríanza, o ANOVA

Si el lector ha estudiado el matenal acerca de la teoría de la regresión, el análisis de 
vananza no será, por supuesto, una técnica nueva para el Utilizamos el método del ana 
lisis de vananza para partir la suma total de cuadrados en dos partes una pane debida a 
la regresión y otra debida al error

Suponga que en un expenmento mdustnal a un ingeniero le interesa la forma en que 
la absorción media de humedad del concreto varía para 5 agregados de com.reto diferen­
tes Las muestras se exponen a la humedad durante 48 horas \ se decide que para cada 
agregado deben probarse 6 muestras, lo que hace que se requiera probar un total de ^0 
muestras En la tabla 13 1 se presentan los datos registrados

El modelo que se considera para esta situación es el siguiente Se lomaron b ohscr 
vaciones de cada una de las 5 poblaciones, con medias/i, p . p. respectivamente 
Deseamos probar

Hu =Pz=
H\ Al menos dos de las medias no son iguales

507
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Tabla 13.!- Absorción de humedad en agregados para concreto

Agregado: 1 2 3 4 5

551 595 639 417 563
457 580 615 449 631
450 508 511 517 522
731 583 573 438 613
499 633 648 415 656
632 517 677 555 679

Total 3320 3416 3663 2791 3664 16,854
Media 553 33 569.33 61050 465 17 610.67 561 80

Además, estamos interesados en realizar comparaciones individuales entre esi^Ls 5 me­
dias de la población.

Dos fuentes de variabilidad en los datos
En el procedimiento del análisis de vananza se supone que cualquier variación que 
exista entre los promedios de los agregados se atribuye a 1) la variación en la absoruon 
entre observ aciones dentro de los tipos de agregados, y 2) la v ariacion entre los tipos de 
agregados, es decir, a las diferencias en la composición química de los agregados Por 
supuesto, la variación dentro de los agregados se debe a vanas causas. Quizá las con­
diciones de temperatura y humedad no se mantuvieron constantes durante el evpen- 
menlo. Es posible que haya habido cierta cantidad de heterogeneidad en los lotes de 
materias pnmas que se usaron En todo caso debe considerarse la variación dentro 
de la muestra como una v ariación aleatoria o al azar Parle del objetiv o del análisis de 
vananza consiste en determinar si las diterencias entre las 5 inedias muéstrales son lo 
que se esperaría debido sólo a la vanacion aleatona o si. más bien, se trata de una \a- 
nación más allá de los simples efectos del azar, como las diterencias en la composición 
química de los agregados

En esta etapa surgen muchas preguntas acerca del problema antenor Por ejemplo 
cuántas muestras deben probarse para cada agregado ’ Esta es una pregunta que desalía 

continuamente al analista Además, ¿,qué pasaría si la ViUnacton dentro de la muestra 
fuera tan grande que al procedimiento estadístico le resultara ditiul detectar las díte- 
rencias sistemáticas’ ^ Es posible controlar de manera sistemática tuentes externas de 
vanación > así eliminarlas de la parte que llamamos variación aleatona ’ En las scci.iime' 
siguientes intentaremos responder éstas y otras preguntas

13.2 La estrategia del diseño de experimentos
En los capítulos 9 y 10 se estudiaron los conceptos de la estimación \ la prueba de hip>' 
tesis parad caso de dos muestras, bajo la importante perspectiva de la manera en que'C 
reali/a el expenmenlo Esto lomia parle de la eaiegoria amplia de los diseños expcninen 
lales Por ejemplo. p,ira la prueba t agrupada que se estudio en el sapiiulo 10. se supv'ne 
que los niveles de los factores (ios tralainientos en el eieniplo de los ralonesi se asignan 
al azara las unidades experimentales (los ratones) En los lapiitilo-, 9\ 10 analizamosc!
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concepto de unidades experimentales y lo ilustramos por medio de varios ejemplos. En 
pocas palabras, las unidades experimentales son las unidades (ratones, pacientes, espe­
címenes de concreto, tiempo) que proporcionan la heterogeneidad que conduce al 
error experimental en una investigación científica. La asignación aleatoria elimina el 
sesgo que podría originarse con una asignación sistemática. El objetivo consiste en dis­
tribuir en forma uniforme entre los niveles de los factores los riesgos que introduce la 
heterogeneidad de las unidades experimentales. Una asignación al azar simula mejor las 
condiciones que se asumen en el modelo. En la sección 13.7 analizamos la formación 
de bloques en los experimentos. En los capítulos 9 y 10 se presentó el concepto, cuando 
se efectuaron comparaciones entre las medias usando el emparejamiento, es decir, la 
división de las unidades experimentales en pares homogéneos denominados bloques. 
Entonces, los niveles de los factores o tratamientos se asignan al azar dentro de los blo­
ques. El propósito de la formación de bloques es reducir el error experimental efectivo. 
En este capítulo se extiende de manera natural el emparejamiento a bloques de tamaño 
mayor, con el análisis de varianza como la herramienta analítica principal.

13.3 Análisis de varianza de un factor: diseño completamente 
aleatorizado (ANOVA de un factor)

De k poblaciones se seleccionan muestras aleatorias de tamaño n. Las k poblaciones di­
ferentes se clasifican con base en un criterio único, como tratamientos o grupos distintos. 
En la actualidad el término tratamiento se utiliza por lo general para designar las diver­
sas clasificaciones, ya sean diferentes agregados, analistas, feitilizadores o regiones del 
país.

Suposiciones e hipótesis del ANOVA de un solo factor
Se supone que las k poblaciones son independientes y que están distribuidas en fonna 
normal con medias ¡i^, íi,...., /i^. y varianza común <r'. Como se indicó en la sección
13.2, estas suposiciones son más aceptables mediante la aleatoriedad. Se desean obtener 
métodos adecuados para probar las hipótesis 

Hq: =/Z2 = ••• =/it.
H\‘. Al menos dos de las medias no son iguales.

Sea que denote la j-ésima observación del i-ésimo tratamiento, y el acomodo de los
datos es el que se observa en la tabla 13.2. Aquí, 1' es el total de todas las observaciones 
de la muestra, del i-ésimo tratamiento, y, es la media de todas la.s observaciones en la 
muestra del í-ésimo tratamiento. Y., es el total de todas las nk observaciones, y y... es 
la media de todas las nk observaciones.

Modelo de ANOVA para un solo factor
Cada observación puede escribirse en la forma

Y,i =

donde mide la desviación que tiene la obseivación j-ésimade la i-ésima muestra, con 
respecto de la media del tratamiento correspondiente. El ténuino € , representa el error 
aleatorio y desempeña el mismo papel que los témúno-v del error en los modelos de
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Tabla 13.2: k muestras aleatorias

Tratamiento: 1 2 .. k

.Vil >’21 ■' yn ..•• >'*1

.VI2 >’22 • ■,. y¡2 • •• >’A2

yin V2-I • ■ • .Vm • • Ykn

Total í'l Yi. ■■ • Y,. ■■■■ n. y.
Media .VI. V2. ■ h ■■•• >’A. y

regresión. Una forma alternativa y preferible de esta ecuación se obtiene sustituyendo
fj.^= ^ + a. sujeta a la restricción ¿ a, = 0. Por lo tanto, se escribe

1=1

Y,j =/i + ü, +fy,

donde /r tan sólo es la media general de todas las /i,, es decir.

= k
Em..

y a, se denomina el efecto del /-ésimo tratamiento.
La hipótesis nula de que k medias de la población son iguales, en comparación con 

la altemaüva de que al menos dos de las medias son distintas, ahora se puede reemplazar 
por las hipótesis equivalentes.

//„: Q, =Q>=- - = Qi=().
H\: Al menos una de las o, no es igual a cero.

Resolución de la variabilidad total en componentes
Nuestra prueba se basará en una comparación de dos estimados independientes de l.i 
vananza poblacional común a'. Dichos estimadores se obtendrán haciendo la partición 
de la variabilidad total de nuestros datos, denotados mediante la sumaloria doble

k n

t=i;=1

en dos componentes.

Teorema 13.1: Identidad de la suma de cuadrados

t n A An

í=l .>=1 1=1 , = | JZ.\

En lo que sigue, será conveniente identilicar los icmiinos de l.i identidad de la sunu 
de cuadrados con la siguiente notaciiin;
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""'^s medidas l n
importantes de STC =~y )‘= suma total de cuadrados,

\anabilidad i=iy=i
k

SCT — n ^(y/. —V-)“ = suma de los cuadrados del tratamiento.
/=! 

k n
SCE = ^ —y¡)' = suma de los cuadrados del error.

«^1 ;=i 

Entonces, la identidad de la suma de los cuadrados se puede representar simbólica­
mente con la ecuación

STC ^ serSCE
La identidad anterior expresa cómo las variaciones entre los tratamientos y dentro 

de los tratamientos contribuyen a la suma total de cuadrados. Sin embargo, se puede 
obtener mucha información si se investiga el valor esperado tanto de SCT como de SCE. 
Evenlualmente calcularemos estimados de la vananza que determinan la razón que

Teorema 13.2: ¿
£:(SC7^ = {it - i)cr + íi ¿ q;

<=i

La prueba del teorema se deja como ejercicio parad lector (véase d ejercicio 13.53 de la 
página 556).

Si es verdadera, un estimado de basado en A- - 1 grados de libertad es dado por 
la expresión:

Media cuadrática
del tratamiento s7 =-------

Si //(, es verdadera y por ello cada a en d teorema 13.2 es igual a cero, se observa que

y í,‘ es un estimado no sesgado de ct‘. Sin embargo, si //, es verdadera, se tiene que

£ = <T‘ +
k - 1

y r,* esüma a a- mis un término adicional, que mide la vanación debida a los efectos 
sistemáticos.

Otro estimado independiente de a', basado en k(n - 1) grados de libertad, es la 
fórmula familiar’

, _ SCECuadrado medio 
del error

it</í — 1)
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Resulta aleccionador puntualizar la importancia de los valores esperados de loj 
cuadrados medios a los que recién nos referimos. En la sección siguiente se estudia el 
empleo de una razón F con el cuadrado medio del tratamiento en el numerador. Se 
observa que cuando es verdadera, la presencia de la condición £( ) > £(j") sugiere
que la razón F se utiliza en el contexto de una prueba unilateral de cola superior. 
Es decir, cuando es verdadera se esperaría que el numerador fuera mayor que el 
denominador.

Uso de la prueba F en el ANOVA
El estimado ^ es no sesgado, independientemente de la veracidad o falsedad de la hipó­
tesis nula (véase el ejercicio de repaso 13.52 de la página 556). Es importante señalar 
que la identidad de la suma de cuadrados ha hecho la partición no sólo de la variabilidad 
total de los datos, sino también del número total de grados de libertad. Es decir.

nk-l=k~\+ k(n- I).

Razón F para probar la igualdad de las medias
Cuando //„ es verdadera, la razón/ = J,’ /r es un valor de la variable aleatoria F. que 
tiene la distribución F con it - 1 y A(« - l) grados de libertad (véase el teorema 8 8) 
Como s¡ sobrestima a <T- cuando es falsa, se tiene una prueba de una cola con |j re­
gión crítica localizada por completo en la cola derecha de la distribución.

A un nivel de significancia de a se rechaza la hipótesis nula cuando

/>/a[A-l.A(«-l)].

Otro método, el del valor F, sugiere que la e\ idencta a fa\ or o en contra de c%

P = P\f[k-l, k(n- 1)1 >/).

Los cálculos para un problema de análisis de \arian/a por lo general se resumen en 
forma tabular, como se observa en la tabla 13.3

Tabla 13.3: Análisis de varianza para el ANOVA de un solo factor

Fuente de Suma de Grados de Cuadrados /
variación cuadrados libertad medios calculada

Tratamientos ser k - 1
, ser !Í

v-

Error SCE A(íi - 1)
, SCEi* — -----------

kin — 1)
Total STC kn — I

Ejemplo 13.1:1 Pruebe la hipótesis de que /i, = /i, = .. = /i, a un nivel de significancia de O 05 para K'' 
datos de la tabla 13.1 sobre la absorción de humedad por vanos tipos de agregad»» 
cemento.
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Solución: Las hipótesis son

Hq: Mi =/¿2 = •'• =/i5.
H^: Al menos dos de las medias no son iguales. 
a = 0.05

Región cntica;/> 2.76 con Vj = 4 y v, = 25 grados de libertad. Los cálculos de la suma 
de cuadrados proporcionan

STC = 209,377. SCT = 85,356,
SCE = 209.377 - 85,356 = 124.021.

En la figura 13.1 se presentan estos resultados y el resto de los cálculos del procedimien­
to ANOVA del programa SAS.

The GLM Procedure 
Dependent Variable: moisture

Source
Kodel
Error
Corrected

DF
4

25
Total 29

Squares
85356.4667

124020.3333
209376.8000

Sum o£
Mean Square
21339.1167
4960.8133

F Value
4.30

Pr > F
0.0088

R-Sguare
0.407669

Coeff Var
12.53703

Root MSE
70.43304

moisture Kean
561.8000

Source
aggregate

DF
4

Type I S S
35356.46667

Mean Square
21339.11667

F Value
4.30

Pr > F
0.0088

Figura 13.1; Salida de resultados del programa SAS parad procedimiento de análisis de varianza.

Decisión; Rechazar //„ y concluir que los agregados no tienen la misma media de absor­
ción. El valor P para/ = 4.30 es 0.0088, que es menor que 0.05. J

Además dd ANOVA, se construyeron gráficas de caja para cada agregado, Us cua­
les se presentan en la figura 13.2. Al observar las gráficas vemos que es esidente que no 
todos los agregados tienen la misma absorción. De hecho, parece que d agregado 4 des­
taca dd resto. En el ejercicio 13.21 de la página 531 se incluye un análisis más formal 
que revela este resultado.

Durante el trabajo experimental es frecuente que se pierdan algunas de las obsert acio­
nes deseadas. Los animales experimentales mueren, el material experimental se dafia o los 
seres humanos abandonan el estudio. El análisis anterior para el mismo tamaño de la mues­
tra aún es válido si modificamos ligeramente las fórmulas de la suma de cuadrados. Ahora 
suponemos que las k muestras aleatorias son de tamaño n,, n,...../i^. respectivamente.

Suma de cuadrados; k n, k
lanufiosdesiguales STC SCE = STC — SCT

de las muestras .=i >=i i=i___________________
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Después se hace la partjcion de los grados de libertad, como antes N- 1 para STC. k - 1
i

para SCT yN-\-{k-l) = N-k para SCE, donde N =

Ejemplo 13.2:1 Parte de un estudio realizado en Virginia Tech se diseño para medirlos niseles de acti\i 
dad de la fosfatasa alcalina sénca íen unidades de Besse>-Lo\\r>) en niños eon trastor­
nos convulsivos que recibían terapia de anliconv uisiv antes bajo el cuidado de un inciiiu' 
privado Se reclutaron 45 sujetos para el estudio y se clasificaron en cuatro grupos Je 
medicamentos

G-1 Control (no recibieron anticonvulsiv antes ni teman histona de trastornos 
convulsivos)

G-2 Fenobarbital
G-3 Carbamazepina
G-4 Otros anliconv ulsiv ames

De las muestras de sangre tomadas a cada sujeto se determino el nivel de acliv idaJ de la 
fosfatasa alcalina sénca y se registro tal como se observa en la tabla 13 4 Pruebe la hi 
polesis de que. a un nivel de significancia de 0 05. el nivel promeduí de actividad de la 
fosfatasa alcalina sérica es el mismo para los cuatro grupos de medicamentos
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Tabla 13.4: Nivel de actividad de la fosfatasa alcalina sérica

G-1 G-2 G-3 G-4
49.20 97.50 97.07 62.10 110.60
44.54 105.00 73.40 94.95 57.10
45.80 58.05 68.50 142.50 117.60
95.84 86.60 91.85 53.00 77.71
30.10 58.35 106.60 175.00 150.00
36.50 72.80 0.57 79.50 82.90
82.30 116.70 0.79 29.50 111.50
87.85 45.15 0.77 78.40

105.00 70.35 0.81 127.50
95.22 77.40

Solución: A un nivel de significancia de 0.05, las hipótesis son

Hq: til =/Í2 =//3 =/Í4.
//,: Al menos dos de las medias no son iguales.

Región cntica:/> 2.836, al interpolar los valores de la tabla A.6.
Cálculos; y, = 1460.25, K, = 440.36, K, = 842.45, K, = 707.41 y Y = 3450.47. El 
análisis de varianza se incluye en la salida de resultados de MINITAB que se presenta en 
la figura 13.3.

One-way ANOVA: G-1 . G-2, G-3, G-4

Source OF SS MS F P
Factor 3 13939 4646 3.57 0.022
Error
Total

41
44

53376
67315

1302

S s 36. OB R-Sq = 20.71% R-Sq(ad3 ) = 14.90%

Individual 95% CIs For Mean Based on
Pooled SCDev

Level N Mean SCDev
G-1 20 73.01 25.75 (........ .
G-2 9 40.93 47.11 i------ *..... -)
G-3 9 93.61 46.57 (...... *...... )
G-4 7 101.06 30.76 (.......•....... )

30 60 90 120

Fooled SCDev = 36 00

Figura 13.3: Análisis de MINITAB para los datos de la tabla 13 4
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Decisión: Rechazar y concluir que los nivela de actividad promedio de la fosfaias^ 
alcalina sérica para los cuatro grupos de medicamentos no son los mismos. El valor

calculado dees 0.022. , ■ -c . J
Para concluir nuestro estudio del análisis de vananza para la clasificación de un solo 

factor mencionaremos las ventajas de elegir muestras del mismo tamaño en vez de otras de 
tamaños distintos. La primera ventaja es que la razón/no es sensible a pequeñas desvia- 
ciones de la suposición de varianzas iguales para las k poblaciones cuando las muestras 
son del mismo tamaño. La segunda consiste en que muestras del mismo tamaño minimi- 
zan la probabilidad de cometer un error tipo II.

13.4 Pruebas de ia igualdad de varias varianzas

Aunque la razón/que se obtiene con el procedimiento del análisis de varianza no 
es sensible a las desviaciones de la suposición de varianzas iguales para las k poblaciones 
normales cuando las muestras son de igual tamaño, debe tenerse precaución y efectuar 
una prueba preliminar sobre la homogeneidad de las varianzas. En el caso de muestras 
de tamaños distintos, salta a la vista que es aconsejable realizar una prueba como ésa, m 
existe duda razonable acerca de la homogeneidad de las varianzas de la población. Por 
lo tanto, suponga que se desea probar la hipótesis nula

cr\^(7\=- - = CTi

en comparación con la alternativa

No todas las varianzas son iguales.

La prueba que usaremos, denominada prueba de Bartletl, se basa en un estadístico 
cuya distribución mueslral proporciona valores críticos exactos cuando los tamaños de 
las muestras son iguales. Dichos valores críticos para tamaños de las muestras igualc' 
también se pueden utilizar para obtener aproximaciones muy exactas de los valores crí­
ticos para tamaños muéstrales distintos.

En pnmer lugar calculamos las k varianzas muéstrales .vf. r:...... .s; a partir de
i

muestras de tamaño «j, /i...... con = A En secundo lugar combinamos las \¿-
, I

rianzas muéstrales para obtener la estimación agrupada

1 ^

Ahora.

■V

es un valor de una variable aleatoria B que tiene la distribución de Bartlett Para el 
caso especial en que = n. = ■ ■ = ii = n. se rechaza //, a un nivel de sigmticancia 
a si

/) <
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donde n) es el valor crítico que deja una área de tamaño oc en el extremo izquierdo 
de la distribución de Bartlett. En la tabla A. 10 se incluyen los valores críticos, b^ÍQ', n), 
para a = 0.01 y 0.05; k = 2, 3,.... 10; y valores seleccionados de ». desde 3 hasta 100.

Cuando los tamaños de las muestras son distintos, se rechaza la hipótesis nula al 
nivel de significancia a si

b <¿í(q;/j|,/i2........Ha),

donde

N

Igual que antes, todas las ¿>j(q; n) para los tamaños muéstrales h,. h,,..., h^ se obtienen de 
la tabla A. 10.

Ejemplo 133:1 Utilice la prueba de Bartlett a un nivel de significancia de 0.01 para probar la hipótesis 
de que las varianzas de la población de los cuatro grupos de medicamentos del ejemplo
13.2 son iguales.

Solución: Tenemos la hipótesis

o-í = = oi = CT-,
Hy Las varianzas no son iguales, 
con Q = 0.01.

Región crítica: Si nos remitimos al ejemplo 13.2. tenemos que /i, = 20, h, = 9. h, = 9, 
Hj = 7. A' = 45 y it = 4. Por lo tanto, se rechaza cuando

b < ¿4(0.01; 20, 9, 9.7)

(20K0.8586) + ( 9)(0,6892) + ( 9)(0.6892) + ( 7}(0.6(M5} 
45

= 0.7513.

Cálculos: El primero se obtiene

S] = 662.862, si =2219.781, sj = 2168.434, s; =946.032,

y después

. (19X662.862) + ( 8)(2219.781) + ( 8)(2168.434) + ( 6)1946.032)
=-------------------------------------------

= 1301.861.

Ahora,

[(662.862)'** (2219.781)*^ (2168 434)N946.Ü32)^’]* -*'
1301.861

= 0.8557.

Decisión: no rechazar la hipótesis y concluir que las varianzas de la población de los 
cuatro grupos de medicamentos no son signilicalivamenle distintas. J

Aunque la prueba de Bartleii se utiliza con major frecuencia para probar la homo­
geneidad de varianzas. se dispone de otros métodos. Un método creado por Cix’hran 
proporciona un procedimiento de cálculo sencillo, aunque esü limitado a situucumes en
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que los tamaños muéstrales son iguales. La prueba de Cochran es especialmente úm 
para detectar si alguna de las vananzas es mucho mayor que las demás El estadístico

que se emplea es: ,
^ S; mas grande

^ =--------í ’
E^r
1=1

y se rechaza la hipótesis de igualdad de vananzas si g > donde el valor de g^se ob­
tiene de la tabla A 11

Para ilustrar la prueba de Cochran nos remiüremos otra vez a los dalos de la tabla 
13 1 sobre la absorción de humedad de los agregados para concreto ¿Se jusüficó la su- 
posición de vananzas iguales al realizar el análisis de vananza en el ejemplo 13 P Se 
encontró que

Sj = 12.134. sj = 2303. sj = 3594. sj = 3319. s¡ = 3455.

Por lo tanto.

12.134
24.805

= 0 4892.

que no excede el valor de la tabla = 0 5065 En consecuencia, se concluye que es 
razonable la suposición de que las vananzas son iguales

Ejercicios
13.1 Se están considerando seis máquinas diferentes 
para la fabncacion de sellos de goma y se están compa­
rando con respecto a la resistencia a la tension del pro­
ducto Se utiliza una muestra aleatona de cuau-o sellos 
hechos con cada maquina para determinar si la resis­
tencia media a la tension varía de una maquina a otra 
A continuación se presentan las medidas de la resisten­
cia a la tension en kilogramos por centímetro cuadrado

Máquina
1 2 3 4 5 6

17 5 164 20 3 146 175 183
169 192 15 7 167 192 162
15 8 177 17 8 20 8 16 5 175
186 154 189 189 20 5 20 1

Realice el análisis de vananza a un nivel de signihcan- 
cia de ü 05 e indique si la resistencia promedio a la 
tension de las seis maquinas dilierc o no de manera sig­
nificativa
13.2 Los datos que se presentan en la siguiente tabla 
representan el numero de horas de alivio proporciona­
dos por cinco morcas diferentes de tabletas paro el do­
lor de cabezo administrados o 25 sujetos que teman 
hebre de 38“C o mas Realice el análisis de vonon/a v. 
o un nivel de significancia de 0 05, pruebe la hipótesis 
de que las cinco morcas proporcionan el mismo nume­
ro medio de horas de aliv lo Analice los resultados

Tabletas
A B C D E
52 91 32 24 1 1
47 7 I 58 34 66
8 i 8.2 2_2 4 1 9 3
62 dO 3 1 10 42
3 0 91 72 40 7 6

13.3 En el articulo ‘ Shelf-Spoce Strategy in Retailing , 
quesepubIicoenP/T)ittdim>i Soulhem \lurktlin,iA\u>- 
aation, se invesUgo el efexto que temo la oltura de kn 
anaqueles en los supermercados sobre los ventos de olí 
memo enlatado pora pwmi Durante un pwnodo de 8 días 
se llevo a cabo un evpwnmenio en un supemiersodo pt 
queño acerca de las ventos de una moRo de alimento pon 
potro contxida como Art y se utilizaron tres niveles de 
altura de anaquel o los nxíillas a lo cintura v a los o|o> 
Cada dio se cambio al azor tres veces la altura de! on-iquel 
en la que estaba dicho alimento Los secciones rnsLintes 
de la gondola que contenía la morca dado se llenaban lOn 
uno mezcla de marcos de comida canina Lcs cuales a‘'u! 
toban tonto lomiliores como descontx.idos paro !o' con'U 
midores de eso oreo gcc'grotico cspx.*citico Se presentan lO' 
venios díanos, expresodas en cientos de dolores Jel J 
mentó Arf para las tres altums del onoquel Con base tn 
los datos j,existe una diferencia signiticativa en el pn'in. 
dio de venios dianas de dicho alimento con base en la ol 
tura del anaquel ’ l tilico un nivel de Mgnitic,uiciad~>'9l
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Altura de anaquel
■ Nivel de Nivel de Nivel de

iiL< rodillas la cintura______los ojos
------ T7 88 85

82 94 85
86 93 87
78 90 81
81 91 80
86 94 79
77 90 87
81 87 93

]3J La inmovilización de los venados silvestres de 
rola blanca usando tranquilizantes da a los investigadores 
[j oportunidad de estudiarlos de cerca y obtener informa­
ción fisiológica valiosa. En el estudio denominado ¡n- 
fumee of Physical Restraint and Restraint Facilitating 
Drugs on Blood Measurements of White-Tailed Deer and 
Q¡¡ier Selected Mammals, realizado en Virginia Tech, los 
biólogos de la vida silvestre probaron el tiempo del “dc- 
(ribamicnto” (el periodo transcurrido entre la inyección y 
binmorilización) de tres sustancias inmovilizadoras dis- 
Qnias. En este caso la inmovilización se deñne como el 
pulo en que el animal ya no tiene control muscular sufi- 
ciuite para permanecer de pie. Se asignaron 30 venados 
nuches de cola blanca ol azar a cada uno de tres trata- 
uienios. El gmpo A recibió 5 miligramos de cloruro de 
sucinilcolina líquida (SCC); al grupo B se le suministra­
ron 8 miligramos de SCC en polvo; y al grupo C, 200 
núligmmos de hidrocloruro de fcnciclidína. A conünua- 
QÓn se presentan los tiempos de derribamiemo. en rrúnu- 
US. Haga un análisis de varianza a un nivel de 
signiñconcia de 0.01 y determine si el tiempo promedio 
dedeiribamiento es o no igual para las tres sustancias.

______ Grupo_______
ABC
TI RJ T

5 7 4
14 16 6
111

10 7 5
7 5 6

23 10 8
4 10 3
116 7
11 12 3

Ui La enzima mitocondrial transhidrogenasa 
NADPHiNAD. de la tenia de la rala común {Hymenole- 
piasis diminuta) cataliza el hidrógeno en la transferencia 
fe NADPH a NAD, lo que produce NADH. Se sabe que 
esta enzima desempeña un papel vital en el metabolismo 
anaerobio de la tenia, y recientemente se planteó la hipó- 
leú de que podría servir como una bomba de intercam­
bio de protones, es decir, para transferir protones a trave's 
fe la membrana mitocondrial. Un estudio sobre el Effect

of Various Substrate Concentrations on the Conforma­
tional Variation of the NADPH:NAD Transhydrogenase 
of Hymenolepiasis diminuta llevado a cabo por la 
Bowling Green State University, se diseñó para evaluar 
la capacidad de dicha enzima para sufrir cambios en su 
conformación o su forma. Podría considerarse que los 
cambios en la actividad específica de la enzima ocasio­
nados por las variaciones en la concentración de NADP 
sustentan la teoría del cambio de conformación. La enzi­
ma en cuestión se localiza en la membrana interior de las 
mitocondrias de la tenia. Se homogeneizoron los tenias y 
se aisló la enzima mediante una serie de centrifugacio­
nes. Después se agregaron diferentes concentraciones de 
NADP a la solución de enzima aislada y la mezcla se 
incubó durante tres minutos en un baño de agua a 56°C. 
Luego, se analizó la enzima con un espectrómetro de 
rayo dual y se calcularon los resultados que se presentan 
a continuación, en términos de la acüvidad específica de 
la enzima, en nanomoles por minuto por miligramo 
de proteína. Pruebe la hipótesis de que la actividad espe­
cífica promedio es la misma pora las cuatro concenua- 
ciones, a un nivel de significancia de 0.01.

Concentración de NADP (nm)
0 80 160 360

11.01 11.38 11.02 6.04 10.31
12.09 10.67 10.67 8.65 8.30
10.55 12.33 11.50 7.76 9.48
11.26 10.08 10.31 10.13

9.36
8.89

13.6 Un estudio midió la tasa de sorción (ya sea ab­
sorción o adsorción) de tres tipos diferentes de solventes 
químicos orgánicos. Estos solventes se utilizan para 
limpiar partes industriales metálicas, y son desechos 
polencialmente riesgosos. Se probaron muestras inde­
pendientes de solventes de cada tipo y se registraron 
sus tasas de sorción como un porcentaje molar. (Véase 
McClave, Dietrich y Sincich. 1997).

Aromáticos Cloroalcalinos Esteres
1.06 0.95 1.58 1.12 0.29 0.43 0,06
0.79 0.65 1.45 0.91 0.06 0.51 0.09
0.82 1.15 0.57 0.83 0.44 0.10 0.17
0.89 1.12 1.16 0.43 0.55 0.53 0.17
1.05 Ü.6I 0,34 0.60

¿Existe una diferencia significativa en la tasa promedio 
de sorción de los tres solventes? Utilice un valor P para 
sus conclusiones. ¿Qué solvente usaría?
13.7 Se ha demo.strado que el fertilizante fosfato 
amoniacal de magnesio. .MgNH^PO^. es un proveedor 
eficaz de los nutrientes necesarios para el crecimiento 
de las plantas. Los compuestos que suminisüa son muy 
solubles en agua, lo cual permite su aplicación directa 
sobre la superficie del suelo o que se mc/cle con el 
sustrato de crecimiento durante el proceso de encapsu-
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lumienio. Se efectuó un estudio denominado Effect of 
Magnesium Ammonium Phosphate on Height of Chry­
santhemums cn George Mason University para deter­
minar el nivel óptimo posible de la fertilización con 
base cn la mejoría de la respuesta de crecimiento verti­
cal del crisantemo. Se dividieron 40 semillas de crisan­
temo en 4 grupos de diez plantas cada uno. Se sembró 
cada una en una maceta similar que contenía un medio 
uniforme de crecimiento. Se agregó a cada grupo de 
plantas una concentración cada vez mayor de MgNH- 
jPOj. medido en gramos por bushel. Los cuatro grupos 
de plantas se cultivaron durante cuatro semanas en con­
diciones uniformes en un invernadero. A continuación 
se presentan los tratamientos y los cambios respectivos 
de sus alturas, medidas en centímetros:

Tratamiento
5U c/bu lüü c/bu 2UU cfbu 4uu E/bu

13.2 12.4 16.0 12.6 7.8 14.4 21.0 14.8
12.8 17.2 14.8 13.0 20.0 15.8 19.1 15.8
13.0 14.0 14.0 23.6 17.0 27.0 18.0 26.0
14.2 21.6 14.0 17.0 19.6 18.0 21.1 22.0
15.0 20.0 22.2 24.4 20.2 23.2 25.0 18.2

A un nivel de significancia de 0.05, ¿podría concluid 
que concentraciones diferentes de MgNH^Po afect 
la altura promedio que alcanzan los crisantemos? -Omí 
cantidad del fertilizante parece ser la mejor? ^

13.8 Para el conjunto de datos del ejercicio I3.7 
la prueba de Bartlett para probar si las varianzas sn'^ 
iguales. Utilíce a = 0.05.

13.9 Utilice la prueba de Bartlett a un nivel de signi 
ficancia de O.OI para probar la homogeneidad de las 
varianzas en el ejercicio 13.5 de la página 519.

13.10 Utilice la prueba de Cochran a un nivel de sic- 
nificancia de 0.01 para probar la homogeneidad de las 
varianzas en el ejercicio 13.4 de la página 519.

13.11 Utilice la prueba de Bartlett a un nivel de signi- 
ficancia de 0.05 para probar la homogeneidad de las 
varianzas en el ejercicio 13.6 de la página 519.

13.5 Comparaciones de un grado de libertad
El análisis de varianza cn la clasificación de un solo factor, o experimento de un solo 
factor, como se le denomina con frecuencia, tan solo indica si puede rechazarse o no la 
hipótesis de medias de tratamientos iguales. Por lo general, el experimentador preferiría 
efectuar un análisis más profundo. Como ilustración, en el ejemplo 13.1, mediante el 
rechazo de la hipótesis nula, concluimos que las medias no son iguales, pero aún no .sa­
bemos en dónde residen las diferencias entre los agregados. Es probable que el ingeniero 
intuya de antemano que los agregados 1 y 2 deberían poseer propiedades similares de 
absorción, al igual que los agregados 3 y 5. Sin embargo, sería interesante estudiar las 
diferencias entre los dos grupos. Así, parece apropiado probar las hipótesis

f^íh ft] + — fl} —/Í5 = 0.

' /ti + ¡I2 ~ fl? - /is 7^ 0.
Se observa que la hipótesis es una función lineal de las medias de la población, en las 
cuales ios coeficientes suman cero.

Definición 13.1: Cualquier función lineal de la forma
í

.=i
(

donde = U se llama comparación o contrasteen las medias de los tratamiento'.
1-1

Con Irecuencia el experimentador puede hacer comparaciones múltiples probando la 
significancia de los contrastes de las medias de los tratamienlo.s. es decir, probando una 
hipótesis del siguiente tipo;
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para un
contraste

donde ¿ c/ = 0.
1=1

í
Hq: Y^c,fi,=i0, 

1=1 
k

fí}’. ^ ^c,fi, ^ 0,
1=1

La prueba se efectúa calculando primero un contraste similar de las medias de las muestras,

k
w = '^c¡y,.. 

í=i

Como Y^, Yy..., Y^ son variables aleatorias independientes que tienen distribuciones
normales con medias ¡i^, fi,,..., y varianzas crf//i„ ..... respectisámente,
el teorema 7.11 nos garantiza que wes un valor de la variable aleatoria normal U'con

k

(=1
media /x»' = ^ c,fi, y varianza

Por lo tanto, cuando H^es verdadera, /x^. = 0 y, según el ejemplo 7.5, el estadístico

crfv
(M

se distribuye como una variable aleatoria chi cuadrada con 1 grado de libertad.

Estadístico de Nuestra hipótesis se prueba a un nivel de significancia q calculando 
prueba para ^ ^ ^2

probar un 
contraste

/ =
^{c,r, //!,)

L« = l

5-E(cfA«.)
1=1 1=1

50v
X-

Aquí/es un valor de la variable aleatoria F que tiene distribución F con 1 y A' - k grados 
de libertad.

Cuando los tamaños de las muestras son iguales a 11,

k

(=1

SCii-

La cantidad SCw, que se denomina suma de cuadrados de los contrastes, indica la 
parte de la SCT que se explica por el contraste en cuestión
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Esta suma de cuadrados se empleara para probar la hipótesis de que

k
=0.

1=1

Con frecuencia es de interés probar contrastes múltiples, en particular contrastes que son 
linealmente independientes u ortogonales. Como resultado, se vuelve necesaria la si. 
guíente deñnición:

Definición 13.2: Se dice que los dos contrastes
í A

w, = y u;2=^c,/i,

<=i <=i
k

son ortogonales, si ^ b, c, /n, = 0. o bien, cuando las /«, son iguales a n, si 
(=] k

=0.
1=1

Si w, y (i?, son ortogonales, entonces las cantidades SCu-, y 5Cu-, .son componentes 
de ser, cada una con un solo grado de libertad. La suma de cuadrados de los tratamien­
tos con k - l grados de libertad se puede di\ idir en. a lo sumo, k - 1 .sumas de cuadrados 
de contrastes independientes con un solo grado de libertad que satisfacen la identidad

SCT = 5Cu-, + 5Cvv, + - + 5Cu;

si los contrastes son ortogonales entre sí

Ejemplo 13.4:1 Remítase al ejemplo 13.1 y calcule la suma de cuadrados de los contrastes que corres­
ponden a los contrastes ortogonales

W] =/ii +/^2 -M3 u;; = Mi +M; +M' --^^4 +M5'

y efectúe las pruebas de significancia adecuadas En este ca.so es de interés a pnon com­
parar los dos grupos (1. 2) y (3. 5). Un contraste importante e independiente consiste en 
realizar la comparación entre el conjunto de agregados (1.2. 3. 5) > el agregado 4

Solución'. Es evidente que los dos contrastes son ortogonales, puesto que

(l)(I) + (l)(l) + (-l)(l|-f i0)(-í) + (-lMl) = 0

El segundo contraste indica una comparación entre los agregados (1.2. 3 s .**» > el agre­
gado 4. Podemos escnbir dos contrastes adicionale> ortogonales a los dos pnniero-. es 
decir:

u;, =/r,-/j jagregado 1 contra agregado 2). 

~ (agregado 3 contra agregado )
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De los dalos de la tabla 13.1, se tiene que

(3320 + 3416 - 3663 - 3664)- 
6[(1)-+(1)2+(-1)2+(_1)2] 14,553,

[3320 + 3416 + 3663+3664-4(2791)]- 
6[(I)2 +(!)= + (1)2 + (1)2 + (-4)2] -

En la tabla 13.5 se presenta un análisis de varianza más extenso Se observa que las dos 
sumas de cuadrados de los contrastes explican casi toda la suma de cuadrados de 
los agregados Existe una diferencia significativa entre las propiedades de absorción 
de los agregados, y el contraste cjj es significativo marginalmente Sin embargo, el \ alor 
/de 14.12 para tu,es muy significativo, y se rechaza la hipótesis

Ho' /i| + H- M3 + Ms = 4/í4

Tabla 13.5: Análisis de vananza usando contrastes ortogonales

Fuente de variación Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

/
calculada

Agregados 85.356 4 21,339 4 30
(1,2) vs (3,5) Í14.553 r 14,553 2 93
(1,2,3,5) vs.4 170,035 \i 170,035 14 12

Error 124,021 25 4961
Total 209,377 29

Los contrastes ortogonales permiten al profesional dividir la \anacion del trata­
miento en componentes independientes. Por lo general el expenmentador tiene ínteres 
en hacer ciertos contrastes Eso ocurrió en nuestro ejemplo, donde las tonsideraeiones 
a pnon sugerían que los agregados (1, 2) y (3, 5) constituían grupos distintos con pro­
piedades diferentes de absorción, un planleanuenio que no obtuso mucho respaldo con 
la prueba de significancia Sin embargo, la segunda comparación apo>ó la conclusion do 
que el agregado 4 parecía “destacar" de los demis En este caso no fue necesaria la 
parución completa de SCT, dado que dos de las cuau-o comparaciones independientes 
posibles explicaban la mayor parte de la variación en los tratamientos

En la figura 13 4 se presenta un procedimiento GLM del programa S que propor­
ciona un conjunto completo de contrastes ortogonales Observe que la suma de cuadrados 
de los cuaü-o contrastes se agrega a la suma de cuadrados de los agregados Asimismo, 
note que los últimos dos contrastes (I contra 2, 3 contra 5) revelan comparaciones in­
significantes.

13.6 Comparaciones múltiples
El análisis de vananza es un procedimiento poderoso para probar la homogeneidad de un 
conjunto de medias No obstante, si se rechazara la hipótesis nula \ se aceptara la alter­
nativa que se plmteó (que no todas las medias son iguales), aun no se sabría cuales de 
las medias de la población son iguales v cuales son diferentes
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The GLM Procedure
Dependent Variable: moisture

Sum o£
Source DF Squares Mean Square F Value Pr > F
Model 4 65356.4667 21339.1167 4.30 0.0066
Error 25 124020.3333 4960.8133
Corrected Total 29 209376,8000

R-Square 'Coe££ Var Root MSS moisture Mean
0 .407669 12.53703 70.43304 S61.6000

Source DF Type 1 SS Mean Square F Value Pr > F
aggregate 4 85356.46667 21339.11667 4.30 0.0086

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
aggregate 4 85356.46667 21339.11667 4.30 0.0086

Contrast DF Contrast SS Mean Square F Value Pr > F
(1.2.3.5) vs. 4 1 70035.00833 70035.00633 14.12 0.0009
(1,2) VS. (3,5) 1 14553.37500 14553.37500 2.93 0.0991
1 VS. 2 1 760.00000 766.00000 0.15 0.6973
3 vs. 5 1 0.08333 0.00333 ooo 0.9968

Figura 13.4: Un conjunto de contrastes ortogonales

A menudo es de intere's efectuar \arixs comparaciones por pares (qui/á todas las 
que sean posibles) entre los tratamientos. En realidad, una comparación por pares se 
puede ver como un contraste simple, es decir, una prueba de

HiV. fi, -íij = 0.
Hf. fi, -fi, ^0.

para toda i ^ j. Hacer todas las comparaciones posibles por pares entre las medias puede 
ser muy benélico cuando no se conocen a prion contrastes complejos particulares P»ir 
ejemplo, suponga que se desea probar las hipótesis siguientes, con los datos de los agre­
gados de la tabla 13.1;

H(j. /ij - /is = 0.

-Ps ^0.

La prueba se desarrolla usando una F. una r. o el método de los intersalos de contian/a 
Si se usa la /. se tiene que

s, 2/n

donde a es la raíz cuadrada del cuadrado medio del error \ ;i = ó cs el lamaiu' ilc U 
muestra por tratamiento En este caso.

_ 5.53.33 - f) 1(1,67
T73 -1 41
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El valor P para la prueba t con 25 grados de libertad es 0.17. Así que no hay evidencia 
suficiente para rechazar H^.

Relación entre TyF

Anteriormente se expuso el uso de una prueba i agrupada, junio con los lincamientos que 
se estudiaron en el capítulo 10. El estimado agrupado se tomó del cuadrado medio del 
error con el fin de aprovechar los grados de libertad que están agrupados en las cinco 
muestras. Además, probamos un contraste. El lector debería observar que si el valor t se 
eleva al cuadrado, el resultado tiene exactamente la misma forma que el valor de/para 
una prueba del contraste, analizada en la sección anterior. En efecto.

f = Cvi--j^5.)- _ (553.33 -610.67)^ _
5^(1/6+1/6) 4961(1/3) ’

que es, por supuesto, t-.

Méíoíio del intervalo de confíanza para una comparación por pares
Es fácil resolver el mismo problema de una comparación por pares (o un contraste) usando 
el me'iodo del intervalo de confianza. Es claro que, si se calcula un intervalo de confian­
za del 100(1 - a)% sobre se tiene que

>•1. -ys.±io/iS

donde es el punto superior de 100(1 -a/2)^c de una distribución t con 25 grados de 
libertad (grados de libertad que provienen de r). Esta conexión inmediata entre las prue­
bas de hipótesis y los intervalos de confianza debería ser evidente a partir de los análisis 
de los capítulos 9 y 10. La prueba de un contraste simple /i, - no implica más que 
observar si el intervalo de confianza anicnor cubre o no al cero. Al susüluir los números 
se tiene que el intervalo de confianza de 95^c:

(553.33 -610.67) ± 2 060 = -57.34 ± 83.77.

Por consiguiente, como el intervalo de confianza cubre al cero, el contraste no es signi­
ficativo. En otras palabras, no hay diferencia significatis a entre las media.s de los agrega­
dos 1 y 5.

Tasa de error por experimento
Se presentan muchas dificultades cuando el analista intenta hacer muchas o todas las 
comparaciones por pares posibles. Para el caso de k medias habrá, desde luego, r = 
kik - l)/2 comparaciones por pares posibles. Si so suponen comparaciones indepen­
dientes, la lasa de error por experimento o lasa de error por lamilla, es decir, la probabi­
lidad de un falso rechazo de al menos una de las hipótesis, es dada por 1 - 11 - a)', 
donde Q es la probabilidad seleccionada del error upo 1 para una comparación específica 
Es claro que esta medida del erior upo 1 por expenmcnio sería ba.siante grande Por
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ejemplo, aun si sólo hubiera 6 comparaciones, digamos, en el caso de 4 medias, y 
a = 0.05, la lasa de experimenio-juicio sería

1 - (0.95)^ K 0.26.

Cuando se prueban muchas comparaciones por pares, por lo general existe la necesj. 
dad de hacer el conlra.stc efectivo sobre una sola comparación más conservadora. Es decir 
usando el método del intervalo de conllanza, los intervalos de conlianza serían mucho 
más anchos que ±t^,.s^2/n que se emplea para el caso de una sola comparación.

Prueba de TYikey
Hay varios métodos estándar para realizar comparaciones por pares que den credibilidad 
a la tasa del error tipo I. Aquí se analizarán e ilustrarán dos de ellos. El primero, denomi­
nado procedimiento de T\ikey. permite la formación de inters’alos de coníianza del 
100(1 simultáneos pura todas las comparaciones por pares. El método se basa en 
la distribución del rango csiudentizado. El punto apropiado del percentil es una función 
de a, ky V = grados de libertad para r. En la tabla A. 12 se presenta una lista de puntos 
porcentuales superiores adecuados para q = 0.05. El método de Tukey de comparacio­
nes por pares implica encontrar una diferencia significativa entre las medias i yj{i ^y,

si |í — í I excede a {¡la. k,
El procedimiento de Tukey se ilustra con facilidad. Considero un ejemplo hipotético 

en el que se tienen 6 tratamientos en un diseño completamente aleatorizado de un 
solo factor, en el que se hacen 5 observaciones por tratamiento. Suponga que el cuadrada 
medio del error lomado de la tabla del análisis de varianza es r = 2,45 (24 grados de 
libertad). Las medias muéstralos están en orden ascendente.

>2 }'5. .Vi .v.v v<> .'4
14.50 16.75 19.84 21.12 22.90 2.^20.

Con Q = 0.05, el valor de </(0.05, 6, 24) es 4.37. Así. todas Ia.s diferencia.s absolutas se 
comparan con

/2,454.37 \/— = 3,059.

Como resultado. la.s siguientes representan medias que. usando el procedimienio de 
Tukey. se encuentra que son signiíicativamenlo diferentes.

4yl. 4 y 5. 4 y 2. 6yl. 6 y 5.
6 y 2, 3 y 5, 3 y 2. I y 5. I y 2.

¿De dónde proviene el nivel a en la prueba de ruke> ?
Se mencionó brevemente el concepto de intervalos de confianza simultáneos que 
emplean para el procedimiento de Tukey. El lector obtendrá una perspectiva útil del 
concepto de eomparaciones múltiples, si comprende el signilicado de los intervalos de 
conñanza simultáneos.

En el capítulo 9 vimos que. si se calcula un intervalo de eonlian/a de ‘»5' i para, di­
gamos. una media fi, entonces la probabilidad de que el intervalo cubra la media verda­
dera es 0.95.
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Sin embargo, como vimos antes, para el caso de comparaciones múltiples la probabili­
dad efectiva de interés está ligada con la tasa de error por experimento, y debe hacerse 
énfasis en que los intervalos de conñanza del tipo ±<7(0^1 k, vjsyfíjn no son in­
dependientes, ya que todos implican a j y muchos utilizan los mismos promedios, las y^. 
A pesar de tales diñcultades, si se utiliza la ^{0.05, k, v), el nivel de conñanza simultáneo 
está controlado en un 95%. Lo mismo es cierto para ^(0.01, k, v), es decir, el nivel de 
conñanza está controlado en un 99%. En el caso de q = 0.05, hay una probabilidad 
de 0.05 de que se encuentre falsamente que al menos un par de mediciones son diferen­
tes (falso rechazo de al menos una hipótesis nula). En el caso de Q = 0.01, la probabilidad 
correspondiente será 0.01.

prueba de Duncan
El segundo procedimiento que se estudiará se denomina procedimiento de Duncan o 
prueba de Duncan de rango múltiple. Este procedimiento también .se basa en el con­
cepto general del rango estudentizado. El rango de cualquier subconjunto de p medias 
muéstrales debe exceder cierto valor antes de que se encuentre que cualquiera de las p 
medias es diferente. Este valor recibe el nombre de rango de menor significancia para 
las p medias, y se denota por R^, donde

Rp

Los valores de la cantidad r^, llamados rango estudentizado de menor signíñcancia. 
dependen del nivel de significancia deseado y del número de grados de libertad del cuadra­
do medio del error. Estos valores se obtienen de la tabla A. 13 pora/> = 2. 3.... 10 media.s.

Para ilustrar el procedimiento de prueba de rango múltiple, consideremos el ejem­
plo hipotético en el cual se comparan 6 tratamientos con 5 obsen aciones por tratamiento. 
Se trata del mismo ejemplo que se empleó para ilustrar la prueba de Tukey. Se obtiene 
7?^multiplicando cada por 0.70. Los re.sultados de estos cálculos se resumen como sigue:

p 2 3 4 5 6

<^p
Rr

2.919
2.043

3.066
2.146

3.160
2.212

3.226
2.258

3.276
2.293

Si se comparan estos rangos de menor significancia con las diferencia.s en medias orde­
nadas, se llega a las conclusiones siguientes:

1. Comoy^ — y, = 8.70 >/?,, = 2.293. se concluye que/r^y/j.son signiticativa- 
mente distintas.

2. Si se comparan y^ - y, y - y, con /?,. se concluye que /i,es sigmlicatisa-
mente mayor que que es significativamente mayor que p.

3. Si se comparan y^ - y,. y^ - Vj y y, - y, con /?,, se concluy e que cada dife­
rencia es significativa.

4. Si se comparan y^ - Vj. y^ - v,. .v, - y, y y, - y, con /?,. se encuentra que 
todas las diferencias son significativas excepto para p^-p, Por lo tanto, /i., p^ 
y ^^constituyen un subconjunto de medias homogéneas

5. Si se comparan y, -y,..v, - .v, y y, con/í,. se concluye que sólo/i,y /i, 
no son significativamente distinta.s.
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Se acostumbra resumir las conclusiones anienores con el dibujo de una línea debajo dg 
cualquier subconjunto de medias adyacentes que no sean significativamente djfereniej 
Así, tenemos

í’2 V5 yi >'3 >'6
14 50 16.75 19 84 21 12 22.90 23.20

Es evidente que en este caso los resultados con los procedimientos de Tukey y Duncan 
son muy similares El procedimiento de Tukey no detectó ninguna diferencia entre 2 y 5 
mientras que el de Duncan sí lo hizo

Prueba de Dunnett: comparación de tratamientos con un control

En vez de ello es frecuente que el expenmento dicte la necesidad de comparar simulta- 
ncamente cada traiamienío con un control Un procedimiento de prueba desarrollado por 
C W Dunnett determina diferencias significaüvas enüo cada media de tratamiento j el 
control, con un solo nivel conjunto de significancia a Para ilustrar el procedimiento de 
Dunnett, se consideraron los datos cxpenmcntales de la tabla 13.6 pora la clasificación de un 
solo factor, donde se estudio el efecto de tres catalizadores sobre el producto de una rcac 
ción Como control se emplea un cuarto tratamiento en el que no se aplica un catalizador

Tabla 13 6 Producto de una reacción

Control Catalizador 1 Catalizador 2 Catalizador 3
50 7 54 1 52 7 51 2
5! 5 53 8 53 9 50 8
49 2 53 1 57 0 49 7
53 1 52 5 54 1 48 0
52 7 54 0 52 5 47 2

\o =51 44 Vi = 53 50 V: = 54 04 = 49 38

En muchos problemas científicos y de ingeniería no nos interesa hacer inferencias ai 
de todos las comparaciones posibles entre los medias de los tratamientos del tipo fx

En general, se desea probar las k hipótesis 

W(, /A» = /i. 1
1= 1.2, . ,k.

donde representa el producto medio para la población de medidas en que se utili/a e! 
control Como se menciono en la sección 13 3. se espera que las suposiciones habiiuali ^ 
del análisis de varianza sigan siendo validas Para probar la hipótesis nula cspeciticjJj 
con Wji en comparación con alternativas bilaterales para una situación cxpcnmcnül 
donde existen k tratamientos, sin incluir el control, v n observaciones por tratamicnlo 
primero calculamos los valores

d, = V, -Vo 
^ Zs'/n'

i = 1.

Como antes la vananza inuestral r se obtiene a partir del cuadrado medio del error en 
el análisis de vorianza Ahora bien la region cnlica para icclu/ar H a un nivel de'ictn 
licancia q. se establece con la desigualdad
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Mil > ^a/2(f:. v),

donde v es el número de grados de libertad para el cuadrado medio del error. Los valores 
de la cantidad v) para una praeba de dos colas se incluyen en la tabla A. 14 para 
Cí — 0.05 y Q = 0.01, para diversos valores de y v.

Ejemplo 13.5:1 Para los datos de la tabla 13.6, pruebe la hipótesis que compara cada catalizador con 
el control, usando alternativas bilaterales. Como nivel de significancia conjunto elija 
a = 0.05.

Solución: El cuadrado medio del error con 16 grados de libertad se obtiene de la tabla de análisis 
de varianza, usando todos los tratamientos k + 1. El cuadrado medio del error es dado 
por

, 36.812 Í2s^ /(2)(2.30075)
s- = = 2.30075 y \/— = ^ = 0.9593.

Entonces,

di

53.50-51.44
0.9593

49.38 -51.44 
0.9593

= 2.147. di

= -2.147.

54.04-51.44
0.9593

= 2.710,

De la tabla A.14 el valor crítico para a = 0.05 resulta ser í/„„m(3, 16) = 2.59. Como 
(J,| < 2.59 y |rfj| < 2.59, se concluye que tan sólo la producción media para el catali­
zador 2 es significativamente diferente de la respuesta media de la reacción utilizando 
el control. -1

Muchas aplicaciones practicas imponen la necesidad de una prueba de una cola para 
comparar los tratamientos con un control. En efecto, cuando un farmacólogo está intere­
sado en el efecto de varias dosis de un medicamento sobre el ni\el del colesierol. > su 
control consiste en una dosis de cero, sería interesante determinar si cada dosis produce 
una reducción significativamente mayor que la del control. En la tabla A 15 se presentan 
los valores críticos de dj^k, v) para altemainas unilaterales

Ejercidos

13.12 Considere los dalos del ejercicio de repaso 
1345 de la página 555. Efectúe pruebas de significan­
cia sobre los siguientes contrastes.
a) fl contra i4. Cy D;
¿) C contra A y D\ 
c) A contra D.

13.13 El propósito del estudio The Incorporation of 
a Chelalmg Agent into a Flame Retardant Finish of a 
Cotton Flannelette and the Evaluation of Selected Fa- 
bne Empernes, llevado a cabo en Virginia Tech, tue 
evaluar el uso de un agente quelante como parte del 
icabado relardante del fuego de la franela de algodón, 
deierminando sus efectos en la inllamabilidad des­
pués de lavar la tela en condiciones específicas Se pre­

pararon dos baños, uno con celulosa de carbo\imelilo > 
otro sin ella Se lavaron 12 pie/as de lela 5 veces en el 
baño I. y otras 12 pie/a.s se lavaron 10 veces en 
el baño 1 Esto se repitió con 24 piezas adicionales de 
lela en el baño II. Después de los lavados se midieron 
las longitudes quemadas de la tela, asi como los tiem­
pos de combustión Por conveniencia, delinamos los 
siguientes tratamientos

Tratamiento L 5 lavadosen el baño I.

Tratamiento 2: 5 lavados en el baño 11.

Trai.imienio 3 10 lavados en el baño 1,

Trat.iniiento 4 10 lavados en el baño II
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Los registros del tiempo de combustión, en segundos, 
son los siguientes;

Tratamiento
1 2 3 4

13.7 6.2 27.2 18.2
23.0 5.4 16.8 8.8
15.7 5.0 12.9 14.5
25.5 4.4 14.9 14.7
15.8 5.0 17.1 17.1
14.8 3.3 13.0 13.9
14.0 16.0 10.8 10.6
29.4 2.5 13.5 5.8
9.7 1.6 25.5 7.3

14 0 3.9 14.2 17.7
113 2.5 27.4 183
12.3 7 1 11.5 9.9

a) Efectúe un análisis de varianza a un nivel de signi­
ficancia de 0.01, y determine si hay diferencias 
significativas entre las medias de los tratamientos

b) Use contrastes de un solo grado de libertad con 
o = 0.01 para comparar el tiempo medio de com­
bustión del tratamiento 1 en comparación con el 
tratamiento 2, y también del tratamiento 3 en com­
paración con el 4

13.14 El Departamento de Alimentación y Nutrición 
Humana de Virginia Tech realizó el estudio Lorr of Ni- 
rmgen Tl¡mui¡h Sweat by Preadolesceru Boys Conui- 
miiifi Three Levels of Dietary Protein para determinar la 
pérdida de nitrógeno por transpiración con varios niveles 
dietéticos de proteínas. En el experimento participaron 
12 hombres preadolcscentes cuyas edades iban de 7 años 
8 meses a 9 años 8 meses, y a quienes de les calificó de 
clínicamente saludables. Cada muchacho estuvo sujeto u 
una de tres dietas controladas en las cuales consumía 29. 
54 u 84 gramos de proteínas por día. Los siguientes da­
los representan la pérdida de nitrógeno corporal por 
transpiración, en miligramos, recabados durante ios dos 
días últimos del penodo de experimentación

_________ Nivel de proteínas____________
29 eramos 54 eramos 84 gramos

190 318 390
266 295 321
270 271 396

438 399
402

a) Realice un análisis de vananza a un nivel de signi­
ficancia de 0.05, para demostrar que las pérdidas 
medias de nitrógeno por transpiración son dileren- 
tes con los tres niveles de proteínas

b) Utilice una prueba de Tukev para determinar cuá­
les niveles de proteínas difieren significativamente 
entre sí en la perdida media de nitrógeno

13.15 Utilice la prueba de Tukev a un nivel de sigm- 
licaiicia de 0 Ü5, para analizar las medias de las 5 mar­

cas diferentes de tabletas para el dolor de cabeza d 
ejercicio 13.2 de la página 518. ^
13.16 Se realizó una investigación para dctcrminari 
fuente de reducción en el rendimiento de cierto produc^ 
10 químico. Se sabía que la pérdida en el rendimiento 
ocurría en el licor madre, es decir, el material elimina 
do en la etapa de filtración. Se pensaba que mezclad 
distintas del material original podrían ocasionar reduc. 
Clones diferentes del rendimiento en la etapa de heor 
madre. A continuación se presentan los resultados de la 
reducción porcentual para tres lotes de cada una de 
cuatro mezclas seleccionadas con anterioridad.

Mezcla
1 2 3 4

25.6 25.2 20.8 31.6
24.3 28.6 26.7 29.8
27.9 24.7 22.2 34.3

a) Haga el análisis de vananza al nivel de significan- 
cía Q = 0.05.

b) Uülice la prueba de Duncan de rango múltiple 
para determinar cuáles mezclas difieren.

c) Resuelva el inciso h usando la prueba de Tukev
13.17 En el estudio, denominado An Evaluation of 
the Removal Method for Estimatint^ Benthic Popula- 
lions and Diverstiv. realizado por Virginia Tech cn d 
río Jackson, se emplearon 5 procedimientos distintos 
de muestreo para determinar los conteos de especies. 
Se seleccionaron 20 muestras al azar y los 5 priKedi- 
micntos de muestreo se repitieron 4 veces Se registra­
ron los siguientes conteos de especies:

___________ Procedimiento de muestreo______
Remoción del

Dismi- De iless sustrato de
nuciún modíficudu Surber Kicknet Kicknd 

85 75 31 43 17
55 45 20 21 10
40 9 15 S
77 67 37 27 15

ai ,Ha_v algunadiferenciasigmficativacnelconiei'pri'- 
mcdio de especies para los distintos procedimienti" 
de muestreo"' Use un valor P en su conclusión 

/>! Emplee una prueba de Tukev um a = 0.05 para de- 
lemunar cuáles pnx.eJimiento> de muesimo üihcten

13.18 Los siguientes daU’s son valores de pre-:on 
(psi) en un resorte de torsion para valores distintos dd 
ángulo entre las \ uellas del resorte en position libre

__________ Ángulo
67 ,, 71 ¡ 75 ! 79 83

'' 84 1 86 87 1 ■ 89 ^ 90
85 1i 85 87 87 1 90 * 92

; 85 ; 88 88 ¡ ‘8> ,
I' 86 I 88 88 , 91 j
' 86 ' 88 89
, 87 1 90 1
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Calcule un análisis de vananza de un solo factor para 
fjie expenmcnto y plantee sus conclusiones acerca del 
efccio que tiene el ángulo sobre la presión en el resorte. 
(Tomado de C. R. Hicks. Fundamental Concepts in the 
priiS» PÍExperiments, Holt, Rinehart y Winston. Nue- 
oYork. 1973).

13,19 Se sospecha que la temperatura del ambiente 
jn que se activan las baterías afecta su vida. Se proba- 
[tin30 baterías homogéneas, seis a cada una de cinco 
icmperaturas, y los dalos se presentan a continuación 
(Vida activada en segundos). Analice e interprete los 
¿líos. (Tomado de C. R. Hicks, Fundamental Concepts 
in Desistí of Experiments. Holt, Rinehart y Winston. 
Sueva York. 1973.)

Temperatura(“C)
0 25 50 75 100
55 60 70 72 65
55 61 72 72 66
57 60 72 72 60
54 60 68 70 64
54 60 77 68 65
56 60 77 69 65

1320 La tabla siguiente (tomada de A. Hald. Statisn- 
fjí Theory with Engineerins Applications, John Wley 
¿Sons, Nueva York, 1952) proporciónalas resistencias 
3 la tensión (en desviaciones desde 340) para conducto­
res extraídos de nueve cables que deben usarse para 
una red de alto voltaje. Cada cable está constituido por 
12 conductores. Se desea saber si las resistencias me­
dias de los conductores en los nueve cables son las mis­
mas. Si los cables son diferentes, ¿cuáles son los que 
difieren? Utilice un valor P en .su análisis de varianza.

Cable Resistencia a la tensión
1 5 -13 -5 -2 -JO -6 -5 0-3 2 -7 -5
1 -II -13 -« 8 -3 -12 -12 -10 5-6 -12 -10
3 0 -10 -15 -12 -2 -8 -5 (1-4-1 -5 -11
J -12 4 2 10 -5 -8 -12 (1 -5 -3 -3 0
5 7 1 5 0 10 6 5 2 0-1 -10 -2
6 1 ü -5 -4 -1 0 2 5 l -2 6 7
7 -1 0 1 1 -4 2 7 5 1 » -4 1
S -1 0 7 5 10 8 l 2 -3 6 0 5
9 T 6 7 S 15 11 -7 7 10 7 8 1

13.21 La salida de resultados que se presenta en la 
figura 13.5 de la página 532 proporciona información 
sobre la prueba de Duncan para los datos de los agrega­
dos del ejemplo 13.1 obtenidos con la función PROC 
GLM del programa SAS. Saque conclusiones sobre las 
comparaciones por pares usando los resultados de la 
pnieba de Duncan.

1322 RetUice la prueba de Duncan para comparaeio- 
KS por pares con los datos del ejercicio 13.6 de la pá­
gina 519. Comente los resultados.

13.23 En un experimento biológico se emplearon 4 
concentraciones de cierto producto químico para mejo­
rar el crecimiento de cierto tipo de planta con el paso 
del tiempo. Se utilizaron cinco plantas con cada con­
centración y se midió su crecimiento, en centímetros. 
Se obtuvieron los siguientes datos y también se aplicó 
un control (ausencia de producto químico)

Concentración
Control 1 2 3 4

6.8 8.2 7.7 6.9 5.9
7.3 8.7 8.4 5.8 6.1
6.3 9.4 8.6 7.2 6.9
6.9 9.2 8.1 6.8 5.7
7.1 8.6 8.0 7.4 6.1

Utilice una prueba bilateral de Dunnett a un nivel de 
significancia de 0.05 para comparar de manera simultá­
nea las concentraciones con el control.

13.24 La estructura financiera de una empresa con­
siste en la forma en que sus activos se dividen en ca­
pital y deuda, y el apalancamiento financiero se refiere 
al porcentaje de activos financiados con endeuda­
miento. En el artículo The Effect of Financial Levera­
ge on Return, Tai Ma. de Virginia Tech, afirma que es 
posible utilizar el apalancamiento financiero para in­
crementar la lasa de rendimiento sobre el capital. Di­
cho de otra manera, los accionistas pueden recibir 
rendimientos más elevados sobre el capital propio con 
la misma cantidad de inversión si usan apalancamien­
to financiero. Los siguientes datos muestran las lasas 
de rendimiento sobre el capital utilizando 3 niveles 
distintos de apalancamiento financiero, así como un 
nivel de control (deuda igual a cero) para 24 empresas 
seleccionadas a) azar.

Apalancamiento financiero
Control Bajo Medio Alto

2.1 62 9.6 10.3
5.6 4.0 8.0 69
3.0 8.4 5.5 7.8
7.8 2.8 12.6 5.8
5.2 4.2 7.0 7.2
2.6 5,0 7,8 12.0

Fuente: Standard ¿¿ Poor's Stachinerv Industry 
Sun-ey. 1975.

<i) Haga el análisis de sarian/a a un nivel de signifi­
cancia de 0.05.

b) Use una prueba de Dunnett a un nivel de signifi­
cancia de 0,01. para detemiinar si las tasas medias 
de rendimiento sobre el capital son más elevadas 
con los niveles bajo, medio y alto de apalanca- 
miento financiero que con el nivel de control.
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The GLM Procedure
Duncan's Multiple Range Test for moisture 

NOTE: This test controls the Type I cotnparisonwise error rate, 
not the experimentwise error race.
Alpha 0 .05
Error Degrees of Freedom 25
Error Mean Square 4960. 813

Number of Means 2 3 ■* 5
Critical Range 83.75 87.97 90. 69 92.61

Means with the same letter are not significantly different.
Duncan Grouping Mean N aggregate

A 610.67 6 5
A
A 610.50 6 3
A
A 569.33 6 2
A
A 553.33 6 1

3 •165.17 6 4

Figura 13.5; Salida de resultados del para el ejercicio 13.21.

13.7 Comparación de un conjunto de tratamientos en bloques
En la sección 13.2 estudiamos la idea de la formación de bloques, es decir, de aislar 
conjuntos de unidades e.xpenmentales que son ra/onablemente homogéneas y asignarItN 
tratamientos de forma aleatoria. Ésta es una extensión del concepto de “formar pares” 
que se analizó en los capítulos 9 y 10, y se hace para reducir el error cxpcrirnctilal. saque 
las unidades en un bloque tienen más características comunes que las unidades localiza­
das en diferentes bloques.

El lector no debería considerar los bloques como un segundo factor, aunque esa 
sea una forma tentadora de visualizar el diseño. De hecho, el factor principal (los trata­
mientos) aún lleva el peso ma\or del expenmento Las unidades experimentales siguen 
siendo la fuente del error, igual que en el diseño completamente alealonzado. Con la 
formación de bloques simplemente tratamos a dicha.s unidades de manera mas sistemáti­
ca. De ese modo, se dice que la aleatonedad tiene restricciones. .Antes de iniciar el estudio 
de la formación de bloques re\isaremos dos ejemplos de un disei'io complelamenti 
aleatorlzüdo. El primer ejemplo es un expenmento químico diseñado para detennmar 
hay una diferencia en la reacción media producida por cuatro catalizadores Las mues­
tras de los matenales que tienen que probarse se extraen de los mismos lotes de materia' 
primas, a la vez que se mantienen constantes otras condiciones como la temperatura > 
concentración de los reactivos En este ca.so, la hora del día en i|uc se eleciüan las corrida' 
experimentales podría representar las unidades cxpcnmeiitales. \ m el experimentador 
considera que es posible que hav a un ligero efecto del tiempo, aleaion/oria la asignación
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de los catalizadores a las corridas para contrarrestar la posible tendencia. Como un se­
gundo ejemplo de dicho diseño, considere un experimento para comparar cuatro méto­
dos para medir una propiedad física en particular de un fluido. Suponga que el proceso 
de muesireo es destructivo, es decir, que una vez que se ha medido una muestra de la 
sustancia usando un método, ya no puede medirse nuevamente con ningún otro. Si se 
decide hacer cinco mediciones con cada método, entonces se seleccionan al azar 
20 muestras del material de un lote grande y se utilizan en el experimento para comparar 
los cuatro métodos de medición. Las unidades experimentales son las muestras seleccio­
nadas al azar. Cualquier variación de una muesüti a otra aparecerá en la variación del 
error, según se mida con .r en el análisis.

¿Cuál es el propósito de formar bloques?
Si la variación debida a la heterogeneidad en las unidades experimentales es tan grande 
que la sensibilidad para detector diferencias de untamiento se reduce debido a un \alor 
aumentado de s^, un plan mejor sería "bloquear" la variación debida a esas unidades y, 
por consiguiente, reducir la variación ajena a la que es explicada por bloques más peque­
ños o más homogéneos. Por ejemplo, suponga que en el ejemplo anterior de los cataliza­
dores se supiera a priori que existe en definitiva un efecto significativo diario sobre el 
producto, y que es posible medir el producto para cuatro catalizadores en un día especí­
fico. En lugar de asignar los 4 catalizadores a las 20 corridas de prueba completamente 
al azar, se eligen, por ejemplo. 5 días y se prueba cada uno de los cuatro catalizadores 
cada día, asignándolos al azar a las corridas denux) de los días. De esta manera se elimina 
la variación diaria del análisis y. en consecuencia, el error cxpenmcnia!, que aún incluye 
cualquier tendencia temporal denirv de los días, representa con más precisión la varia­
ción aleatoria. A cada día se le denomina bloque.

El más directo de los diseños aleatonzados de bloques es aquel en el cual se asigna 
al azar un tratamiento a la vez a cada bloque. A un plan experimental como éste se le 
denomina diseño de bloques completos aleatorizados (BCA) y cada bloque constituye 
una sola réplica de los tratamientos.

13.8 Diseños de bloques completos aleatorizados

Un plan clásico para el diseño de bloques completos aleatonzados (BC.M usando ü-es 
mediciones en cuatro bloques es el siguiente-

Bloque 1 Bloque2 Bloque 3 Bloquea

(2 Í2 Í2
ít f3 t2 fl
Í3 h Í3

Las i denotan la asignación de cada uno de 3 tratamientos a los bloque^.. DeNde luego, la 
asignación verdadera de los tratamientos a las unidades dentro de los bloques se hace 
al azar. Una vez que ha tínali/ado el experimento, los datos se pueden registrar como en el 
siguiente arreglo de 3 x 4;
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Tratamiento Bloque: 1 2 3 4

I .Vil ,V|2 .Vl3 .V|4
2 .V21 .V22 V23 >'24
3 -V3I .V32 .V33 >34

donde V,, representa la respuesta que se obtiene al utilizar el tratamiento 1 en el bloqu(> i 
V|, es la respuesta que se obtiene al utilizar el tratamiento 1 en el bloque 2,..., y es la 
respuesta que se obtiene al utilizar el tratamiento 3 en el bloque 4.

Ahora vamos a generalizar y a considerar el caso de k tratamientos asignados a 
b bloques. Los datos se pueden resumir tal como se obser\'a en el arreglo rectangular de
k X b de la tabla 13.7. Se supondrá que lasv^. i = 1, 2,..., kyj= 1,2.....¿», son valores
de variables aleatorias independientes que tienen distribuciones normales con media/i 
y varianza común a-. ''

Tabla 13.7: Arreglo de k x h parad diseño de BCA

Tratamiento

Bloque
Total Media1 2 ... j b

1 >11 >12 v,^ ., yih Ti
2 >21 >22 .V2j •• >2h T2 V:

;■ .Vil V.2 ... >y .. ■ >\b T.

k .vu .Vi 2 ... .Vi, .. yu, Tl Vi.
Total T-i Tj ... T, .. - T, T
Media .V 1 y 2 ... y, .. y

Sea /i, el promedio (en lugar del total) de las h medias de la población para el 
r-ésimo tratamiento. Es decir,

j ^
~ -^/i,j.para/= 1... ,L

De manera similar, el promedio de las medias de la población para el_/-ésimo bloque. /i. 
es definido por

1 ^
/^y= 1........h

^ 1 = 1

y el promedio de las bk medias de la población, /i. es delinido por

•=i / -1

Para determinar si parte de la \ariación de nuestras ob>er\acu>nes se debe a diferencia' 
entre los tratamientos, se considera la siguiente prueba
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Hipótesis de
medias iguales Mi. = Mi = • • • /¿t = M>

¿¿losuaiamientos_________________ H\: No todas lasson iguales.

>{odelo para ei diseño BCA
Cada observación se puede escribir en la fonna siguiente:

yij =llij +£y.

donde mide la desviación del valor observado de la media de la población ¡x^y La 
forma preferida de esta ecuación se obtiene sustituyendo

Mi> = fi + Q¡ + Pj,

donde es, como antes, el efecto del í-ésimo tratamiento, y (5^ es el efecto del j-ésimo 
bloque. Se supone que el tratamiento y los efectos de los bloques son aditivos. Por lo 
tanto, se puede escribir

y,j = /i + Qr, + /3, + f,;.

Observe que el modelo se parece al de clasificación de un solo factor, la diferencia esen­
cial es la introducción del efecto de bloque (3y El concepto básico se parece mucho al de 
la clasificación de un solo factor, excepto que en el análisis debe tomarse en cuenta el 
efecto adicional debido a los bloques, ya que ahora la variación se controla de manera 
sistemática en dos direcciones. Si ahora imponemos las restricciones de que

k h
^a, =0 y
1=1 j=\

entonces

y

M.
1 .
- + +0j) = 11+Q„ para /=

k
+ a, +(3j) = lí + pj, paraj = 1

1=1
b.

La hipótesis nula de que las k medias de los tratamientos son iguales y. por lo tanto, 
iguales a fi, ahora es equivalente a probar la hipótesis:

Hoi ct\ = Q2 = ■•■ = Qk =0.

Al menos una de las no es igual a cero.

Cada una de las pruebas de tratamientos se basará en una comparación de los 
estimados independientes de la varianza común poblacional (T-. Esos estimados se



obtendrán separando la suma total de cuadrados de los datos en tres componentes me- 
diante la siguiente identidad’

Teorema 13.3: Identidad de la suma de cuadrados

¿¿(v, -y )- -y )=+<■• ¿(y; -y )’- 
1=1 ]=\ 1=1 •'=’ 

i b

; = 1 ;=1

La demostración se deja como ejercicio para el lector

La identidad de la suma de cuadrados podría presentarse simbólicamente mediante la 
ecuación

536 Capítulo 13 Expcnmcntos con un solo factor, generales

STC = SCT + SCB-h SCE,

donde
i b

= suma total de cuadrados.
í=i j=i 

k
ser ' )■ = suma de los cuadrados de los tratamiento',

í=i
b

SCB — t )’ = suma de los cuadrados de los bloques
/ = !

L b
SCE —\j )"= suma de los cuadrados del error

1=1 j=\

Si se sigue el procedimiento desento en el teorema 13 2, donde se interpreto a las 
sumas de cuadrados como funciones de las sanables aleatonas independientes J 
K,,. , se puede demosirarque los \alores esperados de las sumas de los cuadradoN 
de los tratamientos, los bloques > los errores son dados por

t />
E (5CD = iL~i)(T + q;. E (SCB) = {h-\) cr-+

< = i j=i
E (SCE) = (/j — i)(k — I )(T‘

Como en el caso del problema de un solo factor, tenemos que el cuadrado medio dJ 
tratamiento es

, ser
k-\

Si los efectos del tratamiento Q| = a, = = q = o entonces t es un e^tl^udl'in-e'
gado de <r Sin embargo, si los efectos de los tratamientos no son lodos uníales a cero 
se tiene que
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'"^j¡^cuadrada
esperada ^ (SCT \ _ 2 , ^ ^ •>

jel iraumienlo _ IJ ~ ¿ ^

En este caso sobresüma cr-. Un segundo estimado de a\ basado en ¿ - 1 grados de 
libertad, es

, SCB

El estimado Sj es un estimado no sesgado de <r- si los efectos de los bloques /3j = )3, = 
••• = = 0 Si los efectos de los bloques no son iguales a cero, entonces.

£ = (7^ + k
b-

y S2 sobrestimara a a' Un tercer estimado de (T% basado en (A, - l )(b - 1) grados de li­
bertad e independiente de jf y , es

s- =
SCE

ik-])ib-\)'

que es no sesgado independientemente de la veracidad o falsedad de cualquier hipótesis 
nula

Para probar la hipótesis nula de que los efectos de los tratamientos son iguales a 
cero, se calcula la razón/, = 5,’ /r, que es un \alor de la sanable aleatona £,. que nene 
una dislnbucion Feon A - 1 y (A - 1)(¿j- 1) grados de libertad, cuando la hipótesis nula 
es verdadera La hipótesis nula se rechaza al nnel de signihcancia q cuando

/i >/a[A-l.(A-l)(¿7-l)]

En la practica, pnmero calculamos STC, SCT y SCB y después, utilizando la identi­
dad de la suma de cuadrados, obtenemos SCE mediante una resta Los grados de libertad 
asociados con SCE por lo general también se obtienen por sustracción, es decir,

(A - 1)(¿- 1) =A¿ - 1 - (A - l)-(/7- 1)

Los cálculos necesanos para un problema de análisis de vananza para un diseño de 
bloques completos aleatonzados se puede resumir como se observa en la tabla 13 8

Ejemplo 13.6:1 Se consideran cuatro maquinas diferentes. A/,. A/, A/,> A/^ para ensamblar un produc­
to específico Se decidió que para comparar las maquinas se usarían 6 operadores 
distintos en un expenmenlo de bloques aleatonzados Las maquinas se asignaron al 
azar a cada operador La operación de las maquinas requiere destreza lisita \ se anti­
cipó que habría una diferencia en la \eloudad con que los operadores trabajaban con 
las máquinas En la tabla 13 9 se observan los tiempos (en segundo>.) requeridos para 
ensamblar el producto

A un nivel de significancia de Ü 05, pruebe la hipótesis H de que las maquinas se 
desempeñan con el mismo índice de velocidad promedio
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Tabla 13.8: Análisis de varianza para el diseño de bloques completos aleatonzadn»;

Fuente de 
variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

f ^ 
calculada

Tratamientos SCT k - 1
, SCT

^' = —1

Bloques SCB b- 1
, SCB

Error SCE 1 1

, SCE
" (k-l)(b- 1)

Total STC kb-l

Tabla 13.9: Tiempo para ensamblar el producto, en segundos

Máquina

Operador

Total1 2 3 4 5 6

1 42.5 39.3 39.6 39.9 42.9 43.6 247.8
2 39.8 40.1 40.5 42.3 42.5 43.1 248.3
3 40.2 40.5 41.3 43.4 44.9 45.1 255.4
4 41.3 42.2 43.5 44.2 45.9 42.3 259.4

Total 163.8 162.1 164.9 169.8 176.2 174.1 1010.9

Solución: Las hipótesis son

Hq: a\ = 02 = Ckj = Q-i = o (los efectos de las máquinas son iguales a cero).
//,; AI menos una de las o^ no es igual a cero.

Para producir el análisis de varianza que aparece en la tabla 13.10 se emplean las 
fórmulas de la suma de cuadrados que se presentan en la página 536 y los grado-» de li­
bertad. El valor/ = 3.34 es significativo con P = 0.048. Si se emplea a = 0.05 como a! 
menos una aproximación burda, se concluye que las máquinas no se desempeñan con e! 
mismo índice de velocidad media. J

Tabla 13.10; Análisis de vananza para los datos de la tabla 13.9

Fuente de 
variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

f
calculada

Máquinas 15.93 3 5.31 3.34
Operadores 42.09 5 8.42
Error 23.84 15 1.59
Total 81.86 23

Comentarios adicionales acerca de la formación de bloques
En el capítulo 10 presentamos un procedimiento para comparar medias cuando !.is ob­
servaciones estaban ordenadas parpares. El procedimiento implicaba ■‘restar” el elccu*
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debido a la paridad homogénea para así trabajar con las diferencias. Este es un caso 
especial de diseño de bloques completos aleaiorizados con k = l tratamientos. Las n 
unidades homogéneas a las que se asignaron los tratamientos adoptan el papel de bloques.

Si hay heterogeneidad en las unidades experimentales, el experimentador no debe­
ría confundirse y pensar que siempre es ventajoso reducir el error experimental mediante 
el uso de pequeños bloques homogéneos. De hecho podría haber casos en los que no es 
deseable formar bloques. El propósito de reducir la varianza del error es incrementar la 
sensibilidad de la prueba para detectar diferencias en las medias de los tratamientos. 
Esto se refleja en la potencia del procedimiento de prueba. (En la sección 13.11 se ana­
liza con mayor detalle la potencia del procedimiento de prueba del análisis de varian­
za). La potencia para detectar ciertas diferencias entre las medias de los tratamientos se 
incrementa con una disminución de la varianza del error. Sin embargo, la potencia tam­
bién se ve afectada por los grados de libertad con los que se estima la varianza, y la 
formación de bloques reduce los grados de libertad que están disponibles desde Á:(/7- 1) 
para la clasificación de un solo factor, hasta {k - 1 )(¿» - 1). De modo que se podría per­
der potencia con la formación de bloques si no hay una reducción significativa de la 
varianza del error.

Interacción entre bloques y tratamientos
Otra suposición importante que está implícita en la escritura del modelo para un diseño 
de bloques completos aleaiorizados es que los efectos de los bloques y del tratamiento 
son aditivos. Esto equivale a decir que

My-My' =l^i'j -lii'j' obien /r,j =//;>' -fii-j-.

para cada valor de /. i',j y f. Es decir, la diferencia entre las medias de la población para 
los bloques j y f es la misma para cada tratamiento, y la diferencia entre las medias de la 
población para los tratamientos i e t'es la misma para cada bloque. Las líneas paralelas 
de la figura 13.6íj ilustran un conjunto de respuesta.s medias para las cuales los efectos de 
los tratamientos y los bloques son aditivos, mientras que las líneas que se intersecan 
en la figura \3.6b exhiben una situación en la que se dice que los efectos de los trata­
mientos y de los bloques íntcractúan. Con respecto al ejemplo 13.6. si el operador 3 
es en promedio 0.5 segundos más rápido que el operador 2 cuando utiliza la máquina 1. 
entonces el operador 3 será 0.5 segundos más rápido, en promedio, que el operador 2 
cuando se empleen las máquinas 2, 3 o 4. En muchos experimentos no se cumple la 
suposición de adilividad y el análisis descrito en esta sección llevaría a conclusiones 
erróneas. Por ejemplo, suponga que el operador 3 es 0.5 segundos más rápido, en prome­
dio, que el operador 2 si emplea la máquina 1. pero que es 0.2 segundos más lento, en 
promedio, que el operador 2 si utiliza la máquina 2. En ese caso los operadores y las 
máquinas estarían inleractuando.

Una inspección de la tabla 13.9 sugiere la posible presencia de interacción. Esta 
aparente interacción podría ser real o podría deberse al error expenmental. E! análisis del 
ejemplo 13.6 se basó en la suposición de que la aparente interacción se debe por comple­
to al error experimental. Si la variabilidad total de nuestros datos se debiera en pane al 
efecto de la interacción, esa fuente de variación seguiría formando pane de la suma de 
cuadrados del enor, provocando que el cuadrado medio del error sobrestime a a'. 
incrementando así la probabilidad de cometer un enor tipo II. De hecho, hemos supuesto 
un modelo inconecto. Si permitimos que (q/3),^ denote el efecto de la interacción del
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Figura 13.6: Medias de la población para a) resultados aditivos y b) efectos de 
interacción.

t'-csimo tratamiento y el _/-c.simo bloque, podríamos escribir un modelo más adecuado 
con la forma siguiente:

y,j =:^ + a, +Pj + (Q/3)y + Cy.

al que se impondrían las restricciones adicionales 

L h
^(a/3)y = ^(q/3),j =0.paraí=I........k yj=\.........h.
.=i ;=i

Ahora es fácil comprobar que

£ SCE
{h-]){k-\)

- (J' +
1

(b- i)(it -T)
. = 1 y=l

Así, el cuadrado medio del error es considerado un estimado sesgado de tr* cuando se 
ha ignorado la interacción existente. En este momento parecería necesario uiiii/arun 
procedimiento para delectar la interacción en aquellos ca.sos en que se sospecha que 
exista. Tal procedimiento requiere que se disponga de un estimado no sesgado e iiuie- 
pendiente de a-. Por desgracia, el diseño de bloques aleatorizados no se presta a una 
prueba de este tipo, a menos que se moditique el diseño inicial del experimento En el 
capítulo 14 se estudia este tema de manera detallada.

13.9 Métodos gráficos y verificación del modelo
En varios capítulos de este libro se hace referencia a procedimientos gráficos para mos­
trar dalos y resultados analíticos. En los primeros capítulos se usaron grálicas de tallo > 
hojas y de caja y extensión como auxiliares \ isuales pora resumir muestras. En el capi­
tulo 10 se emplearon diagnósticos similares para entender mejor los datos de dos proble­
mas de muestreo. En el capítulo 11 se introdujo el concepto de gráfica de residuales para 
delectar violaciones de las suposiciones estándar En los últimos años gran parte Je la 
atención dedicada al análisis de dalos se ha centrado en los métodos gráficos Al igual 
que en la regresión, el análisis de varianza se presta a la elaboración de gráficas que
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ayudan a resumir los dalos y a deteciar violaciones. Por ejemplo, una gráfica sencilla de 
las observaciones brutas alrededor de la media de cada tratamiento proporciona al ana­
lista una noción de la variabilidad entre las medias muéstrales y dentro de las muestras. 
La figura 13.7 ilustra una de tales gráficas para los dalos de agregados que se presentan 
en la tabla 13.1. A partir de la apariencia de la gráfica se obtiene incluso una idea de 
cuáles agregados (sí los hubiera) destacan de los demás. Es evidente que el agregado 4 
resalta del resto, y que los agregados 3 y 5 forman un grupo homogéneo, así como los 
agregados 1 y 2.
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Igura 13.7. Gráfica de los dalos alrededor de la Figura 13.8: Gráfica de los residuales para cinco
nediapara los datos de los agregados de la tabla 13.1 agregados con los datos de la tabla 13.1

Como ocurre en el ca.so de la regresión, los residuales son útiles en el análisis de 
vananza para dar un diagnóstico sobre la detección de \ lolaciones de los supuestos Para 
formar los residuales sólo necesitamos considerar el modelo del problema de un solo 
factor, que es

Y,j = /r, + f,,

Es fácil determinar que el estimado de /i, es V Por lo tanto, el ij-ésimo residual es \ — T. 
lo cual .se extiende fácilmente al modelo de bloques completos aleaton/ados Sería alec­
cionador graficar los residuos para cada agregado con el lin de obtener cierta informaLion 
sobre la suposición de \ ananza homoge'nea. Esta gráfica se muestra en la tigura 13 8 

Las tendencias en gráficas como éstas podrían reselar dificultades en ciertas situa­
ciones, especialmente cuando la violación de una suposición en particular se maniliesia 
en la gráfica En el caso de la figura 13.8. los residuales parecen indicar que las \anan- 
zas dt'iuro de Un trauinitenio’! son razonablemente homogéneas, excepto la del agrega­
do 1. Hay cierta esidcncia gráfica de que la xanan/a del agregado 1 es mas grande que 
la del resto

,Qué es un residual para un diseño de BCA?
El diseño de bloques completos alealorizados es otra situación experimental en la cual 
una gráfica permite que el analista se sienta cómodo con una ‘•imagen ideal" o que tal



vez detecte dificultades. Recuerde que el modelo para el diseño de bloques compleios 

aleatorízados es

y,j =fi + a,+0J-i-fij, ' = 1.......J-^...................... **

con las restricciones impuestas

L h
^Oí=0, A =0.
isl

Para determinar qué es lo que en realidad constituye un residual considere que

y que fi se estima por medio de se estima por medio de y se estima por medio 
de v^. Como resultado, el valor ajustado o pronosticado y,^ es dado por

y,j =fi+á,+Pj =y. +y.j -y .

y, entonces, el residual en la observación UJ) es dado por

y>j -y-j =y-j ->■ -h ■

Observe que v^. el valor ajustado, es un estimado de la media Esto es congruente con 
la partición de la variabilidad dada en el teorema 13.3, en la que la suma de los cuadrado^ 
del error es

Capítulo 13 Experimcmos con un solo factor: gcncraii.,,

í b
5CE = X^5](yy -.V, -y, +y )'.

• J

Lo.s técnicas visuales para el diseño de bloques completos alealorizados requieren 
que se grafiquen los residuos por separado para cada tratamiento y cada bloque Si la 
suposición de varianza homogénea se cumple, el analista debería esperar una van.it'ili- 
dad aproximadamente igual. El lector seguramente recordará que en el capitulo 12 'C 
estudiaron gráficas de los residuales con el objetivo de detectar si el modelo era inade­
cuado. En el caso del diseño de bloques completos aleatonzados. una grave lal!.i del 
modelo podría estar relacionada con la suposición de adilividad (lo cual significa quena 
hay interacción). Si no hay interacción debe surgir un patrón aleatorio.

Considere los datos del ejemplo 13.6, donde los tratamientos son cuatro maqui­
nas y los bloques son seis operadores Las figuras 13.9 \ 13.10 incluyen las gratua' 
de los residuales para tratamientos separados y bloques separados. La figura H 11 
presenta una gráfica de los residuales contra los valores ajustados. La figura 13 9 re­
vela que quizá la varianza del error no sea la misma para todas las maiiuinaN. \ K’ 
mismo podría ocumr con la varian/a del error para cada uno de los seis opcrajorc' 
Sin embargo, al parecer dos residuales inusualmente grandes son los t|uc provocan Ij 
aparente dificultad La figura 13.11 es una gráfica de residuales que revela evulcnsu 
razonable de un comportamiento aleatorio. Sin embargo, sobresalen los dos rc'idujlc' 
grandes ya detectados.
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figura 13 9: Gráfica de residuales para las cuatro Figura 13.10. Gráfica de residuales para los seis
oiquinas de los datos del ejemplo 13 6. operadores de los dalos del ejemplo 13 6

Figura 13.11: Residuales graficados contra los \alores ajustados para los dalos del 
ejemplo 13.6.

13.10 Transformaciones de datos en el análisis de varianza
En el capítulo 11 se puso mucha atención a la transformación de la respuesta \ en situa­
ciones para las que se ajustaba un modelo de regresión lineal a un conjunto de datos Es 
evidente que se aplican los mismos conceptos a la regresión lineal múltiple, aunque 
esto no se analizó en el capítulo 12 En el estudio de los modelos de regresión se hi/o 
énfasis en las transformaciones de \ que producirían un modelo que se ajustara mejor a 
los datos que uno en el que la y ingres.ira de forma lineal Por ejemplo, si la estructura 
del “tiempo” es de naturaleza exponencial, entonces una transformation logantmita de
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\ hnealiza la estructura y, por lo tanto, se anticipa más éxito cuando se utili7a la res. 
puesta transformada

Aunque el propósito lundaniental de la transformación de datos que se ha analiza, 
do hasta este momento ha sido mejorar el ajuste del modelo, hay otras razones parj 
transformar o reexpresar la respuesta i, y muchas de ellas se relacionan con las supoi^i 
Clones que se hacen, por ejemplo, las suposiciones de las cuales depende la validez de| 
análisis Una suposición muy importante en el análisis de vananza es la de la \arianza 
homogénea que se estudió antes en la sección 13 4 Se supone una varianza común 
Si la \ananza diíiere mucho de un tratamiento a otro, y se realiza el ANOVA estándar 
que se estudia en este capitulo (y en otros posteriores), los resultados serían muy defi­
cientes En otras palabras, el análisis de vananza no es robusto respecto a la supositmt, 
de vananza homogénea Como se ha dicho hasta el momento, se trata del moiuo prm 
cipal para la grahcacion de los residuales que estudiamos en la sección anterior > que 
ilustramos en las figuras 13 9, 13 10 y 13 11 Esas gráficas permiten delectar problemas 
debidos a una vananza no homogénea Sin embargo. t,qué hay que hacer al respecto* 
í,Cómo se corngen*^

¿De dónde proviene la varianza no homogénea?
Con frecuencia, aunque no siempre, la \ananza no homogénea en el ANOVA existe 
debido a la disinbución de las respuestas Ahora, por supuesto, se supone la nonnalidad de 
la respuesta, pero hay ciertas situaciones en las que se necesitan pruebas de las medias 
aunque la distnbución de la respuesta sea una de las distnbuciones no normales que se 
estudiaron en los capítulos 5 y 6, es decir, la dislnbucion de Poisson, la logarítmica nor­
mal, la exponencial y la gamma Realmente existen problemas del tipo del ANOV \ con 
datos de conleo. duración antes de ia falla, etcetera

En los capítulos 5 y 6 se demostró que, ademas del caso de la norma! la xanan/a de 
una distribución con frecuencia sera función de la media, es decir, cr, = ^(/i) Porejenn- 
pío, en el caso de la distnbucion de Poisson, VarO ) = = <r,. lo que significa que la
uirianzd es lí-uala lamedla En el caso de la distnbucion exponencial, VarO ) = rr = 
/I,’, o sea que la \ananza a imtal a! uiadrado ül la nitdia Para el caso de la logariimica 
normal, una transformación loganimica produce una distnbucion nomial con xanan/a 
constante cr’

Los mismos conceptos que usamos en el capitulo 4 para delenninar la \anan/a Jl* 
una función no lineal pueden ayudamos a determinar la naturaleza de la iransfomun ¡nii 
ísiabiltzadora de la \ananza i*(\,) Recuerde la expansion de las senes de laylor de

primer orden de ij(x_) alrededor de x = ¡i donde I = La iuiiciun

de transformación ?(x) debe ser independiente de ^ para que baste como la iran'^lonru 
Clon eslabiiizadora de la xarianza De lo anterior

Var[e(\,)l ~ 1)V,-

Como resultado. i;(x ) debe ser tal que ) -vi Asi. si se sospecha que la res 
puesta tiene una dislnbucion de Poisson a, = ¡.i' ‘ de modo que y't/i i "v ' Enton­

ces. la transformación estabilizadora de la xarianza es t,>(x,) = ' \ partir de esta

ilustración y manipulaciones similares para las distribuciones exponencial y gamma, se 
obtiene lo siguiente
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Distribución Transformaciones cstabilizadoras de la varianza
Poisson ^(y)_yl/2
Exponencial 5(y)=lnv
Gamma___________ ______________g(y) = In y

Ejercicios
13JS Se utilizaron cuaü-o clases de fenilizante/,,/,. 
/,y/j estudiar la cosecha de frijol. El suelo se dí- 
iidiócn 3 bloques, cada uno de los cuales contiene 4 
jüKclis homoge'neas. A continuación se presentan las 
cosechas en kilogramos por parcela, así como los trata­
mientos correspondientes:

Bloque 1 Bloque 2 Bloque 3
/, = 42.7 = 50.9 A =51.1
f, = 48.5 /i = 50 0 /: = 46 3
/, = 32.8 Í2 = 38 0 A = 51.9
/: = 39.3 A = 40.2 A = 53.5

Realice un análisis de vananza a un nivel de significan- 
nade 0.05 utilizando el modelo de bloques completos 
alealonzados.
13.26 Se compararon la.s cosechas de tres variedades 
de papas. El experimento se efectuó asignando cada 
;anecLid de manera alcatona a 3 parcelas del mismo 
laniaño. en 4 lugares diferentes. Se registraron las si- 
Eiuemes cosechas para las variedades A. B y C, en 100 
iilogramos por parcela:

Lucar 1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar 4
B: 13 C: 21 C: 9 A II
A: 18 A. 20 B. 12 C: 10
C. 12 B : 23 A- 14 B 17

Realice un análisis de vananza de bloques completos 
ileaionzados con el objetivo de probar la hipótesis de 
que no hay diferencia en la capacidad de rendimiento 
de las 3 vanedades de pap.Ls Utilice un m\ el de signi- 
Dcaneia de 0 05 y saque conclusiones.
13.27 Los siguientes datos son los porcentajes de adi- 
mos extranjeros, medidos por 5 analistas, de 3 marcas 
distintas de mermelada de fresa. A. By C.
.Analista I Analista 2 Analista 3 Analista 4 AnalistaS

1 B 2.7 C 7.5 B 2.8 A 1.7 C. 8.1
, C. 3 fi A; 1.6 A-11 B- 1.9 A. 2.0
' A 3.8 B : 5.2 C 6.4 C-2 6 B 4.8

A un nisei de sigmlicancia de 0.05, realice un análisis 
de tananza de bloques completos aleatorizados para 
probar la hipótesis de que el porcentaje de aditivos ex­
tranjeros es el mismo para las tres marcas de mermela­
da. t,Cuál de ellas parece tener menos aditivos?

13.28 Los siguientes dalos representan las califica­
ciones finales obtenidas por 5 estudiantes en matemáti­
cas. inglés, francés y biología.

____________ Materia
Estudiante Matemáticas In^cs Francés

1 68 57 73
2 83 94 91
3 72 81 63
4 55 73 77
5 92 68 75

Biolofiá
61
86
59
66
87

Pruebe la hipótesis de que los cursos tienen la misma 
dificultad. Use un valor P en sus conclusiones y analice 
sus hallazgos
13.29 En el estudio The Periphyton of the South Bi- 
ler, Mrf:inia Memiry C<Mift’/im]íií);i. PmJucmtty, 
amlAutolropii ¡nde\ StiiJu'\. efectuado por el Dep.irta- 
mentó de Ciencias e Ingeniería Ambientales de Virgi­
nia Tech. se midió la concentración total de mercurio 
en sólidos totales de periliión en seis estaciones distin­
tas durante seis días diferentes. Deiennine si el conte­
nido medio de mercurio difiere significativamente entre 
las estaciones utilizando los siguientes datos. Use un 
valor P > analice sus hallazgos

E.staciún
Fecha CA CB £1 £2 £3 £4
8 de abril 045 .3.24 133 104 3.93 5 93
23 de junio 0 10 0.10 0 99 4 31 9 92 6 49
1 de julio 0 25 (125 165 3 13 7.39 4.43
8 de julio 009 006 (192 3.66 7 88 624
15 de julio 0.15 0.16 2 17 3..‘(0 8 82 5..39
23 de julio 0 17 0..39 4.30 2 91 5.50 4 29

13 JO Una planta de energía nuclear pnxluce una gran 
cantidad de calor que generalmente se desc.irga en los 
sistemas de agua Ése calor eleva la temperatura del lí­
quido. lo cual da como resultado una mavor concentra­
ción de dorotila a que. a su vez. alarga la temp<trada de 
crecimiento. Para estudiar este electo se lomaron mues­
tras de agua mensualmente en 3 estaciones, durante un 
periodo de 12 meses. La estación A es la que se ubica 
m Is cerca de una descarga potencial de agua caliente, la 
estación C es la más lejana de la descarga y la estación 

se encuentn entre las estaciones .4 y C Scregisiramn 
las siguientes concentraciones de clorofila a
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Estación
Mes A B C

Enero 9 867 3 723 4 410
Febrero 14 035 8416 11 100
Marzo 10 700 20 723 4 470
Abnl 13 853 9 168 8010
Mayo 7 067 4 778 34 080
Junio 11 670 9 145 8 990
Julio 7 357 8 463 3 350
Agosto 3 358 4 086 4 500
Septiembre 4210 4 233 6 830
Octubre 3 630 2 320 5 800
Noviembre 2 953 3 843 3 480
Diciembre 2640 3610 3 020

Realice un análisis de vananza y, a un ni\el de signifi­
cancia de 0 05, pruebe la hipótesis de que no hay dife­
rencia en las concentraciones medias de clorofila a en 
las 3 estaciones
1331 En un estudio realizado por el Departamento 
de Salud y Educación Física de Virginia Tech, se asig­
naron 3 dietas durante 3 días a 6 sujetos utilizando un 
diseño de bloques completos aleatonzados Los suje­
tos. que desempeñan el papel de bloques, recibieron las 
siguientes 3 dietas en orden aleatorio

Dieta 1 grasas mixtas y carbohidratos.
Dieta 2 alta en grasas.
Dieta 3 alta en carbohidratos

Al terminar el penodo de tres días se puso a cada sujeto 
en una banda caminadora y se midió el tiempo en se­
gundos. que iranscuma hasta que se sentían exhaustos 
Efectúe un análisis de xananza separando la dieta, los 
sujetos y la suma de cuadrados del error Utilice un \a- 
lor P para determinar si existen diferencias significati- 
xas entre las dietas Los datos registrados son los 
siguientes

_____________ Sujeto_______________
Dicta 1 2 3 4 5 6

1 84 35 91 57 56 45
2 91 48 71 45 61 61
3 122 53 lio 71 91 122

1332 El personal forestal utiliza arsénico orgánico 
como arboncida La cantidad de arsénico que absorbe 
el cuerpo cuando se expone a este producto constituxe 
un graxe problema de salud Es importante que la can 
tidad de exposición se determine rápido, de manera que 
pueda retirarse del uxibajo a los empleados con nixelcs 
elexados de arsénico En un expenmento desento en el 
articulo ‘A Rapid Method for tíie Determination of Ar 
seme Concentrations in Unne at Field Locations” pu­
blicado cn el Amtncan Industrial H\¡<une Association 
Journal íVol 37. 1976), especímenes de orina de 4 per 
sonas del sen icio forestal fueron dix ididos por igual en

tres muestras para que pudiera analizarse el contenido 
de arsénico en la onna de cada individuo en un labora 
tono unixersitano las muestras eran analizadas por 
químico con un sistema portátil, así como tambicn por 
un empleado forestal que había recibido una capacita 
ción breve Se registraron los siguientes niveles de ar 
senico, en partes por millón

Individuo
Analista

Empleado Químico Laborato
1 0 05 0 05 OOi
2 0 05 0 05 004
3 004 004 0 03
4 0 15 0 17 0 10

Realice un análisis de vananza y. a un nivel de signifi 
cancia de 0 05, pruebe la hipótesis de que no hay dife 
rencia en los nixeles de arsénico con los tres muodos 
de análisis
1333 Los científicos del Departamento de Patolosia 
Vegetal de Virginia Tech realizaron un expenmento'en 
el que se aplicaron 5 tratamientos diferentes en 6 lúea 
res distintos de un huerto de manzanas para determinar 
SI había diferencias significatixas en el crecimiento en 
tre los tratamientos Los tratamientos 1 a 4 representan 
distintos herbicidas y el 5 es un control El penodo de 
crecimiento fue de mayo a noxiembre de 1982 \ loj 
datos de crecimiento nuexo, medido en centímetros 
para muestras seleccionadas de ios 6 lugares en el liuir 
lo. son los siguientes

Ubicaciones
Tratamiento 1 2 3 4 5 6

1 455 72 61 215 695 501
2 622 82 444 170 437 lU
3 695 56 50 443 701 373
4 607 650 493 257 490 263
5 388 263 185 103 518 622

Llexe a cabo un anahsis de xananza separando d ira 
lamiento el lugar y la suma de cuadrados del error D,. 
termine si hay diferencias signiíicati\a.s entre Un 
medias de los tratamientON Mencione un xalor P

1334 En el articulo Self-Control and TlierapiNi 
Control in the Behavioral Treatment ot Oxerxxciahi 
Women . publicado en Biha\iorat Rtstanli and Vu 
raps (Vol 10. 1972), se estudiaron dos traiamicniON de
reduccionx otro decontrol para obserxar sus efectos en 
el cambio del peso en mujeres obesas Los dos trata 
mientos reductores mxolucrados fueron un pro_*^^*'^ 
autüdingido de reducción de peso y otro controlado fx’r 
un terapeuta Se asigno a cada uno de 10 sujetos a uno 
de los 3 programas de tratamiento en orden alcatono v 
se midió la perdida de peso Se registraron los siguicn 
tes cambios en el peso
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Suleto
Tratamiento

Control Autodirígido Con terapeuta
■ 1 1.00 -2.25 -10.50

1 3.75 -6.00 -13.50
3 0.00 -2.00 0.75
4 -0.25 -1.50 -4.50
5 -2.25 -3.25 -6.00
6 -1.00 -1.50 4.00
7 -1.00 -10.75 -12.25
8 3.75 -0.75 -2.75
9 1.50 0.00 -6.75

10 0.50 -3.75 -7.00
Realice un análisis de varianza y, a un nivel de signifi­
cancia de 0.01, pruebe la hipótesis de que no hay dife­
rencia en las pérdidas de peso promedio para los 3 
tjaumientos. ¿Cuál tratamiento fue el mejor?
13J5 En el libro Design of Experhnents for the Qua- 
la\ Impmvement, publicado por la Japanese Standards 
Association (1989) sc reportó un estudio sobre la canü- 
¿jd de tinta que se requiere para obtener el mejor color 
pira cierto tipo de tela. En dos plantas diferentes se 
2íIminislraron tres cantidades de tinta: j del porcentaje 
ittof. es decir, j del porcentaje del peso de la tela, 
l'r de wof y 3?o de wof. Después se observó cuatro 
seces la densidad del color de la tela para cada nivel de 
Doia aplicada en cada planta.

Cantidad de tinta
l/3Vc irc 37e

Planta 1 5.2 6.U 12.3 1Ü.3 22.4 17 8
5.9 5.9 12.4 10.9 22.5 18.4

Planta 2 6.5 5.5 14.5 11.8 29.U 2J.2
6.4 5.9 16.0 13.6 29.7 24.0

A un nivel de significancia de 0.05, realice un análisis 
<k \arianza para probar la hipótesis de que no hay dife­

rencia en la densidad de color de la tela con los tres 
niveles de Unta. Considere a las plantas como bloques.

13-36 Se realizó un experimento con el fin de compa­
rar tres tipos de materiales para recubrir alambres de 
cobre. El propósito del recubrimiento consiste en eli­
minar los “defectos" del alambre. A cada recubnmien- 
to se le asignaron al azar 10 especímenes distintos, 
de 5 milímetros de longitud, para que les fuera aplica­
do. Después se sometió a los 30 especímenes a cierto 
tipo de desgaste abrasiso. Al final se midió el número 
de defectos en cada uno y se obtuvieron los siguientes 
resultados:

Material
1 2 i

6 8 4 5 3 3 5 4 12 8 7 14
7 7 9 6 2 4 4 5 18 6 7 18
7 8 4 3 8 5

Suponga que se acepta que se puede aplicar un proceso 
de Poisson, por lo que el modelo es Y^ = + donde

es la media de la distnbución de Poisson y tr j = /i, 
a) Haga una transformación apropiada de los Jatos y 

un análisis de vananza.
h) Determine si hay ev idencia suficiente para prefenr 

un matenal de recubrimiento sobre los demá.s. 
Muestre cualesquiera hallazgos que sugieran una 
conclusión.

r) Haga una gráfica de residuales y coméntela.
(J) Mencione el propósito de la transformación de los 

datos.
f) ¿Que otra suposición se hace en este caso, que qui­

zá la transformación no cumpla por completo'* 
f) Comente el inciso e después de elaborar una gráfi­

ca de probabilidad normal sobre los residuales

13.11 Modelos de efectos aleatorios
A lo largo de este capítulo estudiamos los procedimientos del análisis de \anan/a en los 
que el objetivo principal es estudiar el efecto sobre ciertas respuestas de ciertos tratamien­
tos fijos o predeterminados. Los experimentos en los que los uxitamientos o los niseles de 
tratamiento son preseleccionados por el experimentador, y no elegidos al azar, se deno­
minan experimentos de efectos fijos Para el modelo de efectos fijos sólo se hacen infe­
rencias acerca de los tratamÍenlo,s específicos que se utilizaron en el expenmento.

Con frecuencia es importante que el expenmentador sea capaz de hacer inferencias 
acerca de una población de tratamientos a través de un expenmento en el que los trata­
mientos empleados se elijan al azar de entre la población Por ejemplo, un biólogo ptxlria 
estar interesado en saber si hay o no una vananza significativa en alguna característica 
fisiológica debida a un tipo de animal. Los tipos de animales que en realidad se usan en 
el experimento se eligen al azar y representan los efectos del tratamiento Un químico 
podria estar interesado en estudiar el efecto de los laboralonos subm el análisis químico de
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una sustancia, no le interesa un laboratorio en particular, sino una población grande de 
laboratorios Así. podría seleccionar al azar un grupo de laboratorios y asignar muestras 
a cada uno para su análisis Entonces, la inferencia estadística implicaría I) probar si lo^ 
laboratorios contribuyen o no a una vananza diferente de cero en los resultados de los ana 
lisis, y 2) estimar la \ananza debida a los laboratorios y a la vananza dentro de los mismos

Modelo y suposiciones para el modelo de efectos aleatorios
El modelo de efectos aleatorios de un solo factor se escnbe como el modelo de efectos 
fijos, pero sus te'rminos tienen significados diferentes La respuesta = /z + q + ^ 
ahora un \alor de la vanable aleatona

= + +fy,coni= 1,2, ,kyj=\,2, ,n.

donde las tienen distnbucion normal e independiente con media igual a cero y \ anan 
za u’, y son independientes de las Al igual que para el modelo de efectos fijos 1.ls £ 
también tienen distnbucion normal e independiente con media igual a cero 3 \anan/a 
a- Observe que para un expenmento de efectos aléatenos, ya no se aplica la resincuon 

1
de que a, =0

i-i
Teorema 13 4 Para el modelo del análisis de \ananza de efectos aleatonos de un solo factor

EfSCTl = (A - 1)(T-l)cr¿ > H(SCE) kUt - \)(t'

La tabla 13 11 presenta los cuadrados medios esperados tanto para un experiniLnio 
de efectos fijos como para uno de efectos aleatonos Los cálculos para un expenmemo di. 
efectos aleatonos se realizan exactamente de la misma forma que ios del expennicnm 
de efectos fijos Es decir, la suma de cuadrados los grados de Iibenad j las columnas ds 
los cuadrados medios en la tabla del análisis de \anan/a son iguales pañi ambos modLlo>

Tabla 13 11 Cuadrados medios esperados para e' expenmento de un solo fautor

Fuente de Grados de Cuadrados Cuadrados medios esperados
variación libertad medios Efectos fij'os Ffectos aleatorios

Tratamientos A - 1 <T- + mr-

Error A(« - 1) S' CT- ÍT
Total «A — 1

Para el modelo de efectos aleatonos la hipótesis de que todos Io> electos del trata 
miento son iguales a cero se escnbe como sigue

Hipótesis para un 
expenmento de 

cfucios aleatonos

Esta hipótesis ahrma que los dilerentes iralamienios no contribujui en absoluto a la 
vanabihdad de la respuesta De la tabla 13 11 es e\ ideóte que tanto como \ sonc’sii 
nudos de a' cuando es verdadera, \ que la razón

Hi, = 0

Hi # 0
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es un valor de la variable aleatoria F que tiene la disinbución F con k- 1 y k(n~ 1) gra­
dos de libertad. La hipótesis nula se rechaza a un nivel de significancia a cuando

/>/Q[*-l,Un-l)l

En muchos estudios científicos y de ingeniería el interés no se centra en la prueba F. 
El científico sabe que el efecto aleatono, en efecto, es significativo Lo más importante 
es la estimación de los diversos componentes de la vananza Esto produce un sentido de 
jerarquía en términos de cuáles factores producen la mayor variabilidad y en que cantidad 
En este contexto podría ser interesante cuantificar cuánto mas grande es el componente 
de la vananza de un solo factor que el producido por el azar (variación aleatona)

Estimación de los componentes de la varianza
La tabla 13.11 también se utiliza para estimarlos componentes de la varianza cr* y cr^ 
Como estima cr- -t- na¡,, y r estima a'.

á‘=s\

Ejemplo 13.7:1 Los dalos de la tabla 13 12 representan observaciones codificados sobre el producto de 
un proceso químico en el que se utilizan 5 lotes de matena pomo seleccionados al azar 
Demuestre que el componente de la \ananza del lote es significativamente mayor que 
cero y obtenga su estimado

Tabla 13 12 Datos para el ejemplo 13 7

Lote 1 2 3 4 5

97 104 15 9 86 9 7
5.6 96 144 11 1 128
84 73 8 3 107 87
79 68 128 7 6 134
82 8 8 79 64 8 3
77 92 11.6 59 11 7
8 I 76 9.8 8 1 107

Total 55 6 59 7 80 7 58 4 75 3 329 7

Solución: La suma total de cuadrados, la del lote y la suma de cuadrados del error son. respecti­
vamente,

STC= I94 64.5CT=72 6Ü> SCC = 194 64-72 60= 122(U 

En la tabla 13 13 se presentan estos resultados con el resto de los cálculos
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Tabla 13.13: Análisis de la varianza para el ejemplo 13.7

Fuente de 
variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

f
calculada

Lotes 72.60 4 18.15 4.46
Error 122.04 30 4.07

Total 194.64 34

La razón/es significativa al nivel oc = 0.05. lo que indica que se rechaza la hipótesis 
de un componente del lote igual a cero. Una estimación del componente de la varianza 
del lote es

.. 18.15-4.07
a- =-----------------=2.01.

Observ'e que mientras que el componente de la varianza del lote es significativamente 
diferente de cero, cuando se compara contra el estimado de <r-, es decir, a” = CA/£ = 4 07, 
pareciera que el componente de varianza del lote no es considerablemente grande. J 

Si el resultado que se obtiene con la fórmula para (tI es negativo, o sea, que es 
menor que entonces a &l se le asigna un valor de cero. Éste es un estimador sesgado 
Para tener un mejor estimador de cr^ suele emplearse un método llamado verosimilitud 
restringida (o residual) má.\ima (REML por sus siglas en inglés) (véase Harvillc, 
1977, en la bibliografía). Este tipo de estimador se puede encontrar en muchos paquetes 
estadísticos para computadora. Los detalles de dicho procedimiento rebasan el alcance 
de este libro.

Diseño de bloques aleatorizados con bloques aleatorios
En un experimento de bloques completos aleatorizados. donde los bloques representan 
días, es concebible que el experimentador quiera que los resultados se apliquen no sólo 
a los días reales utilizados en el análisis, sino a cada día del año. Entonces, seleccionana 
al azar los días en que se han'a el experimento, así como los tratamientos y el modeh» de 
efectos aleatorios a utilizar.

y,j = fi + Á, + Bj + e,j, para i = \,2....,k y j = \ ,2........h.

donde las y son variables aleatorias independientes con medias igual a cero \ 
varianzas ító. tr;, y a-, respectivamente. Se obtienen los cuadrados medios esperaJo' 
para un diseño de bloques completos aleatorizados de efectos aleatonos usando el rn^mo 
procedimiento que se usó en el problema de un solo factor, en la tabla 13.14 se proeman 
junto con los de un experimento de efectos fijos.

Nuevamente, los cálculos para las sumas de cuadrados y grados de libertad indni- 
duales son idénticos a los del modelo de efectos fijos Las hipótesis

//». = 0.

Hr of, # 0

se obtienen calculando
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Tabla 13.14: Cuadrados medios esperados para un diseño de bloques completos 
aleatorízados

Fuente de Grados de Cuadrados Cuadrados medios esperados
variación libertad medios Efectos fijos Efectos aleatorios

Tratamientos * - 1 ^2 íT- + ba¿

Bloques b-l ^2 -1- k(T¡

Error Íj2

Total kb~l

y //(, se rechaza cuando / > /o[¿ — — l)(it — 1)].
Los estimados no sesgados de los componentes de la varianza son

Las pruebas de las hipótesis referentes a los diversos componentes de la varianza se 
realizan calculando las razones de los cuadrados medios adecuados, tal como se indica 
en la tabla 13.14, y comparándolos con los valores/correspondientes de la tabla A.6.

13.12 Estudio de caso

Ejiudio de caso 13.1: lAnáUsís químico. Se pidió al personal del Departamento de Química de Virginia Tech 
que analizara un conjunto de datos que se obtuvo para comparar 4 métodos distintos de 
análisis del aluminio en cierta mezcla deflagradora sólida. Para considerar una amplia 
gama de laboratorios de análisis se utilizaron 5 de ellos en el experimento. Se seleccio­
naron esos laboratorios porque suelen realizar esa clase de análisis. Se asignaron al azar 
20 muestras de material deflagrador que contenían 2.709<> de aluminio, cuatro a cada 
laboratorio, y se dieron instrucciones acerca de cómo efectuar los análisis químicos uti­
lizando los cuatro métodos. Los dalos que se obtuvieron son los siguientes:

Laboratorio
Método 1 2 3 4 5 Medía

A 2.67 2.69 2.62 2.66 2.70 2.668
B 2.71 2.74 2.69 2.70 2.77 2.722
C 2.76 2.76 2.70 2.76 2.81 2.758
D 2.65 2.69 2.60 2.W 2.73 2.662

Los laboratorios no se consideran efectos aleatorios, ya que no fueron seleccionados 
al azar de entre una población más grande de ellos. Los datos se analizaron como un 
diseño de bloques completos aleatorízados. Se dibujaron gráficas de los datos para deter­
minar si era apropiado un modelo aditivo del tipo:

y,y -fi + m, +¡j +(,j
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en otras palabras, un modelo con efectos aditivos. El bloque aleatorizado no es adecuado 
cuando existe interacción entre los laboratorios y los métodos. Considere la gráfica de 
la figura 13.12. Aunque es un poco difícil de interpretar porque cada punto representa 
una sola observación, parece que no hay interacción evidente entre los métodos y jos 
laboratorios.

Figura 13.12: Gráfica de interacción para los datos del estudio de caso 13.1

Gráficas de residuales
Las gráficas de residuales se usaron como indicaciones de diagnóstico con respecto a la 
suposición de una varíanza homogénea. La figura 13.13 presenta una gráfica de residua­
les contra los métodos de análisis. La variabilidad descrita en los residuales parece ser 
bastante homogénea. Para completar, en la figura 13.14 se presenta una gráfica de pro­
babilidad normal de los residuales.

0.02

2 0 001/1o
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0015-

15 0005-

............................................................ «
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-0 015-

A B C D -2-10 1 2
Método Cuantil norma] estándar

Figura 13.13: Gráfica de residuales en comparación Figura 13.14. Gráfica de probabilidad noniul de 
con el método para los dalos del estudio de caso 13.1. residuales para los datos del estudio de caso 13 I

Las gráficas de residuales no muestran problemas con la suposición de errores nor­
males ni con la de \arianza homogénea. Para hacer el análisis de sananza se utilizo la
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función PROC GLM del programa SAS. En la figura 13.15 se incluye una salida de re- 
sultados por computadora con comentarios.

Los valores/y P calculados sí indican una diferencia significativa entre los métodos 
de análisis. A este análisis le puede seguir un análisis de comparación múltiple para de­
terminar en dónde están las diferencias entre los métodos.

Ejercicios
13J7 Al probar muesüns de sangre de un paciente 
para delectar anticuerpos del VIH un espectrómeü-o dc- 
[crtnina la densidad óptica de cada muestra. La densi- 
jii óptica se mide como la absorbencia de la luz de 
cierta longitud de onda. La muestra de sangre es positi- 
n si excede a cierto valor límite que se determina con 
nuestras de control para esa corrida. A los investigado­
res les interesa comparar la variabilidad del laboratorio 
pjra los valores de control positivo. Los datos represen- 
un alores de control positivo para 10 corridas distin­
tas en cuatro laboratorios seleccionados al azar.

Laboratorio
Corrida 1 2 3 4

1 0.888 1.065 1.325 1.232
2 0.983 1.226 1.069 1.127
3 1.047 1.332 1.219 1.051
4 1.087 0.958 0.958 0.897
5 1.125 0.816 0.819 1.222
6 0.997 1.015 1.140 1.125
7 1.025 1.071 1.222 0.990
8 0.969 0.905 0.995 0.875
9 0.898 1.140 0.928 0.930

10 1.018 1.051 1.322 0.775
o) Escriba un modelo adecuado para este expenmento. 
i>) Estime el componente de vananza del laboratorio 

y la \arianza dentro de los laboratorios.
1338 Se efectúa un experimento en el que se compa- 
laián 4 tratamientos en 5 bloques. Los datos son los 
iisuicntes;

_______ Bloque____________
Tratamiento 1 2 3 4 5

1 12.8 10.6 11.7 10.7 11.0
2 11.7 14.2 11.8 9.9 13.8
3 11.5 14.7 13.6 10.7 15.9
4 12.6 16.5 15.4 9.6 17.1

u) Suponga que se trata de un modelo de efectos 
aleatorios y pruebe la hipótesis de que no hay dife­
rencia entre las medias de los tratamientos, a un 
nivel de significancia de 0.05. 

í>l Calcule estimados de los componentes de la va­
nanza del tratamiento y del bloque.

1339 Los siguientes datos muestran el efecto de cua­
tro operadores, elegidos al azar, sobre la producción de 
una máquina específica:

Operador
1 2 3 4

175.4 168.5 170.1 175.2
171.7 162.7 173.4 175.7
173.0 165.0 175.7 180 1
170.5 164.1 170.7 183.7

a) Realice un análisis de vananza de efectos aleato­
rios a un nivel de significancia de 0.05.

b) Calcule un estimado del componente de la vanan­
za del operador y del componente de la vananza 
del error experimental.

13.40 De cinco “vaciados" de metales se tomaron 
cinco muestras del núcleo y en cada una se analizó la 
cantidad de un elemento traza. Los siguientes son los 
dalos de los 5 vaciados seleccionados al azar

Vaciado
Núcleo 1 2 3 4 5

1 0.98 0.85 1.12 1.21 1 00
T 1.02 0.92 1.68 1.19 1.21
3 1.57 1.16 0.99 1.32 0.93
4 1.25 1.43 1.26 1.08 0.86
5 1.16 0.99 1.05 0.94 1 41

a) La intención es que los vaciados sean idénticos. Por 
lo tamo, pruebe que el componente de la varian/a 
del “vaciado" es igual a cero. Saque conclusiones

b) Realice un ANOV.A completo y obtenga un esti­
mado de la varianza dentro del vaciado.

13.41 Una empresa textil produce cierta tela en un 
número grande de telares. Los gerentes quieren que los 
telares sean homogéneos para que la lela que producen 
tenga una resistencia uniforme. Se sospecha que puede 
haber una vanación significativa entre la resistencia de 
los telares. Considere los siguientes datos para 4 telares 
seleccionados al azar Cada observación es una deter­
minación de la resistencia de la lela expresada en libras 
por pulgada cuadrada

Telar
1 2 3 4
99 9/ 94 9.3
97 96 95 94
97 92 90 90
96 98 92 92

u) Escriba un modelo para el expenmento.
b) ¿El componente de la vananza del telar difiere sig­

nificativamente de cero ’
c) Haga coméntanos sobre la sospecha de los gerentes.
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The GLM Procedure 
Class Level Información 

Class Levels Values
Method 4 A B C D
Lab 5 12 3 4 5

Number of Observations Read 20
Number of Observations Used 20

Dependent Variable: Response
Sum of

Souroe DF Squares Mean Square F Value Pr > F
Model 7 0.05340500 0.00762929 42.19 <.0001
Error 12 0.00217000 0.00018083
Corrected Total 19 0.055S7500

R-Square Coeff Var Root MSB Response Mean
0.960954 0.497592 0.013447 2..702500

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
Method 3 0.03145500 0.0104B500 57.98 <.0001
Lab 4 0.02195000 0.00540750 30.35 <.0001

Observation Observed Predicted Residual
1 2.67000000 2.66300000 0.00700000
2 2.71000000 2.71700000 •0.00700000
3 2.76000000 2.75300000 0.00700000
4 2.65000000 2.65700000 -0.00700000
5 2.69000000 2.68550000 0.00450000
6 2.74000000 2.73950000 0.00050000
7 2.76000000 2.77550000 -0.01550000
B 2.69000000 2.67950000 0.01050000
9 2.62000000 2.61800000 0.00200000

10 2.69000000 2.67200000 0.01800000
11 2.70000000 2.70800000 -0.00800000
12 2.60000000 2.61200000 -0.01200000
13 2.66000000 2.65550000 0.00450000
14 2.70000000 2.70950000 -0.00950000
15 2.76000000 2.74550000 0.01450000
16 2.64000000 2.64950000 -0.00950000
17 2.70000000 2.71800000 -O.O10OOOCO
18 2.77000000 2.77200000 -0.00200000
19 2.81000000 2.80800000 0.00200000
20 2.73000000 2 71200000 O.OIBOCOOO

Figura 13.15: Salida de resultados por computadora del SAS para los datos del estudio de caso 13.1-
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Ejercicios de repaso
J3.42 El Cenlro de ConsuUona en Estadística de Vir­
ginia Tcch, junto con el Departamento de Silvicultura, 
Úe\-aron a cabo un análisis. Se aplicó cierto tratamiento 
a tres cepas de árbol. Se empleó el producto químico 
Garlón con el fin de regenerar las raíces de las cepas. Se 

un aerosol con cuatro niveles de concentración de 
Garlón Después de cierto tiempo, se observó la altura 
Je los retoños. Realice un análisis de varianza de un 
solo factor con los siguientes datos. Haga pruebas para 
ybersi la concentración de Garlón tiene un efecto signi- 
ficaiiNO sobre la altura de los retoños. Emplee a = 0 05.

Nivel de Garlón
1 2 3 4

•Í87 23l 3.27 2.66 2 39 1 91 3 05 U.91
391 2.04 3.15 2.00 2 89 1.89 2.43 0 01

13.43 Considere los datos de los agregados del ejem­
plo 13 1 Efectúe una prueba de Bartlett a un ni\el de 
cijnificancia a = 0.1 para determinar si hay heteroge- 
Kidad en la vananza entre los agregados.
13.44 En un proceso químico se utilizaron 3 catalizado­
res y también se incluyó un control (no catalizador). Se 
cenen ios datos siguientes de la producción del proceso'

Catalizador
Control 1 2 3

74.5 77.5 81.5 78.1
76 I 82.0 82 3 80 2
75.9 80 6 81.4 81 5
78.1 84.9 79.5 83 0
76.2 81.0 83.0 82 1

Ise una prueba de Dunnett a un nivel de significancia 
o = 0 01 para determinar si se obtuvo una producción 
iignificalivamente mis alta con los catalizadores que 
‘in ellos.
13.45 Se emplean cuatro laboratorios para efectuar 
jnálisis químicos Se envían muestra.s del mismo mate- 
nal a los labóratenos para que. como parte del estudio, 
bs analicen para determinar si dan o no. en promedio, 
loj mismos resultados. Los resultados analíticos de los 
cuatro laboratorios son los siguientes 

Laboratorio
A B C D

58.7 62.7 55.9 60 7
61 4 645 56.1 60 3
60 9 63.1 57 3 60 9
59 1 59.2 55.2 61 4
58.2 60 3 58 1 62 3

fl) Utilice una prueba de Bartlett para demostrar que 
las \arianzas dentro de los labóratenos no difieren 
de manera significativa a un nivel de significancia 
a = 0.05.

b) Realice el análisis de varianza y saque conclusio­
nes acerca de los laboratorios.

c) Dibuje una gráfica de probabilidad normal de resi­
duales.

13.46 Se diseñó un experimento para el personal del 
Departamento de Ciencia Animal de Virginia Tcch, con 
el propósito de estudiar el tratamiento con urea y amo­
niaco acuoso de la espiga del trigo. El propósito era 
mejorar el valor nutncional para las ovejas macho Los 
tratamientos dietéticos son: control, urea en la alimen­
tación. espiga tratada con amoniaco, espiga tratada con 
urea. En el expenmento se emplearon 24 ovejas y se 
separaron de acuerdo con su peso relaüvo. En cada gru­
po homogéneo había cuatro ovejas (según el peso) y 
cada una recibió una de las cuatro dietas en orden alea­
torio. Se midió el porcentaje de matena seca digerida 
de las 24 ovejas. Los siguientes son los datos:

Grupo por peso (bloque)_______
Dicta 1 2 3 4 5 6

Control 32.68 36.22 36.36 40 95 34.99 33 89
Urea en la
alimentación 35 90 38.73 37 55 34 (A 37 36 34.35
Tratada con
amoniaco 49 43 53 50 52 86 45 00 47.20 49.76
Tratada
con urca 46 58 42 82 45 41 45 08 43.81 47.40

a) Use un análisis de bloques completos aleatonza- 
dos para probar las diferencias entre las dictas 
Emplee a = 0 05

b) Utilice la prueba de Dunnett para comparar las tres 
dietas con el control Utilice q = 0 05.

c) Dibuje una gráfica de probabilidad normal de los 
residuales

13.47 En un estudio realizado por el personal del De- 
partamenio de Bioquímica de Virginia Tech se dieron 
tres dietas a un grupo de ratas con el objetivo de estu­
diar el efecto de cada una sobre el zinc dietético resi­
dual en el torrente sanguíneo Se asignaron al azar 
cinco ratas preñadas a cada grupo dietético, y cada una 
recibió la dieia en el día 22 del embarazo Se midió la 
cantidad de zinc en partes por millón Los dalos son los 
que siguen

1 0 50 0 42 0 65 0 47 0 44
Dieta 2 0 42 0 40 0 73 0 47 0 69

3 I 06 0 82 0 72 072 0 82

Determine si hay una diferencia significativa en d zinc 
dietético residual entre las tres dictas Use ü = 0 05 
Lleve a cabo un ANOVA de un solo factor
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13.48 Se realizo un expenmento para comparar tres 
tipos de pintura para buscar evidencia de diferencias en 
su calidad de desgaste Las pinturas se expusteron a ac­
ciones abrasisas y se registro el tiempo, en horas, que 
tardaba en obscrx'arsc la abrasión Se usaron seis espe­
címenes para cada tipo de pintura Los datos son los 
siguientes

Tipo de pintura
1 2 3

158 97 282 515 2W 544 317 662 213
315 220 115 525 330 525 536 175 614

a) Realice un análisis de vananza para determinar st 
la c\ idencia sugiere que la calidad del desgaste de 
las tres pinturas es diferente Utilice un valor P en 
sus conclusiones

b) Si se encuentran diferencias sigmñcaiivas. diga
cuáles son tilguna pintura que destaque'^
Analice sus hallazgos

c) Haga todos los análisis grafícos que necesite para 
determinar si son validas las suposiciones que se 
hicieron en el inciso a Analice sus hallazgos

d) Suponga que se determina que los datos para cada 
tratamiento tienen una distnbución exponencial 
¿.Sugiere esto un análisis aliemaiivo'’ Si fuera asi, 
hágalo y presente sus hallazgos

13.49 Una empresa que troquela juntas de hojas de 
caucho, plástico y corcho desea comparar el numero 
medio de juntas producidas por hora para los tres tipos 
de material Se eligieron al azar dos maquinas troque­
ladoras como bloques Los datos representan el numero 
de juntas (en miles) producidas por hora En la figura 
13 16 de la pagina 557 se observa la salida de resulta 
dos del análisis

Maquina Corcho
Maleríal
Caucho Plástico

A 4 31 4 27 4 4U 3 36 3 42 3 48 4 01 3 94 3 89
B 3 94 3 81 3 99 3 91 3 80 3 85 3 48 3 53 3 42

a) ¿Por que se eligieron las maquinas troqueladoras 
como bloques*’

b) Grafique las seis medias para las combinaciones 
de maquinas y matenales

c) ¿Hay un matenal que sea mejor’
d) ¿Existe interacción entre los tratamientos y los 

bloques’ Si es así. diga si la interacción ocasiona 
alguna dificultad sena para llegar a una conclusion 
adecuada Explique su respuesta

13.50 Se hizo un estudio para comparar el rendimien 
lo de tres marcas de gasolina competidoras Se selec­
cionaron al azar cuatro modelos de automóvil de 
tamaño variable A continuación se presentan los datos 
en millas por galón El orden de prueba es aleatono 
para cada modelo

Marca de gasolina
Modelo A B C

/I 32 4 35 6 38 7
B 28 8 28 6 39 9
C 36 5 37 6 39 1
D 34 4 36 2 37.9

a) Analice la necesidad de utilizar más de un solo 
modelo de automóvil

b) Considere el ANOVA de la salida de resultados del
S/IS en la figura 13 17 ¿Es importante la marca de
la gasolina*’

c) ¿Que marca de gasolina seleccionaría usted*’ Con 
suite el resultado de la prueba de Duncan

13.51 Se utilizaron cuatro localidades diferentes del 
noreste para hacer mediciones de ozono, en partes por 
millón Se recolectaron las cantidades de ozono tn cin 
co muestras de cada localidad

Localidad
1 2 3 4

0 09 0 15 0 10 0 lü
0 10 0 12 0 13 0 07
0 08 0 17 008 0 05
0 08 0 18 0 08 0 08
0 11 0 14 0 09 0 09

íí) f Hay información suficiente que sugiera que cvis 
ten diferencias en los mv eles medios de ozono en 
ire las diferentes localidades*’ Guíese usando un 
valor P

b) Si se encuentran diferencias significativas en U in 
ciso íí, determine su naturaleza Emplee cuales 
quiera métodos que hay a aprendido

13.52 Demuestre que el cuadrado medio del ennr

- -^ kln — ll

para el análisis de vanan/a en la Llasilicacion ól un 
factor es un estimado no sesgado de <r

13.53 Demuestre el teorema 13 2

13.54 Demuestre que la formula para cakulir la 
SCB. en el análisis de vananza del diseño de blixfuts 
completos aleaton/ados. es equivalente al termino u»- 
rrespondiente en la identidad del teorema 13 3

13.55 Para el diseiio de bloques aleatorizados eon A 
tratamientos y b bloques demuestre que

C-SC/Í) = (/'-1)(T /i
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The GLM Procedure

Dependent Variable: gasket

Source DF
Sum of

Squares Mean Square F Value Pr > F
Kodel 5 1.68122778 0.33624556 76.52 <.0001
Error 12 0.05273333 0.00439444
Corrected Total 17 1.73396111
R-Sguare Coeff Var Root MSE gasket Mean
0.9695S8 1.734095 0.066291 3.82277B

Source DF Type Til SS Mean Square I■ Value Pr > F
material 2 0.B1194444 0.40597222 92.30 e.OOOl
machine 1 0.10125000 0.10125000 23.04 0.0004
material*machine 2 0.76803333 0.38401667 87.39 <.0001
Level of Level of
material machine N Mean Std Dev
cork A 3 4.32666667 0.06658328
cork B 3 3.91333333 0.09291573
plastic A 3 3.94666667 0.06027714
plastic B 3 3.47666667 0.05507571
rubber A 3 3.42000000 0.06000000
rubber B 3 3.65333333 0.05507571

Level of ----------- gasket-
material N Mean Std Dev
cork 6 4.12000000 0.23765521
plastic 6 3.71166667 0.26255793
rubber 6 3.63666667 0.24287171

.

machine N Mean Std Dev
A 9 3.89777778 0.39798800
B 9 3.74777778 0.21376259

Figura 13.16: Salida de resultados por computadora del SAS para el ejercicio de repaso 13.49.
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The GLM Procedure
Dependent Variable: MPG

Sum o£
Source DF Squares
Model 5 153.2508333
Error 6 7.4583333
Corrected Total 11 160.7091667

Mean Square F Value Pr > F
30.6501667 24.66 0.0006
1.2430556

R-Square Coeff Var Root MSE MPG Mean
0.953591 3.218448 1.114924 34.64167

Source DF Type 111 SS Mean Square F Value Pr > F
Model 3 130.3491667 43.4497222 34.95 0.0003
Brand 2 22.9016667 11.4508333 9.21 0.0148

Duncan's Multiple Range Test for MPG 
NOTE: This test controls the Type I comparisonwiae error rate, not 
the expenmentwise error rate.

Alpha 0.05 
Error Degrees of Freedom 6 
Error Mean Square 1.243056

Number of Means 2 3
Critical Range 1.929 1.999

Means with the same letter are not significantly different.
Duncan Grouping 

A 
A

B A
B
B

Mean
36.4000

34.5000

33.0250

Brand
C

Figura 13.17 Salida de resultados por computadora del SAS pora el ejercicio de repaso 13 50.

13.56 Provecto de grupo: Resulta de interés deter­
minar que tipo de pelota deportiva se puede lanzar a la 
mayor distancia La competencia incluye una pelota de 
tenis, una de béisbol y una de softbol. Divida el grupo 
en equipos de cinco estudiantes. Cada equipo debe di­
señar y realizar un experimento separado, tambie'n 
debe analizar los datos de su propio experimento. Los 
cinco miembros dcl equipo lanzarán cada pelota (des­
pués de calentar el brazo el tiempo adecuado) La res­
puesta experimental será la distancia (en pies) que se 
lanza la pelota. Los datos de cada equipo incluirán 15 
obscrs'acioncs. Aspectos importantes. 
a) No se trata de una competencia entre equipos. La 

competencia es entre los tres tipos de pelotas. Se 
esperaría que las conclusiones de cada equipo 
sean similares.

b) En cada equipo debe haber hombres > mujeres
c) El diseño experimental de cada equipui deberá ser 

un diseño de blixjues a>mpleios a!eatori/.idi'. 
Los cinco indis iduos que lanzan la pelota son los 
bloques.

d) Asegúrese de incorporar la aleatonziieion adecua­
da para reah/iu’cl cxpcnmenii'.

e) Los resultados deberán contener una desenpeion 
del expenmento con una tabla de .-\NOV.\ que in 
clu\u un valor Z’> I:ls conclusiones apropiadas .Se 
usarán técnicas gráficas y comparaciones multi­
ples en caso de .ser necesana.s. Saquen conclusio­
nes prácticas con respecto a la> diferencias entre 
los tipos de pelotas Sean nietieulosos
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13,13 Posibles riesgos y errores conceptuales; 
relación con el material de otros capítulos

Al igual que otros procedimientos estudiados en capítulos anteriores, el análisis de va- 
rianza es razonablemente robusto con respecto a la suposición de normalidad, pero no 
lo es tanto en cuanto a la suposición de varianza homogénea. También observamos que 
la prueba de Bartlett para varianzas iguales es sumamente débil en relación con la nor­
malidad.

Este capítulo es sumamente importante, ya que se trata de un punto "de inicio” para 
temas importantes, como el diseño de experimentos y el análisis de varianza. En el capí­
tulo 14 se tratan los mismos temas, pero en los casos de extensiones a más de un factor 
y el análisis más complicado por la interpretación de la interacción entre factores. Hay 
ocasiones en que el papel de la interacción en un experimento cientíñeo es más impor­
tante que el papel de los factores principales (efectos principales). Ante la presencia de 
interacciones se hace un énfasis aún mayor en las técnicas gráñeas. En los capítulos 14 
y 15 será necesario proporcionar más detalles acerca del proceso de aleaiorización. ya 
que el número de combinaciones de factores puede ser muy grande.



Capítulo 14

Experimentos factoriales 
(dos o más factores)
14.1 Introducción

Considere una situación en la que haya inierós por estudiar el efecto de dos factores. A 
Y B, sobre alguna respuesta. Por ejemplo, en un experimento químico nos gu.staría \ anar 
en forma simultánea la presión de reacción y el tiempo de reacción, y estudiar el efecto 
que cada uno tiene sobre el producto. En un e.xperimcnto biológico resulta de interés 
estudiar el efecto que tienen el tiempo de secado y la temperatura sobre la cantidad de 
sólidos (porcentaje por peso) que queda en muestras de levadura. Igual que en el capítulo 
13. el te'rmino factor se utiliza en un sentido general para denotar cualquier caracte­
rística del experimento que pueda variar de un ensayo a otro, como la temperatura, el 
tiempo o la presión. Los niveles de un factor se detinen como los valores reales que se 
utilizan en el experimento.

Para cada uno de estos casos es importante determinar no sólo si cada uno de los 2 
factores influye en la respuesta, sino también si hay una interacción signilicama entre 
ellos. En lo que se refiere a la terminología, el e.xpcnmenio descrito aquí es de 2 factores, 
y el diseño experimental podría ser uno completamente alcatonzado, en el que las distin­
tas combinaciones de tratamiento se a.signan al azar a todas las unidades experimentales, 
o bien, un diseño de bloques completos aleatonzados, donde las combinaciones de facto­
res se asignan al azar dentro de los bloques. En el ejemplo de la levadura, si se empleara 
un diseño completamente aleatorizado. las distintas combinaciones de iraiamienios de 
temperatura > tiempo de secado se asignarían al azar a las muestras de lev adura.

Muchos de los conceptos que se estudiaron en el capítulo 13 .se extienden a 2 y 
3 factores en este capítulo. El objetivo pnncipal de este materia! es el uso del diseño 
completamente aleatonzado con un experimetuo factorial. Un expcrimentó facmnal con 
2 factores implica ensavos experimentales (o uno solo) con todas las combinaciones de 
factores. Por ejemplo, en el caso de la temperatura y tiempo de secado con. digamos. } 
niveles de cada uno y n = 2comda-s porcada una de las 9 combinaciones, tendríamos un 
expenmenío factorial de 2 factores en un diseño campleiamente alcatonzado. Ninguno 
de ellos es un factor de bloqueo: nos interesa la manera en que cada uno intluvc en el 
porcentaje de sólidos en la.s muestras, y si mteraciúan o no El biólogo dispondría de IS 
muestras físicas de material que ctmsiiiuven unidades expenmemales Luego, ésias se 
asignarían aJ azar a las combinaciones í9 combinaciones de tratamiento, cada una de 
ellas por duplicado).
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Antes de entrar en dclalles analíticos, sumas de cuadrados y demás, sen'a intere­
sante que el lector observe la clara conexión que existe entre lo que hemos descrito y ig 
situación con el problema de un solo factor. Considere el experimento de la levadura. La 
explicación de los grados de libertad ayuda a que el lector o el analista visualicen la ex­
tensión. En un inicio, las 9 combinaciones de tratamientos deberían considerarse como 
si representaran un factor con 9 niveles (8 grados de libertad). Así, un vistazo inicial a 
los grados de libertad arroja lo siguiente:

Combinaciones de tratamiento 8
Error_______________________ 9_
Total 17

562 Capítulo 14 Expenmentos factoriales (dos o más factores)

Efectos principales e interacción
En realidad el experimento se podría analizar como se describe en la tabla anterior 
Sin embargo, es probable que la prueba F para las combinaciones no dé al analista la 
información que desea, es decir, el papel de la temperatura y del tiempo de secado Tres 
tiempos de secado tienen asociados 2 grados de libertad, y a 3 temperaturas se asocian 
también 2 grados de libertad. Los factores pnndpales, la temperatura y el tiempo de se­
cado reciben el nombre de efectos principales, los cuales representan 4 de los 8 grados 
de libertad para las combinaciones de factores. Los 4 grados de libertad adicionales se 
asocian con la inieracctón entre los 2 factores Como resultado, el análisis incluye

Combinaciones 
Temperatura 
Tiempo de secado 
Interacción 

Error
“Tótñi 17

En el capítulo 13 vimos que en un análisis de \ananza los factores pueden conside­
rarse fijos o aleatorios, dependiendo del tipo de inferencia deseada y de la manera en que 
se eligieron los niveles. Aquí debemos considerar los efectos fijos, los efectos aleatorios 
c inclu.so los casos en que los efectos son mixtos. Conforme asancemos en estos ^ema^ 
pondremos mayor atención a los cuadrados medios esperados En la siguiente setcii'n 
nos centraremos en el concepto de interacción

14.2 Interacción en el experimento de dos factores
En el modelo de bloques aleatonzados que se estudió pre\ lamente se supuso que en 
cada bloque se loma una obsenación de cada tratamiento Si la suposición del modelo 
es correcta, es decir, si los bloques y los tratamientos son los únicos efectos reales y no 
hay interacción, el valor esperado del cuadrado medio del error es la \anan/a del error 
experimental cr-. Sin embargo, suponga que existe interacción entre los tralamtcnios y 
los bloques, como lo indica el modelo

Y.j =ii + Q,+p, +{a,3),, + i„
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de la sección 13.8. El valor esperado del cuadrado medio del error entonces es dado poi

SCE
lib-m-i)

1 = 1 y=l

Los efectos del tratamiento y los bloques no aparecen en el cuadrado medio del error 
esperado, pero los efectos de la interacción sí. Entonces, si en el modelo hay interacción, 
el cuadrado medio del error refleja variación debida al error experimental más una con­
tribución de la interacción y. para este plan experimental, no hay forma de separarlos.

La interacción y la interpretación de los efectos principales
Desde el punto de vista del experimentador, parecería necesario llegar a una prueba 
significativa sobre la existencia de una interacción, al separar la variación del error ver­
dadero de aquel que se debe a la interacción. Los efectos principales. Ay B, adoptan 
un significado distinto en presencia de la interacción. En el ejemplo biológico anterior 
el efecto que tiene el tiempo de secado sobre la cantidad de sólidos que quedan cn la 
levadura muy bien podría depender de la temperatura a la que se expusieron las mues­
tras. En general, podrían existir situaciones experimentales en las que el factor A tuviera 
un efecto positivo sobre la respuesta en un nivel del factor B; en tanto que con un nivel 
distinto de B el efecto de A sería negativo. Aquí se usa el te'rmino efecto positivo para 
indicar que el producto o la respuesta se incrementan conforme los niveles de un factor 
dado aumentan de acuerdo con cierto orden definido. En el mismo sentido, un efecto ne­
gativo corresponde a una disminución de la respuesta al aumentar los niveles del factor.

Considere, por ejemplo, los siguientes datos de temperatura (factor A con niveles r,. 
/, y /j (en orden creciente) y tiempo de secado </,, J, y cf, (también en orden creciente). 
La respuesta es el porcentaje de sólidos. Estos datos son completamente hipotéticos y se 
dan pora ilustrar un aspecto.

A
B

Totaldi di di
h 4.4 8.8 5.2 18.4
ti 7.5 8.5 2.4 18.4
ti 9.7 7.9 0.8 18.4

Total 21.6 25.2 8.4 55.2

Es evidente que el efecto de la temperatura sobre el porcentaje de sólidos es po­
sitivo para el tiempo breve de secado tf,. pero negativo para el tiempo prolongado J,. 
Esta interacción clara entre la temperatura y el tiempo de secado es evidcntemenic 
interesante para el biólogo: sin embargo, con ba.se en lo.s totales de las respuesta,s para 
las temperaturas r,, r, y la suma de cuadrados de la temperatura. SCT, producirá un 
valor de 0. Emonces. se dice que la presencia de la interacción enmascara el efecto de la 
temperatura. Por ello, si .se considera el efecto medio de la temperatura, promediado para 
el tiempo de secado, no existe efecto alguno. Entonces, esto delme el efecto pnncipal 
Pero, por supuesto, es probable que esto no sea pemnente para el biólogo

Antes de sacar cualquier conclusión final a partir de Ixs pruebas de signiticancia 
sobre los efectos principales y los efectos de la interacción, el experimentador de­
bería observar primero si la prueba para la interacción es o no significativa Si la
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interneción no es significativa, entonces los resultados de las pruebas sobre los efectos 
principales son importantes. No obstante, si la interacción debe ser significativa, en­
tonces solamente son importantes aquellas pruebas sobre los efectos principales 
resultan significativas. En presencia de una interacción, los efectos principales no signj. 
ficativos bien podrían ser resultado de enmascaramiento c indicar la necesidad de ob.scr- 
var la influencia de cada factor a niveles fijos del otro.

Representación gráfica de la interacción
La presencia de interacción, así como su impacto científico, se puede interpretar adecua­
damente usando gráficas de interacción. Las gráficas proporcionan una clara imagen 
de la tendencia de los datos para mostrar el efecto que tiene el cambio de un factor 
conforme se pasa de un nivel a otro del segundo factor. La figura 14.1 ilustra la fuerte 
interacción entre la temperatura y el tiempo de secado. La interacción se revela en las 
líneas no paralelas.

Figura 14.1; Gráfica de la interacción para lo.s dalos de temperatura y de tiempo 
de secado.

El efecto relain amenle fuerte Je la temperatura sobre el porcentaje de MÜido-. en 
el tiempo de secado más breve se refleja en la mareada pendiente de J, En el tiempo de 
secado medio. J„ la temperatura tiene muy poco efecto, mientras que en el tiempo 
de secado prolongado í/, la pendiente negativa indica un efecto negativo de la tempe­
ratura. Las gráficas de interacción como ésta le pemiiten al científico hacer una inter­
pretación rápida y significativa de la interacción que existe. Debe ser evidente t|ue el 
paralelismo en las gráficas indica la ausencia de interacción

Necesidad de obser\ aciones múltiples
En el experimento de 2 factores, la interacción \ el error cxpenmental sólo se reparan 'i 
se hacen observaciones múltiples con las distintas comblnaclonc^ de irai.umento. Para 
máxima eficiencia debe haber el mismo número n de observaciones para cada combi­
nación. Éstas deben ser verdaderas réplicas, no sólo medidas repelidas Por c|cniplo. en
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el caso de la levadura, si para cada combinación de temperatura y tiempo de secado se 
loman « = 2 observaciones, debería haber dos muestras separadas y no sólo mediciones 
repelidas en la misma muestra. Esto permite que la variabilidad debida a las unidades 
experimentales aparezca en el “error”, de manera que la variación no es un simple error 
de medición.

14.3 Análisis de varianza de dos factores
Al presentar las fórmulas generales para el análisis de varianza de un experimento de 2 
factores utilizando observaciones repetidas en un diseño completamente aleatorizado, 
debe considerarse el caso de n réplicas de las combinaciones del tratamiento, determi­
nadas por a niveles del factor A y b niveles del factor B. Las observaciones se podrían 
clasificar usando un arreglo rectangular, donde los renglones representan los niveles 
del factor A y las columnas representan los niveles del factor B. Cada combinación de 
tratamiento define una celda del arreglo. Así. se tienen ab celdas, cada una de las cua­
les contiene n observaciones. Se denota con la A-ésima observación tomada en el 
/-ésimo nivel del factor A y el j-ésimo nivel dei /actor En la tabla 14.1 se muestran las 
abn observaciones.

Tabla 14.1: Experimento de dos factores con n réplicas

A 1
B

2 b Total Media

1 .vui .V|2I .Vlftl l'i. .VI
.Vll2 .Vl22 yih2

.Vlln ,Vl2/> yihn

2 .V211 .V22I >'2hí 1’2. V2-
.V2I2 V222 .v:^2

.V21h >'22n .V2l’n

a .Voll .V„21 .V,iM Y^
yo 12 Vtj22 y.>b2

y’o 1 n Vfl2n y'uhn

Total Ij y. Yb Y
Media Vi V, .v^ y

Las obseivaciones en la celda (y)-ésima constituyen una muestra aleatoria de ta­
maño n de una población que se supone tiene distribución normal con media y \a- 
rianza cr% Se supone que todas las ab poblaciones tienen la misma \arianza <r-. Se
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definen los siguientes símbolos útiles, algunos de los cuales se utilizan en la tabla Uj. 

Y, = suma de las observaciones en la (iy)-e'sima celda,
= suma de las observaciones para el t-ésimo nivel del factor 

Yj = suma de las observaciones para el ^-ésimo nivel del factor B,
Y = suma de todas las aim observaciones,

= media de las obsetv’aciones en la (fy)-¿sima celda,
= media de las observaciones para el /-e'simo nivel del factor/l,
= media de las observaciones para el j-ésímo nivel del factor S, 

y = medía de todas las abn observaciones.

A diferencia de la situación para un solo factor, que se cubrió con amplitud en el ca­
pítulo 13, en e'ste supondremos que las poblaciones, de lasque se toman « observaciones 
independientes con distribución ide'ntica, son combinaciones de los factores. Asimismo, 
se supondrá siempre que de cada combinación de factores se loma un número igual (») 
de observaciones. En los casos en que los tamaños de las muestras por combinación son 
desiguales, los cálculos son más complicados, aunque los conceptos .son iransferibles.

Modelo e hipótesis para el problema de dos factores
Cada observación de la tabla 14.1 se puede escribir en la siguiente forma:

donde mide las desviaciones de los valoresobseivados en la (y)-e'sima celda a par­
tir de la media de la población Si (0/3)^^ denota el efecto de la interacción del t-ésimo 
nivel del factor/! y el j-cúmo nivel del factor B. el efecto del i-ésimo nivel del facinr 
A, el efecto dely-ésimo nivel del factor B, y // la media conjunta. escribimoN

H,j =t¡+Q,+í3,

y, entonces.

y.ji = n+a,+0j+ {Q0),j +

a las que se imponen las restricciones

II i< j t,
=0. =0. =0. =0. 

«=i j=\ 1=1 j=i

Las 3 hipótesis por probar son la.s siguientes:
1. H,': ai = Q, = ■■. =Q,, =0.

H¡: Al menos una de las Q, no es igual a 0.

2. //„; 01 = 02 = ■■■= (3i, = 0.

//|: AI menos una de las 0¡ no es igual a 0



I43 Análisis de varíanza de dos factores 567

3. Hq: (q0)i, =(q/3),2 =--- = (a/3U =0,

//, : Al menos una de las {a(3)¡j no es igual a 0.
Se alerta al lector acerca del problema del enmascaramiento de los efectos principa­

les cuando la interacción contribuye de manera importante en el modelo. Se recomienda 
considerar primero el resultado de la prueba de interacción y, luego, la interpretación de 
la prueba del efecto principal; la naturaleza de la conclusión científica depende de si se 
encontró interacción. Si ésta se descarta, entonces se pueden probar las hipótesis 1 y 2 
y la interpretación es muy sencilla. Sin embargo, si se descubre que hay interacción, la 
interpretación puede ser más complicada, como se vio al analizar el tiempo de secado 
y la temperatura en la sección previa. La estructura de las pruebas de hipótesis 1, 2 y 
3 se estudiará en las secciones siguientes. En el análisis del ejemplo 14.1 se incluirá la 
interpretación de los resultados.

Las pruebas de las hipótesis anteriores se basarán en la comparación de estimados 
independientes de obtenidos al separar la suma de cuadrados total de los datos en 4 
componentes medíante la siguiente identidad.

Partición de la variabilidad en el caso de dos factores

Teorema 14.1: Identidad de la suma de cuadrados

¿ XI ~ ¿(>V. -y )’ + íín Y,{y, - y . )-
is| ^=I Jt=l t = l J=l

1 = 1 / = l « = 1 ; = l *=1

Simbólicamente, la identidad de la suma de cuadrados se escribe como

ser = SCA + SCB + SC{AB) + SCE

donde a SCA y SCB se les denomina la suma de cuadrados para los efectos principales A 
y B, respectivamente. SC{AB) recibe el nombre de suma de cuadrados de la interacción 
para Ay B, y SCE es la suma de cuadrados del error. La partición de los grados de liber­
tad se efectúa de acuerdo con la identidad

abn = (a-l) + {b-\) + {a-\){h~ 1) +a/j{/i - 1).

Formación de los cuadrados medios
Si dividimos cada una de las sumas de cuadrados en el lado derecho de la identidad de 
la suma de cuadrados entre su número correspondiente de grados de libertad, obtenemos 
los cuatro estadísticos

, 5CA .^_SC(AB)_ SCE
b-\' (fl-!)(/>-D* í¡h{n~\í

Todos estos estimados de la \arianza son estimados independientes de (T-. siempre que 
no haya efectos a. /3^ ni. por supuesto, (q/3),^. Si las .sumas de cuadrados se interpretan
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como funciones de las variables aleatorias independientes v,,j, no es difíoi
comprobar que

EiS'O - E

E[S¡) = E

EiS¡)^E 

£(5“) = £

SCA
a — 1 

SCB
b-í 

SC(AB)

•> i¡b t

1 = 1 b
T na \—' -•>

^ = 1 a h

>-i)(¿-i)j
SCE

ab(n — 1)
= (7-,

a partir de lo cual se observa de inmediato que los 4 estimados de <r* son no sesgados 
cuando Hq, y Hq son verdaderas.

Para probar la hipótesis de que los efectos de los factores A son todos iguales a 
cero, se calcula la siguiente razón;

Prueba £ para ^2
el factor/I ~ JT’

que es un valor de la variable aleatoria £,. el cual tiene la disinbución F con tj — | \ 
ab{n — l) grados de libertad cuando es verdadera. La hipótesis nula se rechaza al 
nivel de significancia q cuando /1 > fo[a — \,ab{n — 1)].^

De manera similar, para probar la hipótesis . de que todos los efectos del factor B son 
iguales a cero, se calcula la razón:

Prueba F para
el factor £ /: = jf-

que es un valor de la variable aleatona £, que tiene la distribución F con h ~ \ \ 
ab{n — 1) grados de libertad cuando Hj,, es \erdadera. Esta hipótesis se rechaza al nucí 
de significancia o cuando /; > fg [b— 1. abin— 1 )1.

Por último, para probar la hipótesis //„ , de que todos los efectos de interacción son 
Iguales a 0, se calcula la razón siguiente:

Prueba F para 
la interacción

que es un valor de la sanable aleatona £,. el cual tiene la distribución F con (u -* D 
(b — l) y abin — 1) grados de libertad cuando es verdadera Concluimos que. a nn 
nivel de signiticancia q, hay interacción cuando [í<í — 1)(/? — 1). itln/i - l)]

Como se indicó en la sección 14.2. se recomienda interpretar la prueba para la inte­
racción antes de tratar de hacer inferencias sobre los efectos principales. Si la interacción 
no es .significativa. entonce.s hay e\ idencia de que las pruebas sobre los efectos pniicipa- 
les son interpretables. El rechazo de la hipótesis 1 de la página .566 implica que las me­
dias de la respuesta en los niveles del factor/t difieren significativamente, mientras que

5 •
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el rechazo de la hipótesis 2 implica una condición similar para las medias en los niveles 
del factor B. Sin embargo, una interacción significativa podría muy bien implicar que los 
datos se deberían analizar de una manera un poco diferente, quizá observando el efecto 
del factor A en niveles fijos del factor B, y así sucesivamente.

Los cálculos en un problema de análisis de varianza para un experimento de 2 fac­
tores con n réplicas suelen resumirse como se ilustra en la tabla 14.2.

Tabla 14.2: Análisis de varianza para el experimento de 2 factores con n réplicas

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado f
variación cuadrados libertad medio calculada
Efecto principal
A SCA a — 1 .2 _ SCA 

- ~ /■

B SCB b~ 1 .2 _ SCfl 
■^2 — h-\ /= = ?

Interacciones 
de 2 factores

SQAB) (a-l)ft-l) ? SC(AB> /3 = ^

Error SCE ab{n — 1) .2 SCE
üí>{n-l)

Total STC abn — 1

Ejemplo 14.1:1 En un experimento realizado para determinar cuál de 3 sistema.s de musiles distintos es 
preferible, se midió la tasa de combustión del propulsor para 24 arranques estáticos. Se 
emplearon 4 tipos de combustible diferentes y el experimento generó obser\aciones du­
plicadas de las tasas de combustión para cada combinación de los tratamiento.s.

Los datos, ya codificados, se presentan en la tabla 14.3. Pruebe las siguientes hipó­
tesis: fl) Hq. no hay diferencia en las tasas medias de combustión del propulsor cuando 
se emplean diferentes sistemas de misiles, b) Hq '■ no existe diferencia en las tasas medias 
de combustión de los 4 tipos de propulsor, c) : no hay interacción entre los distintos 
sistemas de misiles y los diferentes tipos de propulsor.

Tabla 14.3: Tasas de combustión del propulsor

Sistema de 
misiles

Tipo de propulsor

bx bi bi ¿4

ai 34.0 30.1 29.8 29.0
32.7 32.8 26.7 28.9

ai 32.0 30.2 28.7 27.6
33.2 29.8 28.1 27.8
28.4 27.3 29.7 28.8
29.3 28.9 27.3 29.1

Solución', 1. ü) Hq-. Qi = Q2 = Ct3 = 0.

b) h'¿: Í3i = /3z = ft = /34 = 0.
c) Hq': (aftii =(Qfti2 =---=ÍQ/3)w =0.



570 Capítulo 14 Experimentos factoriales (dos o más fact<ores)

2. o) H[: Al menos una de las a. no es igual a 0.
b) h": Al menos una de las no es igual a 0.
c) h"': Al menos una de las no es igual a 0.

Se utiliza la fórmula de la suma de cuadrados que se describió en el teorema I4.i 
En la tabla 14.4 se presenta el análisis de varianza.

Tabla 14.4: Análisis de varianza para los datos de la tabla 14.3

Fuente de 
variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

/
calculada

Sistema de misiles 14.52 2 7.26 5.84
Tipo de propulsor 40.08 3 13.36 10.75
Interacción 22.16 6 3.69 2.97
Error 14.91 12 1.24

Total 91.68 23

Se remite al lector al procedimiento de modelos lineales generales (GLM, por .sus 
siglas en inglés) del SAS para el análisis de los datos de la tasa de combustión de la figura
14.2. Observe la forma en que al principio se prueba el “modelo” {11 grados de libertad), 
y por separado se prueban el sistema, el tipo y el sistema por tipo de interacción. La 
prueba/en el modelo iP = 0.0030) prueba la acumulación de los 2 efectos principales 
y la interacción.

a) Rechace Hq y concluya que los distintos sistemas de misiles resultan en diferentes 
tasas medias de combustión de! propulsor. El valorees de aproximadamente 0.0169.

b) Rechace y concluya que las tasas medias de combustión del propulsor no son los 
mismas para los 4 tipos de propulsores. El valor P es de aproximadamente 0.0010,

c) La interacción es apenas insignificante al nivel 0.05, pero el valor P de aproximada­
mente 0.0513 indicaría que la interacción debe lomarse en seno.

En este momento debemos hacer algún tipo de interpretación de la interacción. 
Debe destacarse que la significancia estadística de un efecto principal tan sólo implica 
que las medias marginales son significaiivameiue diferentes. Sin embargo, considere la 
tabla de promedios de 2 factores de la tabla 14.5.

Tabla 14.5: Interpretación de la interacción

6| bi h b, Promedio

fli 33.35 31.45 28.25 28.95 30,50
02 32.60 30.00 28.40 27.70 29.68
03 28.85 28.10 28.50 28.95 28.60

Promedio 31.60 29.85 28.38 28.53

Es evidente que hay más información importante en el cuerpo de la tabla, tendencias 
que son inconsistentes con la tendencia que describe los promedios marginales. La tabla 
14.5 sugiere con certeza que el efecto del tipo de propulsor depende del sistema que 
se utiliza. Por ejemplo, para el sistema 3. el efecto del tipo de propulsor no parece ser
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The GLM Procedure
pependent Variable: rate

Sum of
Source DF Squares Mean Square F Value Pr > F
Model 11 76.76833333 6.97893939 5.62 0.0030
Error 12 14.91000000 1.24250000
Corrected Total 23 91.67033333

R-Square Coeff Var Root HSE rate Mean
0.837366 3.766B54 1.114675 29.59167

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
system 2 14.52333333 7.26166667 5.64 0.0169
type 3 40.08166667 13.36055556 10.75 0.0010
system* type 6 22.16333333 3.693BB889 2.97 0.0512

Figura 14 2: Salida de resultados del SAS para el análisis de los datos de la tasa 
de combustion del propulsor de la tabla 14 3

importante, aunque tiene un efecto grande si se utiliza el sistema 1 o el 2 Esto explica la 
interacción “signi{icali\a” entre esos 2 factores Mas adelante se revelara mas informa 
Clon acerca de esta interacción J

Cjtmplo 14.2:1 Remítase al ejemplo 14 1 y elija 2 contrastes ortogonales para dividir la suma de cuadra­
dos del sistema de misiles en componentes con un solo grado de libertad, los cuales 
utilizará para comparar los sistemas 1 y 2 con el 3, y el sistema 1 contra el sistema 2 

Solución: El contraste para comparar los sistemas 1 y 2 con el 3 es

111 = + fi2 —

Un segundo contraste, ortogonal a n,, para comparar el sistema I con el 2, es dado por 
u, = ;í| —ft. Las sumas de cuadrados con un solo grado de libertad son

SCui
[244 0-1-237 4-(21(228 8)]- 

{8)[(l)=-t-(l)--l-(-2)=)

y (244 0 - 237 4) 
" (8)l(l)- + {-l)=

Obsene que 5Cii, + SCii, = SCA. como se esperaba Los valores/calculados corres­
pondientes a II, > ii, son. respectivamente.

/i
II 80 

1 24
= 9 5 > /: =

2 72 
1 24

= 22

Al comparar con el valor critico/„^(1, 12) = 4 75, se encuentra que /, es sigmlicativo 
De hecho, el valor P es menor que 0 01 Am, el pnmer contraste indica que se recha/a la 
hipótesis
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Hq ~(fí\ +fii) = lii

Como/, < 4 75, las lasas medias de combusuón de! pnmer y segundo sistemas no son 
significaüvamentc diferentes. J

Impacto de la interacción significativa en el ejemplo 14.1
Si la hipótesis de que no hay interacción en el ejemplo 14 1 es \erdadera, podríamos 
hacer las comparaciones generales del ejemplo 14 2 relacionado con los sistemas de 
misiles, en lugar de comparaciones separadas para cada propulsor De manera similar 
se podrían realizar comparaciones generales entre los propulsores, en vez de comparar 
por separado cada sistema de misiles Por ejemplo, se podrían comparar los propulsores 
1 y 2 con el 3 y 4. y también el 1 contra el 2 Las razones/resultantes, cada una con I \ 
12 grados de libertad, resultan ser de 24 81 y 7 39. respectivamente, y ambas son muj 
signiñcativas al nivel 0 05

Por los promedios de los propulsores, parece haber evidencia de que el 1 ofrece 
la tasa media de combustión más alta Un expenmentador prudente sena cauteloso al 
sacar conclusiones generales en un problema como este, donde la razón/de la intcrac 
ción está apenas por debajo del valor crítico de 0 05. Por ejemplo, la evidencia genera! 
31 60 contra 29 85 sobre el promedio para los 2 propulsores, indica con clandad que el 
1 es supenor al 2. en términos de una ma>or lasa de combustión Sin embargo, si nos 
resinngimos al sistema 3. donde tenemos un promedio de 28 85 para el propulsor I en 
oposición a 28 10 para el propulsor 2. parece haber una diferencia mínima o incluso nin­
guna entre estos 2 propulsores De hecho, parece que hay una estabilización de las tasas 
de combustion para los distintos propulsores si se opera con el sistema 3 Es claro que 
existe evidencia general que indica que el sistema 1 ofrece una tasa de combustion mas 
alta que el sistema 3, pero parece que esta conclusión no se sostiene si nos restringimos 
al propulsor 4

Para recabar evidencias conclujentcs de que la interacción esta prodm undo difn ul 
fades considerables en la obiencion de contliisiones i’enerale\ sobre ¡os efeuos prin 
apales, el analista puede hacer una prueba / sencilla utilizando las tasas de combusiion 
promedio del sistema 3 Considere una comparación del propulsor 1 contra el 2 usando 
únicamente el sistema 3 Se loma prestado un estimado de <7 del análisis general, es 
decir, se utiliza = 1 24 con 12 grados de libertad, y se obtiene

|/| =
0 75 0 75 

^/l24
= 0 67,

que no se acerca a ser sigmhcaliva Esta ilustración sugiere que en presencia de im<- 
racción, debena tenerse cautela con la interpretación eslncta de los efectos pnncipaks

Análisis gráfico para cl probienia de dos factores del cjempkt i 4.1
Muchos de los mismos tipos de ilustraciones gralicas que se sugino emplear en h's 
problemas de un factor también se aplican en el caso de 2 factores Las gralKa'' en 
2 dimensiones de las medias de las celdas o de las medias de la^ combinaciones de 
iralamientos ofrecen información sobre la presencia de interaccionLS entre los 2 factores
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Además, una gráfica de los residuales contra los valores ajustados bien podría indicar 
si se cumple o no la suposición de la varianza homogénea. Por supuesto, es frecuente 
que una violación de la suposición de varianza homogénea implique un aumento en 
la varianza del error conforme los núniems de la respuesta se vuelven más grandes. 
Como resultado, esta gráfica podría resaltar la violación.

La figura 14.3 presenta la gráfica de las medias de las celdas para el caso del pro­
pulsor de los sistemas de misiles del ejemplo 14.1. Observe gráficamente (en este caso) 
cuánta falla de paralelismo hay. Note el aplanamiento de la parte de la figura que indica 
el efecto del propulsor para el sistema 3. Esto ilustra la interacción entre los factores. La 
figura 14.4 muestra la gráfica de los residuales contra los valores ajustados para los mis­
mos datos. Al parecer no hay dificultades con la suposición de la varianza homogénea.

Figura 14.3: Gráfica de las medias de las celdas para los datos del ejemplo 14.1. Los 
números representan los sistemas de misiles.

Figura 14.4: Gráfica de los residuales de los datos del ejemplo 14.1.
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Ejemplo 143:1 Un ingeniero eléctrico investiga un proceso de grabado con plasma que se emplea en la 
fabricación de semiconductores. Es de interés estudiar los efectos de 2 factores, la canti­
dad de flujo (/l) del gas y la potencia aplicada al cátodo (B). La respuesta es la ve- 
locidad de grabado. Cada factor se aplica a 3 niveles y se hacen 2 corridas experimenta­
les sobre la velocidad de grabado para cada una de las 9 combinaciones. El plan 
representa un diseño completamente aleatorizado. En la tabla 14.6 se presentan los da­
tos. La velocidad de grabado se expresa en A^/min.

Tabla 14.6: Datos para el ejemplo 14.3 
Cantidad de flujo Potencia suministrada"

del C2F6 1 2 3
1 288 488 670

360 465 720
2 385 482 692

411 521 724
3 488 595 761

462 612 801

Los niveles de los factores están en orden ascendente, donde el nivel 1 e.s el mis 
bajo y el 3 el más alto.
a) Elabore una tabla de análisis de varianza y saque conclusiones: empiece con la prue­

ba de interacción.
h) Haga pruebas sobre los efectos principales y saque conclusiones.

Solución: En la figura 14.5 se muestra una salida de resultados por computadora del SAS. De ese 
listado se concluye lo siguiente.

The GLM Procedure 
dependent: Variable: etehrate

Sum o£
Source DF Squares Mean Square F Value Pr > F
Model e 379508.7778 47438.5972 61.00 <.0001
Error 9 6999.5000 777.7222
Corrected Total 17 386508.2778

R-Square Coeff Var Root HSE etehrate Mean
0.981090 5.057714 27.88767 551 .3889

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
c2£6 2 46343.1111 23171.5556 29.79 0.0001
power 2 330003.4444 165001.7222 212.16 <.0001
c2£6»power 4 3162.2222 790.5556 1.02 0.4485

Figura 14.5: Una salida de resultados por computadora del SAS para el ejemplo 14

a) El valor/* para la prueba de interacción es Ü.4485 Se conduse que la interacciún no 
es signilicativa.

/;) Existe una diferencia significativa en la velocidad media de grabado para los 3 tuve 
les de la velocidad de flujo del C,F,,. Una prueba de Duncan muestra que la veliKiJaJ 
media de grabado parad nivel 3 es significativamente mavor que para cl nivel 2. v la
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velocidad para el nivel 2 es significativamente mayor que para el nivel 1. Ve'ase la 
figura 14.6a.

Existe una diferencia significativa en la velocidad media de grabado basada en el 
nivel de potencia al cátodo. Una prueba de Duncan revela que la velocidad de graba­
do para el nivel 3 es significativamente más alta que para el 2, y que la velocidad para 
el nivel 2 es significativamente más alta que para el 1. Véase la figura 14.6¿>.

" cunean Grouping Mean N c2f6 Duncan Grouping Mean power
A 619.83 6 3 A 728.00 6 3
B 535.83 6 2 B 527.17 6 2
C 496.50 6 1 C 399.00 6 1

(a) (b)

Fisura 14.6: Una salida de resultados por computadora del SAS para el ejemplo 14.3. a) Prueba de Duncan 
de la cantidad de flujo del gas; b) Prueba de Duncan de la potencia. J

Ejercicios
[4.1 Se realizó un experimento para estudiar los efec­
tos de la temperatura y el tipo de homo sobre la vida 
de un componente en particular. En el experimento se 
utilizaron 4 tipos de homo y 3 niveles de temperatura. 
Se asignaron 24 piezas al azar. 2 para cada combina­
ción de tratamientos y se registraron los siguientes re­
sultados.

Homo
Temperatura (“F) O, Oi Oi Oa

500 227 214 225 260
221 259 236 229

550 187 181 232 246
208 179 198 273

600 174 198 178 206
202 194 213 219

\ un nivel de significancia de 0.05 pruebe las hipótesis 
deque
o) las diferentes temperaturas no tienen efecto en la 

vida del componente;
h) los diferentes hornos no tienen efecto en la vida 

del componente;
c) no hay interacción entre el tipo de homo y la tem­

peratura.
142 El Departamento de Nutrición Humana y 
Alimentos del Virginia Tech realizó un estudio titulado 
liíami/i C Retention in Reconstituted Frozen Orani'e 
Juice sobre la estabilidad de la vitamina C en el con­
centrado de jugo de naranja congelado reconstituido y 
dniacenado en un refrigerador durante un periodo de 
hasta una semana. Se probaron 3 tipos de concentrado 
de jugo de naranja congelado en 3 periodos distintos, 
los cuales se refieren al número de días transcurridos 
desde que se mezcló el jugo hasta que se probó. Se

registraron los resultados en miligramos de ácido as- 
córbico por litro. Utilice un nivel de significancia de 
0.05 para probar las hipótesis de que 

fl) no hay diferencias en el contenido de ácido a.scór- 
bico entre las diferentes marcas de concentrado de 
jugo de naranja;

b) no existen diferencias en el contenido de ácido as- 
córbico para distintos periodos;

c) no hay interacción entre las marcas de concen­
trado de jugo de naranja y el número de días trans­
curridos desde que el jugo se mezcló ha.sia que se 
probó.

Tiempo (días)
Marca ü 3 7

Richfood 52.6 54.2 49.4 49.2 42.7 48.8
49,8 46.5 42.8 53.2 40.4 47.6

Sealcd-S'veet 56.0 48.0 48.8 44.0 49,2 44.0
49.6 48.4 44.0 42.4 42.0 43.2

Minute Maid 52.5 52.0 48.0 47.0 48.5 43.3
51.8 53.6 48.2 49.6 45.2 47.6

I4J Se estudió el desempeño de 3 cepas de rata.s en 
una pmeba de laberintos en 2 condiciones ambientales 
diferenlo.s. Se registraron las puntuaciones de error de 
las 48 ratas:

Cepa
Ambiente Brillante Mezclada Tome

Libre 28 12 33 83 101 94'
22 23 36 14 33 56
25 10 41 76 122 83
36 86 22 58 35 23

Restringido /2 32 60 89 136 120
48 93 35 126 38 153
25 31 83 lio f)4 128
91 19 99 118 87 140
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Utilice un ni\cl de significancia de 0 01 para probar lai 
hipótesis de que
rt) no hav diferencia en las puntuaciones de error para 

ambientes diferentes.
h) no existe diferencia en las puntuaciones de error 

para cepas diferentes,
t) no ha) interacción eniic los ambientes y las cepas 

de las ratas
14.4 La fatiga por corrosion de los metales se define 
como la acción simultanea de tensión cíclica y ataque 
químico sobre una estnictuni metálica Una técnica 
mu) utilizada para minimizar el daño de la fatiga por 
corrosion en el aluminio requiere la aplicación de un 
recubrimiento protector En un estudio efectuado por el 
Departamento de Ingemena Mecánica de \firgmia Tcch 
se uiili/aron 3 niveles diferentes de humedad

Bajo 20 a 25^f de humedad relativa 
Medio 55 a 60‘'f de humedad relativa 
Alto 86 a 9in- de humedad relativa 

) 3 tipos de recubnmiento
No revestido Sm recubnmiento
Anodizado Recubrimiento de oxido anodico por
acido sulfúrico
Conversion Recubnmienio por conversion quí­
mica de cromato

Los dalos de fatiga por corrosion, expresados en miles 
de ciclos hasta que se presenta la falla, se registraron 
como sigue

Humedad relativa
Recubrimiento Baja Media Alta

361 469 314 yll 1344 1216
No revestido 466 937 244 739 1027 1097

1069 1357 261 134 ion ION
1)4 Iul2 322 471 78 466

Anoüizad» 1236 92 306 130 387 107
533 211 68 398 130 327
131) 1482 252 874 586 524

Conversión 841 529 105 755 402 751
1595 754 847 573 846 529

ü) Lleve a cabo un análisis de vanan/a con Q = 0 05 
para probar si existen efectos pnncipales \ efectos 
de interacción

/>) Utilice la prueba de Duncan de rango multiple a 
un nivel de significancia de 0 05 para determinar 
cuales niveles de humedad relativa dan como re­
sultado daños distintos de latiga por corrosion

14.5 Para determinar cuales músculos necesitan so­
meterse a un programa de acondicionamiento para 
mejorar el rendimiento individual en el servicio ten 
dido que se usa en el tenis, el Departamento de Salud 
Educación Física y Recreación de Virginia Tech reali/o

un estudio de 5 músculos diferentes
1 deltoides antenor 4. deltoides medio
2* pectoral mayor 5 tríceps
3 deltoides postenor

los cuales se probaron en cada uno de 3 sujetos, e! ex- 
penmenlo se efectuó 3 veces para cada combinación de 
tratamiento Los dalos eleciromiograficos que se regis­
traron durante e! servicio se presentan a continuación

Músculo
Suj'eto 1 2 3 4 5

1 32 5 58 10 19
59 1 5 61 10 20
38 2 66 14 23

2 63 10 64 45 43
60 9 78 61 61
50 7 78 71 42

3 43 41 26 63 61
54 43 29 46 85
47 42 23 55 95

Utilice un nivel de significancia de 0 01 para probar las 
hipótesis de que
o) diferentes sujetos tienen medidas elcciromiograli 

cas Iguales,
/>) los dilerentes músculos no tienen un efecto en las 

medidas clectromiograhcas 
c) no hav interacción entre los sujetos v los tipos de 

músculos
14 6 Se realizo un experimento para determinar si 
los aditivos incrementan la adherencia de productos 
de caucho Se elaboraron 16 productos con el aditivo 
nuevo V otros 16 sm dicho aditivo Se registro la ^ 
guíente adherencia

Temperatura ( C)
50 60 70 80
2 3 74 3 h 3 9

Sin el aditivo 2 9 37 3 9 v 2
3 1 3 6 4 1 30
1 2 32 3 8 17
4 3 38 3 9 35

Con el aditivo 3 9 38 4 0 36
3 9 3 9 37 3S
42 3-s 3 6 3 9

Haga un análisis de van inza para probar la cxistcir
de electos principales v de interacción sigmticjtivo-.
14.7 Se sabe que la velocidad de extracción de cicrlo 
polímero depende de la temperatura de reacción v de 
1.1 cantidad de catalizador empleada Se hi/o un exp'- 
nmento en 4 niveles de iciiip ratura v 5mvclcsdeca 
tali/ador. v se registro la velocidad de extracción cii la 
siguiente tabla
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Cantidad de catalizador
0.5% 0.6% 0.7% 0.8% 0.9%

50“C 38 45 57 59 57
41 47 59 61 58

60“C 44 56 70 73 61
43 57 69 72 58

70"C 44 56 70 73 61
47 60 67 61 59

SOT 49 62. 70 62 53
47 65 55 69 58

Realice un análisis de vananza. Pruebe si hay efectos 
pnncipales y de interacción significativos.
14.8 En Myers, Montgomery y Anderson-Cook 
(2009) se estudia un escenario donde se describe un 
proceso de laminado por prensado. La respuesta es el 
espesor del material. Los factores que podn'an afectar 
el espesor incluyen la cantidad de níquel (A) y el pH 
|8) Se diseñó un experimento con 2 factores. El plan 
es un diseño completamente aleaionzado en el que las 
prensas individuales se asignan al azar a las combi­
naciones de factores. En el experimento se utilizan 3 
noeles de pH y 2 niveles de contenido de níquel Los 
^pesores, en cm x 10"’. son los siguientes:

Contenido de pH
níquel (gramos) 6 5,5 6

18 250
195
188

211
172
165

221
150
170

10 115 88 69
165 112 101
142 108 72

o) Elabore la tabla del análisis de varianza con prue­
bas para los efectos pnncipales y de interacción. 
Incluya valores P

6) Saque conclusiones para ingeniería. ¿Qué apren­
dió del análisis de estos datos'’ 

c) Elabore una gráfica que ilustre la presencia o au­
sencia de interacción.

14.9 Un ingeniero está interesado en los efectos de la 
leíocidad de corte y la geometría de la herramienta so­
bre las horas de vida de una máquina-herramienta Se 
uülizan 2 velocidades de corte y 2 geometrías distintas 
Se llevan a cabo 3 pruebas experimentales con cada una 
de las 4 combinaciones Los dalos son los siguientes:

Geometría de Velocidad de corle
la herramienta Baja Alta

1 22 28 20 34 17 29
2 18 15 16 11 10 10

Calcule la tabla del análisis de vananza con prue­
bas sobre los efectos pnncipales y de interacción

b) Haga coméntanos sobre el efecto que tiene la inte­
racción sobre la prueba de la velocidad de corle

c) Efectúe pruebas secundanas que permitan al inge­
niero conocer el verdadero impacto de la veloci­
dad de corte.

d) Construya una gráfica que ilustre el efecto de inte­
racción

14.10 En un expenmento se estudiaron 2 factores des 
un proceso de manufactura de un circuito integrado El 
propósito del expenmento es conocer su efecto sobre la 
resisuvidad de las obleas de silicio Los factores son 
la dosis del implante (2 niveles) y la posición de la cal­
dera (3 niveles). El expenmento es costoso, por lo que 
sólo se hizo una comda con cada combinación Los da­
tos son los siguientes.

Dosis Posición
1 Í5l TL8 21.3
2 27 2 24 9 26 I

Se supone que no hay interacción entre esos 2 factores 
íi) Esenba el modelo y explique sus te'rminos 
h) Elabore la tabla de análisis de vananza
c) Explique los 2 grados de libertad del •‘error"
d) Use una prueba de Tukey para hacer pruebas de 

comparaciones multiples sobre la posición de la 
caldera. Explique qué es lo que muestran los re­
sultados.

14.11 Se realizó un estudio para delerroinar la in­
fluencia de 2 factores, el método de análisis > el labo- 
ralono que luce el análisis, sobre el nivel de contenido 
de azufre del carbón Se asignaron al azar 28 especí­
menes de carbón a 14 combinaciones de factores, la 
estructura de las unidades expeninentales representada 
por las combinaciones de 7 laboralonos y 2 métodos de 
análisis con 2 especímenes por combinación de facto­
res Los datos, expresados en porcentaje de azufre, son 
los siguientes

Método
Laboratorio I 2

I Ü 109 0 105 0 105 0 108
2 0 129 0 122 0 127 0 124
3 0 115 0 112 0 109 0 111
4 0 108 0 108 0 117 O 118
5 0 097 0 096 0 lio 0 097
6 0 114 0 1 19 í) 116 0 122
7 0 153 0 145 0 IW 0 160

(Los datos se tomaron de G Taguchi, ‘Signal tu Noise 
Ratio and Its Applications to Testing M.ilenar. Ri{u>ru 
of StotisiiLiil Applutinon ficsianh. Union of Japanese 
Scientists and Engineers.\ol IX.Nuni 4.1971)
«) Haga un análisis de vananza v exprese los resulta­

dos en la tabla correspondiente 
h) ,Es signiticativa la interacción ’ Si lo es. analice lo 

que signitica para el cientilico Ltiliue un valor /’ 
en sus conclusiones
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c) i,Son estadísticamente significativos los efectos 
pnncipales individuales, el laboratono y el mé­
todo de análisis’’ Analice la información y lo que 
aprendió y base su respuesta en el contexto de 
cualquier interacción significativa

d) Dibuje una gráfica de interacción que ilustre el 
efecto de la interacción

e) Efectúe una prueba para comparar los métodos 1 y 
2 en el laboratono 1. y haga lo mismo para el labo 
ratono 7 Comente lo que revelan esos resultados

14.12 En un expenmento efectuado en el departa 
memo de Ingeniería Cml de Virginia Tcch se obsenó 
el crecimiento que cieno tipo de alga tenía en el agua, 
en función del tiempo y la dosis de cobre que se agre­
gaba al líquido Los datos se presentan a continuación 
La respuesta se expresa en unidades de algas

Tiempo en días
Cobre 5 12 18

1 0 30 0 37 025
0 34 0 36 0 23
0 32 0 35 0 24

2 0 24 0 30 0 27
0 23 0 32 0 25
0 22 031 0 25

3 0 20 0 30 0 27
0 28 031 0 29
0 24 0 30 0 25

á) Haga un análisis de vananza y elabore la tabla co­
rrespondiente

b) Comente acerca de si los datos son suficientes para 
mostrar un efecto del tiempo sobre la concentra 
Clon de algas

t) Haga lo mismo para el contenido de cobre ¿El ni­
vel de contenido de cobre tiene algún efecto sobre 
la concentración de algas’

d) Comente los resultados de la prueba de interac 
Clon ¿Como influye el tiempo sobre el efecto del 
contenido de cobre’’

14.13 En Classical and Modem Ra^rcssion with 
Application'! (Duxhary Classic Senes 2a ed. 1990), 
de Myers, se desenbe un expenmento cn el que la 
Agencia de Protección Ambiental busca determinar el 
efecto de 2 métodos de tratamiento de aguas sobre la 
absorción del magnesio Se miden los niveles de mag­
nesio. en gramos por centímetro cubico (cc) y se ineor 
poran 2 niveles diferentes de tiempo al expenmento 
Los dalos son los siguientes

Tratamiento
Tiempo (horas) 1 2

1 2 19 2 15 2 16 203 201 204
2 2 01 2 03 2 04 1 88 1 86 1 91

a) Dibuje una grahea de la interacción ¿Cual es su 
impresión ’

b) Efectúe un análisis de vananza y presente pruebas 
para los efectos pnncipales y de interacción

c) Mencione los hallazgos científicos acerca de corno 
influyen el tiempo y el tratamiento en la absorción 
del magnesio

d) Ajuste el modelo de regresión adecuado usando el 
tratamiento como vanable categonca Incluya la 
interacción en el modelo

e) ¿La interacción es significativa en el modelo de 
regresión ’

14.14 Considere los datos del ejercicio 14 12 > res 
ponda las siguientes preguntas
a) Ambos factores, el cobre y el tiempo, son cuanii 

tativos Como resultado, podna ser de ínteres un 
modelo de regresión Desenba cual sena un mo­
delo adecuado si se usa r, = contenido de cobre 
y T, = uempo Ajuste el modelo a los datos mos­
trando los coeficientes de regresión y haga unj 
prueba t para cada uno

b) Ajuste el modelo

} =/3()+/3i VI •f/J-'t: 4-T] r:

•b 0]] c7 + P'2 rj 4- c,
> compárelo con el que ehgioen el muso a (Cual 
es mas apropiado’ Como cnteno utilice

14.15 El proposito del estudio Tlu ¡ncorporatinn of 
a Cliclalinii Agent into a ríame Retardant Finish of a 
Colton Flannelette and the Euiluation of Seleeiid 
Fabru Properties, llevado a cabo cn Virginia Tech tus 
evaluar el uso de un agente quelante tomo partí, del 
acabado retardante dJ fuego de la franela de algodón 
determinando sus efectos en la inflamabilidad despu^.^ 
de lavarla tela en condiciones especificas Se utilizaron 
2 tratamientos con 2 niv eles, se prepararon 2 baños uno 
con celulosa de carboximeiilo (baño 1) v otro sin ella 
(baño II) La mitad de la tela se lavo 5 veces ) la otra 
mitad se lavo 10 veces Hubo 12 pedazos de tela en c.ida 
combination de baño/numero de lavados Después de 
los lavados se midieron las longitudes quemadas de la 
lela asi como los tiempos de combustion Seregistranm 
los siguientes tiempos de combustion (en segundos)

Lavados Daño I Baño 11
5 13 7 23o 1x7 Ii2 54 5U

25 5 158 148 44 50 3 3
14 0 29 4 9 7 16 0 2 5 1 6
140 12 3 12 3 3 9 ■> S 7 1

10 27 2 I6K 12 9 1S2 88 14 5
149 17 1 130 147 17 l 139
IOS 135 25 5 10 6 58 73
14 2 27 4 115 177 18 3 99

a) Realice un análisis de vananza .Existe un ter 
mino de interacción signiticalivi ’

b) ,Se encontraron ditcrenuas en los electos pnnci 
pales ’ Analice la iníormacion
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En esta sección consideramos un experimento con 3 factores, A,By C, en los niveles a, 
by c, respectivamente, en un diseño experimental completamente aleatorizado. Suponga 
de nuevo que se tienen n observaciones para cada una de las abe combinaciones de tra­
tamientos. Debemos proceder a realizar las pruebas de significancia para los 3 efectos 
principales y las interacciones implicadas. Se espera que el lector podrá utilizar después 
esta descripción para generalizar el análisis a * > 3 factores.

Modelo para el El modelo para el experimento de 3 factores es
experimento de

iresfactores = fi + Q¡+(3j + (a/3)y + (ory),* -t- + {a0y),jk +

1 = 1,2,..., a; j = 1,2........b; k = 1,2.........c; y / = 1, 2,..., /i, donde q_, 0^ y
son los efectos principales y io0)¡j, (Qry)^ y Í0'y)^^ son los efectos de la interacción de
2 factores que tienen la misma inteipretación que en el experimento con 2 factores.

El término (00^)^^ se denomina efecto de interacción de 3 factores, y representa la 
no aditividad de las (ct/3),j sobre los diferentes niveles del factor C. Igual que antes, 
la suma de todos los efectos principales es igual a 0, y la suma sobre cualesquiera de los 
subíndices de los efectos de la interacción entre 2 y 3 factores es igual a 0. En muchas 
situaciones experimentales estas interacciones de orden superior son insignificantes y 
sus cuadrados medios sólo reflejan variación aleatoria; pero se debe descnbir el análisis 
en su forma más general.

Nuevamente, para realizar pruebas válidas de significancia debe suponerse que los 
errores son valores de variables aleatorias independientes y con distribución normal, 
cada una con medía igual a 0 y varianza común tr-.

La filosofía general respecto al análisis es la misma que la que se estudió para los 
experimentos de 1 y 2 factores. La suma de cuadrados se divide en 8 términos, donde 
cada uno representa una fuente de variación de los que se obtienen estimados inde­
pendientes de <7* cuando todos los efectos principales y de la interacción son iguales 
a 0. Si los efectos de cualquier factor dado o interacción no son iguales a 0. entonces 
el cuadrado medio estimará la varianza del error más un componente debido al efecto 
sistemático en cuestión.

Suma de «
cuadrados para SCA = ben
unexpcnmenlo
di* tres factores

í=i I j

k=\ ¡

SCiABC) = n= n 5151
I j k

■src=EEE E<>'^‘' - = E E E E. . L l , j k I__, J k I
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Aunque en esta sección hacemos énfasis en la interpretación de una salida de rcsul- 
lados por computadora con comentarios, en vez de preocupamos por cálculos laboriosos 
de sumas de cuadrados, ofrecemos lo siguiente como la suma de cuadrados para los 3 
efectos principales y las interacciones. Obser\e lu evidente extensión del problema de 2 
factores a uno de 3.

Los promedios en las fórmulas se definen como sigue: 
f = promedio de todas las aben observaciones,

= promedio de las observaciones para el i-ésÍmo nivel del factor A,
= promedio de las observaciones para ely-ésimo nivel del factor B,

S\~ promedio de las observaciones para el A-ésimo nivel del factor C,
= promedio de las obsen.’aciones para el /-ésimo nivel de A y ely-esimo nivel de B,

p^j^ = promedio de las obseiv'aciones para el t-ésimo nivel de A y el A*csimo nivel de C.
P^^^ = promedio de las obsen-aciones para el y-ésimo nivel de B y el A-ésimo nivel de C,
5*,^^ = promedio de las observaciones para la (yAO-ésima combinación de tratamientos.

Los cálculos en una tabla de análisis de varianza para un problema de 3 factores 
con n réplicas de corridas para cada combinación de factores se resumen en la tabla 14.7

Tabla 14.7; ANOVA para el experimento de 3 factores con n réplicas

Fuente de 
variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

f
calculada

Efecto principal:
A SCA a - 1 /'=)Í

B SCB b- 1 A'X

C SCC c- 1 4

Interacción de 2 factores:
AB SCC\B) (í; - !)(/;- 1)

‘■\iIt

AC SCtAC) U¡- l)(f- 1) 4

BC SCiBC) ib — 1 )(c — 1 > f- = 'é

Interacción de 3 factores:

ABC SC{ABC) (<; - !)(/;- 1 )íc- 11 ,v-

Error SCE u/;r(;i-l)
Total STC aben— 1

Para el experimento de 3 factores con una sola corrida experimental por combina­
ción .se podría utilizar el análisis de la tabla 14.7 con n = 1 y usando la suma de cua­
drados de la interacción ABC para SCE. En este caso suponemos que los efectos de la 
interacción (Q/3')),^, son todos iguales a cero, de modo que

SQABC)
(a- U(h- iKc- 1)

= cr +
(íí — 1!(/) — 1 >(t

= I i I
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Es decir, SC{ABC) representa !a variación que sólo se debe al error experimental. Por lo 
tanto, su cuadrado medio proporciona un estimado no sesgado de la varianza del error. 
Con n = 1 y SCE = SC(ABC), la suma de cuadrados del error se obtiene restando la 
suma de cuadrados de los efectos principales y las interacciones de 2 factores a la suma 
de cuadrados total.

Ejemplo 14.4; I En la producción de un material en particular hay 3 variables de interés: A, el efecto del 
operador (3 operadores): B, el catalizador utilizado en el experimento (3 catalizadores); 
y C, el tiempo de lavado del producto después del proceso de enfriamiento (15 minutos y 
20 minutos). Se realizaron 3 corridas con cada combinación de factores. Se consideró 
que debían estudiarse todas las interacciones entre los factores. En la tabla 14.8 se pre­
sentan los productos codificados. Realice un análisis de varianza para probar si existen 
efectos significativos.

Tabla 14.8: Datos para el ejemplo 14.4

Tiempo de lavado, C
15 minutos 20 minutos

Catalizador, B Catalizador, B
Operador,/! 1 2 3 1 2 3

1 10.7 10.3 11.2 10.9 10.5 12.2
10.8 10.2 11.6 12.1 11.1 11.7
11.3 10.5 12.0 11.5 10.3 11.0

2 11.4 10.2 10.7 9.8 12.6 10.8
11.8 10.9 10.5 11.3 7.5 10.2
11.5 10.5 10.2 10.9 9.9 11.5

3 13.6 12.0 11.1 10.7 10.2 11.9
14.1 11.6 Il.O 11.7 11.5 11.6
14.5 11.5 11.5 12.7 10.9 12.2

Solución: La tabla 14.9 muestra el análisis de varianza de los datos. Ninguna de las interacciones 
muestra un efecto significativo a un nivel q = 0.05. Sin embargo, el valor P para BC es 
0.0610. de modo que no debe ignorarse. Los efectos del operador y el catalizador son 
significativos, en tanto que el del tiempo de lavado no lo es. J

Impacto de la interacción BC
Se deben analizar otros aspectos del ejemplo 14.4. en particular acerca del manejo del 
efecto que la interacción entre el catalizador y el tiempo de lavado tienen sobre la prueba 
del efecto principal del tiempo de lavado (factor C). Recuerde el análisis de la sección
14.2. Se proporcionaron ejemplos de la manera en que la presencia de la interacción 
podría cambiar la interpretación que se da a lo.s efectos pnncipales. En el ejemplo 14.4 
la interacción flCes significativa aproximadamente al nivel 0.06. No obstante, suponga 
que se obtiene una tabla de medias de 2 factores como la 14.10.

Queda claro por qué el tiempo de lavado no fue significativo. Ln analista jkx'o 
cuidadoso se quedaría con la impresión de que el tiempo de lavado p<idría eliminarse 
de cualquier estudio futuro en el que se mida el producto. Sm embargo, es notorio cómo 
cambia el efecto del tiempo de lavado de uno negativo para el pnmer catalizador, a lo
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Tabla 14.9. ANOVA para un expenmenlo de 3 factores en un diseño completamente aleatonzadn

Fuente gl Suma de cuadrados Cuadrado medio Valor F Valor P

A 2 13.98 6.99 11.64 0.0001

B 2 10 18 5.09 8.48 0.0010
AB 4 4.77 1.19 1.99 0.1172
C 1 1.19 1.19 1.97 0.1686
AC 2 2.91 1.46 2.43 0.1027
BC 2 3.63 1.82 3.03 0.0610
ABC 4 4.91 1.23 2.04 0.1089
Error 36 21.61 0.60

Total 53 63.19

Tabla 14.10. Tabla de medias de 2 factores para el ejemplo 14.4

Catalizador, B
Tiempo de lavado, C

15 min 20 min

1 12 19 11.29
2 10 86 10 50
3 11.09 11.46

Medias 11.38 11 08

que parece ser un efecto positivo para el tercer catalizador. Si solo nos concentramos en 
los datos para el catalizador 1. una comparación simple entre las medias de los 2 tiempos 
de lavado produciría un estadístico / sencillo.

12 19 - 11 29 _
' “ VÜ6Í2/91 “ "

que es significativo a un nivel menor que 0 02 Así. bien podría ignorarse un imponanle 
efecto negativo del tiempo de lavado para el catalizador 1 si el analista hace la interpre­
tación general incorrecta de la razón F insigniticanle del tiempo de lavado

Agrupamiento en modelos niultifactoriales
El modelo de 3 factores y su análisis se describió de la manera mas general mediante 
la inclusión en el modelo de todas las interacciones posibles Por supuesto. ha> mutha> 
situaciones en las que a priori se sabe que el modelo no debería contener ciertas interaL- 
ciones. Así, es posible aprovechar este conocimiento al combinar o agrupar la.s sumas 
de cuadrados correspondientes a interacciones despreciables con la suma de cuadrados 
del error para formar un nuevo estimador de <r- con un numero mas grande de grados de 
libertad. Por ejemplo, en un expenmenlo de metalurgia diseñado para estudiar el electo 
de 3 sanables importantes del proceso sobre el espesor de película, suponga que se sabe 
que el factor 4. la concentración de acido, no interactüa con los tactores /í v C U>
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TaWa 14.11: ANOVA sin interacción del factor/!

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado f
variación cuadrados libertad medio calculada
Efecto pnncipal:

A SCA a — I ^1
/i=r^

B SCB b-\ $2 /= = 7f
C SCC c — I 4

Interacción de 2 factores*
BC SC{BQ (b-m- 1) si

Error SCE Resta
Total STC aben — 1

sumas de cuadrados SCA, SCB, SCC y SC(BC) se calculan usando los métodos descn- 
los en un apartado antenor de esta sección Todos los cuadrados medios de los efectos 
restantes ahora estimarán de manera independiente la varianza del error <r' Por lo tanto, 
formamos el nuevo cuadrado medio del error agrupando 5C(AS). 5C(AC). SC{ABQ 
y 5CE junto con los grados de libertad correspondientes El denominador resultante de 
las pruebas de significancia es, entonces, el cuadrado medio del error dado por

2__SC(AB) + SQAC) + SC(ABC) + SCE
^ ~ {a - \){b~ l) + (a- l)(c - l) + (a- l){6- l)(c - \) + ahcin - 1) '

Por supuesto, con una resta se obtienen la suma de cuadrados agrupada y los grados de 
libertad agrupados, una vez que se calcula la STC y las sumas de cuadrados para los efec­
tos existentes La tabla del análisis de\ananza adoptaría así la forma de la tabla 14 11

Experimentos factoriales en bloques
En este capítulo se ha supuesto que el diseño expenmcntal utilizado es un diseño comple­
tamente aleatonzado Al interpretar los niseles del factor A en la tabla 14 11 como blo­
ques diferentes se tiene el procedimiento del análisis de \ananza para un expenmento 
de 2 factores en un diseño de bloques aleatonzados Por ejemplo, si se interpretan los 
operadores del ejemplo 14 4 como bloques. > se supone que no ha> interacción entre 
los bloques y los otros 2 factores, el análisis de vananza adopta la forma de la tabla 14 12, 
en \ez de la de la tabla 14 9 El lector puede \enficar que el cuadrado medio del error 
también es

A
4 77 -1- 291 -t-491 -t-2161 

4-1-2-1-4-1-36
= 0 74,

lo que demuestra el agrupamiento de las sumas de cu.idrados para los efectos de la inte­
racción inexistente Obsene que el factor i?, el catalizador, tiene un efecto signiticatiso 
sobre el producto



584 Capílulo 14 Experimentos factoriales (dos o más factoires)

Tabla 14.12: ANOVA para un experimento de 2 factores en un diseño de bloques aIeatorizado.s

Fuente de 
variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

f
calculada Valor/»

Bloques 13.98 2 6.99

Efecto principal:
B 10.18 2 5.09 6.88 0.0024
C 1.18 1 1.18 1.59 0.2130

Interacción de 2 factores
BC

Error
Total

3.64
34.21
63.19

2
46
53

1.82
0.74

2.46 0.0966

Ejemplo 14.5: Í Se realizó un experimento para determinar los efectos de la temperatura, la presión y la 
intensidad de agitación .sobre la tasa de filtración del producto. Esto se hizo en una plan­
ta piloto. El experimento se corrió en 2 niveles de cada factor. Ademis. .se decidió que 
debían utilizarse 2 lotes de materia prima. los cuales fueron tratados como bloques. Se 
hicieron 8 corridas experimentales en orden aleatorio para cada lote de materia prima. 
Se piensa que todas las interacciones de los 2 factores podrían ser de interés. No se su­
pone que haya interacciones con los lotes. Los dalos aparecen en la tabla 14.13. Las le­
tras "B" y "A” implican niveles bajo y alto, respectivamente. La lasa de filtración se ex­
presa en galones por hora.
o) Elabore la tabla ANOVA completa. Agrupe todas las “interaccione.s" con los bloques 

dentro del error.
b) ¿Cuáles interacciones parecen ser significaiiva.s?
c) Construya gráficas que revelen las interacciones significativas e interprételas. Expli­

que el significado de la gráfica para el ingeniero.

Tabla 14.13: Datos para el ejemplo 14.5 

Lote 1

Tosa de agitación baja Tu.sa de agitación alta
Temp. Presión B Presión A Temp. Presión B Presión \

B 43 49 B 44 47
A 64 68 A 97 102

Lote 2
Tasa de agitación baja Tasa de agitación alta

Temp. Presión B Presión A Temp. Presión B Presión \
B 49 57 B 51 5.5
A 70 76 A 103 106
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Solución: a) En la ñgura 14.7 se presenta una salida de resultados impresos por computadora del 
SAS.

b) Como se aprecia en la figura 14.7, la interacción de la temperatura con la tasa de 
agitación {sírale) parece ser muy significativa. Asimismo, la interacción de la presión 
con la tasa de agitación también parece ser significativa. A propósito, si se hicieran 
más agrupamientos al combinar las interacciones insignificantes con el error, las con­
clusiones senan las mismas y el valor P para la interacción de la presión con la tasa 
de agitación se volvería más fuerte, a saber, 0.0517.

c) Como se aprecia en la figura 14.7, los efectos principales tanto de la tasa de agitación
como de la temperatura son muy significativos. Un vistazo a la gráfica de interacción 
de la figura 14.8a revela que el efecto de la tasa de agitación depende del nivel de la 
temperatura. Con la temperatura baja el efecto de la tasa de agitación es despreciable, 
mientras que con la temperatura alta la tasa de agitación tiene un efecto positivo 
fuerte sobre la tasa media de filtración. En la figura 14.86 la interacción entre la pre­
sión y la tasa de agitación, aunque no de manera tan pronunciada como la de 
la figura 14.8a, todavía muestra una ligera inconsistencia del efecto de la lasa 
de agitación a través de la presión. J

Soarce DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
batch 1 175.562500 175.562500 177.14 <.0001
pressure 1 95.062500 95.062500 95.92 <.0001

terp 1 5292.562500 5292.562500 5340.24 <.0001
pressure»temp 1 0.562500 0.562500 0.57 0.4758
strate 1 1040.062500 1040.062500 1049.43 <.0001
pressure*strate 1 5.062500 ' 5.062500 5.11 0.0583
terp*strate 1 1072.562500 1072.562500 1082.23 <.0001

pressure* temp* s trate 1 1.562500 1.562500 1.58 0.2495
irror 7 6.937500 0.991071
Corrected Total 15 7689.937500

Figura 14.7: ANOVA para el ejemplo 14.5, interacción del lote agrupado con el error.

Figura 14.8: Gráficas de interacción para el ejemplo 14.5.

Alta
Baja

Alta
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Ejercicios
14.16 Considere una situación expenmental que im­
plique los factores A, B y C, en la que se supone un 
modelo de efectos fijos de 3 factores de la forma = 
/i -h Q, + /3^ -I- 7^ 4- 037)^, + Se considera que 
todas las demás interacciones no existen o son despre­
ciables Los datos se presentan en seguida

Bi Bz
c, C: C\ Ci Cz Ci

A, 40 34 39 44 3 1 3.1
4.9 4 1 43 3.4 35 37

As 36 28 3 1 27 29 37
39 32 35 30 32 4.2

Aj 48 33 36 36 29 29
37 3.8 42 38 3 3 35

A4 36 32 3 2 2_2 29 36
39 28 34 35 32 43

íi) Haga una prueba de significancia sobre la interac­
ción fiCal nivel q = 005

b) Desarrolle pruebas de significancia sobre los efec­
tos principales A,ByC usando un cuadrado medio 
del error agrupado, con un nivel o = 0 05

14.17 Los siguientes dalos son medidas de un expe- 
nmenio donde se usaron 3 factores. A,B) C. lodos de 
efectos fijos

Ci Cz Cz
B, Bz By Bi Bz Bi Bi Bz By

Al 15 0 14 8 15 9 168 142 132 15 8 155 192
185 136 148 15 4 12 9 116 14 3 13 7 13 5
22 1 122 136 143 130 10 1 130 126 111

As 11 3 172 16 1 189 154 124 12 7 17 3 78
146 155 147 173 170 136 14 2 15 8 115
182 142 134 16 1 186 152 159 146 122

a) Haga pruebas de significancia sobre todas las inte­
racciones a un nivel Q = 0 05

b) Realice pruebas de significanua sobre los efectos 
pnncipales a un nivel Q = 0 05

c) De una explicación de la forma en que una interac­
ción significativa enmascara el efecto del factor C

14.18 El método de fluorescencia por rajos X es 
una herramienta analítica importante para determinar 
la concentración de material en los propulsores soli­
dos pora misiles En el articulo An X-ra\ riuoreictun’ 
^}cll¡od for Ai¡ül\zinq Pohbuuulienc /Unfit AiuJ 
(PBAA) Pn>pellan¡s (Quarterlv Report, RK-TR-62-1 
Armj Ordinance Missile Command, 1962). se afirma 
que el proceso de mezcla del propulsor j el tiempo de 
análisis influyen en la homogeneidad del matenal v 
por lo tanto, en la precision de las mediciones de la

intensidad de los rajos X Se hizo un expenmento uiili. 
zando 3 factores A. las condiciones de mezcla (4 nive­
les). B. el tiempo de análisis (2 niveles), y C, el método 
de carga del propulsor en ios recipientes para muestras 
(temperatura elevada y de la habitación) Se obtuv icron 
los dalos siguientes, que representan el porcentaje de 
peso del perclorato de amoniaco en un propulsor dado

Método de carga, C
Caliente Temp, de la hab.

A Bi Bz B, Bz
1 38 62 38 45

37 20 38 64
38 02 38 75

39 82 39 82
39 15 40 26
39 78 39 72

2 37 67 37 81
37 57 37 75
37 85 37 91

39 53 39 56
39 76 39 25
39 90 39 04

3 37 51 37 21
37 74 37 42
37 58 37 79

39 34 39 74
39 60 39 49
39 62 39 45

4 37 52 37 60
37 15 37 55
37 51 37 91

40 09 39 36
39 63 39 38
39 67 39 00

a) Realice un análisis de vananza con q = 0 01 para 
probar la existencia de efectos pnncipalcs j de in 
teraccion significativos

b) Analice la influencia de los 3 factores sobre el 
porcentaje de peso del perclorato de amoniaco In 
cluja en su análisis el papel que desempeña cual 
quier interacción significativa

14.19 La fatiga por corrosion de los metales se ha de 
finido como la acción simultanea de tension cíclica v 
ataque químico sobre una estructura metálica En el es 
ludio EJftLl of Hiinudih wu¡St\enil Siirfan Coatum 
on ¡he raiií’ue Lift of 2024-T^5¡ Muminum \llo\ 
realizado por el Departamento de Ingeniena Mecánica 
de Virginia Tech se utilizo una Iccmca que requería la 
aplicación de un recubnmiento proiecior de cromato 
para minimizar el daño de la fatiga por corrosion en el 
aluminio En la investigación se emple.u'on tactores 
con 5 replicas para cada combinación de tratamientos 
recubnmiento en 2 niveles, liumedad v esiuerzo cor 
lanie ambos enniveles \ continuación se presentan 
los datos de fatiga expresados en miles de ciclos antes 
de la falla
íi) Realice un análisis de vananza con = (HH pan 

probar la existencia de efectos principales v de in 
teraccion significativos

fi) Haga una recomciui.iciun para las combinaciones 
de los 3 tactores míe producirían poco daño p*'r 
fatiga
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brimiento

)rimiento

Cremado

Humedad
Esruerzo cortante insi) Tipo

Biyo 4580 5252 361 3 1 715 724
(20-2570 RH) 10.126 897 466 2 792 715

1341 1465 1069 3 762 606
6414 2694 469 4 1 673 946
3549 1017 937 2 657 743

Medio 2858 799 "ÍU 3 690 245
(50-607O RH) 8829 3471 244 5 1 634 715

10.914 685 261 2 649 724
4067 810 522 3 724 627
2595 3409 739

Alto
(86-917c RH)

6489
5248
6816
5860
5901

1862
2710
2632
2131
2470

1344
1027
663

1216
1097

Bajo
(20-257o RH)

5395
2768
1821
3604
4106

4035
2022

914
2036
3524

130
841

1595
1482
529

Medio
(50-60 7c RH)

4833
7414

10.022
7463

21.906

1847
1684
3042
4482

996

252
105
847
874
755

14.21 Las copiadoras electrónicas funcionan adhi- 
nendo unta negra al papel mediante electncidad está­
tica La etapa final del proceso de copiado comprende 
el calentamiento y adhesion de la tinta sobre el papel 
La potencia de la adhesion durante este proceso final 
determina la calidad de la copia Se plantea que la tem­
peratura. el estado superficial de la adhesion en el ro­
dillo y la dure¿a del rodillo de la prensa inllu>en en la 
potencia de adhesión de la copiadora Se hi?o un expe­
rimento con tratamientos, que consistían en una combi­
nación de estos 3 factores en cada uno de 3 niseles Los 
datos siguientes muestran la potencia de la adhesión 
para cada combinación de tratamientos Líese a cabo 
un análisis de vananza con a = 0 05 para probar si hay 
efectos pnncipales j de interaLCion significativos

Alto 3287 1319 586
(86-917o RH) 5200 929 402

5493 1263 846
4145 2236 524
3336 1392 751

I4J0 Para un estudio de la dureza de los empastes 
dentales de oro se eligieron 5 dentistas al azar y se asig­
naron a combinaciones de 3 métodos de condensación 
) 2 tipos de oro Se midió la dureza (Véase Hoaglin, 
Mosteller y Tukey. 1991) Permita que los dentistas 
dísempeñen el papel de bloques Los datos se presen­
tan a continuación
o) Proponga el modelo adecuado con las suposiciones 
í>) ¿Hay una interacción significativa entre el método 

de condensación y el tipo de maienal de empaste 
de oro ^

c) ¿Hay un método de condensación que parezca me­
jor'’ Explique su respuesta

Tipo
Dentista Método Lámina dorada Goldent

I 1 792 824
2 772 772
3 782 803

2 1 803 803
2 752 772
3 715 707

(toiil)

Elstado
superficial Dureza del rodillo
de la adhesion_________ de la prensa
en el rodillo 20 40 6Ü

Temp. Suave 0 52 0 44 
hnln 0 57 0 53

0 54 0 52 
0 65 0 56

0 60 0 55 
0 78 0 68

Medio 0 64 0 59 
0 58 0 64

0 79 0 73 
0 79 0 78

0 49 0 48 
0 74 0 50

Duro 0 67 0 77
0 74 0 65

0 58 0 68 
0 57 0 59

0 55 0 65 
0 57 0 58

Temp. Suave 0 46 0 40 
mi-día 0 58 0 37

0 31 0 49 
0 48 0 66

0 56 0 42 
0 49 0 49

Medio 0 60 0 43 
0 62 0 61

0 66 0 57 
0 72 0 56

OW 0 54 
0 74 0 56

Duro 0 53 0 65
0 66 0 56

0 53 0 45 
0 59 0 47

0 56 0 66 
0 71 0 67

Temp. Suave 0 52 044 
«im 0 57 0 53

0 54 0 52 
0 65 0 56

0 65 0 49 
0 65 0 52

Medio 0 53 0 65 
0 66 0 56

0 53 0 45 
0 59 0 47

0 49 0 48 
0 74 0 50

Duro 0 43 0 43
0 47 0 44

048 0 31 
0 43 0 27

0 55 0 65 
0 57 0 58

14.22 Considere el conjunto de datos del eierucio 
1421
ít) Conslruva una gráfica de la interacción para cual­

quier interacción de 2 factorcN que sea signifiLa- 
uva

b) Dibuje una gralica de probabilidad normal de resi­
duales y coméntela
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14.23 Considere combinaciones de 3 factores en el 
retiro de la suciedad de cargas estándar de lavandería 
El primer factor es la marca del detergente* X,YoZ 
El segundo factor es el tipo de detergente liquido o 
en polvo El tercer factor es la temperatura del agua, 
caliente o tibia. El expcnmento se replico 3 veces La 
respuesta es el porcentaje de suciedad eliminada Los 
datos son los siguientes
Marca Tipo Temperatura

X En polvo Caliente
Tibia

85
82

88
83

80
85

Liquido Caliente
Tibia

78
75

75
75

72
73

Y En polvo Caliente 90 92 92
Tibia 88 86 88

Líquido Caliente 78 76 70
Tibia 76 77 76

Z En polvo Caliente 85 87 88
Tibia 76 74 78

Líquido Callente 60 70 68
Tibia 55 57 54

á) ¿.Existen efectos de la interacción significativos a 
un nivel q = 0 05"^

b) (.Hay diferencias significativas entre las tres mar­
cas de detergente*’

c) (.Cual combinación de factores prefenna utilizar?
14.24 Un científico recaba datos expenmeniales so­
bre el radio de un grano de combustible propulsor. 
en función de la temperatura del polvo, la tasa de extru­
sión y la temperatura del molde Los resultados de los 3 
factores del expenmcnlo son los siguientes

Temp. del polvo
150 190

Temo, del molde Tcmn. del molde
Tosa 220 250 220 250

12 82 124 88 129
24 114 157 121 164

No se dispone de recursos para hacer experimentos re­
petidos con las 8 combinaciones de factores Se cree

que la tasa de extrusión no interactúa con la tempera- 
tura del molde, y que la interacción entre los 3 factores 
es despreciable Así. esas 2 interacciones pueden agru- 
parse para producir un término de "error" con 2 grados 
de libertad
a) Haga un análisis de vananza que incluya los 3 

efectos pnncipales e interacciones de 2 factores 
Determine cuales efectos influyen en el radio del 
grano de combustible

b) Construya gráficas de interacción para la tempera­
tura del polvo usando la temperatura del molde y 
la del polvo medtante las tnteracciones de la tasa 
de extrusión

c) Comente acerca de la consistencia de la apanencij 
de las gráficas de interacción y las pruebas sobre 
las 2 interacciones en el ANOVA

14.25 En el libro Desisn of Expenmenis for Qiiali¡\ 
Iiiipmumenr, publicado por la Japanese Standards 
Association (1989). se reporta un estudio sobre la ex­
tracción de polietileno por medio de un solvente y Ij 
manera en que la cantidad de gel (proporción) se ve in­
fluida por 3 factores el tipo de solvente, la temperatura 
de extracción y el tiempo de extracción Se diseño un 
experimento factorial > se obtuv leron los dalos siguien 
tes. expresados en proporción de gel

Tiempo
Temp, del solv ente 4 8 16
Etanol 120 94 0 94 0 93 8 94 2 91 1 9Ü^

80 95 3 95 1 94 9 95 3 92 5 924
Tolueno 120 94 6 94 5 93 6 94 1 91 ! 91 0

80 95 4 95 4 95 6 96 0 92 1 92 I
ü) Haga un análisis de vananza y determine cuales 

(actores c interacciones mfluven en la proporción 
de gel

h) Construva una gralica de la interacción entre cua 
lesquiera 2 factores que sea sigmlicativa \demas 
explique que conclusion se podna extraer de la 
presencia de la interacción

c) Haga una gralica de probabilidad normal dt los 
residuales v comente

14.5 Experimentos factoriales para efectos aleatorios 
y modelos mixtos

En un cxpenmenio de 2 factores con efectos aleaionos se tiene el modelo 

Yijk = fi + A, + Bj + (, \B)ij + (,

para i = 1,2......a.j = 1.2. . ,b,\k= 1.2....... n. donde \. B {\B) \ t son vanablc'-
aleaionos independientes con medias Igual a ü > vanan/as <t' a a y rr respcvti* 

vamente Las sumas de cuadrados para expenmentos de electos aleatorios se calculan
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exactamente de la misma forma que en los cxperímenlos de efectos fijos. Ahora se tiene 
interés en probar hipótesis con la forma

h'q. (tI = 0, a} = 0. h'¿\ = 0.
0. h": al # 0, h';\ alp 0.

donde el denominador en la razón/no es necesariamente el cuadrado medio del error. El 
denominador apropiado se determina examinando los valores esperados de los distintos 
cuadrados medios, los cuales se presentan en la tabla 14.14.

Tabla 14.14: Cuadrados medios esperados para un experimento de efectos aleatorios de 2 factores

Fuente de Grados de Cuadrado Cuadrado medio
variación libertad medio esperado
A a — 1 a- + nal^} + bna-
B b- 1 a- +nalj +anal
AB (c-l){fc-l) a- + nal¿
Error abin — 1) a~
Total abn — 1

En la tabla 14.14 se observa que //¿ y se prueban usando en el denominador 
de la razón / mientras que se prueba con r en el denominador. Los estimados no 
sesgados de los componentes de la vananza son

d-- •^1--^5
bn

Tabla 14.15* Cuadrados medios esperados para un expenmento de efectos aleatonos de 3 factores

Fuente de 
variación

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

Cuadrado medio 
esperado

A a — 1 •*! cr + na-j^ + cna-j + bna}^ + baial

B b- 1 .ÍS + c/iai, + imal^ + auial

C c — 1 •*3 a~ + nal¿^ + Zmer^ + an + alma}^

AB (a-l)(fo-l) •^4 A nali^+cnalj

AC (ü- l)(c- 1) r- (f- + nal^)^ A bnal^

BC l)(c- 1) 4 AAunáis

ABC (íi-l)(/í-l)(c-I) 4 +"<3-j

Error iibc{n — 1) S- a-

Total aben — 1

En la tabla 14.15 se presentan los cuadrados medios esperados parad expenmento 
de 3 factores con efectos aleatonos en un diseño completamente aleatonzado partir de 
los cuadrados medios esperados de la tabla 14 15 es cudente que se pueden lormar
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razones/adecuadas para probar todos los componentes de la vananza de la interacción 
de 2 y 3 factores Sin embargo, para probar una hipótesis de la forma

Ho of, = 0.

H\

parece que no hay razón/apropiada, a menos que se encontrara que uno o más de los 
componentes de la vananza de interacción de 2 factores no es significativo Por ejemplo 
suponga que se hubiera comparado (cuadrado medio i4C) con (cuadrado medio 
ABQ y se encontrara que <r^ es despreciable Entonces podría argumentarse que el 
término <r^ debería eliminarse de todos los cuadrados medios esperados de la tabla 
14 15; entonces, la razón ofrece una prueba de 1a significancia del componente <r' 
de la \ananza Por lo tanto, si se prueba la hipótesis concerniente a los componentes de 
la \ananza de los efectos pnncipales, es necesario investigar pnmero la sigmhcanua 
de los componentes de la interacción de 2 factores Cuando se encuentra que ciertos 
componentes de la vananza de la interacción de 2 factores son significativos, por lo 
que deben permanecer como parte del cuadrado medio esperado, se utiliza una prueba 
aproximada denvada por Satterthwaite (1946. véase la bibliogralía)

Ejemplo 14.6:1 En un estudio realizado para determinar cuáles son los fuentes importantes de la vana 
ción en un proceso mduslnal, se toman 3 mediciones del producto para 3 operadores 
elegidos al azar, y se eligen en forma aleatona 4 lotes de matena pnma Se decidió que 
debe hacerse una prueba estadística a un nivel de significancia de 0 05 para dcteiminar 
SI los componentes de la vananza debidos a los lotes, los operadores v la interacción son 
significativos Además, tienen que calcularse los estimados de los componentes de la 
vananza En la tabla 14 16 se presentan los dalos con la respuesta expresada en porcen­
taje por peso

Tabla 14 16 Dalos para el ejemplo 14 6

Operador
Lote

1 2 3 4
1 66 9 68 3 69 0 69 3

68 1 67 4 69 8 70 9
67.2 67 7 67 5 71 4

2 66 3 68 1 69 7 69 4
65 4 66 9 68 8 69 6
65 8 67 6 69 2 701)

3 65 6 66 0 67 1 67 9
66 3 66 9 66 2 68 4
65 2 67 3 67 4 68 7

Solución: Las sumas de cuadrados se calculan de la tonna acostumbrada v se obtienen los siguien 
les resultados

STC (total) = 84 5564, SCL terror) = 10 6733.
SCA (operadores) = 18 2106. iCtí (lotes) = .51) 1564.
SC{ \B) (mieraccion) = 5 5161

Se realizaron lodos los demas cálculos ) se presentan en la tabla 14 17 Como

/o US(2.6) = 5 14, /i) u'(3.6) = 4 76. V /,M.s<6.24) = 2 51,
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se descubre que los componentes de la vananza de los operadores y el lote son signifi­
cativos Aunque la varianza de la tnteracción no es significaüva a un nivel a = 0 05, el
V or P es de 0.095. Los estimados de los componentes de la vananza del efecto pnnci- 
pal son

^ 9 1053 -0 9194 
“ 12 = 0 68. .. 167188 -0.9194 , ,

Ofl =----------- ------------ = 1.76
Ji

Tabla 14 17: Análisis de vananza para el ejemplo 14.6

Fuente de
variación

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

f
calculada

Operadores 18 2106 2 9.1053 9 90
Lotes 50.1564 3 167188 18.18
Interacción 5.5161 6 0.9194 2 07
Error 10.6733 24 0 4447
Total 84 5564 35

Experimento del modelo mixto
Hay situaciones en que el expenmento dicta la suposición de un modelo mixto, es decir, 
una mezcla de efectos alealonos y fijos Por ejemplo, para el caso de 2 factores se tiene 
que

yijL — fJ-+A, + Bj + {AB )y -j-

para / = 1,2,..., a‘,j ~ 1.2, ... ¿?, A = 1, 2..... n Las pueden ser \anubles alealonas 
independientes de y las B^ pueden ser efectos fijos La naturaleza mixu del modelo 
requiere que los términos de la interacción sean sanables alealonas Como resultado. Ixs 
hipótesis relevantes adoptan la forma

//ó o-¿=0, HÜ Bí=B2= =B,=0.

h [ (Tq o, //] Al menos una de las 5^ no es Igual a 0, (T¿j ^ 0

Otra vez, los cálculos de la suma de cuadrados son idénticos a los de las situaciones de 
efectos fijos y aléatenos, y la prueba Fes determinada por los cuadrados medios espe­
rados La tabla 14 18 proporciona los cuadrados medios esperados para el problema del 
modelo mixto de 2 factores

Tabla 14 18 Cuadrados medios esperados para el expenmento del modelo mixto de 2 factores

Factor Cuadrado medio esperado

A (aleatonos) (T- +
B (fijos) a-+n(T'-j

AB (aleatonos) O’" + "<^1,3
Error a-
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A partir de la naturaleza de los cuadrados medios esperados queda claro que ¡g 
prueba sobre el efecto aleatorio emplea el cuadrado medio del error s* como deno. 
minador, mientras que la prueba sobre el efecto fijo utiliza el cuadrado medio de inte, 
racción. Suponga que ahora se consideran 3 factores. En este caso, por supuesto, debe 
tomarse en cuenta la situación en que un factor es fijo y la situación en que 2 factores son 
fijos. La tabla 14.19 cubre ambas situaciones.

Tabla 14.19: Cuadrados medios esperados para experimentos factoriales de modelo mixto de 3 factor^c

A aleatoria A aleatoria, B aleatoria
a* + cna-p + benal

a- + crurlp + acna^

A <7* + bciiíT-
b

B <T~ + cnalp + acn ^
;=i

C (T-+ bnal^ + abn ^
k=i

AB a- +
AC (7’+6ncr^

— — ^ 1 (flC )\
BC a- + EE (b-iiu-t)

¡ t
AB
Error (T~

(T~ + + anal^ + bnal^ + ubn

cr= + c/iGT¿^
<j‘ + + bnal^

O'- +

0-- + 
a~

Observe que en el caso de A aleatoria todos los efectos tienen pruebas/apropiadas. 
No obstante, para A y B aleatonas, el efecto principal C debe probarse utilizando un 
procedimiento tipo Satierthwaite. similar al que se emplea en el expenmento de efectos 
aleatorios.

Ejercicios
14.26 Suponga un experimento de efectos aleatorios 
para el ejercicio 14.2 de la página 575 y estime los 
componentes de la varianza para la.s marcas de con- 
cenuado de jugo de naranja, para el número de días 
transcurridos a partir del día en que se mezcló el jugo 
hasta el día en que se hizo la prueba, y para el error 
experimental.
14.27 Para estimar los diversos componentes de la 
variabilidad en un proce.so de filtración el porcentaje 
de material que se pierde en el licor madre .se mide en 
12 condiciones experimentales, con 3 corridas en cada 
condición. Se seleccionan al azar 3 filtros y 4 operado­
res para usarlos en el experimento
a) Pruebe la hipótesis de que no hay un componente 

de interacción de la vananza entre los filtros y los 
operadores a un nisel de significancia q = 0.05

b) Pruebe la hipótesis de que los operadores y los fil­
tros no tienen ningún efecto sobre la variabilidad 
del proceso de filtración a un nivel de significancia 
Q = 0.05

c) Estime los componentes de la \arianza que se de­
ben a los filtros, a los operadores y al error expen- 
mental.

Operador
Filtro 1 2 3 4

1 162 15 9 15.6 149
168 15.1 15 9 15 2
17.1 14 5 16.1 14 9

2 16.6 16.0 16 1 15 4
169 16 3 16.0 146
16 8 16.5 17.2 15 9

3 167 16.5 164 16 1
16.9 16.9 174 15 4
17 1 168 16.9 15 6

14.28 Un contratista de la defensa C'la interesado en 
estudiar un proceso de inspección para delectar la talla 
o la fatiga de partes de recambio Se uiili/an 3 nnele' 
de inspección i|uo ejecutan .3 inspectores elegidi" ai 
azar. Se emplean 5 lotes para c.-da combinación en el 
estudio. Los niveles de lo^ factores están en foN daio'
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La respucsia se expresa en fallas por cada 1000 piezas 
j) Esenba un modelo adecuado, con suposiciones 
j) Ulilicc análisis de vananza para probar las hipó­

tesis apropiadas para los inspectores, el nivel de 
inspección y (a interacción

Nivel de inspección
Inspección Inspección

militar militar
Inspector completa reducida Comercial
" A 7.50 7.42 7 08 6 17 6 15 5 52

5 85 5 89 5 65 5 30 5 48 5 48
5 35 5 02 5 98

' B 7 58 6 52 7 68 5 86 6 17 6 20
6 54 5 64 5 28 5 38 5 44 5 75
5 12 4 87 5 68

C 7 70 6 82 7.19 6 19 6 21 5 66
642 5 39 5 85 5 35 5 36 5 90
5 35 501 6 12

H Considere el análisis de vananza siguiente para 
unexpcnmcnio de efectos aleatonos:

Fuente de Grados de Cuadrado
variación libertad medio

A 3 140
B 1 480
C 2 325
AB 3 15
AC 6 24
BC 2 18
ABC 6 2
Error 24 5
Total 47

Pruebe si existen componentes significativos de la va 
nanza entre lodos los efectos principales y los efectos 
de interacción a un nivel de significancia de 0 01, 
e) utilice un estimado agrupado del error cuando esto 

sea apropiado,
sin agrupar las sumas de los cuadrados de efectos 
insignificantes

1430 A un gerente de una plañía le gustaría demos­
trar que la producción de una fabrica de lana de su 
planta no depende del operador de la máquina ni de 
bhora del día, y que es consistentemente elevada Se 
eligen ul azar 4 operadores y 3 horas del día para el 
estudio Se mide el producto en yardas por minuto y se 
loman muestras 3 días elegidos al azar 
n) Esenba el modelo apropiado

Evalúe los componentes de la vananza para el 
operador y la hora

c) Saque sus conclusiones

Operador
Hora 1 2 3 4

1 95 98 98 100
98 10 1 103 97
100 96 97 102

2 102 10 1 102 10 3
99 98 98 10 1
95 97 97 99

3 105 104 99 10 0
102 102 103 10 1
93 98 102 97

1431 Un fabncantc de pintura de látex pora inicno- 
res (marca A) quisiera demostrar que su pintura es mas 
robusta para el matenal donde se aplica, que la de sus 2 
competidores mis cercanos La respuesta es el tiempo, 
en años, hasta que comienza a picarse El estudio in­
cluye las 3 marcas de pintura y 3 mutenalcs selecciona­
dos al azar Para cada combinación se utilizan 2 piezas

Marca de pintura
Material A B C

A 5 50 5 15“ 4 /5 4 6U 5 !ü 5 20
B 5 60 5 55 5 50 5 60 5 40 5 50
C 5 40 5 48 5 05 4 95 4 50 4 55

a) ¿Cómo se le llama a este tipo de modelo"’
/;) Analice los datos usando el modelo apropiado 
c) t,Los datos apo>an la afirmación del fabncantc de 

la marca A?
1432 Un ingeniero de procesos desea determinar si 
el ajuste de potencia de las maquinas que se usan para 
llenar cienos tipos de cajas de cereal tienen un efecto 
significativo sobre el peso real del producto El estudio 
consta de 3 upos de cereal elaborados por la empresa, 
elegidos al azar, y 3 flujos lijos de energía Para cada 
combinación se mide el peso de 4 cajas de cereal dife­
rentes seleccionadas al azar El peso deseado es de 4(K) 
gramos A continuación se presentan los datos

Ajuste de _________Tipo del cereal
potencia l J

Bajo 395 390 392 392 402 405
401 400 394 401 399 399

Actual 396 399 390 392 404 403
400 402 395 502 400 399

Alto 410 40K 404 406 415 412
408 407 401 400 413 415

0) Proporcione el modelo adecuado y liste las suposi­
ciones que se hacen

h) (,Ha> un efecto significativo debido al ajuste de 
potencia"’

1) j,E\iste un componente de la vanan/a significativo 
debido al upo de cereal *
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Ejercicios de repaso
14.33 El Centro de Consulta Estadística de Virginia 
Tech participó en el análisis de un conjunto de datos 
tomados por el personal del Departamento de Nutrición 
Humana y Alimentos, al cual le interesaba estudiar los 
efectos del tipo de harina y el porcentaje de edulcorante 
sobre ciertos atributos físicos de un upo de pastel. Se 
usó harina muliiusos y para pasteles, y el porcentaje 
de edulcorante vanó en 4 niveles. Los siguientes datos 
presentan información acerca de la gravedad específica 
de las muesütis de pastel. Se prepararon 3 pasteles con 
cada una de las 8 combinaciones de factores.

Concentración_____________ Harina
de edulcorante Multiusos Para pasteles

0 Ü90 Ü 87 0.90 091 0 90 0.80
50 0.86 0.89 0.91 0 88 0 82 0 83
75 0 93 0 88 0.87 0 86 0 85 0 80

100 0.79 0.82 0 80 0 86 0.85 0 85

a) Realice un análisis de vananza con 2 factores 
Pruebe si existen diferencias entre los tipos de ha- 
nna Pruebe si hay diferencias entre las concentra­
ciones de edulcorante.

b) Analice el efecto de la interacción, si lo hubiera. 
Proporcione valores P para todas las pruebas

1434 Se llevó a cabo un experimento en el 
Departamento de Ciencias de Alimentos de Virginia 
Tech El objetivo fue caractenzar la textura de cierto 
Upo de pescado de la familia de los arenques. También 
se estudió el efecto de los tipos de salsa empleada para 
preparar el pescado. La respuesta en el expcnmenio era 
un “valor de textura", medido con una maquina que re­
banaba el producto de los peces Los siguientes dalos 
son los valores de textura’

Tipo de pescado
Sábalo sin Sábalo

Tipo de salsa curar curado Arenque
Crema acida 27 6 5 / 4 64 0 66 9 10/U 83 9

47.8 71 1 66 5 66 8 110 4 93 4
53 8 53.8 83 1

Salsa envinada 49.8 31.0 48 3 62 2 88 0 95 2
118 35.1 54 6 43 6 108 2 86 7
16 1 41 8 105 2

a) Haga un análisis de vananza. Determine si hav o 
no interacción entre el tipo de salsa v el tipo de 
pescado

b) Con base en los resultados del inciso a j en prue­
bas Fde los efectos pnncipales, determine si ha> 
una diferencia significativa en la textura debido a 
los tipos de salsa, y determine si existe una dife­
rencia significativa entre los tipos de pescado

14.35 Se hi/o un estudio para determinar si las con­
diciones de humedad afectan la fuer/a que se requiere

para separar piezas de plástico engomadas. Se proba­
ron 3 tipos de plástico con 4 niveles de humedad Los 
resultados, en kilogramos, son los siguientes-

Humedad
Tipo de plástico 30% 50% 70% 90%

A 39.0 33.1 33 8 33 0
42 8 37.8 30 7 32 9

B 36.9 27.2 29.7 28 5
41.0 26 8 29.1 27 9

C 27.4 29.2 26 7 30 9
30 3 29 9 32 0 31 5

a) Suponga un expenmento de efectos fijos, realice 
un análisis de vananza y pruebe la hipótesis de que 
no hay interacción enü-e la humedad y el tipo de 
plástico a un nivel de significancia de 0 05

b) Utilice sólo los plásticos A y fi y el valor de r del 
inciso a y vuelva a probar la presencia de interac­
ción a un nivel de significancia de 0 05

1436 Personal del Deparlamento de Ingeniena de 
Matenales de Virginia Tech llevó a cabo un expe­
nmento para estudiar los efectos de los factores am­
bientales sobre la estabilidad de cierto tipo de aleacmn 
cobre-níquel La respuesta bisica fue la vida de fatiga 
del matenal Los factores son el nivel de esfuerzo \ el 
ambiente Los datos son los siguientes

Nivel de esfuerzo
Ambiente_______ Bajo Medio______Alto
Hidrógeno 1108 13 12 14 18
seco 10 98 13 04 14 90

11 24 13 37 15 10
Humedad 10 75 12 73 14 15
elevada 10 52 12 87 14 42
(95^^) 10 43 12 95 14 2^

a) Haga un análisis de vananza para probar la inte­
racción entre ios factores Use a = 0 05

b) Con base en el inciso a) efectúe un análisis sobre 
los 2 efectos pnncipales y saque sus conclusiones 
Utilice el me'tcxlodel valor P para sus conclusiones

14.37 En el expenmento del ejer«.icio de repa-o 
14 33 también se utili/o el volumen del pastel como 
respuesta Las unidades en que se expresa son pulgadas 
cúbicas Pruebe la interacción entre los tactores v ana 
lice los efectos principales Suponga que los 2 laclorC' 
son efectos lijos

Concentración de_____________ Harina____________
edulcorante Multiusos \ Para pasteles ^ 

0 4 48 3 98 4 4T I 4 l2~4 92 ^ H'
50 3 68 5 04 3 72 I 5(M) 4 2f> 4 >4
75 3 92 3 82 4 06 \ 4 82 4 U 4 4o

100 3 26 3 80 3 40 i 4 ’2 4 18 4 ’6
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|4J8 Una válvula de conirol necesita ser muy sen­
sible al voltaje de entrada para así generar un voltaje 
Je salida adecuado. Un ingeniero gira las perillas de 
control para cambiar el voltaje de entrada. En el libro 
SS-Ríiíiofor the Quality Evaluation, publicado por la 
Japanese Standards Association (1988), se describe un 
estudio sobre la forma en que esos 3 factores (posición 
relativa de las perillas de control, rango de control de 
la>perilla.s y voltaje de entrada) influyen en la sensibi- 
liJad de una válvula de control. A continuación se pre­
sentan los factores y sus niveles. Los datos se refieren a 
la sensibilidad de una válvula de control, 
factor/t: posición relativa de las penllas de control;

cenü’o —0.5, centro y centro + 0.5 
Factor B; rango de control de las perillas:

2.4.5 y 7 (mm)
factor C: voltaje de entrada: 100, 120 y 150 (V)

C
A D C 1 Cs Ci
Ai tíi 151 Ü5 151 135 151 138
Ai B2 178 171 180 173 181 174
Al Bi 204 190 205 190 206 192
A: Bi 156 148 158 149 158 150
A- Bz 183 168 183 170 183 172
As Bi 210 204 211 203 213 204
Aj By 161 145 162 148 163 148
Ai Bz 189 182 191 184 192 183
As Bi 215 202 216 203 217 205

Realice un análisis de varianza con a = 0.05 para pro­
bar la existencia de efectos pnncipaics y de interacción 
significativos. Saque sus conclusiones.
1439 En el ejercicio 14.25 de la página 588 se des­
rabe un experimento que implica la extracción de po- 
lietilcno a través de un solvente.

Tiempo
ioUcnle 4 8 16
]lanol 120

80
94.0
95.3

94.0
95.1

93.8
94.9

94.2
95.3

91.1 90.5
92.5 92.4

Tolueno 120
80

94.6
95.4

94.5
95.4

93.6
95.6

94.1
96.0

91 1 91.0
92.1 92.1

(I) Haga una clase diferente de análisis de los datos. 
Ajuste un modelo adecuado de regresión con una 
variable categórica del solvente, un término de 
temperatura, un término de tiempo, una interac­
ción de la temperatura y el tiempo, una interacción 
del solvente y la temperatura y una interacción del 
solvente y el tiempo. Realice pruebas r para todos 
los coeficientes y describa sus hallazgos.

b) (.Sus resultados sugieren que el etanol y el tolueno 
requieren modelos diferentes, o son equivalentes 
aparte de las intersecciones"’ Explique su respuesta.

c) ¿Encontró alguna conclusión que contradiga las 
conclusiones que sacó de la solución del ejercicio 
14.25? Explique su respuesta.

14.40 En el libro SN-Raiio for the Quality Evaluation, 
publicado por la Japanese Standards Association 
(1988). se desenbe un estudio acerca de cómo la pre­
sión del aire de los neumáticos afecta la maniobrabi- 
lidad de un automóvil. Se compararon 3 presiones 
distintas de aire en los neumáticos sobre 3 superficies 
diferentes de manejo. Las 3 presiones del aire fueron: 
los neumáticos tanto del ludo izquierdo como del de­
recho inflados a 6 kgf/cm% los neumáticos del lado 
izquierdo inflados a 6 kgf/cm* y los del lado derecho 
inflados a 3 kgf/cm% y los neumáticos de ambos la­
dos inflados a 3 kgf/cm*. Las tres superficies de manejo 
fueron asfalto, asfalto seco y cemento seco. Se observó 
2 veces el radio de giro de un vehículo de prueba para 
cada nivel de presión de los neumáticos sobre cada una 
de la.s 3 superficies de manejo.

Presión del aire de los neumáticos

de manejo i 2 3
Asfalto 440 25 5 34 2 .37 2 27 4 42 8
Asfalto seco 31.9 33.7 31.8 27.6 43.7 38.2
Cemento seco 27.3 39.5 46.6 28.1 35.5 34.6

Realice un análisis de vananza con los datos anterio­
res Haga coméntanos acerca de la interpretación de los 
efectos pnncipaics y de interacción.
14.41 El fabricante de cierta marca de café secado por 
congelación espera reducir el tiempo del proceso sin 
arriesgar la iniegndad del producto. El ingeniero de 
procesos desea usar 3 temperaturas para la cámara 
de secado y 4 tiempos de secado. El tiempo de secado 
actual es de 3 horas a una temperatura de —I5“C La 
respuesta del sabor es un promedio de las calificaciones 
de 4 jueces profesionales. La calificación está en una 
escala de 1 a 10. donde 10 cs la mejor En la tabla que 
sigue se presentan los datos.

Temperatura
Tiempo -20 = C -If -lO^C

I hr 9.6Ü 9 6.3 9 55 9 50 9 40 9 43
1.5 hr 9 75 9 73 9 60 9.61 9 55 9 48

2 hr 9 82 9 93 9.81 9 78 9 50 9.52
3 hr 9 78 9 81 9.80 9 75 9 55 9 58

tí) (".Qué Upo de modelo se debe utilizar.' Plantee las 
suposiciones.

h) Analice los datos en forma apropiada 
() Redacte un breve inlorme para el vicepresidente 

encargado y hágale una recomendación para la 
elaboración lulura de este producto

14.42 Para garantizar el numero de cajeros ncuesa- 
nos durante las horas pico de operación, un banco ur­
bano recabó datos Se estudiaron 4 cajeros durante 3 
horanos "ocupados". 1) entre semaiia.de II) 00a 11 00 
,v.M . 2) por ias tardes entre semana, entre las 2 (K) \ 
las 3;(K) i*.M. y 3) las mañanas de los sábados, entre 
1 l.(K) y las 12 00. Un analista eligió al azar 4 horarios
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dentro de cada uno de los 3 penodos. para cada una de 
las 4 posiciones de los cajeros durante vanos meses y 
se observó el numero de clientes atendidos Los datos 
son los siguientes

Periodo
Cajero 1

1 18 24 17 22
2 16 11 19 14
3 12 19 II 22
4 II 9 13 8

25 29 23 32
23 32 25 17 
27 33 27 24 
10 7 19 8

29 30 21 34
27 29 18 16 
25 20 29 15 
11 9 17 9

Se supone que el numero de clientes atendidos es una 
\anable aleatona de Poisson 
á) Comente sobre el nesgo de llevar a cabo un aná­

lisis de vananza estándar con los dalos antenores 
¿Qué suposiciones, si las hubiera, se violarían'’

b) Elabore una tabla de ANOVA estándar que m. 
cluya pruebas F de los efectos pnncipales y 
interacciones Si las interacciones y los efectos 
pnncipales resultan significativos, establezca las 
conclusiones cienuficas ¿Qué aprendimos'’ Ase- 
gurese de interpretar cualquier interacción sig. 
nificativa Utilice su propio juicio respecto a los 
valores P

c) Vuelva a hacer el análisis completo usando una 
transformación apropiada de la respuesta 
coniro alguna diferencia en los resultados'’ Haga 
coméntanos al respecto

14.6 Posibles riesgos y errores conceptuales; relación con el material 
de otros capítulos

Uno de los temas más susceptibles de confusión en el análisis de expenmcntos fauona 
les radica en la interpretación de los efectos pnncipales ante la presencia de interacción 
La existencia de un valor P relativamente grande para un efecto pnncipal, cuando es 
clara la presencia de interacciones, podna tentar al analista a concluir que “no existe 
efecto pnncipal significativo” Sin embargo, debe entenderse que si un efecto pnncipal 
está implicado en una interacción significativa, entonces el efecto pnncipal esta influ­
yendo en la respuesta La naturaleza del efecto es inconsistente a través de los niveles 
de otros efectos La naturaleza del papel que desempeña el efecto pnncipal se deduce de 
las gráficas de interacción

Debido a lo que se expresa en el párrafo antenor, hay un gran peligro de usar la es 
tadísiica de manera equivocada cuando se emplea una prueba de comparación multiple 
sobre los efectos pnncipales ante la presencia clara de interacción entre los tactores

Debe tenerse precaución en el análisis de un experimento factonal cuando se supon¿ 
un diseño completamente aleatonzado y en realidad no se hizo tal aleatonzaciun Por 
ejemplo, es común que se encuentren factores que son muy difíciles de cambiar Como 
resultado, podría ser necesario mantener sin cambio los niveles de factores durante lar 
gos penodos a lo largo de todo el expenmento El ejemplo mas común es el tactor 
temperatura Subirla o bajarla en un esquema aleatono es un plan costoso y la mayoría 
de los expenmenladores evitaran hacerlo Los diseños expenmentales con restrictiont r 
en la aleaionzaaun son muy comunes y reciben el nombre de diseños de gráficas se­
paradas Esos diseños rebasan el alcance de este libro, pero en Muntgomerv (2(K)ba) se 
encuentra su presentación

Muchos de los conceptos que se analizaron en este capitulo se utilizaran en el ca­
pitulo 15, por ejemplo la importancia de la aleatonzacion y el papel que desempeña 
la interacción en la interpretación de los resultados Sin embargo en el capitulo 15 
se cubren 2 oreas que representan una expansion de los pnncipios que se estudiaron en 
este capitulo y en el capitulo 13 En el capitulo 15 la solución de problemas con el uso 
de expenmcntos factonales se realiza por medio del análisis de regresión, ya que se 
supone que la mayona de los factores son cuantitativos y que se miden en un continuo, 
como la temperatura y el tiempo Se derivan ecuaciones de predicción a partir de los 
datos del expenmento diseñado y se utilizan pora la mejora de prcKesos o incluso pora su 
optimizacion Ademas, se estudia el tema de los factonales traiciónanos, en los que solo 
una pane o fracción de todo el expenmento factonal se aplica debido al costo excesivo 
que implica la realización de todo el expenmento



Capítulo 15

Experimentos factoriales 2* 
y fracciones

15.1 Introducción

Ya se han expuesto ciertos conceptos del diseño experimental. El plan de mueslreo para 
la prueba í simple sobre la media de una población normal y el análisis de varianza 
implican la asignación aleatoria de los tratamientos prescleccionados a las unidades ex­
perimentales. El diseño de bloques aleatorizados, en el que los tratamientos .se asignan 
a las unidades dentro de bloques relativamente homogéneos implica una alcatonzación 
restringida.

En este capítulo se presta atención especial a los diseños experimentales en los 
que el plan experimental requiere estudiar el efecto sobre una respuesta de k factores, 
cada uno en dos niveles. A éstos se les conoce como experimentos factoriales 2^ Es 
frecuente que los niveles se denoten por "alto" y "bajo", aunque e.sa notación podría ser 
arbitraría en el caso de variables cualitativas. El diseño factorial completo requiere que 
cada nivel de cada factor ocurra con cada nivel de cada uno de los demás factores, lo 
que da un total de 2^ combinaciones de tratamientos

Filtrado de factores y experimentación secuencial
A menudo, cuando se realizan experimentos, ya sea en una imestigación o a un nivel 
de desarrollo, un diseño experimental bien planeado corresponde a una etapa de lo que 
en realidad es el plan secuencial de la expenmentación Lo más frecuente al comienzo 
de un estudio es que los científicos e ingenieros no estén conscientes de cuáles facto­
res son importantes m de cuáles son los rangos apropiados para los factores potencia­
les sobre los que deben realizar la expenmentación Por ejemplo, en el libro Response 
Surface Meiliodology. Myers. Montgomery y Anderson-Cook (2(K)9) dan un ejemplo 
de una investigación realizada en una planta piloto, la cual incluye un expenmento en 
el que cuatro factores, temperatura, presión, concentración de formaldehído y ta.sa de 
agitación, se varían para establecer su influencia sobre la respuesta, es decir, la tasa 
de filtración de cierto producto químico. Incluso al nivel de planu piloto los ucniífi- 
cos no están seguros respecto a si deben incluir los 4 factores en el modelo Además, 
el objetivo final consiste en determinar la configuración adecuada de los factores con­
tribuyentes que maximice la tasa de filtración. Por lo t.into, es necesario detcmiinar

597



598 Capítulo 15 Expenmenios factonales 2‘ y fraccioines

la región apropiada de experimentación Estas preguntas sólo pueden responderse si 
lodo el plan expenmental se realiza en forma secuencial Muchos procesos expenmen- 
tales son planes que implican un aprendizaje iieranvo, el tipo de aprendizaje consistente 
con el método científico, en el que la palabra iterativo implica expenmentación por 
etapas

Por lo común la pnmera etapa del plan secuencial ideal es variable o de filtrado 
de factores, un procedimiento que implica un diseño expenmental de bajo costo en el 
que se utilizan factores candidatos Esto es especialmente importante cuando el plan 
requiere un sistema complejo, como un proceso de manufactura. La información obte­
nida a partir de los resultados de un diseño de filtrado se emplea para diseñar uno o mas 
expenmenios postenores, en los que se realizan ajustes de los factores importantes, los 
cuales proporcionan mejorías en el sistema o en el proceso

Los expenmentos factoriales 2‘ y fracciones de 2‘ son poderosas herramientas que 
constituyen diseños de filtrado ideales, son sencillos y prácticos, y atraen por intuición 
Muchos de los conceptos generales que se estudian en el capítulo 14 siguen siendo valí 
dos Sin embargo, hay métodos gráficos que bnndan información útil para el análisis de 
ios diseños de 2 niveles

Diseños de selección para cantidades grandes de factores
Cuando A es pequeña, digamos A = 2 o incluso A = 3, es c\ identc la utilidad del factoría] 
2* para el filtrado de factores Tanto el análisis de vananza como el de regresión, que se 
estudiaron e ilustraron en los capítulos 12, i3y 14, continúan siendo herramientas útiles 
Además, los enfoques gráficos también pueden ser de a> uda

Si A es grande, por ejemplo 6, 7 u 8, el numero de combinaciones de factores ). 
por lo tanto, de corridas expenmenlalcs necesarias para el factonal 2‘ con frecuencia 
se vuelve prohibitivo Por ejemplo, suponga que ha) interés en realizar un diseño de 
selección que involucre A = 8 factores Podna desearse obtener información acerca 
de lodos los A = 8 efectos pnncipales, así como de las ' = 28 interacciones de dos 
factores Sin embargo, incluso 2’* = 256 comdas parecería que hace al estudio dema 
siado grande y excesivo para estudiar 28 + 8 = 36 efectos No obstante, como se vera en 
secciones poslenores, cuando A es grande es posible obtener gran cantidad de informa 
ción de manera eficaz usando solo una fracción del expenmenio factonal 2‘ completo 
Esta clase de diseños constitu)e la clase de dneños fattonali i frotelonarws La meta 
consiste en recuperar información de alta calidad acerca de los efectos pnncipales v las 
interacciones interesantes, aun cuando el tamaño del diseño se reduzca en forma consi 
derablc

15.2 El factorial 2^: cálculo de efectos j análisis 
de varianza

Considere imcialmente un factonal 2- con factores \ \ B, s n oh\tr\ationes txpiri 
mentales pnrtomhiiuu ion de factores Es útil emplear los símbolos 11). a. h v ob para 
denotar los puntos del diseño, donde la presencia de una letra minúscula implica que el 
factor (A o B) está en el nnel alto Así. la ausencia de la minúscula implica que el tactor 
está en el nnel bajo Por lo que íi/j es el punto de diseño l+.+),</es t-r. +1
) (1) es , —) Asimismo existen situaciones en las que la notación también se aplica
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los dalos de respuesta en el punto de diseño en cuestión. Como introducción al 
c culo de efectos importantes que ayuden a determinar la influencia de los factores y 
sumas de cuadrados que están incorporados en los cálculos del análisis de varianza se 
presenta la tabla 15.1.

Tabla 15.1: Un experimento factorial 2*

A Media
í b b-U¡h

B l 2n
l 0) a (l)-NJ

2n
Media a+iib

2n 2n

En esta tabla, {l), a, b y ab representan totales de los n valores de la respuesta en los 
puntos de diseño individuales. La simplicidad del factorial 2- reside en el hecho de que. 
aparte del error experimental, el analista obtiene la información importante en compo­
nentes con un solo grado de libertad, uno para cada uno de los dos efectos pnneipales 
A y fi, y un grado de libertad para la interacción AB. La información que se recupera 
sobre lodos estos aspectos adopta la forma de tres contrastes. Se definirán lo.s .siguientes 
contrastes entre los totales de los tratamientos:

contraste A = ab + a — b — {D, 
contraste B = ab — a + h — {\), 

contraste AB = ab — a — b + (\).

Los tres efectos del experimento implican estos contrastes y apelan al sentido común y 
a la intuición. Los dos efectos pnneipales calculados tienen la forma

efecto = \n — v¿.

donde 5’//y y¿ son las respuestas promedio en el ni\el alto o en el nivel bajo o’*—'. 
respectivamente. Como resultado.

Cálculo de los _ ab + a—b — {\) _ contraste A
efectos “ 2Ü 2/i

pnneipales
y

ab — a + h-(\) contraste B
® " 2¡j “ 2/1 ■ _______

La cantidad A es considerada la diferencia entre la respiiesia media en los imeles 
alto V bajo del factor A. De hecho. A se denomina efecto principal del factor A. En 
forma similar, B es el efecto pnncipal del laclor B. Al inspeccionar la dilerencia entre 
ab-bya-(\)o entre ab - ay b ~ {\)cx\ la tabla 15.1. se observa una aparente inte­
racción en los datos. Si. por ejemplo.

«/j-o =/>-(1) oblen ah — a — h + i \0.
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una recta que conecta las respuestas para cada nivel del factor/i en el nivel alto del factor 
B será aproximadamente paralela a una recta que conecte la respuesta para cada nivel del 
factor i4 en el nivel bajo del factor S. Las rectas no paralelas de la figura 15.1 sugieren 
la presencia de interacción. Para probar que esta interacción aparente es significativa se 
construye un tercer contraste en los totales del tratamiento, ortogonal a los contrastes del 
efecto principal, al cual se denomina efecto de interacción. La construcción del tercer 
contraste mencionado se realiza evaluando

Efecto de 
interacción

ab — a—b+{\) contraste AB

dK"'

Bajo Nivel de A Alto

Figura 15.1: Respuesta que sugiere una interacción aparente.

Ejemplo 15.1:1 Considere los dalos de las tablas 15.2 y 15.3 con n = 1 para un expenmento factorial 2^

Tabla 15.2: Factorial 2~sín interacción Tabla 15.3: Factorial 2*con interacción

B B
A - + A - +
-1- 50 70 -f- 50 70
- 80 100 - 80 40

Los números en las celdas de las tablas 15.2 y 15.3 ilustran con claridad la manera 
en que los contrastes y el cálculo resultante de los dos efectos principales y de las con­
clusiones resultantes pueden estar muy influidos por la presencia de interacción. En la 
tabla 15.2 el efecto de A es —30 tanto en el nivel bajo como en el nivel alto del factor 
B. y el efecto de B es 20 en los niveles bajo y alto del factor A. Esta ''consistencu del 
efecto” (no hay interacción) puede ser información muy importante para el analista. 
Los efectos principales son

, 70 4- 50 100-f 80
^ 2 ----- ------ = 60 - 90 = -30.

„ 100-1-70 80 -t- 50
2 --------— = 85 - 65 = 20.

mientras que el efecto de la interacción es

100-i- 50 80-1-70
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dniv e? áltÍdrB^ “ nuevamente -30 al nivel bajo de B. pero +30

. 50 + 70 80 + 40
-------^-----------=— = 0.

ya que hay un enmascaramiento” completo del efecto conforme se promedia sobre los 
mveles de B. La fuerte interacción se ilustra con el efecto calculado

2 2

Aquí es conveniente ilustrar los escenarios de las tablas 15.2 y 15.3 con las gráficas de 
interacción. Observe el paralelismo en la gráfica de la figura 15.2 y la interacción apa­
rente en la figura 15.3. J|

Figura 15.2: Gráfica de interacción para los 
datos de la tabla 15.2.

Figura 15.3: Gráfica de interacción para los 
datos de la tabla 15.3.

Calculo de las sumas de cuadrados
Se aprovecha el hecho de que en el factorial 2\ o para el caso en el experimento factonal 
2‘ general, cada efecto principal y efecto de interacción tiene asociado un solo grado de 
libertad. Por lo tanto, es posible escribir conüastes ortogonales 2‘ - 1 con un solo grado 
de libertad en las combinaciones de tratamientos, donde cada uno es responsable de la 
variación debida a cierto efecto principal o interacción. Así. con ba.se en las suposicio­
nes usuales de independencia y normalidad en el modelo experimental, se hacen prue­
bas para determinar si el contraste refleja variación sistemática, o bien, sólo \anaciones 
probabilísticas o aleatorias. Las sumas de cuadrados para cada contraste se calculan 
siguiendo los procedimientos que se estudiaron en la sección 13 5. Si se escnbe

=¿ + (1), y,=o6 + ü. r, = -l y r,= i.
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donde y K, constituyen el total de 2n observaciones, se tiene

SCA = SCu',i
(i-')'

2nZc;
tal

[ab + a - b — 0)]~
2hi

(contraste/!)’
¥7¡

con I grado de libertad 

SCB

De forma similar, se encuentra que

+ _ (contrastes )-
^ 22/1

y

5C(/4S)
[ab+(l) - a—bf 

22/1
(contraste/Ifl)'

Cada contraste tiene 1 grado de libertad, mientras que las sumas de cuadrados del error 
con 22{/i — 1) grados de libertad, se obtienen mediante una resta a partir de la formula

SCE = SCT- SCA - SCB - SC(AB)

Al calcular las sumas de cuadrados para los efectos pnncipaJes A y B. y el efecto 
de interacción AB. es conveniente presentar las salidas totales de las combinaciones de 
tratamiento junto con los signos algebraicos apropiados para cada contraste, tomo se ob­
serva en la tabla 15 4 Los efectos pnncipales se obtienen como comparaciones simples 
entre los niveles alto y bajo Por lo tanto, se asigna un signo positivo pora la combination 
de tratamientos que esté en el nivel alto de un factor dado. > uno negativo a la com­
binación de tratamientos del nivel bajo Los signos positivo y negativo pora el efetto 
de interacción se obtienen multiplicando los signos correspondientes de los tontrosles de 
tos factores de la interacción

Tabla 15 4 Signos para los contrastes en un experimento íattonal 22

Combinación Efecto factorial
de tratamientos A B AB

(1) - - +
a + - -

b - + -

ub + +

E! 1‘actorial 2’
Ahora tonsideremos un expenmenio en el que intervienen tres lattores. \. B \ C. tada 
uno con niveles — 1 y -M Se trata de un evpenmento tattonal 2‘ que propt>rciona ocho 
combinauones de tratamientos (1). a. h. c, ah, lu. hi \ obt En la tabla 15 *s m; presentan 
las combinaciones de tratamientos y los signos algebraicos apropiados para cada con 
traste que se usan en el calculo de las sumas de los cuadrados para los electos pnnsipalc' 
y los efectos de interacción
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TabIal5^;Signos de los contrastes en un experimento factorial 2^

Combinación 
de tratamiento

Efecto factorial (simbólico)
A B C AB AC BC ABC

(1) — — — + + + _
a + - — - — + +
b — + - - -t- - +
c — — + — — +
ab + + — -f — — _

ac + — -1- — + — —

be - + + — — + —

abe + + -1- + 4- + +

Figura 15 4- Vista geométnca de 2’

Es útil analizar e ilustrar la geometría del factonal 2^ del mismo modo que se hizo 
para el factorial 2-en la figura 15 l.Porael2Mos ocho puntos de diseño representan los 
vértices de un cubo, como se obsers’a en la figura 15 4

Las columnas de la tabla 15 5 representan los signos que se utilizan para los con­
trastes. así como los cálculos de siete efectos y las sumas de cuadrados correspondientes 
Estas columnas son análogas a las que se observan en la tabla 15 4 pora el caso de 2' 
Como son ocho puntos de diseño hay siete efectos disponibles Por ejemplo.

a + ah+ ac + abe — (1J —h — c — be
A ~---------------------------4;t

(]) + c + ab + abe - a - b- ac ~ be
ÁB = —---------------------í-------------------------- •4«

y así sucesivamente Las sumas de cuadrados son dadas por

(contrasten
SCíelecto) =

2’n

Al observar la labia 15.5 se revela que p.ira el experimento 2' Unios los contrastes
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entre los siete son mutuamente ortogonales y, por lo tanto, los siete efectos se evalúan en 
forma independiente.

Efectos y sumas de cuadrados para el 2^
Para un experimento factorial 2* las sumas de cuadrados de un solo grado de liberiacl 
para los efectos principales y los efectos de interacción se obtienen elevando a] cuadrado 
los contrastes apropiados en los totales del tratamiento y dividiendo entre 2‘/i, donde u 
es el número de réplicas de las combinaciones del tratamiento.

Como antes, un efecto siempre se calcula restando la respuesta promedio en el nivel 
“bajo”, de la respuesta promedio en el nivel “alto”. Quedan muy claros los niveles alto y 
bajo para los efectos principales. Los niveles alto y bajo simbólicos para las interaccio­
nes son evidentes a partir de la información de la tabla 15.5.

La propiedad de ortogonalidad tiene la misma importancia aquí que en el material 
sobre las comparaciones que se estudió en el capítulo 13. La ortogonalidad de los con­
trastes implica que los efectos estimados y. por lo tanto, las sumxs de cuadrados, son 
independientes. Esta independencia se ilustra con claridad en el experimento factorial 2' 
si las respuestas, con el factor A en su nivel alto, se incrementan en una cantidad x en la 
tabla 15.5. Sólo el contraste A conduce a una suma de cuadrados más grande, ya que el 
efecto X se cancela cuando se forman los seis contrastes restantes como resultado de los 
dos signos positivos y los dos negativos asociados con las combinaciones de tratamien­
tos en los que A está en el nivel alto.

La ortogonalidad produce otras ventajas, las cuales .se abordarán cuando se e.siudie 
el experimento factorial 2‘ en situaciones de regresión.

15.3 Experimento factorial 2* sin réplicas
El factorial completo 2*^ con frecuencia requiere mucha experimentación, en particular 
cuando k es grande. Como resultado, a menudo no es posible replicar cada combinación 
de factore.s. Si en el modelo del experimento se incluyen todos los efectos, con todas las 
interacciones, no se permite ningún grado de libertad para el error. A menudo, cuando k 
e.s grande, el analista de dalos agnipará las sumas de los cuadrados y los grados de liber­
tad correspondientes para las interacciones de orden superior que so sabe, o se sufH'nc, 
.son despreciables. Esto producirá pruebas Fpara los efectos pnncipale.s e interacciones 
de orden inferior.

Graficación de diagnóstico con experimentos factoriales 2^ .sin réplicas
Las gráficas de probabilidad normal constituyen una metodología muy útil p.ira deter­
minar la importancia relativa de los efectos en un experimento con factores de dos ni\e- 
les razonablemente grandes cuando no hay re'plica. Este tipo de gráfica de diagnóstico 
puede ser útil sobre todo cuando el analista de datos duda en agrupar interacciones de 
orden superior por temor de agrupar en el “error” algunos efectos xerdaderameniereaic' 
y no sólo aleatorios. El lector debe recordar que todos los efectos que no son reales, es 
decir, que son estimados de cero independientes, siguen una distribución norma! con 
media cercana a cero y varianza constante Por ejemplo, en un experimento facional 2^ 
se debe recordar que lodos los efectos, teniendo en cuenta que n = 1. son de la forma

, _ contrxste
.-ID = ----------------

8
= »/ - >7..
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Gráficas
de efectos 

de probabilidad 
\raexpenmentos 
lactonales 2‘‘ sin 

réplica

iludió de caso 15.1:

promedio de ocho corridas experimentales independientes en el nivel alto, 
o .y }'L es el promedio de ocho corridas independientes en el nivel bajo, o Así, 
la vanan_za de cada contraste es Var(>v, - yi) = o-V4. Para cualesquiera efectos reales 
0« ^ 0. Así, la gráfica de probabilidad normal debería revelar efectos "signi-

hcaüvos como aquellos que caen fuera de la línea recta que describe realizaciones de 
variables aleatorias normales independientes distribuidas de forma idéntica.

La gráfica de probabilidad puede adoptar una de muchas formas. Se recomienda al 
lector que consulte el capítulo 8, en el que se presentaron dichas gráficas por primera 
vez. Se puede usar la gráfica cuantil-cuantil, normal y empírica. También es posible 
utilizar el procedimiento de graficación que emplea el papel de probabilidad normal. 
Además, existen otros tipos de gráficas de probabilidad normal para el diagnóstico. 
En resumen, las gráficas de efectos para el diagnóstico son como sigue.

I. Calcular los efectos como

efecto =
contraste 

2*-' ■

2. Construir una gráfica de probabilidad normal de todos los efectos.

3. Los efectos que caigan fuera de la línea recta deben considerarse reales.

A continuación se hacen más comentarios respecto de las gráfica.s de probabilidad 
normal de los efectos. En primer lugar, el analista podría sentirse frustrado si utiliza las 
gráficas con un experimento pequeño. Por otro lado, la graficación puede proporcionar 
resultados satisfactorios cuando hay dispersión de efectos, muchos efectos que no son 
verdaderamente reales. Esta dispersión será evidente en experimentos grandes, en los 
que es poco probable que las interacciones de orden superior sean reales.

I Moldeado por inyección. Muchas empresas fabricantes de Estados Unidos y otros paí­
ses utilizan partes moldeadas como componentes de un proceso Un problema grande 
que enfrentan con frecuencia es el rebasamiento. A menudo, un molde troquelado de una 
parte se construye con un tamaño más grande que el nominal para permitir que se con­
traiga. En la siguiente situación expenmental se produce un molde nuexo para el cual es 
importante encontrar las especificaciones adecuadas del proceso para minimizar la con­
tracción. En el siguiente experimento los valores de la respuesta son desviaciones de los 
nominales, es decir, contracciones. Los factores y nueles son los siguientes:

Niveles codificados
-1 +l

A. Velocidad de inyección (pics/seg) 1.0 20
B. Temperatura de moldeado ('O 100 150
C. Presión de moldeado (psi) 500 1000
D. Contrapresión (psi) 75 120

El propósito del expenmento fue determinar cuáles efectos (pnncipales > de inte­
racción) influyen en la contracción. F! e.xpenmcnio se consideni un filtrado preliminar a 
partir del cual se determinaron los factore.s para un análisis más completo. Asimismo, se 
espera obtener información respecto a cómo los factores importantes repercuten en la con­
tracción. En la tabla 15.6 se presentan los dalos de un expenmento factorial 2^ sin replica
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Tabla 15.6: Datos para el estudio de caso 15.1

Combinación 
de factores

Respuesta 
(cm X 10'^)

Combinación 
de factores

Respuesta 
(cm X lO'^)

(1) 72.68 d 73.52
a 71.74 ad 75.97
b 76.09 bd 74.28
ab 93.19 ahd 92.87
c 71.25 cd 79.34
ac 70.59 acd 75.12
be 70.92 bed 79.67
abe 104.96 abed 97.80

Inicialmente se calcularon los efectos y se plasmaron en una gráfica de probabilidad 
normal. Los efectos calculados son los siguientes:

A = 10.5613, 

C = 14138. 

AC = 1.2613, 

CD = 1.4088, 

ACD = -3.0438.

BD =-12787, 

D = 11438, 

AD =-1.8238, 

ABC = 18588, 

BCD = -0.4788.

B - 12.4463. 

AB - 11.4038. 

BC = 1.8163, 

ABD =-1.7813. 

ABCD =-1.3063.

En la figura 15.5 se obsersa la gráfica cuantil-cuantil normal, la cual parece implicar que 
los efectos A, B y AB son importantes. Los signos de los efectos Importantes indican las 
conclusiones preliminares.

2r

1 -

40

I
0 -

-1 •

ABC
C

D
BC

CD
AC

BCD

ABCD

A6D
AD

BD

B

AB

-2
ACD

-3 -1 3 5 7

Guamiles de los efectos

Figura 15 5; Gráfica cuaiilil-cuanlil normal de los efectos pci.i el estudio 
de caso del ejemplo 15 1.
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1. Un incremento en la velocidad de inyección de 1.0 a 2.0 aumenta la contracción.
2. Un aumento en la temperatura de moldeado de 100“C a 150°C incrementa la con­

tracción.
3. Hay una interacción entre la velocidad de inyección y la temperatura del moldea­

do; aunque arabos efectos principales son importantes es crucial entender el efecto 
de la interacción de los dos factores. J

interpretación de la interacción de dos factores
Como se esperaría, una tabla de medias de dos factores facilita la interpretación de la 
interacción AB. Considere la situación de dos factores de la tabla 15.7.

Tabla 15.7: Ilustración de una interacción de dos factores

(temperatura)
A (velocidad) 100 150

2
1

73.355
74.1975

97.205
75.240

Observe que la media muestra! grande a velocidad y temperatura elevadas creó la 
interacción significativa. La contracción se incrementa en forma no aditiva. La tem­
peratura del moldeado parece tener un efecto positivo a pesar del nivel de velocidad. Sin 
embargo, el efecto es el mayor a velocidad elevada. El efecto de la velocidad es muy 
ligero a temperaturas bajas, pero es claramente positivo a una temperatura elevada de 
moldeado. Para controlar la contracción a bajo nivel debería evitarse el uso simultáneo 
de una alta velocidad de inyección y una temperatura de moldeado elevada. Todos estos 
resultados se ilustran en forma gráfica en la figura 15.6.

100

95

Temperatura

Figura 15.6: Gráfica de la interacción parad estudio de caso 15.1.
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Análisis con el cuadrado medio del error agrupado: salida 
de resultados por computadora comentada

Puede ser de interés observar un análisis de vaxianza de los datos del moldeado por inye^, 
ción con interacciones de orden superior agrupadas para formar un cuadrado medio del 
error. Las interacciones de órdenes tres y cuatro están agrupadas. En la figura 15.7 se obser­
va una salida de resultados por computadora de la función PROC GLM del SAS. El análisis 
de varianza revela, en esencia, la misma conclusión que la gráfica de probabilidad normal 

Las pruebas y los valores P que se observan en la figura 15.7 requieren una interpre­
tación. Un valor P significativo sugiere que el efecto difiere de cero en forma significa- 
tiva. Las pruebas sobre los efectos principales (que en presencia de las interacciones se 
pueden considerar como los efectos promediados sobre los niveles de los demás factores) 
indican la significancia de los efectos Ay B. Los signos de los efectos también son im­
portantes. Un aumento en el nivel de bajo a alto en A, la velocidad de inyección, ocasiona

The GLM Procedure
Dependent Variable: y

Sum of
Source DF Squares Mean Square F Value Pr > F
Model 10 1689.237462 168.923746 9.37 0.0117
Error 5 90.180831 18.036166
Corrected
R-Square

Total 15 1779.418294
Coeff Var Root MSE y Mean

0.949320 5,.308667 4. 246901 79. 99938
Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
A 1 446.1600062 446.1600062 24.74 0.0042
B 1 619.6365563 619.6365563 34.36 0.0020
C 1 23.3047563 23.3047563 1.29 0.3072
D 1 18.3826563 18.3826563 1.02 0.3590
A*B 1 520.1820562 520.1820562 28.84 0.0030
A*C 1 6.3630063 6.3630063 0.35 0.5784
A*D 1 13.3042562 13.3042562 0.74 0.4297
B*C 1 13.1950562 13.1950562 0.73 0.4314
B*D 1 20.7708062 20.7708062 1.15 0.3322
C*D 1 7.9383063 7.9383063 0.44 0.5364

Standard
Parameter Estimate Error t Value Pr > 1t!
Intercept 79.99937500 1.06172520 75.35 <.0001A 5.28062500 1.06172520 4.97 0.0042B 6.22312500 1.06172520 5.86 0.0020C 1.20687500 1.06172520 1.14 0.3072D 1.07187500 1.06172520 1.01 0.3590A*B 5.70187500 1.06172520 5.37 0.0030A*C 0.63062500 1.06172520 0.59 0.5784A*D -0.91187500 1.06172520 -0.86 0.4297B*C 0.90812500 1.06172520 0.86 0.4314B*D -1.13937500 1.06172520 -1.07 0.3322C*D 0.70437500 1.06172520 0.66 0.5364

Figura 15.7: Salida de resultados por computadora del SAS para los datos del estudio de ou-so 15 I
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un incremento en la contracción. Lo mismo es verdad para B. Sin embargo, debido a la 
interacci n significativalas interpretaciones del efecto principal podrían considerarse 
ccOTO tendencias en lodos los niveles de los demás factores. El impacto de la interacción 
AB significativa se entiende mejor si se emplea una tabla de medias de dos factores

Ejercicios
I5.I Los siguientes dalos se obtuvieron de un expe- 
nmento faclonal 2^ que se replicó tres veces Uulice 
d método del contraste para evaluar las sumas de cuá­
drelos de lodos los efectos factoriales Saque sus con­
clusiones.

Combinación 
de tratamientos

(1)
a
b
ab
c
ac
be
abe

Répiiea Réplica Replica 
1_____ 2______ ^
12 19 10
15 20 16
24 16 17
23 17 27
17 25 21
16 19 19
24 23 29
28 25 20

152 Enunexpenmentoefectuadoporel Departamento 
de Ingeniería de Minas de Virginia Tech con el fin de 
esnidior un sistema de filtrado parücular para carbón se 
agregó un coagulante a la solución contenida en un tan­
que con carbón y sedimentos, que luego se puso en un 
sistema de recirculación para purificar el carbón En el 
proceso experimental se vanaron tres factores.

Factor A porcentaje de sólidos que circularon 
imcialmentc en el sobreflujo 

Factor B lasa de flujo del polímero 
Factor C pH del tanque

La canudad de sólidos en el flujo infenor del sistema 
depunficacion determina qué tan puro ha quedado el 
carbón Se emplearon dos niveles de cada factor y se 
bcieron dos comdas expenmenlales para cada una de 
las 2’ = 8 combinaciones En la siguiente tabla se es­
pecifican las mediciones de respuesta en porcentajes de 
solidos por peso

Suponga que todas las interacciones son potencial- 
mente importantes y con base en esto haga un análisis 
completo de los dalos. Use valores P en la conclusión
153 En un expenmento metalúrgico se desea probar 
el efecto de cuatro factores y sus interacciones sobre la 
concentración (porcentaje por peso) de cierto compuesto 
parücular de fósforo en el matenal de fundición Las 
vanables son A, porcentaje de fósforo en la refinación, 
B, porcentaje del matenal vuelto a fundir. C, uempo de 
flujo, y D, uempo de espera. Se sorían los cuatro fac­
tores en un expenmento factonal 2^. con dos fundicio­
nes tomadas de cada combinación de factores Las 32 
fundiciones se hicieron en orden aleaiono Los datos se 
muestran en la siguiente tabla, y en la figura 15 8 de la 
página 610 se incluye la tabla del ANOVA Analice los 
efectos de los factores y sus interacciones sobre la um- 
cenlración del compuesto de fosforo

Peso
Combinación de compuesto de fosforo

de tratamientos Replica 1 Réplica 2 Total
(1) 30 3 28 6 58 9
a 28 5 31 4 59 9
b 24 5 25 6 50 1
ab 259 27 2 53 1
e 24 8 214 48 2
ac 26 9 23 8 50 7
be 24 8 27 8 52 6
abe V) 24 9 47 1
d 31 7 13 5 65 2
ad 24 6 26 2 50 8
hd 27 6 30 6 58 2
obd 26 3 27 8 54 l
id 29 9 27 7 57 6
acd 26 8 24 2 51 0
bed 26 4 24 9 5| 1
abed 26 9 29 3 56 2
Total 428 1 416 9 865 0

Combinación 
de tratamientos

Respuesta
Réplica 1 Réplica 2

(I) 4 65 5 81
21 42 21 35

b 12 66 12 56
oh 18 27 16 62

7 91 7 88
13 18 12 87
651 6 26

abe 18 23 17 83

15.4 Se realizó un expenmento preliminar para estu­
diar los efectos de cuatro factores \ sus interactinnes 
sobre la producción de la operacicm de cierta maquina 
Se realizan dos comdas de cada una de las combinacio­
nes de tratamientos pora obtener una medida del emir 
expenmenlal puro Se emplean dos niveles de cada 
factor y se obtienen los dalos que se observan en la 
siguiente pagina Pruebe todos los electos pnncipales 
\ las inlcruccioncs a un nivel de signihcancia Je 0 05 
Saque sus conclusiones
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Fuente de
variación Efectos

Suma de 
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

/
calculada Valor P

Efecto principal:
A -1.2000 11.52 11.52 4 68 0.W59

B -1.2250 12.01 12.01 4.88 0.0421

C -2 2250 39.61 39.61 16.10 0 0010

D 1.4875 17.70 17.70 7.20 0.0163

Interacción de dos factores;
AB 0.9875 7.80 7.80 3.17 0.0939

AC 0.6125 3 00 3.00 1.22 0 2857

AD -1.3250 14.05 14.05 5.71 0.0295

BC I 1875 11.28 II 28 4.59 0.0480

BD 0.6250 3.13 3.13 1.27 0.2763

CD 0.7000 3.92 1 3 92 1.59 0.2249

Interacción de tres factores.
ABC -0.5500 2.42 2.42 0 98 0.3360

ZiBD 1.7375 24.15 24 15 9 82 0.0064

ACD 1 4875 17.70 17.70 7 20 0.0163

BCD -0.8625 5.95 5.95 2 42 0.1394
Interacción de cuatro factores:

ABCD 0.7000 3.92 3.92 1 59 0 2249
Error 39.36 16 2.46
Total 21751 31

Figura 15.8; Tabla ANOVA para el ejercicio 15.3.

Combinación 
de tratamientos Réplica 1 Réplica 2

(1) 7.9 9.6
a 9.1 10.2
b 8.6 5.8
c 10.4 12.0
d 7.1 8.3
ab 11.1 12.3
ac 16.4 15.5
ad 7.1 87
be 12.6 15.2
bd 4.7 5.8
cd 7.4 10.9
abe 21.9 21.9
abd 9.8 7.8
acd 13.8 11.2
bed 10.2 11 1
abed 12.8 14.3

15.5 En el estudio An X-Ray Fluorescence Method 
for Analyzing Polybutadiene-Acrylic Acid (PBAA) 
Propellants (Quarterly Reports, RK-TR-62-1, Army 
Ordnance Missile Command) se realizó un expen* 
mentó para determinar si existe o no una diferencia 
signiñeativa en la cantidad de aluminio obtenido en

un análisis con ciertos niveles de ciertas variables de 
procesamiento. A continuación se presentan los datos.

Obser* Estado Tiempo de Vel. de Condición
vación físico mezclado los aspas de nitrógeno Aluminio

I 1 2 2 163
2 1 2 2 2 16(1
3 1 I 1 1 16 2
4 1 2 1 2 161
5 1 1 1 2 160
6 1 2 1 1 160
7 1 'y 2 1 15 5
8 1 1 2 1 159
9 n 1 2 167
lü 2 2 -í 2 161
11 2 1 1 1 16 3
12 2 2 1 2 15 8
13 2 1 1 2 15 9
14 2 2 1 1 15 9
15 2 2 2 1 i5 6
16 2 1 2 1 15S

Las variables para los datos son' 
/A' tiempo de mezcla 

m\ el i: 2 horas 
nivel 2; 4 horas
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B\ Velocidad de las aspas 
nivel 1: 36 rpm 
nivel 2: 78 rpm

C: Condición de nitrógeno que pasa por el propulsor 
nivel 1: seco
nivel 2: 72% de humedad relativa 

P: estado físico del propulsor 
nivel 1: no refinado 
nivel 2: refinado

terpreiar. La interacción ABD parece ser importante. 
Para hacer cierta interpretación dibuje dos gráficas de 
la interacción AD, una para B = -I y otra para B — 
+ 1. A partir de la apariencia de éstas interprete la in­
teracción ABD.
15.9 Considere el ejercicio 15.6. Utilice una escala 
de -hl y — I. para “alto” y “bajo”, respectivamente, y 
calcule una regresión lineal múltiple con el modelo

Analice los datos suponiendo que todas las interaccio­
nes de tres y cuatro factores son despreciables. Utilice 
un nivel de significancia de 0.05. Escriba un breve in­
forme que resuma .sus hallazgos.

15.6 Es importante estudiar el efecto de la concen- 
uación del reactivo y la tasa de alimentación de la vis­
cosidad del producto de cierto proceso químico. La 
concentración del reactivo sera el factor A a los niveles 
15ÍP y 25%. La tasa de alimentación será el factor B a 
niveles de 20 Ib/h y 30 Ib/h. El experimento implica 2 
corridas experimentales en cada una de las cuatro com­
binaciones (L = bajo y H = alto). Las lecturas de la 
viscosidad son las siguientes.

H

B

L

fl) Suponga un modelo que contiene dos efectos prin­
cipales y una interacción y calcule los tres efectos. 
¿Tiene usted alguna interpretación en este mo­
mento?

b) Realice un análisis de varianza y haga pruebas de 
interacción. Saque conclusiones.

c) Realice pruebas para los efectos principales y sa­
que conclusiones finales acerca de la importancia 
de todos estos efectos.

15.7 Considere el ejercicio 15.3. Al investigador no 
sólo le interesa saber que las interacciones AD, BC y 
quizá AB son importantes, sino también su significado 
científico. Dibuje gráficas de interacción bidimensional 
para las tres e interprételas.
15.8 Considere nuevamente el ejercicio 15.3. Es fre­
cuente que las interacciones de tres factores no sean 
significativas y. aun si lo fueran, serían difíciles de in-

132 149
137 152

145 154
147 150

L H
A

K —(3q+(3]X\í +p2Xzi + (3i2XuX2i 4-e(,

con.x,|, = concentración del reactivo (-1, -M) y = 
tasa de alimentación (—1. -hl).
a) Calcule los coeficientes de regresión.
b)

c) En su análisis de regresión haga pruebas / sobre B,. 
B, y B,,. ¿Cómo se relacionan e.stos resultados de 
la prueba con los del ejercicio 15.6B) y c)?

15.10 Considere el ejercicio 15.5. Calcule los 15 efec­
tos y haga gráficas de probabilidad normal de los efectos.
a) ¿Parece válida la suposición de que las interaccio­

nes de tres y cuatro factores son despreciables?
B) ¿Los resultados de las gráficas del efecto son con­

sistentes con lo que usted planteó sobre la impor­
tancia de los efectos principales y las interacciones 
de dos factores en su informe de resumen?

15.11 En Myers, Montgomery y Anderson-Cook 
(2009) se analiza un conjunto de datos para el que un 
ingeniero empleó un factorial 2’ con el fin de estudiar 
los efectos de la velocidad de corte (A), la geometría 
de la herramienta (B) y el ángulo de corte (O sobre la 
vida (en horas) de una máquina. Se eligen dos niveles de 
cada factor y se hacen pruebas dobles en cada punto del 
diseño en un orden aleatorio. A continuación se presen­
tan los datos.

A B C Vida

(1) — — 22. 31
a ■¥ - - 32. 43
b — ■¥ - 35. 34
uh - 35. 47
c - — + 44. 45
ac -f - + 40. 37
he — + + 60, 5Ü
abe -1- + + 39. 41

íj) Calcule los siete efectos. Con base en su magni­
tud, ¿cuál parece ser imp«irtante?

B) Haga un análisis de varianza y ob.serve los valores 
P.

c) ¿Coinciden los resultados de los incisos a y B?

¿Cómo se relacionan los coeficientes B,. B, y B^ 
con los efectos que encontró en el ejercicio 15.6a)?
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d) El ingeniero confía en que debe haber una inte­
racción entre la velocidad y el ángulo de corte. Si 
esta interacción es significativa, dibuje una gráfica 
de la interacción y analice su significado desde el 
punto de vista de la ingeniería.

15.12 Considere el ejercicio 15.11 y suponga que 
hubo cierta dificultad c.xpcnnicntal para hacer las co­
rridas; que en realidad se tuvo que suspender todo el 
experimento después de sólo cuatro corrida.s. Como re­
sultado, el experimento abreviado es dado por

Vida

a 43
b 35
c 44
abe 39

Con sólo estas corridas los signos para los contrastes 
son dados por

ABC AB AC BC ABC
a •¥ — — — — + +

- +
C--+ + - - +

abe -I- + + + + +

cipalcs son ortogonales entre sí? En ese expcnmenio 
abreviado (denominado factorial fracaonano) ¿es po­
sible estudiar las interacciones de los efectos pnncipalcs 
en forma independiente? ¿Se trataría de un expenraento 
útil si estuviéramos convencidos de que las interaccio­
nes son despreciables’’ Explique su respuesta

Comente y determine si los contrastes son o no ortogo 
nales. ¿Cuáles lo son y cuáles no? ¿Los efectos pnn

15.4 Experimentos factoriales en un ajuste de regresión
Hasta ahora hemos limitado el análisis de los datos para un factorial 2‘ al método del 
análisis de vananza. La única referencia a un análisis allematuo .se hizo en el ejercicio
15.9 de la página 611. De hecho, este ejercicio introduce gran parte del matenal que 
da origen a la presente sección. Hay situaciones en la.s que el ajuste de un modelo es 
importante y en la que es posible controlar los factores que se estudian. Por ejemplo, 
un biólogo podría querer estudiar el crecimiento de cierto tipo de alga en el agua, en 
cuyo caso sería muy útil un modelo que relacionara los unidades de algo.s como una 
función de la cantidad de cierto contaminante, y. digamos, del tiempo Así. el estudio 
involucra un expenmento factorial en un ambiente de laboratono en el que los factores 
son la concentración del contaminante y el tiempo Como se verá má.s adelante en esta 
sección, es posible ajustar un modelo mis preciso si los factores están controlados en 
un arreglo factorial, para el que con frecuencia es útil elegir un factonal 2^ En muchos 
procesos biológicos y químicos los niveles de las variables regresoras pueden y deberían 
controlarse.

Hay que recordar que el modelo de regresión empleado en el capítulo 12 se puede 
escribir con notación de matriz de la siguiente manera

} =X0 + €.
La mainz X se denomina matriz del modelo Suponga por ejemplo, que se utiliza un 
expenmento factonal 2’ con las vanables

Temperatura- 150’C 2(X) C
Humedad- \5n 2()^r
Presión (psi): KHK) 15(K)

Los niveles familiares +1 y — I se generan a través del siguiente centrado y escalado 
a unidades de discilo:

temperatura — 175
ti

humedad — 17.5
- 25 Vi

presión — 1250
25(725
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Como resultado, la matriz X se vuelve

X2 X3

-1 -1 -f
1 -1 -l

-1 1 -1

1 -1 I
-1 1 I

1 I 1

Idcntiñcación del diseño 
(i)
a
b
c

ab
ac
be

abe

Ahora se observa que los contrastes ilustrados y analizados en la sección 15.2 están 
relacionados directamente con los coeficientes de regresión. Observe que todas las co­
lumnas de la matriz X en el ejemplo 2^ son ortogonales. Como resultado, el cálculo de 
los coeficientes de regresión que se describió en la sección 12.3 se convierte en

b =
bo
b\
b-,
bi

(X'xr'x'y = Ql)x'>'

8

a-\- ab + ac + abe 4- (1) + b + c •¥ be 
a +ab + ac + abe — (1) —b~c — be 
b+ab he + abe — (1) — ü — c —ac 
c + ac +bc + abe —{]) — a — b —ah

donde a, ab, etc., son medidas de la respuesta.
Ahora se obsert'a que el concepto de principales efectos calculados que se enfatiza 

a lo largo de todo este capítulo con di.seños factoriales 2\ se relaciona con los coeficien­
tes de un modelo de regresión ajustado cuando los factores son cuantitatisos. De hecho, 
para un 2‘ con. digamos, n corridas experimentales por punto del diseño, las relaciones 
entre los efectos y los coeficientes de regresión son como sigue;

Efecto

Coeficiente de regre.sión

contraste
2^-‘(/t)
contraste

2M«)"
efecto

•s

Esta relación debería tener sentido para el lector, ya que un coeficiente de regresión 
b es una tasa promedio del cambio en la respuesta por cambio de unidad en .c. Por su- 
pWsto. cuando se va de — 1 a 4-1 en .t (de bajo a alto), la sanable de diseño cambia en 

2 unidades.

Ejemplo 15.2:1 Considere un experimento donde un ingeniero desea ajustar una regresión lineal del 
producto y contra el tiempo de retención .t, y el tiempo de ílevión .s, en cierto sistema 
químico. Todos los demás factores se mantienen fijos. Los datos en las unidades natura­
les se incluyen en la tabla 15.8. Estime el modelo de regresión lineal multiple.

Solución: El modelo de regresión ajustado es

y = í>„4-/>,x, 4-/V:
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Tabla 15.8: Dalos para el ejemplo 15.2

Tiempo de retención (hr) Tiempo de flexión(hr) Producto (%)
0.5 0.10 28
0.8 O.IO 39

0.5 0.20 32
0.8 0.20 46

Las unidades de diseno .son

•vt
tiempo de retención — 0.65 

0J5
X2

tiempo de flexión — 0.15 
0ÍÓ5

y la matriz X es

con los coeficientes de regresión

bi = (X'X)~'X'y

' {]) + a + h + ah'

a + ah — (\) — h
4

b + ab — {\) — a
4

36.25
6.25 . 
2.75

Así. la ecuación de regresión de mínimos cuadrados es

V = 36.25 + 6.25-v, + 2.75.r,.

Este ejemplo ilustra el uso de! experimento factorial de dos niveles en un ajuste de 
regresión. Las cuatro corridas experimentales en el diseño 2* se usaron para obtener una 
ecuación de regresión, con la interpretación evidente de los coeficientes de regresión El 
valor = 6.25 representad incremento estimado en la respuesta (porcentaje de produc­
ción) por cambio en la unidad de diseño (0.15 horas) en el tiempo de retención. El valor 
6, = 2.75 representa una tasa de cambio similar para el tiempo de flexión. J

Interacción en el modelo de regresión
Los contrastes de interacción que se estudiaron en la sección 15.2 tienen interpretaciones 
definidas en el contexto de la regresión. De hecho, las interacciones se explican en los 
modelos de regresión en términos de producto. Esto se ilustra en el ejemplo 15 2. en 
donde el modelo con interacción es

v = ^ ++ V,v,

con /j, y /;,. como antes, y

ab + \ — a — b 46 -f- 28 - 3‘J - 32
■4 = 0.75.4
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Así, la ecuación de regresión que expresa dos efectos principales lineales e interacción, es 

y = 36.25 + 6.25x, + 2.75x, + 0.75.r,.r,.

regresión proporciona un marco de referencia mediante el cual el 
ector e ena entender mejor la ventaja de la ortogonalidad de que goza el factorial 2K 
^ -f. analizaron las ventajas de la ortogonalidad desde el punto de vista del

aná isis de varianza de los datos en un experimento factorial 2*. Se señaló que la ortogo­
nalidad entre-los efectos conduce a la independencia entre las sumas de cuadrados. Desde 
luego, la presencia de variables de regresión no descarta el uso del análisis de varianza. 
De hecho, las pruebas/se llevan a cabo tal como se describió en la sección 15.2. No obs­
tante, se debe hacer una distinción. En el caso del ANOVA las hipótesis surgen de medias 
poblacionales, mientras que en el caso de la regresión las hipótesis implican coeficientes 
de regresión.

Por ejemplo, considere el diseño experimental del ejercicio 15.2 de la página 609 
Cada factor es continuo. Suponga que los niveles son

A (.t,); 20% 50%
B (x,): 5 Ib/sec lOlb/scc
C(v'): 5 5.5

y que se tiene, para los niveles de diseño,

% sólidos — 30 tasa de flujo — 7.5 pH — 5.25
“ iÓ ’ “ 23 ■ " “*025

Suponga que es de interés ajustar un modelo de regresión múltiple, en el cual se con­
siderarán lodos los coeficientes lineales y las interacciones disponibles. Además, el in­
geniero desea obtener información acerca de cuáles nheles del factor maxwnzarún la 
purificación, es decir, maximizar la respuesta. Este problema es el tema del estudio de 
caso 15.2.

Estudio de caso 152:1 Experimento de purificación del carbón:’ La figura 15 9 representa una salida de re­
sultados comentados del análisis de regresión del modelo ajustado

y = ¿„ + -V -t- -I- -t-

donde .t,, .t, y representan al porcentaje de sólidos, la ta.sa de flujo y el pH del sistema,
respectivamente. Se utilizó la función PROC REG del sistema de cómputo SAS

Observe los estimados del parámeu-o, el error estándar y los valores P en la salida de 
resultados por computadora. Los estimados del parámetro representan los coeticientes del 
modelo. Todos ellos son significativos, excepto el te'rmmo t^r, (interacción BC) También 
observe que los residuales, los inteivalos de confianza y los mteivalos de predicción apa­
recen como se presentaron en el material sobre regresión de los capítulos 11 y 12.

El lector puede usar los valores de los coeficientes del modelo y los valores pro­
nosticados en la salida de resultados por computadora para asegurarse de que la com­
binación de los factores dé como resultado la mayor eficiencia de pureza El tactor 
A (porcentaje de sólidos circulados) tiene un coeficiente positivo alto, lo cual sugiere 
un valor elevado para el porcentaje de sólidos. Además, se sugiere un valor bajo para 
el factor C (pH del tanque). Aunque el coeficiente del efecto principal B (ta>a de tlujo

'Véase el ejercicio t5 2
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Dependent Variable: V
Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 7 490.23499 70.03357 254.43 <.0001
Error 8 2.20205 0.27526
Corrected Total 15 492. 43704
Root MSE 0.52465 R-Square 0.9955
Dependent Hear1 12.75186 Adj R-Sq 0.9916
Coeff Var 4.11429

Parameter Estimates
Parameter Standard

Variable DF Estimate Error t Value Pr > lt|
Intercept 1 12.75188 0.13116 97.22 <.0001
A 1 4.71938 0.13116 35.96 <.0001
B 1 0.86563 0.13116 6.60 0.0002
C 1 -1.41563 0.13116 -10.79 <.0001
AB 1 -0.59938 0.13116 -4.57 0.0018
AC 1 -0.52813 0.13116 -4.03 0.0038
BC 1 0.00562 0.13116 0.04 0.9668
ABC 1 2.23063 0.13116 17.01 <.0001

Dependent Predicted Std Error
Obs Variable Value Mean Predict 9 5% CL Mean 95% CL Predict Residual

1 4.6500 5.2300 0.3710 4.3745 6.0855 3.7483 6.7117 -0.5800
2 21.4200 21.3850 0.3710 20.5295 22.2405 19.9033 22.8667 0.0350
3 12.6600 12.6100 0.3710 11.7545 13.4655 11.1283 14.0917 0.0500
4 18.2700 17.4450 0.3710 16.5695 16.3005 15.9633 16.9267 0.8250
5 7.9300 7.9050 0.3710 7.0495 8.7605 6.4233 9.3867 0.0250
6 13.1800 13.0250 0.3710 12.1695 13.8805 11.5433 14.5067 0.1550
7 6.5100 6.3650 0.3710 5.5295 7.2405 4.9033 7.8667 0.1250
B 18.2300 18.0300 0.3710 17.1745 18.8855 16.5483 19.5117 0.2000
9 5.8100 5.2300 0.3710 4.3745 6.0855 3.7483 6.7117 0.5800

10 21.3500 21.3850 0.3710 20.5295 22.2405 19.9033 22.8667 -0.0350
11 12.5600 12.6100 0.3710 11.7545 13.4655 11.1283 14.0917 -0.0500
12 16.6200 17.4450 0.3710 16.5895 18.3005 15.9633 18.9267 -0.8250
13 7.8800 7.9050 0.3710 7.0495 8.7605 6.4233 9.3867 -0.0250
14 12.8700 13.0250 0.3710 12.1695 13.8805 11.5433 14.5067 -0.1550
15 6.2600 6.3850 0.3710 5.5295 7.2405 4.9033 7.8667 -0.1250
16 17.8300 16.0300 0.3710 17.1745 18.8655 16.5463 19.5117 -0.2000

Figura 15.9: Lista de resultados del SAS para los datos del estudio de caso 15.2.

del polímero) es positivo, el coeficiente positivo elevado de .v,r.T, (.-IfiC) sugiere que U 
tasa de flujo debería estar en el nivel bajo para aumentar la eficiencia De hecho, el nu^ 
délo de regresión generado en la salida de resultados por computadora del 5.-1.S' sugiere 
que la combinación de factores que podrian producir resultados óptimos, o qui/á sugerir 
e.xperimentos futuros, es dada por 

/^l: nivel alto 
B: nivel bajo
C: nivel bajo J
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15.5 El diseño ortogonal

n SI aciones experimentales en las que es apropiado ajustar modelos que son linea- 
es en as variables de diseño y que posiblemente impliquen interacciones o le'rminos 

de producto, el diseño ortogonal de dos niveles, o arreglo ortogonal, plantea algunas 
ventajas. Por diseño ortogonal nos referimos a uno en el que hay ortogonalidad entre 
las columnas de la matriz X. Considere la matriz X para el factorial 2^ del ejemplo 15.2. 
Observe que las tres columnas son mutuamente ortogonales. La matriz X del factorial 
2* también contiene columnas ortogonales. El factorial 2’ con interacciones produciría 
una matriz X del tipo

■
Xl X2 X3 XlX2 XlX) X2X3 .ti.V2.t3
-1 -1 -1 1 1 1 — 1

1 -1 -1 -l — l I l
-1 1 -1 -1 1 -1 1
-1 -I I 1 —1 -1 1

1 I -1 I — 1 -1 — 1
1 -1 1 -1 I -l — 1

-1 1 1 -1 — 1 l — 1
1 1 1 1 1 l 1

La descripción de los grados de libertad es

Fuente g.l.
Regresión 3
Falta de ajuste 4 x^Xy
Error (puro) 8

Total 15

Los ocho grados de libertad para el error puro se obtienen a partir de Ia.s corridas du­
plicadas en cada punto del diseño. Los grados de libertad de la falta de aju.sic podrían 
considerarse como la diferencia entre el número de puntos de diseño distintos y el nú­
mero total de te'rminos en el modelo; en este caso hay ocho puntos y cuatro tenninos en 
el modelo.

Error estándar de los coeficientes y pruebas T
En las secciones anteriores vimos cómo el diseñador de un expenmento puede aprose- 
char el concepto de ortogonalidad para diseñar un experimento de regresión con coeti- 
cientes que obtienen una varianza mínima sobre la base del costo Debemos ser capaces 
de utilizar e! materia! sobre la regresión que se expuso en la sección 12 4 para calcular 
estimados de las varianzas de los coeficientes y. con ello, los errores estándar. También 
resulta de interés observar la relación entre el estadístico t de un coeticiente v el estadís­
tico F desento e ilusündo en capítulos anteriores.

En la sección 12.4 vimos que las varianzas y las coxananzas de los ciKdicientes 
aparecen en A"', o, en términos de la notación actual, la imiiríz de \aruw:ii-i tnariaiKu 
de coeficientes es

£j=A-‘ = o-mX'X)-'

En el caso del e.xperimento factonal 2‘ las columnas de X son muiuamenie orutgonales.
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lo que impone una eslniciura muy especial. En general, para 2* se puede escribir

ti X2 ••• M A|.t2 •••

X =11 ±1 ±1 ±1 ±1 - -i.

donde cada columna contiene 2‘ o 2‘/i entradas, donde n es el número de réplicas de las 
corridas en cada punto del diseño. Así, la formación de X'X lleva a

X'X = 2*/iI^,

donde I es la matnz de identidad de la dimensiónp, el número de parámetros del modelo

Ejemplo 15.3:1 Considere un diseño factonal 2’ con comdas por duplicado que se ajusta al modelo 

E(Y) =P, + + /3.r, + + /3,.t,.r, + /3,^t..r, +

Proporcione expresiones para los errores estándar de los estimados de mínimos cuadra­
dos de /j„, by by b,y y b^.

Solución: •Tt X2 ti .ti.ti .ti.t3 -t:t3

considerando cada unidad como repeiula, es decir, considerando que cada observación 
está duplicada Como resultado.

X'X = 16L

Por consiguiente,

(x'xr' = -¿I7
lo

A p,irtir de lo antenor debe quedar claro que las \anan/as de todos los coeticienles 
para un factorial 2‘ con n comdas en cada punto de diseño son

y. desde luego, todas las covananzas son iguales a cero Como resultado, los errores 
estándar de los coeficientes se calculan como

donde j se calcula por medio de la raí/ cuadrada del cuadrado medio del error que se 
espera obtener a partir de una réplica adecuada Así. en nuestro caso con 2'.
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Éj™p,o.5.4:ICo„^^p«„

£00 = /3„ + ^,A- + + p^x^ + P^^ +
+ + P.jc^, + /3^^v

dSdos? *°^ estándar de los coeficientes de regresión de los mínimos cua-

Solución: Los errores estándar de todos los coeficientes para el factorial 2* son iguales, y son

que en este ejemplo es

"‘'-VnsKZ)'

En este caso el cuadrado medio del error puro es dado por = 2.46 (16 grados de liber­
tad). Entonces,

= 0.28.

Los errores estándar de los coeficientes se usan para construir estadísticos / de todos 
los coeficientes. Estos valores / se relacionan con los estadísticos F del análisis de va- 
rianza. Ya se demostró que un estadístico F sobre un coeficiente, usando el factorial 2*. es

/ =
(contraste)*

(2^/i)s’

Ésta es la forma del estadístico F de la página 610 para el experimento metalúrgico (ejer­
cicio 15.3). Es fácil comprobar que si se escribe

donde
, contraste

entonces

(contraste)* ^
“ 5^2^ n J

Como resultado, se mantiene la relación acostumbrada entre los estadísucos r sobre los 
coeficientes y los valores F. Como era de esperarse, la única diferencia entre utilizar r v 
F para evaluar la significancia radica en el hecho de que el estadístico / indica el signo o 
la dirección del efecto del coeficiente.

Parecería que el plan del factorial 2‘ se adapta a muchas situaciones prácticas a las 
cuales se ajustan modelos de regresión. Puede incluir términos lineales y de interacción, lo 
que proporciona estimados ópümos de todos los coeficientes (desde un punto de vista de 
la varianza). Sin embargo, cuando k es grande, el número de puntos del diseño requendo 
es muy grande. A menudo es posible utilizar partes del diseño total y aun así conservar la 
orlogonalidad, con ioda.s sus ventajas. En la sección 15.6 se estudian esos diseños.



620 Capítulo 15 Experimentos factoriales 2* y fracciones

Una mirada más cercana a la propiedad de ortogonalidad del factorial 2^
Ya vimos que para el caso del factorial 2‘ toda la información que obtiene el analista 
sobre los efectos y las interacciones principales aparece en forma de contrastes. Estas 
"!'■ - 1 piezas de información" conllevan un solo grado de libertad cada una y son in­
dependientes entre sí. En un análisis de varianza se manifiestan como efectos', mientras 
que si .se construye un modelo de regresión, los efectos que resultan son coeficientes de 
regresión, apane de un factor de 2. Con cada forma de análisis es posible hacer pruebas 
de significancia y la prueba / para un efecto dado es la misma en términos numéricos que 
para el coeficiente de regresión correspondiente. En el caso del ANOVA son imponantcs 
la selección de las variables y la interpretación científica de las interacciones; en tanto que 
en el caso de un análisis de regresión se usa un modelo para predecir la re.spuesta y/o de­
terminar cuáles combinaciones de factores o niveles son las óptimas, por ejemplo, maxi* 
mizar la producción o la eficiencia de la purificación, como en el estudio de caso 15.2.

Resulta que la propiedad de ortogonalidad es importante, ya sea que se trate de un 
ANOVA o de una regresión. La ortogonalidad entre las columnas de X. la matriz del mo­
delo en, digamos, el ejemplo 15.3, ofrece condiciones especiales que tienen un impacto 
importante sobre los efectos de la varianza o los coeficientes de regresión. De hecho, 
ya es evidente que el diseño ortogonal da como resultado la igualdad de vananza para 
todos los efectos o coeficientes. Es así como, para propósitos de estimación o de prueba, 
la precisión es la misma para todos los coeficientes, los efectos pnncipales o las interac­
ciones. Además, si el modelo de regresión sólo contiene términos lineales, por lo cual 
sólo los efectos principales son de interés, las condiciones siguientes dan como resultado 
la minimización de las varianzas de lodos los efectos, o. en forma correspondiente, de 
los coeficientes de regresión de primer orden.

Condiciones para Si el modelo de regresión contiene términos no mayores de primer orden, y si los rangos
vananzas de las variables son dados por t 6 [ —1. +1) para j = 1.2.......L. entonces Var(/> )/»t\

mínimas de los paraj = 1,2.......A, se minimiza si el diseño es ortogonal y todos los niveles .v del diseño
coeficientes son ±1 para / = 1,2.......k.

Así, en términos de los coeficientes del modelo o los efectos pnncipales. la ortogonali­
dad en el 2‘ es una propiedad muj deseable.

Otro método para lograr una mejor comprensión del “balance” proporcionado por el 
factorial 2' consiste en observar la situación mediante una gráfica. En la figura 15 11) se 
aprecia cada uno de los contrastes onogonales y. por lo tanto, mutuamente independien­
tes. En las gráficas se comparan los planos de los cuadrados cu>os vértices contienen 
las re.spuestas etiquetadas con “+" con las que tienen el signo Las que aparecen 
en el inciso a presentan contrastes para efectos pnncipales y deberian ser ev identcs p.ira 
el lector. Las del inciso h presentan los planos determinados por los vértices "-t*” v 
para los tres contrastes de interacción de dos factores. En el inciso c se aprecia la repre­
sentación geomélnca de los contrastes para la interacción de tres factores (.-\/íO

Corrida}) centrales con diseños factoriales 2^
En la situación en que se aplica el diseño 2‘ con sanables continuas de diseño v se 
busca ajustar un modelo de regresión lineal, el uso de réplicas de corridas en el diseño 
central puede ser sumamente útil. De hecho, además de las ventajas que se analizaran 
a continuación, la mavoria de los ciemílicos e ingenieros considerarían que las corrida'
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(a) Efectos principales
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(b) Interacción de dos factores

Figura 15.10: Presentación geome'lrica de los contrastes para el diseño faclonal 2'.
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centrales, es decir, las corridas en = 0 para / = 1, 2..... k, no sólo son una práctica
razonable sino que además son interesantes. En muchas áreas de aplicación del diseño 
2* el científico desea determinar si sena benéfico pasar a otra reglón de intere's en los
factores. En muchos casos el centro, es decir, el punto (0. 0.....0) en los factores codifi.
cados, con frecuencia representa las condiciones de operación actuales del proceso, o al 
menos aquellas condiciones que se consideran “óptimas para el momento”. Por lo tanto, 
a menudo el científico requenra datos sobre la respuesta central.

Corridas centrales y falta de ajuste
Además del atractivo del aumento del diseño 2‘ con corridas centrales, otra de sus ven­
tajas consiste en que se relaciona con la clase de modelo que se ajusta a los datos 
Considere, por ejemplo, el caso con k = 2 que se ilustra en la figura 15.11.

B(X2)

-1
-1 +1

A(x,)

Figura 15.11: Un diseño 2* con corridas centrales.

Queda claro que sin las corridas caiiralcs los términos del modelo son la inter­
sección. A,, .r„ .T,.r,. Esto explica los cuatro grados de libertad del modelo producidos 
por los cuatro puntos del diseño, ademas de cualquier réplica. Como cada factor tiene 
información de respuesta disponible sólo en dos iihitaaones 1 — 1. -i-1). no es posible 
incluir términos “puros” de curvatura de segundo orden en el modelo, es detir. o 
xl. Sin embargo, la información en lü. 0) produce un grado de libenad adicional del 
modelo. Si bien este importante grado de libertad no permite que ni \ j m i s se empleen 
en el modelo, sí permite probar la significancia de una combinación lineal" de t j v 13 

Entonces, para n corridas centrales, hav 11 — 1 grados de libertad disponibles para repli­
cas o para el error “puro” Esto permite un estimado de <r- para probar los términos del 
modelo y la significancia del único grado de libertad para la falta de ajuste cuadrálíco 
El concepto aquí es muy similar al que se descnbió en el material sobre la taita de ajuste 
del capítulo 11

Para entender por completo como funciona la prueba de falta de ajuste suponga que 
para A. = 2 el modelo verdadero contiene todo el complemento de segundo orden de K" 
términos, incluyendo a > ts En otras palabras.

£■(>■) = + + +■ -f-íi. rs
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Ahora, considere el contraste

yf = 9o
donde y/ es la respuesta promedio de las ubicaciones factoriales y yo es la respuesta 
promedio en el punto central. Es fácil demostrar (véase el ejercicio de repaso 15.46) que

Eiy/ - yo) = /3„ + (3^,

y, en efecto, para el caso general con k factores,

k
£(yf -yo)=

í=i

Como resultado, la prueba de falla de ajuste es una prueba t simple (o F = r*) con

, _ y/ - yo _ _ y/ - yo________
' íyy-ra ^CMEH/nf + l/nS

donde es el número de puntos factoriales y CME sólo es la varianza muesiral de los 
valores de la respuesta en (0, 0,..., 0).

Ejemplo 15.5; I Este ejemplo se tomó de Myers, Montgomery y Anderson-Cook (2009). Un ingeniero 
químico trata de modelar la conversión porcentual en un proceso. Hay dos variables de 
interés, el tiempo de reacción y la temperatura de reacción. En un intento por llegar al 
modelo apropiado se realiza un experimento preliminar en un factorial 2* usando la re­
gión actual de interés en el tiempo y temperatura de reacción. Se hicieron corridas únicas 
en cada uno de los cuatro puntos factoriales, y cinco corridas en el centro del diseño con 
el fin de poder realizar una prueba de falla de ajuste para la curvatura. En la figura 15.12 
se presenta la región del diseño y las corridas experimentales sobre el producto.

Las lecturas del tiempo y la temperatura en el centro son, desde luego, 35 minutos y 
145°C. Los estimados de los efectos principales y el coeficiente de interacción único se 
calculan mediante contrastes, igual que antes. Las corridas en el centro no intervienen 
en el cálculo de b, y 6,j. Esto debería ser razonable para el lector. La intersección 
es sólo y para todo el experimento. Este valor es y = 40.4444. Los errores estándar se 
calculan usando los elementos de la diagonal de (X'X)"*, como ya se expuso. Para este 

caso,

•ti -t2 X\X2

■ -1 -1 1 '
-1 I -1

1 -1 -1

1 1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

I 0 0 0
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160*

55
=
2
Q.
E

130*

40.0 41.5

•
40.3. 40.5, 40.7, 40.2. 40.6

39.3 40.9

30min 40 min

Figura 15.12: Factorial 2- con 5 corridas en el centro.

Después de hacer los cálculos se obtiene

= 40.4444. ¿,=0.7750. ¿, = 0.3250, ¿,,= -0.0250.

= 0.06231. = 0.09347, 5^_ = 0.09347. = 0.09347.
/^ = 649.07, = 8.29. V = 3-^8. ^,,'=-0-7 (/* = 0.800).

El contraste >y — yo = 40,425 — 40.46 = —0.035 y el estadístico t que prueba la cana- 
tura .son dados por

t
40.425 -40.46 

v/0.0430(l/4+ 1/5) ~ {P =0.814).

Como resultado, parece que el modelo apropiado debería contener .sólo ténninos de 
primer orden (además de la intersección). -I

Una mirada intuitiva a la prueba de curvatura
Si se considera el caso sencillo con una sola variable de diseño con corridas en -1 \ 
+1 debe quedar claro que la respuesta promedio en -1 y +1 debe estar cerca de la res­
puesta en 0. el centro, si el modelo es de primer orden. Cualquier desviación sugeriría, 
con seguridad, curvatura. Esto se puede extender fácilmente a dos variables. Considere 
la ñgura 15.13.

La figura muestra el plano sobre y que pasa a través de los valore^ de v de los puntos 
factonales. Éste es el plano que representaría el ajuste perfecto para el modelo que con­
tiene .r,..v, y.r,.v,. Si el modelo no contiene curvatura cuadrática, es decir. ,i,, = .3. = 
se esperaría que la respuesta en (0, 0) esté en el plano o cerca del mismo Si la re'^puc'U 
estuviera lejos del plano, como ocurre en la figura 15.13. entonces se ptnlria ver en tónna 
gráfica que la curvatura cuadrática está presente.
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Ejercicios
15.13 Considere un experimento 2^ donde se realizan 
corridas experimentales sobre 4 máquinas diferentes. 
Use las máquinas como bloques y suponga que todos 
los efectos principales y las interacciones de dos facto­
res son importantes.
a) ¿Cuáles corridas se harían sobre cada una de las 4 

máquinas?
b) ¿Cuáles efectos se confunden con los bloques?

15.14 En un experimento descrito en Myers, 
Montgomery y Anderson-Cook (2009) se buscan las 
condiciones óptimas para almacenar semen de bovi­
nos con el ñn de obtener la supervivencia máxima. Las 
variables son el porcentaje de citrato de sodio, el por­
centaje de glicerol y el tiempo de equilibrio en horas. 
La respuesta es el porcentaje de supervivencia de los 
espermatozoides móviles. Los niveles naturales se en­
cuentran en la referencia mencionada. A continuación 
se presentan los datos con los niveles codifícados para 
la parte factorial del diseño y las corridas centrales.
a) Ajuste un modelo de regresión lineal con los datos 

y determine cuáles te'rminos lineales y de interac­
ción son significativos. Suponga que la interacción 
.r,.r.,r, es despreciable.

b) Pruebe la falta de ajuste cuadrálico y comente la 
respuesta.

xi, íp de xj
citrato xz, 7c Tiempo Te
de sodio de gUcerol de equilibrio Supervivencia

-i -1 -1 57
1 -1 -1 40
-111 19
111 40

-1 -1 -I 54
1 -1 -1 41
-111 21
III 4.1
0 0 0 63
0 0 0 61

15.15 Los productores de petróleo están interesados 
en aleaciones de níquel que sean fuertes y resistentes 
a la corrosión. Se realizó un experimento en el que se 
comparó del límite elástico especímenes elásticos de 
aleaciones de níquel cargados en una solución de ácido 
sulfúrico saturada con disulfuro de carbón. Se compa­
raron dos aleaciones; una con 75Tr de níquel > ou-j con 
30‘Jf de níquel. Se probaron Ixs aleaciones en dos tiem­
pos de carga diferentes, de 25 y 50 días. Se reali/ó un 
factorial 2' con los factores siguientes-
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Vo de ácido sulfúnco* AV6, tVc (t,) 
tiempo de carga 25 días, 50 días (r,) 

composición del níquel' 309ó. ISVo (Tj)

Se preparó un espécimen para cada una de las 8 con 
diciones Como los ingenieros no estaban seguros de 
la naturaleza del modelo, es decir, de si se necesitarían 
o no términos cuadraticos, incorporaron un tercer ni­
vel (intermedio) y realizaron 4 comdas centrales uti­
lizando 4 especímenes con ácido sulfúnco al 5Vc, 37 5 
días y una composición de níquel de 52 5Vo A conti­
nuación se incluyen las resistencias en kilogramos por 
pulgada cuadrada

__________ Tiempo de carga_________
25 días 50 días______

Composición Acido sulfúrico Ácido sulfúrico 
del níquel AVo 6Ve 4Vc 6Vo

75Vo 52 5 56 5 47 9 47 2
30Vc 50 2 50 8 47 4 41 7

Las comdas centrales produjeron las siguientes resis­
tencias

51.6, 51 4, 52 4, 52 9

Capítulo 15 Expenmentos factonales 2* y fracciones

á) Haga pruebas para determinar cuáles efectos pnn. 
cipalcs e interacciones deberían incluirse en el 
modelo ajustado.

b) Pruebe para la curvatura cuadrática
c) Si la curvatura cuadrática es significativa, (.cuán­

tos puntos de diseño adicionales se necesitan para 
determinar cuáles términos cuadráiicos deberían 
incluirse en el modelo*^

15.16 Suponga que es posible llevar a cabo una ré­
plica del experimento de! ejercicio 15 13
a) (.Una segunda réplica del esquema de bloques del 

ejercicio 15 13 sería la mejor opción'»
b) Si la respuesta del inciso a es negativa, propor- 

Clone el diseño de una mejor opcion para la se­
gunda réplica.

c) (.Que concepto utilizó en la elección del diseño'»

15.17 Considere la figura 15 14, que représenla un 
factorial 2» con 3 comdas centrales Si la curxatuni 
cuadrática es sigmficama, (.cuáles otros puntos de di- 
seño sclcccionana, que permitieran estimar los térmi 
nos t j y tj'» Explique su respuesta

-1.1 1. 1

Xa • ••
lO 0)

-1. -1 1. -1

Figura 15 14 Gráfica para el ejercicio 15 17

15.6 Experimentos factoriales fraccionarios
El expenmento facional 2‘ se puede \oI\er mu> demandante, en términos dtl numero de 
unidades expenmentales requendas. cuando el \aIor de k es grande Una de las \entajas 
reales de este plan experimental es que permite un grado de libertad para cada inierav 
ción Sin embargo, en muchas situaciones expenmentales se sabe que ciertas inierasuo 
nes son despreciables, por lo que sena un desperdicio de estuer/o expenmental utili/ar 
el expenmento facional completo De hecho el expenmentador poJrta tener limit.uio 
nes económicas que le impidan hacer observaciones de todas las combinaciones 2 de 
tratamientos Cuando k es grande, a menudo se puede usar un expenmento factorial
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oc^avo*dd*'ph^°f'^^ qiJjzás sea posible llevar a cabo la mitad, un cuarto o incluso un

Construcción de la fracción de k
La construcción del diseño de media réplica es idéntica a la asignación del experimento 
factorial - en dos bloques. Se comienza por seleccionar un contraste de definición que 
se sacrificará por completo. Luego se construyen los dos bloques en concordancia y se 
elige cualquiera de ellos como plan experimental.

A menudo la fracción de j de un factorial 2‘ se conoce como diseño 2‘~', el cual 
indica el número de puntos de diseño. El primer ejemplo de un diseño 2‘“' será uno de 
2 o uno de 2^ o uno de 2^~ En otras palabras, el científico o el ingeniero no puede usar 
el complemento completo, es decir, todo el diseño 2^ con 8 puntos de diseño, por lo que 
debe apelar a un diseño con sólo cuatro puntos de diseño. La pregunta es la siguiente: de 
los puntos de diseño (1), a, b, ab, ac, c, bey abe, ¿cuáles son los cuatro puntos de diseño 
que producirán el diseño más útil? La respuesta, junto con los conceptos importantes re­
lacionados, aparece en la tabla de signos -1- y — que muestra los contrastes para el diseño 
2^ completo. Considere la tabla 15.9.

Tabla 15.9: Contrastes para los siete efectos disponibles en el caso de un e.xpenmento factonal 2^

Combinación 
de tratamientos

Efectos
I A B C AB AC BC ABC

23-1 a + + — — — — + +
h + — + - - + - •b
e + — — + + - - -b

abe + -b + + + + + •b
23-1 ab + + + — + - - -

ae + + - + - - -
be + - + + - - + -
(1) + - - — + A -b —

Observe que las dos fracciones i son («. b. c. abe) y {ah. ac,bc. (l)j Observe tam­
bién en la tabla 15.9 que en ambos diseños ABC no tiene contraste, pero todos los demás 
efectos sí lo tienen. En una de las fracciones se tiene que ABC contiene todos los signos 
-I- y en la otra fracción el efecto ABC contiene todos los signos - Como resultado, se 
dice que el diseño de la parte supenor de la tabla es descrito por.-lBC = /, y el de la 
parte inferior por ABC = -I La interacción ABC se denomina generador del diseño. > 

= ¡[o ABC = —I para el segundo diseño) recibe el nombre de relación defmitoria

Alias en el 2-^"'
Si nos centramos en el diseño ABC = / (el 2'-‘ supenor). es evidente que seis efectos 
contienen contrastes. Esto produce la apanencia inicial de que todos los efettos se pue­
den estudiar por separado de ABC. Sin embargo, el lector recordara que con solo cuatro 
puntos de diseño, incluso si se replican, los grados de libertad disponibles (ademas del 

error experimental) son



628 Capítulo 15 Experimentos factoriales 2* y friicciiOnes

Términos del modelo de regresión 3 
Intersección 1

4

Un análisis más detallado sugiere que los siete efectos no son ortogonales y que cada 
contraste está representado en otro efecto. De hecho, si se emplea el símbolo s 
denotar contrastes idénticos, se tiene que

A = BC, B=AC: C = AB.
Como resultado, dentro de un par no es posible estimar un efecto independiente de su 
“socio” alias. Los efectos

a + abe — b — c o + abe — b — c

producirán el mismo resultado numérico, de manera que contienen la misma informa­
ción. De hecho, con frecuencia se dice que comparten un grado de libertad. En reali­
dad, el efecto estimado verdaderamente estima la suma, es decir. A + BC. Se dice que 
y BC son alias, al igual que B y AC, y que C y AB.

Para la fracción ABC = —/ se observa que los alias son los mismos que para la frac­
ción = /, además del signo. Así, se tiene

A = -BC; B = ~AC: C = -AB

Las dos fracciones aparecen en las esquinas de los cubos de las ñguras 15.15u y 
I5.\5b.

(a) La fracción ABC = / (a) La fraccjón AflC= -I

Figura 15.15: Las fracciones i del factonal 2'

Cómo se determinan los alias en general
En general, para un diseño 2‘‘‘. cada efecto, además de aquel definido por el generador, 
tendrá un soto socio alias. El efecto definido por el generador no tendrá alia’« en otro
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la m'edia r media, ya que el estimador de mínimos cuadrados será

cualquier exponente por el módulo 2. Por ejemplo.

En forma similar.
A‘ABC = A, con lo que BC = A.

B = B- ABC s AB‘C = AC,
y, por supuesto,

C=CABCsABC- = AB.
Ahora, para la segunda fracción, es decir, la definida por la relación ABC = —/,

A = -BC: B = -AC: C = -AB.
Como resultado, el valor numérico del efecto A en realidad estima A — BC. De manera 
similar, el valor de B estima B — AC, y el valor de C estima C — AB.

Construcción formal del diseño
La comprensión plena del concepto de los alias facilita el conocimiento de la construc­
ción del diseño 2‘“‘. Se comienza con la investigación del 2’"'. Se requieren tres factores 
y cuatro puntos de diseño. El procedimiento comienza con un factorial completo en 
k — \ = 2 factores A y B. Después se agrega un tercer factor de acuerdo con las estructuras 
de alias deseadas. Por ejemplo, con ABC como el generador, resulta claro que C = ±AB. 
Así, se descubre que C = AB, o C = —AB complementan el factorial completo en A y B. 
La tabla 15.10 ilustra un procedimiento que resulta muy sencillo.

Tabla 15.10: Construcción de los dos diseños 2^ '

2" básico 2^-‘¡ABC = I 23 -‘¡ABC = -I
A B A B C = AB A B C 11 l

_ — — — + - - -

+ — - - + - +
— -b — + - - +

+ + + + + + —

Note que ya vimos que ABC = / proporciona los puntos de diseño a, h, c > abe: en 
tanto que ABC = -/ proporciona (1). uc. be y ab. Anierumnente pudimos construir los 
mismos diseños usando los contrastes que se muestran en la tabla 15 9 Sin embargo, a 
medida que el diseño se vuelve más complicado con fracciones supenores. esas tablas 

de contra-stes se vuelven más difíciles de uubajar.
Ahora considere un diseño 2''-'. es decir.' de un diseño lacional 2\ que incluye los 

factores A, B, C y D. Como en el caso del diseño 2’ '. ia mteraccum iiue se usa como
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generador es la interacción de mayor orden, en este caso ABCD. Debe recordarse qug 
ABCD = 1, la relación definitoria sugiere que se sacrifica la información sobre ABCD 
Aquí comenzamos con el diseño 2^ completo en A, By C, y se forma D = para
generar los dos diseños 1*~\ La tabla 15.11 ilustra la construcción de ambos diseños.

Tabla 15.11: Construcción de los dos diseños

2^ Básico 2*- >;ABCD = / 24- ';ABCD = -/

A B c A B C D^ABC A B C D = -ABC

-1-
: —

+
:

- + +
+

— + — - + - + - + - —

+ + — + + - - + + - -f
— + — - + + - - + —
+ - + + - -f* + - + +
- + + - + + - - + + -1-
+ + + + + + + -1- + -f —

Aquí, empleando las notaciones a, h. c, etce'tera, se tienen los diseños siguientes:

ABCD = /,(!), ad, bd, ah. cd, at\ he. abed 
ABCD = —/, d, a, h, abd, c, ocd, bed, abe.

En el caso de 2^"*. los alias se obtienen como se describió antes para 2’"'. Cada 
efecto tiene un solo socio alias que se obtiene mediante la multiplicación que se efectúa 
utilizando la relación definitoria. Por ejemplo, el alias de A para el diseño ABCD = / es 
dado por

A = A • ABCD = A'BCD = BCD.

El alias para AB es dado por

AS = AB ■ ABCD = A'B-CD = CD.
Como es fácil observar, los efectos principales tienen alias con interacciones de tres fac­
tores y las interacciones de dos factores tienen alias con otras interacciones de dos facto­
res. La lista completa es dada por

A = BCD AB = CD 
B = ACD AC = BD 
C = ABD AD = BC 
D = ABC.

Construcción de la fracción de i
En el caso de la fracción de en vez de una se seleccionan dos interacciones para 
ser sacrificadas, y la tercera resulta al obtener la interacción generalizada de la> dos
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seleccionadas. Observe que esto se asemeja mucho a la construcción de cuatro bloques. 
La fracción que se emplea es simplemente uno de los bloques. Un ejemplo sencillo 
ayuda mucho a ver la conexión con la construcción de la fracción de i Considere la 

consüyccion de 5 de un factorial 2^ es decir, un diseño 2*-- con los factores A. B, C, D 
^ \ " pro^dimiento que evita el confundir dos efectos principales es la selección 

e ABD y ACE como las interacciones que corresponden a los dos generadores, lo que 
produce ABD = / y ACE — I como las relaciones definitorias. La tercera interacción 
sacnficada seria iABD){ACE) = A-BCDE = BCDE. Para la construcción del diseño se 
comienza con un factorial 2* ^ = 2^ en A. 5 y C. Se usan las interacciones ABD y ACE 
para proporcionar los generadores, de manera que el factorial 2' en A, y C es propor­
cionado por el factor D = ± AB y E =±AC. Así, una de las fracciones es dada por

A B C D = AB E = AC
— — - + + de
+ — — — — a
- + — — + be
+ + — + — abd
- - + + — cd
+ — + — + ace
— + + — - be
+ + + + + abede

Las otras tres fracciones se calculan utilizando los generadores {D = —AB. E — AC}. 
{Z> = AB, E = —AC} y {£) = —AB. E = —AC} Considere un análisis del diseño 2^"’ 
anterior, que contiene ocho puntos de diseño para estudiar cinco factores. Los alias para 
los efectos principales son dados por

A(ABD) = BD A{ACE) = CE AiBCDE) s ABCDE
B =AD = ABCE = CDE
C = ABCD = AE = BDE
D =AB = ACDE = BCE
E =ABDE = AC = BCD

Los alias para otros efectos se pueden obtener de la misma manera. El desglose de los 
grados de libertad es dado por (además de la réplica)

Efectos pnncipales 5
Falta de ajuste 2 (CD = BE. BC = DE)
Total 7

Se listan las interacciones sólo para el grado dos en la falta de ajuste
Ahora considere el caso de un diseño 2'-'-. que permite 16 puntos de diseño para 

estudiar seis tactores. Nuevamente se eligen dos generadores de diseño l'na opcion 
praí^mática para complementar un factonal 2'”- = 2' completo en A. B. C \ D coiiMsie 
en usar £= ±AflCy f = ±flCÍ). La construcción se muestra en la tabla 15 12.

Es evidente que con ocho puntos de diseño más que en 2' - los alias de los efeuos 
nrincipales no representarán un problema difícil. De hecho, observe que con las reía- 
dones defmilonas ABCE = ±/. BCDF = + 7. y iABCEnBCDF, = ADtl = ±7, los
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Tabla 15.12: Diseño 2®-“

A B C D £=ABC F = ECZ)
Combinación 

de tratamientos

— — - - - - (l)
+ — — — + - ae
— + — — -f- -f- bef
+ _ — - + abf
— — -f- - -1- -b cef
-f - + - - + acf
- -P + — — — be
-j- -1- - -f- _ abce
— — - + - -f- df
-f- _ - + + + adef
— -f — -f- - bde
-f- -f- — -f- - - abd
- - + + - ede
+ — -f- + — - ocd
- + + + - -f- bedf
+ -f- -I- -f- -f- + abedef

efectos pnncipales tendrán altas con interacciones que no son menos complejas que las 
de tercer orden La estructura de los alias para los efectos principales se escnbe

A = BCE = ABCDF = DEF, D = ABCDE s BCF = AEF,
B = ACE = CDF = ABDEF, E = ABC = BCDEF = ADF,
C = ABE = BDF = ACDEF, F = ABCEF = BCD = ADE.

cada uno con un solo grado de libertad Para las interacciones de dos factores.

AB = CE = ACDF = BDEF. AF = BCEF = ABCD = DE.
AC = BE = ABDF = CDEF, BD = ACDE = CF = ABEF.
AD = BCDE = ABCF = EF. BF = ACEF = CD = ABDE,
AE = BC = ABCDEF = DF

Por supuesto, aquí hay algunos alias entre las interacciones de dos factores Los dos 
grados de libertad restantes se explican por medio de los siguientes grupo->

ABD = CDE = ACF = BEF. ACD = BDE = \BF = CEF
Es c\ idenie que antes de recomendar finalmente ci plan expenmenial Mcmpre debe­

mos estar conscientes de que la estructura de alias es para un experimento fraccionario 
La selección adecuada de contrastes de definición es importante. \a que es lo que deter­
mina la estructura de los alias

15,7 Análisis de experimentos factoriales fraccionados
La dificultad para realizar pruebas formales de signihcancia con dalos de experimen­
tos factoriales fraccionados radica en la determinación del termino del error apropiado
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A menos que se disponga de datos de experimentos anteriores, el error debe provenir de 
una agrupación de contrastes que representan efectos que se presume son despreciables.

Las sumas de cuadrados para los efectos individuales se calculan usando en esencia 
los mismos procedimientos que se emplean para obtener el factorial completo. Es posi­
ble formar un contraste en las combinaciones dc tratamientos construyendo la tabla de 
signos positivos y negativos. Por ejemplo, para media re'plica de un cxpenmenio facto­
rial 2^ con ABC como contraste de definición, un conjunto posible de combinaciones de 
tratamientos, junto con el signo algebraico apropiado para cada contraste que se usa para- 
calcular los efectos y las sumas dc cuadrados de los distintos efectos, sería como el que 
se presenta en la tabla 15.13.

Tabla 15.13: Signos para los contrastes en media re'plica de un expenmento factorial 2^

Combinación Efecto factorial
de tratamientos A B C AB AC BC ABC

a + — — — — + +
b - + — - + - +
c — - -f- + - - +
abe + + + + + 4- +

Observe que en la tabla 15.13 los contrastes/! y fiCson idénticos, lo cual ilustra los 
alias. Asimismo, B = AC y C = AB. En esta situación se tienen tres contrastes ortogo­
nales que representan los 3 grados de libertad disponibles. Si se obtu\ leran dos observa­
ciones para cada una de las cuatro combinaciones de tratamientos, entonces tendríamos 
un estimado de la vananza del error con 4 grados de libertad. Si suponemos que los efec­
tos de interacción son despreciables, podríamos probar la significancia de lodos los efectos 
principales.

Un ejemplo del efecto y la suma de cuadrados correspondientes es

a—b—c + abe {a — b — cabc)‘
A=----------r------------ , SCA=---------------------------- .

2n 2-/I

En general, la suma de cuadrados con un grado de libertad para cualquier electo en 
una fracción 2"^ de un expenmento factonal 2‘ (p < A) se obtiene elevando al cuadrado 
los contrastes en los totales de los tratamientos seleccionados > dividiendo entre 
donde n es el número de réplicas de estas combinaciones dc tratamientos

Ejemplo 15.6:1 Suponga que^ desea emplear una media réplica pora estudiar los efectos de cinco tac­
tores, cada uno en dos niveles, sobre alguna respuesta, y que .se conoce que cualquiera 
que sea el efecto de cada factor, será constante pora cada nivel de los demas tactores En 
otras palabras, no hay interacciones Sea el coninisle de definición ABCDE lo que oca­
siona que los efectos pnncipales tengan alias con interacciones de cuatro factores El 
agrupamiento de contrastes que incluyen interacciones proporciona 15 - 5 = H) grados 
de libertad pai~a el error Realice un análisis de vananza con los datos de la tabla 15 14 v 
pruebe todos los efectos pnncipales a un niv el de significancia de ü 0.5 

Solución: Las sumas de cuadrados y los efectos para los efectos pnncipalcs son

SCA =
(11 3 - 15.6 - - 14 7-1-13 2)*

2S-1 16” ly 14.
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Tabla 15.14: Datos para el ejemplo 15.6

IVatamicnto Respucstn IVatamicnto Respuesta

a 11.3 bed 14.1

b 15.6 abe 14.2

c 12.7 aee 11.7

d 10.4 ade 9.4

e 9.2 bee 16.2

abe Il.O bde 13.9

abd 8.9 ede 14.7

acd 9.6 abede 13.2

-i^=-2.19.

(-11.3-H5.6------- - 14.7-f 13.2)'-
->048

25- 16

= 2 26.

- 15.6-f--- + 14.7+ 13.2)-
6 63-rr is- 1 16

^ = 1.21.

- 15.6- ■ + 14.7+ 13 2)- (-7.7)- ,
25- 16

-P = -0.96.

SCE
-15.6--- + 14 7+ I3.2f-

4 95
2'“ 1 16

£ = ¥ = 1.11

Todos los demás cálculos y pruebas de significancia se resumen en la tabla 15 15. Las 
pruebas indican que el factor/I tiene un efecto negali\o signiíicaliso sobre la respuesta, 
mientras que el factor B tiene un efecto positiso sicniiicali\o Los factores C D \ /. no 
son significativos ai nivel de significancia de 0.05 J

Ejercicios
15.18 Liste los alias de los diferentes efectos en un 
espenmento factorial 2' cuando el contraste de defini­
ción es ACDE
15.iy íi) Obtenga una fracción de k de un di%eño fac­
torial 2^ usando BCD como el contraste de definición 
h] Divida la fracción de \ en dos bloques de cuatro 

unidades cada uno confundiendo ABC

fl Construva la tabla de análisis de v.uiaiii'a (fuente' 
de vanación v grados de libertad) para probar to­
dos los electos pnnvipales no confundidos, si se 
acepta que todas las interacciones de los electos 
son despreciables

15.20 Constru>a una fracción de | de un diseño tac 
tonal 2' utilizando \BCD \ BDlif- como los coiiirj'ies 
de delinicuin Diga cuales electos tienen alias con lo' 
seis electos pnncipales
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Sctlrid 2^^' Análisis de varianza para los datos de media réplica de an experimento

Fuente de
variación

Suma de
cuadrados

Grados de 
libertad

Cuadrado
medio

/
calculada

Efecto principal:
A 19.14 1 19.14 6.21
B 20.48 1 20.48 6.65
C 6.63 1 6.63 2.15
D 3.71 1 3.71 1.20
E 4.95 1 4.95 1.61

Error 30.83 10 3.08
Total 85.74 15

15il á) Con los contrastes de definición ABCE y 
ABDF obtenga una fracción de j de un diseño 2^ 
h) Muestre la tabla del análisis de varianza (fuentes 

de variación y grados de libertad) para todas las 
pruebas apropiadas, suponiendo que £ y f no in- 
teractúan y que las interacciones de tres factores y 
mayores son despreciables.

15,22 En un experimento que implica sólo 16 ensa- 
jos se varían siete factores en dos niveles. Se utiliza un 
experimento factorial 2’ con una fracción de g-, con los 
contrastes de definición ACD, BEF y CEC. Los datos 
son los siguientes:

Combinación
de tratamientos Respuesta

Combinación 
de tratamientos Respuesta

(1) 31.6 acg 31.1
ad 28.7 edg 32.0
abce 33.1 beg 32 8
edef 33.6 adefg 35.3
ücef 33.7 efs 32.4
bede 34.2 abdeg 35.3
abdf 32.5 bedfg 35.6
bj 27.8 abefg 35.1

Realice un análisis de varianza sobre los siete efectos 
principales, suponiendo que las interacciones son des­
preciables. Use un nivel de significancia de 0.05.

15.23 Se lleva a cabo un experimento para que un in­
geniero adquiera conocimiento acerca de cómo influye 
la temperatura de sellado A, la temperatura de enfria­
miento de una barra B, el porcentaje de aditivo de polic- 
lileno C y la presión D sobre la resistencia del sello (en 
gramos por pulgada) de un lote de envoltura para pan. 
Se utiliza un experimento factorial 2^ con fracción de t 
con un contraste d** definición ABCD. A continuación 
se presentan los datos. Realice un análisis de varianza 
iólo sobre los efectos principales usando Q = 0.05

A B C D Respuesta
-1 -1 -1 -1 6.6

1 -1 -1 1 6.9
-1 1 -1 1 7.9

1 1 -1 -1 6.1
-1 -1 1 1 9.2

1 -1 1 -1 6.8
-1 1 1 -1 10.4

1 1 1 1 7.3

15.24 En un experimento realizado en el Departa­
mento de Ingeniería Mecánica, y analizado por el Centro 
de Consultorio en Estadística de Virginia Tech, un sen­
sor detecta una carga cle'cirica cada vez que las aspas de 
una turbina completan un giro. Luego, el sensor mide la 
amplitud de la corriente eléctrica. Seis factores son rpm 
A, temperatura B. distancia entre las aspas C, distancia 
entre las aspas y la carcasa D. ubicación de la entrada 
£. y ubicación del detector F. Se utiliza un experimento 
factorial 2'' con fracción de j, con contrastes de defini­
ción ABCE y BCDF. Los datos son los siguientes:

/I B C D £ F Respuesta
— 1 — 1 — 1 — 1 — 1 — 1 3.89

1 — 1 -1 — 1 1 — ¡ 10.46
— 1 1 -1 -1 1 1 25 98

1 1 — j — 1 — 1 1 39.88
— j — 1 1 — 1 1 1 61.88

1 -1 1 — I — j 1 3 22
— j 1 l — j — 1 — 1 8 94

I I 1 _1 1 _ 1 20.29
_1 _ 1 _ ] 1 — 1 1 32 07

1 _1 — 1 1 I 1 50.76
— 1 1 — [ 1 1 -1 2.80

1 1 _ I 1 — 1 — j 8 15
_ 1 _ I 1 1 1 -1 16 80

1 _ 1 1 1 — 1 — I 25 47
_ 1 1 1 1 — 1 1 44 44

1 1 1 1 1 1 2 45
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Realice un análisis de varianza de los efectos principa­
les y las interacciones de dos factores, si se acepta que 
las interacciones de tres factores o más son desprecia­
bles. Use Q = 0.05.
15.25 En el estudio denominado Durability of Rubber 
to Steel Adhesively Bonded Joints, efectuado por el 
Deparlamenio de Ciencias del Ambiente y Mecánica, 
y analizado por el Centro de Consuliuría en Estadística 
de Virginia Tcch. un experimentador midió el número 
de roturas en un .sello adhesivo. Se planteó que la con­
centración de agua marina A. la temperatura B, el pH C. 
el voltaje Z) y la tensión E influyen en el rompimiento 
de un sello adhesivo. Se utilizó un experimento facto­
rial 2’ con fracción de t y con el contraste de definición 
ABCDE. Los datos son los siguientes:

A B C D E Respuesta 
-I I 462
-1 -I 746
-1 -1 714
-i 1 1070
-1 -1 474
-1 I 832
-1 I 764
-I -1 1087

I -1 522
1 1 854
I 1 773
1 -1 1068
1 I 572
I -I 831
1 -1 819
I 1 1104

Realice un análisis de vananza de los efectos princi­
pales y de las interacciones de dos factores AD, AE. 
BD. BE-, suponga que las interacciones de tres o más 
factores son despreciables. Use a = 0.05.

15.26 Considere un diseño 2'"' con los factores
B, C, D y E. Construya el diseño comenzando con un

diseño 2* y use E = ABCD como generador. Indique 
todos los alias.

15.27 Hay seis factores y sólo se pueden usar ocho 
puntos de diseño. Construya un diseño 2'-^ comen­
zando con un diseño 2^ y utilice D = AB, E = —y 
F = BC como generadores.

15.28 Considere el ejercicio 15.27. Construya otro 
2^"^ que sea diferente del diseño elegido en el ejercicio 
15.27.

15.29 Para el ejercicio 15.27 proporcione todos los 
alias para los seis efectos principales.

15J0 En Myers. Montgomery y Ander.son-Cook 
(2009) se analiza una aplicación en la cual a un inge­
niero le interesan los efectos del agrietamiento de una 
aleación de titanio. Los tres factores son A, tempera­
tura; B, contenido de titanio; y C, cantidad de refinador 
en grano. La siguiente tabla presenta una pane del di- 
.seño y la respuesta, la longitud de las grietas inducida 
en la muestra de la aleación.

A______B______ C Respuesta
-1 -1 -I 0.5269

I 1 -1 2.3380
1 -1 1 4.0060
1 1 I 3.3640

a) ¿Cuál es la relación de definición?
b) Proporcione alias para los tres efectos principales 

a.sumiendo que las interacciones de dos faciorc.s 
pueden ser reales.

c) Si suponemos que las interacciones son desprecia­
bles. ¿cuál será el factor principal más imptmame?

d) ¿Qué nivel sugerin'a para el factor obtenido en el 
inciso c en la producción final, alto o bajo?

e) ¿Que' niveles sugeriría para los demás factores en 
la producción final?

/) ¿Qué ne.sgos hay en las recomendaciones que hi/o 
en los incisos J y e'J Responda de manera deta­
llada.

15.8 Diseños de tracciones superiores y de filtrado
Algunas .situaciones industriales requieren que el analista determine cuáles factores con­
trolables, de entre un número grande de ellos, tienen un efecto sobre alguna respuesta 
importante. Los factores pueden ser cualitativos o variables de clase, variables de regre­
sión o una mezcla de ambas. El procedimiento analítico puede requerir un análisis de \a- 
rianza, una regresión o ambos. A menudo el modelo de regresión utilizado sólo incluye 
los efectos lineales principales, aunque tal vez sea posible estimiu’ algunas interacciones- 
La situación exige la selección de variables y los diseños experimentales resultantes se 
denominan diseños de (iUrudo. Es evidente que los diseños ortoeonales de dos niseles 
saturados o casi saturados son candidatos viables.
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Resolución dei diseño
A menudo los diseños ortogonales de dos niveles se clasifican según su resolución, la 
cual es determinada por la siguiente definición.

Oefinición 15.1: La resolución de un diseño ortogonal de dos niveles es la longitud de la interacción más 
pequeña (menos compleja) de entre el conjunto de contrastes de definición.

Si el diseño se construye como un factorial completo o fraccionado, ya sea un di­
seño 2‘, o bien, = 1,2,..., A' — 1, el concepto de resolución del diseño es un auxi­
liar para determinar el efecto de los alias. Por ejemplo, un diseño de resolución 11 sería 
de poca utilidad, ya que habría al menos un caso de alias de un efecto principal con otro. 
Un diseño de resolución III tendría todos sus efectos principales (lineales) ortogonales 
entre sí. No obstante, habrá algunos alias entre los efectos lineales y las interacciones de 
dos factores. Entonces, es evidente que si el analista está interesado en estudiar los efectos 
principales (lineales en el caso de la regresión) y no hay interacciones de dos factores, 
entonces se requiere un diseño cuya resolución sea de al menos III.

15.9 Construcción de diseños de resolución III y IV, 
con 8,16 y 32 puntos de diseño

Es posible construir diseños útiles con resoluciones III y IV para 2 a 7 variables con 
8 puntos de diseño. Empe¿amo.s con un factorial 2’ que haya sido saturado simbólica­
mente con interacciones.

X\ •V2 •t3 X\ -t2 Xl -ti .Í2.V3 X\ -ti-Vs
-1 -1 -1 1 1 1 -1 ‘

1 -1 -1 -1 -1 1 1
-1 1 -1 -1 1 -1 1
-1 -1 1 1 -1 -1 1

1 1 -1 1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1 1 -1 -1

-1 1 1 -1 -1 1 -1
1 1 1 1 1 1

Es evidente que, con sólo reemplazar las columnas de interacción por nue\os efec­
tos principales para Ia.s siete variables, se puede construir un diseño de resolución 111. 
Por ejemplo, podríamos definir

•'•4 =
T, = .r,tj

•'6 =
.t, = .r,v,

(contraste de definición ABD) 
(conlra.ste de definición ACE) 
(contraste de definición BCF) 
(contraste de definición ABCG)

y obtendríamos una fracción 2“‘ de un factonal 2\ Las expresiones antenores identifican 
los contrastes de definición elegidos. Resultan once contrastes de definición adicionales 
y todos contienen al menos tres letras. Así. el diseño es de resolución III Es es idente que 
si se comienza con un subconjunlo de columnas aumentadas y se conclu\e con un diseño
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Tabla 15.16: Algunos clLsenos 2*~'* de resoluciones 111. IV. V. VI y VII

Número de Número de
factores Diseño puntos Generadores

3 ^3-1 4 C = ±ÁB
4 24-1

-ni

8 D = ±ABC
5 8 D = ±AB ; E = ±AC

6 o6-l
yi.

32 F = ±ABCDE
16 E = ±ABC ; F = ±BCD

-^6 —3 
-ni 8 D = ±AB ; F = ±BC: E = ±AC

7 ,7-1

-in

64 G = ±ABCDEF
32 E = ±ABC ; G = ±ABDE
16 E = ±ABC ; F = ±BCD ; G = ±ACD
8 D = ±AB ; E = +/VC; F = ±BC; C = ±ABC

8 ,S-2
;¿-3

64 G~±ABCD ; H = ±ABEF
32 F =±ABC \ G = ±ABD ; H = ±BCDE
16 E =±BCD: F =±ÁCD ; G = ±ABC ; H = ±ABD

que incluye menos de 7 variables de diseño, el resultado es un diseño de resolución 111 
en menos de siete variables.

Es posible construir un conjunto similar de diseños posibles pura 16 puntos de di­
seño. comenzando con un diseño 2* saturado con interacciones. Las definiciones de las 
variables que corresponden a estas interacciones producen diseños de resolución III por 
medio de 15 variables. De manera similar, se pueden construir diseños que contengan 33 
corridas, comenzando con un diseño 2'.

La labia 15.16 proporciona lineamicntos para construir diseños de 8. 16. 32 y 64 
puntos, con resolución III. IV e incluso V La tabla proporciona el número de factores, 
el número de corridas > los generadores que se utilizan para producir los diseños 2*’". 
El generador dado se emplea para aumentar el factorial completo que contiene k ~ p 
factores.

15.10 Otros diseños de resolución III de dos niveles; 
los diseños de Plackett-Burman

Una familia de diseños desarrollada por Plackett y Burman (1946. \éase la bibliogratía) 
llena el vacío del tamaño de la muestra que existe con los factonales fraccionados Éstos 
son útiles con muestras de tamaño 2'. es decir, inelusen muestras de tamaños 4. 8. 16. 
32. 64,... Los diseños de Plackett -Burman inclusen 4r puntos de diseño, por lo que .se 
dispone de diseños de tamaño 12.20,24.28. etcétera. Estos diseños de Plackett-Burman 
de dos niveles son diseños de resolución III y son muy láciles de construir. Se pri*por* 
cionan “renglones básicos” piira cada tamaño de muestra. Estos renglones de signos + v 
— son n — I en numero Para construir las columnas de la malnz de diseño se comien/a 
con el renglón básico y .se hace una permutación cíclica sobre las columnaN. hasta que 
.se forman k columnas (el número deseado de \ariables) Después se llena el úliimo
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renglón con signos negaüvos. El resultado será un diseño de resolución UI con k variables 
V* — 1, AO. Los renglones básicos son los siguientes:

N = 12 + + - + -f- — — — + -
N = 16 + + -f- + - + — -f + _ _
N = 20 + + - - + + + + — -1- -
N = 24 + 4- + + + — — -f + -

+ - _
+ - -

- + +
- + + - 

- + - +

Ejemplo 15.71 Construya un diseño depurado de dos niveles con 6 variables que contengan 12 puntos 

de diseño.
Solución: Comience con el renglón básico en la columna inicial. La segunda columna se forma 

llevando la entrada inferior de la primera columna a la parte superior de la segunda, y 
repitiendo la primera. La tercera columna se forma del mismo modo, utilizando las entra­
das de la segunda columna. Cuando haya un número suficiente de columnas sencillamen­
te se llena el último renglón con signos negativos. El diseño resultante es como sigue:

X\ •V2 •V3 X4 •V5 X6
+ — + — — —

+ -1- - + -• -

— + + - + -

+ — + — +
+ - + + -

-1- + + - + +
- -1- + -t- - +
— - •h -1- + —

— - - -1- + +
+ — - — -1-
— -1- — — — +

Los diseños de Plackett-Burman son populares en la industna para situaciones de 
filtrado. Como se trata de diseños de resolución III. todos los efectos lineales son orto­
gonales. Para cualquier tamaño de muestra el usuano dispone de un diseño para k = 2, 
3...., N — 1 variables.

La estructura de alias para el diseño de Plackett-Burman es muy complicado, por 
lo que el usuario no puede construir el diseño con un control completo de la estructura 
de alias, como en el caso de los diseños 2* o 2‘"'’. Sin embargo, en el caso de modelos de 
regresión el diseño de Plackett-Burman acepta interacciones (aunque no serán ortogona­
les) cuando se dispone de suficientes grados de libertad. J

15.11 Introducción a la metodología de superficie de respuesta
En el estudio de caso 15.2 se ajustó un modelo de regresión a un conjunto de datos con 
la meta específica de encontrar condiciones en esas variables de diseño que opümi/aran 
(maximizaran) la eficiencia de punficación del carbón. El modelo incluía tres efectos 
pnncipales lineales, tres términos de interacción de dos factores y un término de inte­
racción de tres factores. La respuesta del modelo era la eficiencia de la punficación. > 
las condiciones óptimas de .r,. .t, y .t, se obtuvieron utilizando los signos y la magnitud
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de los coeficientes del modelo. En este ejemplo se utilizó un diseño de dos niveles para 
mejorar el proceso o para optimizarlo. En muchas áreas de la ciencia y de la ingeniería 
la aplicación se e.xliende para incluir modelos y diseños más complicados a los que 
en conjunto, se les denomina metodología de superficie de respuesta (MSR). gjij 
metodología abarca tanto métodos gráficos como analíticos. El término superficie de 
respuesta se deriva de la apariencia de la superficie multidimensional de la respuesta 
estimada constante de un modelo de segundo orden, es decir, un modelo con términos de 
primer y segundo orden. A continuación se presenta un ejemplo.

El modelo de superficie de respuesta de segundo ox’den
En muchos ejemplos industriales de optimización de procesos se utiliza un modelo de 
superficie de respuesta de segundo orden. Para el caso de, digamos k = 2 variables de pro­
ceso o variables de diseño, y una sola respuesta y, el modelo es dado por

y = /3„ + + /3^v, + /3„.tí + 4- + e.

Aquí se tienen k=2 términos de primer orden, dos términos puros de segundo orden o 
cuadráticos y un término de interacción dado por /3,Los términos .r, y .t, se codifi­
can en la forma conocida de ± 1. El término e denota al acostumbrado error del modelo 
En general, para k variables de diseño el modelo contendrá l + k + k + (^) términos del 
modelo y, por lo tanto, el diseño experimental debe contener al menos un número similar 
de puntos de diseño. Además. los términos cuadráticos requieren que las \ariables de 
diseño estén fijas en el diseño con al menos tres niveles. Al diseño resultante se le deno­
mina diseíio de segundo orden. A continuación se presenta un ejemplo.

El siguiente diseño central compuesto (DCC) y el ejemplo fueron tomados 
de Myers, Montgomery y Anderson-Cook (2009). Quizás la clase más popular de di­
seños de segundo orden sea la clase de los diseños centrales compuestos. El ejemplo 
que se presenta en la tabla 15.17 se refiere a un proceso químico en el que la tempe­
ratura de reacción. y la concentración del rcaclante, se muestran en sus nueles 
naturales y también de forma codificada. Cada factor tiene cinco niseles Además, se 
incluye el orden en que se realizaron las observaciones de r, > .r,. La columna de la de­
recha proporciona los valores de la respuesta y. el porcentaje de conversión del proceso 
Los pnmeros cuatro puntos de diseño representan los conocidos puntos factoriales en los 
niveles ±1. Los siguientes cuatro puntos se conocen como puntos axiales, los cualc-. 
van seguidos por las corridas centrales que se explicaron y ejemplificaron antes en este 
capítulo. De esta manera, los cinco niveles de cada uno de los dos factores son -1. +1. 
— 1 414, +1.414 y 0. En la figura 15.16 se presenta una imagen clara de la geometría del 
diseño central compuesto para este ejemplo de k = 2.En esta figura se ilustra la fuente 
del término puntos axiales. Estos cuatro puntos se localizan sobre los ejes lactonales. a 
una distancia axial dea = \/2 = 1 414 a partir del centro del diseño. De hecho, para este 
DCC en particular, los puntos del perímeü'o, axiales y factoriales, se encuentran todos a 
la distancia y/2 del centro del diseño, y como resultado tenemos ocho puntos equidistan­
tes sobre un círculo más cuatro réplicas en el centro del diseño

Ejemplo 15.8:! Análisis de superficie de respuesta: Un análisis de los datos en el ejemplo de Us dos 

variables podría implicar el ajuste de una función de respuesta de segundo orden La 
superficie de respuesta resultante se puede utilizar de forma analítica o gráfica para de­
terminar el impacto que tienen .x, > .x, sobre el porcentaje decomersion del proceso Los 
coeficientes en la función de respuesta están determinados por medio del metinlo de
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Tabla 15.17: Diseño central compuesto para el ejemplo 15.8

Temperatura (‘’C)
Observación Corrida

Concentración (%)
í. .r, x-> y

1 4 200 15 -1 -1 432 12 250 15 I -1 78
3 11 200 25 -1 1 69
4 5 250 25 1 1 73
5 6 189.65 20 -1.414 0 48
6 7 260.35 20 1.414 0 78
7 1 225 12.93 0 -1.414 65
8 3 225 27.07 0 1.414 74
9 8 225 20 0 0 76

10 10 225 20 0 0 79
II 9 225 20 0 0 83
12 2 225 20 0 0 81

+2r 30_

+1

>? 0

-1

-21-

iT3
L.I 20

Ou
Q

Ó

200 225 2»
Temperatura (“C)

"¿75

+1

Figura 15.16: Diseno central compuesto para el ejemplo 15.8.

mínimos cuadrados que estudiamos en el capítulo 12 y que ejemplificamos a lo largo de 
este capítulo. El modelo resultante de respuesta de segundo orden es dado en las Nana- 

bles codificadas como

y = 79.75 + 10.18.V, + 4.21r, - 8.5ü.tí - 5.25x1 - 7.75.v,.v..

mientras que en las variables naturales es dado por

y = -1080.22 -f 7.7671^, + 23.1932^, - 0.0136fr ~ 0.2100Í5 - 0.()620e^í..

Como este ejemplo solo incluye dos variables de diseño, el método más esclarece- 
dor para determinar la naturaleza de la superficie de respuesta en la región del diseño
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consiste en utilizar gráficas de dos o tres dimensiones. Sería interésame determinar 
cuáles niveles de temperatura .r, y concentración .t, producen un estimado deseable del 
porcentaje de conversión y. La función de respuesta estimada anterior se gráfico en tres 
dimensiones y la superficie de respuesta resultante se presenta en la figura 15.17. La 
altura de la superficie es y expresada en porcentaje. En esta figura es fácil observar por 
qué se utiliza el término superficie de respuesta. En el caso en que .sólo se utilizan dos 
variables de diseño las gráficas bidimensionales de curvas pueden ser útiles. Observe en 
la figura 15.18 que las curvas de la conversión constante estimada se ven como rodajas 
de la superficie de respuesta. Observ-e que cualquiera de las dos figuras indica con fací- 
lidad cuáles coordenadas de temperatura y concentración producen el mayor porcentaje 
de conversión estimado. En las gráficas las coordenadas se presentan tanto en unidades 
codificadas como en unidades naturales. Observe que la mayor conversión estimada 
se encuentra en aproximadamente 240°C y una concentración de 20'Tr. La respuesta 
máxima estimada (o pronosticada) en esa ubicación es 82.4791^.

Figura 15.17; Gráfica de la superficie de respuesta de la conversión pronosticada 
para el ejemplo 15.8.

Otros comentarios acerca del análisis de superficie de respuesta
El libro de Myers, Montgomery y Anderson-Cook (2U09) proporciona una gran canlid-iJ 
de información sobre el análisis y el diseño de la metodología de superticic de rcspuc'U- 
La ilustración gráfica que se utilizó aquí podría ampliarse con resultados analíticos (..¡.e 
brindan información acerca de la naturaleza de la superficie de respuesta dentro de !a 
región del diseño.
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Figura 15.18: Gráfica de curvas de la conversión pronosticada para el ejemplo 15.8.

Se pueden usar otros cálculos para determinar .si la ubicación de la.s condiciones óptimas 
está dentro o muy lejos de la región del diseño expenmenial. Existen muchos aspectos im­
portantes a tomar en cuenta cuando se necesita determinar las condiciones apropiadas para 
la operación futura de un proceso.

Otras secciones del libro de Myers, Montgomery y Anderson-Cook (2009) abordan 
otros aspectos del diseño experimental. Por ejemplo, el diseño central compuesto, aun­
que es el tipo de diseño más útil, no es el único que se utiliza en la metodología de su­
perficie de respuesta. En el libro mencionado se analizan muchos otros tipos Además, el 
diseño central compuesto al que aquí nos refcnmos es un caso especial en el que k = 2. 
El caso más general t > 2 se analiza en Myers. Montgomeiy > Anderson-Cook (2(X)9)

15.12 Diseño robusto de parámetros
En este capítulo se destacó el concepto del uso del diseño de experimentos (DE) para 
adquinr conocimientos sobre procesos de ingenieria y científicos En el caso en que un 
proceso incluye un producto es posible usar el DE para mejorar el producto o la calidad 
Como se expuso en el capítulo 1. se ha dado mucha importancia al empleo de métodos 
estadísticos para mejorar los productos. Un aspecto importante de este esfuerzo por me­
jorar la calidad, que surgió en la década de 1980 y continuó a lo largo de la decada de 
1990, consiste en incluir la calidad en los procesos y productos en la etapa de investi­
gación o de di.seño del proceso. A menudo se requiere del DE para desaaollar procesos 
con las siguientes propiedades:

1. Insensibles (robustos) a las condiciones ambi<*ntales
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2. Insensibles (robustos) a factores que dificultan el control

3. Que proporcionen la mínima variación de desempeño

Los métodos que se utilizan para lograr las características deseables en los puntos 1, 2 
y 3 forman parte de lo que se conoce como diseño mbiisto de parámetros o DRP (véase 
Taguchi, 1991;Taguchi y Wu, 1985; y Kackar. 1985. en la bibliografía). En este contexto 
el término diseño se refiere al diseño de los procesos o sistemas, en tanto que parámetro 
se refiere a los parámetros en el sistema. Éstos son a los que nos hemos referido como 

factores o variables.
Queda muy claro que las metas 1,2 y 3 mencionadas son muy nobles. Por ejemplo, 

un ingeniero petrolero puede tener una buena mezcla de gasolina que se desempeñe muy 
bien en condiciones ideales y estables. Sin embargo, el desempeño se deteriorará debido 
a cambios en las condiciones ambientales, como tipo de conductor, factores climáticos, 
tipo de motor, etc. Un científico de una empresa de tilimenlos podría tener una muy buena 
mezcla para pasteles, a menos que el usuario no siga con exactitud las instrucciones del 
empaque con respecto a la temperatura del homo, tiempo de horneado, entre otros. Un 
producto o proceso cuyo desempeño sea consistente cuando se expone a esas condicio­
nes ambientales cambiantes se denomina producto robusto o proceso robusto. (Véase 
Myers, Montgomery y Anderson-Cook, 2009. en la bibliografía).

Variables de control y ruido
Taguchi (1991) destacó la idea de utilizar dos clase.sde variables de diseño en un estudio 
que incluye un diseño de superficie de respuesta (DSR): factores de control yfactore!, 
de mido.

Definición 15.2: Los factores de control son variables que se pueden controlar tanto en el experimento 
como en el proceso. Los factores de ruido son variables que pueden o no controlarse 
en el experimento, pero que no pueden controlarse en el proce.so lo que no pueden con­
trolarse bien).

Un método importante comsiste en usar variables de control y variables de ruido en 
el mismo experimento, como efectos fijos. Para lograr esto con frecuencia se utilizan los 
diseños o arreglos ortogonales.

Meta del diseño La meta del diseño robusto de parámetros es elegir los niveles de las variables de control, 
robusto de es decir, el diseño del proceso, que sean más robustos (insensibles) a los cambios en las 

parámetros variables de ruido._____________________________________________

Debe señalarse que los cambios en las variables de nado en realidad implican cambios 
durante el proceso, cambios en el campo, cambios en el ambiente, cambios en el manejo 
o uso por parte del consumidor, etcétera.

Arreglo del producto
Un enfoque del diseño de experimentos que incluye tanto variables de control como de 
ruido consiste en utilizar un plan experimental que requiere un diseño orit)gonal para 
las variables de control y de ruido, por .separado. Entonces, el experimento completo es 
simplemente el producto o cruce de estos dos diseños ortogonales. El siguiente es un 
ejemplo sencillo de un arreglo de productos con dos variables de control v dos de ruido
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Ejemplo 15.9; I En el articulo “The Taguchi Approach to Parameter Design" en Quality Progress, de 
diciembre de 1987, D. M. Byme y S. Taguchi analizan un ejemplo interesante en el 
que se busca un método para ensamblar un concctor elccu-oméirico a un tubo de nailon que 
entrega el rendimiento de arranque requerido para una aplicación de motor automotriz. 
El objetivo es encontrar condiciones controlables que maximicen la fuerza de arranque. 
Entre las variables controlables están A, el espesor de la pared del concctor. y B, la pro­
fundidad de inserción. Durante la operación rutinaria existen diversas variables que no 
se pueden controltm, aunque se controlan durante el experimento. Entre ellas están C, el 
tiempo de acondicionamiento, y D, la temperatura de acondicionamiento. Se toman tres 
niveles para cada variable de control y dos para cada variable de ruido. Como resultado, 
el arreglo cruzado es el siguiente. Se trata de un arreglo de control de 3 x 3 y el de ruido 
es el conocido factorial 2- con (1), c. d y cd que representan las combinaciones de los 
cuatro factores. El propósito del factor de ruido es crear la clase de variabilidad de la 
respuesta, la fuerza de arranque, que se podría esperar en la operación diaria con el 
proceso. En la tabla 15.18 se muestra el diseño. J

Tabla 15.18; Diseño para el ejemplo 15.9

A (espesor de pared)

B (profundidad)
Superficial Media Profunda

Delgado (1) (I) (1)
c c c
d d d
cd cd cd

Medio (1) (11 U)
c c c

d d d
cd cd cd

Grueso (l) (1) (I)
c c í'
d d d
cd cd cd

Btudiü de caso 15.3:1 Optimización de proceso de soldadura. En un experimento que Schmidt y Launsby 
describen en Understanding Industrial Designed Experiments (1991; \ease la bibliogni- 
fía), en una planta de ensamble de circuitos integrados se lleva a cabo la optimización de 
un proceso de soldadura. Las partes se insertan a mano o en forma automática en una 
tarjeta que tiene impreso un circuito. Una vez que las partes se insenan. la tarjeta se co­
loca en una máquina soldadora de ola que se emplea para conectar todos los elementos 
del circuito. Las tarjetas se colocan en un transportador y pasan por una sene de etapas. 
Se lavan en una mezcla fundente para eliminar el óxido. Para minimizar la torsion se 
precalientan antes de aplicar la soldadura, la cual se realiza conforme las tarjetas se mue­
ven a través de la ola de soldadura. El objetivo del experimento consiste en minimizar el 
número de defectos de soldadura por millón de uniones. Los factores y los niveles de 

control se incluyen en la tabla 15.19.
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Tabla 15.19 Factores de control para el estudio de caso 15 3

Factor (-1) C+I)

A. temperatura del cnsol para soldar (°F) 480 510
B, velocidad del transportador (pics/min) 72 10
C. densidad del fundente 0 9“ 1 0“
D, temperatura de precalentado 150 200
E, altura de la ola (pulgadas) 05 06

A nivel expenmental es fácil controlar estos factores, pero en la planta o en el proceso es 
mucho mas difícil Ji

Factores de ruido: tolerancias sobre los factores de control
A menudo, en procesos como éste los factores naturales de ruido son las tolerancias 
sobre los factores de control Por ejemplo, en el proceso real en linea la temperatura del 
cnsol para soldar y la velocidad de la banda transportadora son difíciles de controlar Se 
sabe que el control de la temperatura está dentro de ±5''F. y que el control de la veloci­
dad de la banda esta dentro de ±0 2 pies/min Es posible que la variabilidad de la res­
puesta del producto (desempeño de la soldadura) se incremente debido a la incapacidad 
de controlar esos dos factores en ciertos niveles nominales El tercer factor de ruido es el 
tipo de ensamble involucrado En la practica se utilizan uno de dos tipos de ensambles 
Así. se tienen los factores de ruido que se presentan en la tabla 15 20

Tabla 15 20 Factores de ruido para el estudio de caso 15 3

Factor (-1) (+1)

A*, tolerancia de la temperatura del cnsol para soldar (°F) -5 + 5
(desv lación de la nominal)

B*, tolerancia de la velocidad del transportador (pies/min). -0 2 +0 2
(desviación del ideal)

C*, tipo de ensamble 1 2

Se eligieron lacionales fraccionados tanto para el arreglo de control (arreglo in 
tenor) como para el de ruido (arreglo extenor) el pnmero es | de un diseño 2 v el 
segundo es i de un diseño 2’ El arreglo cruzado v los valores de respuesta se presan 
tan en la tabla 15 21 Las pnmeras tres columnas del arreglo interior representan un 
diseño 2’ La cuarta > la quinta columnas están formadas por D = - \C \ h = -H( 
Así, las interacciones de definición para el arreglo intcnor son ACD /iCf v MiPl 
El arreglo exterior es una fracción estándar de resolución 111 de un diseño 2 Observu 
que cada punto del arreglo intenor contiene comdas del arreglo exterior Asi. se obsa* 
van cuatro valores de respuesta en cada combinación del arreglo de control La figura 
15 19 muestra gráficas que revelan el efecto de la temperatura \ la densidad sobre la 
respuesta media
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Tabla 15.21: Arreglos cruzados y valores de respuesta para el estudio de caso 15.3

Arreglo interior Arreglo exterior
A ti C D E (1) a*b* a*c* b*c* y Sy

l l 1 — 1 -1 194 197 193 275 214.75 40.20
1 1 -1 1 1 136 136 132 136 135.00 2.00
1 -1 1 — 1 1 185 261 264 264 243.50 39.03
1 -1 -1 1 — 1 47 125 127 42 85.25 47.11

— 1 1 1 1 — I 295 216 204 293 252.00 48.75
— I I -1 — 1 I 234 159 231 157 195.25 43.04
— 1 -1 1 1 1 328 326 247 322 305.75 39.25
— 1 -1 -1 — 1 — 1 186 187 105 104 145.50 47.35

Temperatura del crisol para soldar 

250

>.
1 185 
u
2

120
Baja

(-1)

Alta

(+1)

250

Densidad del fundente

♦

>.
1 185 
o
2

120
Baja

(-1)

Alta

(+1)

Figura 15.19: Gráfica que muestra la influencia de los factores sobre la respuesta media

Análisis simultáneo de la media y varianza del proceso
En la mayoría de los ejemplos que utilizan DSR el analista se interesa por encontrar 
condiciones para las variables de control que proporcionen valores adecuados para la 
respuesta media v. Sin embargo, la sariación de las variables de ruido proporciona in­
formación acerca de la varianza del proceso ít; que pt>dría anticiparse en el mismo Es 
evidente que un producto robusto es aquel para el que el proceso es consistente por lo 
tanto, tiene poca varianza. El DSR puede incluir el análisis simultáneo de v > \.

Resulta que la temperatura y la densidad del fundente son los tactores más impor- 
lanles en el estudio de caso 15.3, y al parecer iníluven en y v Por fortuna, para ambas 
es preferible una alta temperatura y una haja densidad del fundente De acuerdo con la 
figura 15.19 las condiciones “óptimxs" son

temperatura de .soldadura = 510=F, densidad del fundente = 0 ‘í .
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Enfoques alternativos al diseño robusto de parámetros
Un enfoque sugerido por muchos estudiosos consiste en modelar la media y la vananza 
muéstrales por separado. Con frecuencia el modelado separado ayuda al expenmentador 
a comprender mejor el proceso involucrado En el siguiente ejemplo se ilustráoste enfo 
que con el expenmento del proceso de soldadura

Estudio de caso 15.4; í Considere los datos del estudio de caso 15 3 Un me'todo alternativo consiste en ajustar 
modelos separados para la media y y la desviación estándar muestral. Suponga que se 
usa el código habitual +1 y -1 para los factores de control Con base en la importancia 
aparente de la temperatura del cnsol para soldar x^ y la densidad del fundente x,, la re­
gresión lineal sobre la respuesta (número de errores por millón de uniones) produce

y - 197 125 - 27 5x, + 57 875.t,

Para obtener los niveles más robustos de la temperatura y la densidad del fúndeme 
es conveniente establecer un compromiso entre la respuesta media y la variabilidad, j 
para esto es necesano modelar la vanabilidad Una herramienta importante para hacerlo 
es la transformación logarítmica (véase Bartlett y Kendall. 1946. o Carroll y Ruppen. 
1988)-

Inj^ = 7„ + 7,(x,) + 7,(v,)

Este proceso de modelado produce el siguiente resultado

ÍHV = 6 6975 - 0 745a\, + 0 6150x,

El modelo logarUnuco lineal tiene un amplio uso en el modelado de la vanan/a mués 
tral, ya que la transformación logantmica de la varian/a muestral se presta al uso del 
método de mínimos cuadrados Esto resulta del hecho de que las supositiones de ñor 
malidad y de vananza homogénea a menudo son muy buenas cuando se utili/a in ^ en 
lugar de r como respuesta del modelo

El análisis que es importante para el científico o el ingeniero echa mano de los dos 
modelos al mismo tiempo Un método graheo puede ser muy útil La figura 15 20 pre­
senta al mismo tiempo gráficas sencillas de los modelos de la media y de la desviación 
estándar Como se esperana, la ubicación de la temperatura y la densidad del lundentc 
que minimizan el numero medio de errores es la misma que la que mmimi/a la van.ihi 
lidad, es decir, temperatura alta y densidad del flujo baja El método gráfico de la \ii¡h r 
ficie multiple de respuesta permite que el usuario perciba intercambios entre la mediu 
del proceso y su variabilidad Para este ejemplo es probable que el ingeniero se sicnu 
insatisfecho con las condiciones extremas de la temperatura de la soldadura y la den>i 
dad del fundente La figura ofrece estimados de lo que se pierde a medida que uno se 
aleja de las condiciones óptimas de la media v la vanabilidad hacia cualquier condición 
intermedia J

En el estudio de caso 15 4 para las variables de control se eligieron valt>res que 
proporcionaran condiciones deseables tanto para la media como para la variaii/a dJ 
proceso Se tomaron la media y la vananza a través de la distribución de las vanabL- 
de ruido en el proceso y se modelaron por separado y se encontraron condicione'- apro 
piadas por medio de un método doble de superticie de respuesta Como el c-'tudio de 
caso 15 4 incluye dos modelos (media y varian/a) podría considerarse un análisis doble 
de superficie de respuesta Por lonuna en este ejemplo las mismas condiciones de Lo
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Figura 15.20: Media y desviación estándar del estudio de caso 15.4.

dos variables de control relevantes, la temperatura y la densidad del fundente, eran las 
óptimas para la media y la varianza del proceso. En la práctica la mayoría de las veces es 
necesario apelar a algún tipo de compromiso entre la media y la varianza.

El método que se ilustra en el estudio de caso 15.4 implica encontrar condiciones 
óptimas para el proceso cuando los dalos que se utilizan provienen de un tipo de diseño 
experimental con arreglo de producto (o arreglo cruzado). Con frecuencia el uso de un 
arreglo de producto, un cruce entre dos diseños, es muy costoso. Sin embargo, el desa­
rrollo de modelos dobles de superficie de respuesta, es decir, un modelo para la media y 
otro para la varianza. se puede lograr sin un arreglo de producto. El diseño que incluye 
tanto variables de control como de ruido se conoce como arreglo combinado. Este tipo 
de diseño y el análisis resultante se puede usar para determinar cuáles condiciones de las 
variables de control son las más robustas (insensibles) a la variación de las variables de 
ruido. Esto se puede considerar equivalente a encontrar niveles de control que minimicen 
la varianza del proceso producida por el movimiento de las variables de ruido.

El papel de la interacción control por ruido
La estructura de la varianza del proceso es determinada en gran medida por la naturaleza 
de la interacción control por ruido. La naturaleza de la falta de homogeneidad de la va­
rianza del proceso depende de cuáles variables de control interactúan con cuáles varia­
bles de ruido. De manera específica, como se ilustrará, aquellas variables de conmú que 
interactúan con una o más variables de ruido podrían ser objeto del análisis. Por ejemplo, 
considere un caso citado por Myers, Montgomery y Anderson-Cook (2(X)9). el cual in­
cluye dos variables de control y una variable de ruido con los datos que se incluyen en la 
tabla 15.22. A y B son las variables de control y Ces la variable de ruido.
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Tabla 15.22: Datos experimentales en un arreglo cruzado

Arreglo interno Arreglo externo
A B C = -1 C = +1 Medía de respuesta

-1 -1 11 15 13.0

-1 1 7 8 7.5

1 -1 10 26 18.0

1 1 10 14 12.0

Podemos ilustrar las interacciones AC y BC con gráñeas, como se observa en la 
figura 15.21. Es necesario entender que mientras A y B se mantienen constantes en el 
proceso, C sigue una distribución de probabilidad durante el mismo. Dada esta informa­
ción. queda claro que /i = -1 y 5 = -t-1 son niveles que producen valores más pequeños 
para la varianza del proceso, en tanto que /I = +1 y — I producen valores mis 
grandes. Así. se dice que A = -1 y 5 - +1 son valores robustos, es decir, insensibles a 
cambios inevitables en la variable de ruido C durante el proceso.

9

20-

y

A = +-\
20

e^-1

e = -f-i

+1 -1 c +1

íí) Gráfica de interacción AC. hi Gráfica de interacción BC.

Figura 15.21: Gráficas de interacción para los datos de la tabla 15.22.

En el ejemplo anterior se dice que tanto A como B son efectos de dispersión, es 
decir, que ambos factores afectan la \ananza del prix-eso. A^imlsmo. ambos factores son 
efectos de la ubicación, ya que la media de y cambia conforme los dü^ tactores pasan 
de — l a +1.

Análisi.s que incluye el modelo que contiene variable.s de control 
} de ruido

Aunque se ha hecho enlusis en que las variables de ruido no psTinanecen cimstantes du­
rante el funcionamiento del proceso, el análisis da como resultado condiciones deseables
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o incluso óptimas y proporciona de manera directa e indirecta información útil sobre el 
proceso. El modelo de respuesta es, en realidad, un modelo de superficie de respuesta 
en el vector x y en el vector z, donde x contiene variables de control y z las variables 
de ruido. Ciertas operaciones permiten generar modelos para la media y la varianza del 
proceso similares a los del estudio de caso 15.4. En Myers, Montgomery y Anderson- 
Cook (2009) se proporcionan los detalles; aquí se ilustrará con un ejemplo muy sencillo. 
Considere los dalos de la tabla 15.22 de la página 650 con las variables de control Ay B 
y la variable de ruido C. Hay ocho corridas experimentales en un factorial 2- x 2 o 2^. 
Así, podemos escribir el modelo de respuesta como

,v(j, z) = p^ + + fe + pyZ + + e.

No se incluirán las interacciones de tres factores en el modelo de regresión. A. By Cdc 
la tabla 15.22 están repre.sentados en el modelo por medio de.v,,.r, y z, respectivamente. 
Se supone que el término del error e posee las propiedades acostumbradas de indepen­
dencia y varianza constante.

Las superficies de respuesta de la media y la varianza
Es más fácil comprender las .superficies de respuesta de la media y la varianza del pro­
ceso si consideramos la esperanza y la varianza de c a lo largo del proceso. Se supone que 
la variable de ruido C [denotada por z en y(.t,z)] es continua, con media igual a cero y va­
rianza <Jz. Los modelos de la media y la varianza del proceso se pueden considerar como

£;LV(.V.Z )1 = A) +A-tl +/3|:.Vi.t2.

Var;[>‘(-'^-^ )] = íT^ -b erríA A- -bA^.va)" = a~ + cr:l;,

donde /, es la pendiente en la dirección de z. Como se indico antes, debemos ob­
servar que las interacciones de los factores Ay B con la variable de ruido C son compo­
nentes fundamentales de la varianza del proceso.

Aunque ya se analizó este ejemplo por medio de las gráficas de la figura 15.21. las 
cuales revelan el papel de las interacciones AB y AC, es aleccionador ver el análisis con­
siderando E.\y(x, z)l y VarXví.r. z)]. En este ejemplo el lector puede verificar fácilmente 
que el estimado b^ para /3',. es 15/8, mientras que el estimado de h,^ P^ira A. es -15/8, 
El coeficiente 6, = 25/8. Así, la condición .v, = -b 1 y .v, = -1 resulta en un estimado de 

la varianza del proceso de

Var.-Lv(-T.z)] Cr -bofí/^l +b\zX\ +b2:X2)'

en tanto que para -v, = — 1 y -v, — * tenemos

Var, l\{x, z)] cr -b + bi:X] -b

De esta manera, para la condición más deseable (robusta) de .x, = -1 > -v - 1. ia 
varianza del proceso estimada debido a la variable de ruido C (o z) es (_5/f>4)fT..
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La condición más indeseable, la de máxima varianza de! proceso^ es decir, .v, s + ¡ y 
= — 1. produce una varianza del proceso estimada de (3025/64)of. En lo que se refiere a 
la respuesta media, la figura 15.21 indica que si se desea una respuesta máxima, entonces 

+ I y.v, = — 1 produce el mejor resultado.

y y

o) Gráfica de interacción .r,c. b) Gráfica de interacción x^z.

Figura 15.22: Gráficas de jnieracción para los dalos del ejercicio 15.31.

Ejercicios

15.31 Considere un ejemplo en el que hay dos va­
riables de control; .r, y .v„ y una vanable de ruido c. El 
objeiiso consiste en determinar los niveles de .v, y .r,. 
que son robustos ante los cambios de z, es decir, los 
niveles de .r, y .r, que minimizan la varianza producida 
en larespuestaycuandor.se mueve entre — l a -M. Las 
variables .r, y .t, se encuendan a dos niveles. — 1 y -l-1 
en el expcnmcnlo Los datos producen las gráficas de 
la figura 15.22. Observe que .r, y .r, intcraciúan con la 
variable de ruido r. ¿Que parámetros de .r| y .v, (— I o 
-I-1 para cada uno) producen la vanun/a mínima en y ' 
Explique sus resultados.

1532 Considere el siguiente factorial 2' con varia­
bles de conU’ol .v, y .v, y variable de ruido r ¿Es posi­
ble elegir .r, y .i, en niveles que minimicen a Var(y)? 
Explique su respuesta

: = -I C= +l
X? = -It Xs = -t-1 Xj = — 1 ■ Xj = -f 1

X| = -1 4 , 6 K lU
Xi = -H I 1 5

15.33 Considere el estudio de caso 15 1 del mol­
deado por inyección. Suponga que es difícil conmi- 
lar la temperatura de moldeado y. por lo tamo, que 
se puede asumir que en el proceso sigue una distri­
bución nonnal con media igual a cero y varianza (T\

El interés se centra en la vanonza de la respuesta de 
contracción del propio proceso. Dcntni del análisis 
de la figura 15.7 es evidente que la temperatura de 
moldeado, la velocidad de inyección y la interac­
ción de ambos son los únicos factores importantes.
a) ¿El parámetro de la velocidad se ptxlria usar para 

crear algún tipo de control de la vanan/a del pm- 
ceso en la contracción que surja debido u la impo­
sibilidad de controlar la temperatura"’ Explique su 
respuesta.

b) Utilice los estimados de parámetros de la figura 
15.7 ) proporcione un estimado de los siguientes 
modelos.

I) contracción media a lo largo de la distribu­
ción de !a temperatura;

III vanan/a de la contracción como función de
íT*

f) Utilice el modelo de la vananza csunuda para 
determinar cl nivel de velocidad que minimi/a la 
vananza de la contracción

</l Utilice el modelo de la contracción media para 
dcienninar qué valor de la velocidad minimiza la 
contracción media.

f) ¿Los resultados anlenores son consistentes con 
su análisis de la gráfica de interacción de la figura 
15 6? Explique su respuesta.

1534 En el estudio de caso 15.2 acert.a de los datos 
de la punticación de carbon se sabe que el ptircenlajc
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Je sólidos en el sistema del proceso varía de manera 
incontrolable durante el proceso y es considerado como 
un factor de ruido con media igual a 0 y varianza cr^ La 
[tspuesta, la eficiencia de la pureza, tiene una media y 
una varianza que cambian de comportamiento durante 
f] proceso. Utilice sólo te'rminos significativos en los 
sicuientcs incisos.

Utilice los estimados de la figura 15.9 para desa­
rrollar los modelos de la varianza y la eficiencia 
media del proceso.

b) ¿Que' factor (o factores) podrían controlarse a cier­
tos niveles para controlar o minimizar la varianza 
del proceso?

f) ¿Qué condiciones o factores B y C dentro de la 
región del diseño maximizan la media estimada? 

d) ¿Qué nivel de C sugeriría para minimizar la va­
rianza del proceso cuando B = 1? ¿Y cuando B = 
-1?

15J5 Use los datos de purificación del carbón del 
ejercicio 15.2 de la página 609 para ajustar un modelo 
del tipo

Ejercicios de repaso
15J9 Se utilizó un diseño de Plackett-Burman para 
estudiar las propiedades reológicas de los copolímeros 
de alto pe.so molecular. En el experimento se fijaron dos 
niveles para cada una de seis variables. La respuesta es la 
viscosidad del polímero. Los datos fueron analizados en 
el Centro de Consultoría en Estadística de Virginia Tech, 
por personal del Departamento de Ingeniería Química 
de la universidad. La.s variables son las siguientes; quí­
mica del bloque duro .v,. ta.sa de flujo de nitrógeno ,r,. 
tiempo de calentamiento .v,. porcentaje de compresión 

mediciones (alta y baja) .r,, porcentaje de esfuerzo .v^. 
A continuación se presentan los datos

Obserraclón xz X3 X4 xs X6 >•
1 l -1 1 _l -1 194,700
T 1 1 -1 1 _l -1 588.400
3 _ 1 1 l _1 1 -1 7533
4 1 -1 1 1 — 1 1 514.100
5 1 1 -1 1 1 -1 277.3(K)
6 1 I 1 _ 1 1 1 493.500
7 _ 1 1 1 1 — 1 1 8969
g -1 1 1 1 -1 18.340
9 -1 -1 1 1 1 6793

lü 1 -1 -1 _ ] 1 1 160.400
11 1 -1 _ 1 — I 1 7008
12 -1 -1 -1 -1 -1 -1 3637

Construya una ecuación de regresión que relacione
la viscosidad con los niveles de las seis variables.

donde los niveles son

•t,. porcentaje de sólidos; 8, 12 

.V,. tasa de flujo; 150, 250 gal/min 

Xy pH; 5, 6

Centre y eseale las variables a las unidades de diseño. 
Asimismo, realice una prueba para la falta de ajuste y 
haga comentarios acerca de lo adecuado del modelo de 
regresión lineal.

15.36 Se utiliza un plan factorial 2* para construir 
un modelo de regresión que contenga coeficientes de 
primer orden y términos del modelo para todas las in­
teracciones de dos factores. Para cada factor se realizan 
corridas duplicadas. Construya la tabla de análisis de 
varianza que muestre los grados de libertad para la re­
gresión, la falta de ajuste y el error puro.
1537 Considere la fracción ^ del factorial 2’ que se 
estudió en la sección 15.9. Liste los 11 contrastes de 
definición adicionales.
1538 Construya un diseño de Plackett-Burman para 
10 variables que contengan 24 corridas experimentales.

Realice pruebas ¡ para todos los efectos principales. 
Recomiende los factores a conservar para estudios fu­
turos y los factores a eliminar. Use el cuadrado medio 
residual (5 grados de libertad) como medida del error 
experimental.
15.40 Una empresa petrolera grande del suroeste 
lleva a cabo experimentos de manera regular para pro­
bar los aditivos de los fluidos de perforación. La vis­
cosidad plástica es una medición reológica que refleja 
el espesor del fluido. Se agregan varios polímeros ai 
fluido para incrementar su viscosidad. A continuación 
se pre.senta un conjunto de datos en el que se usaron 
dos polímeros, con dos niveles cada uno. y se midió la 
viscosidad. La concentración de los polímeros .se in­
dica como ‘•baja" y "alta”. Haga un análisis del experi­
mento factorial 2-. Pruebe los efectos e interacción de 
los dos polímeros.

Polímero 1
Polímero 2 Baja Alta

Baja 3.0 3.5 i 11.3 12.0
Alia 11.7 12.0 'i 21.7 22 4

15.41 Se analiza un experimento factorial 2- en 
el Centro de Consultoría en Estadística de Virginia 
Tech. El cliente es miembro del Depanmeni of Hou­
sing. Interior Design, and Resource Management y 
!e interesa comparar homos de arranque en trío > de
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precalcniamicnto en términos de la energía total que 
se entrega al producto, y. además, comparar las condi­
ciones de convección con el modo regular. Se hicieron 
cuatro corridas experimentales con cada una de las cua­
tro combinaciones de los factores. A continuación se 
presentan los datos del experimento;

Prcculcntnmiento Frío
Modo de 618 619.3 575 573.7
convección 629 611 574 572
Modo 581 585.7 558 562
regular 581 595 562 566

Haga un análisis de varianza para estudiar la interac­
ción y los efectos principales. Saque sus conclusiones.
15.42 En el estudio ‘•The Use of Regression 
Analysis for Correcting Matrix Effects in the X-Ray 
Fluore.sccnce Analysis of Pyrotechnic Compositions", 
publicado en PmccetUnss of the Tenth Conference 
on the Design of Experiments in Army Research 
Development and Testing. ARO-D Report 65-3 (1965). 
se realizó un experimento donde se hicieron variar las 
concentraciones de cuatro componentes de una mezcla 
de propulsor y los pesos de panículas finas y gruesas 
en la suspensión. Los factores /I, B, C y D, cada uno 
en dos niveles, representan las concentraciones de los 
cuatro componentes, y los factores E y F. tumbie'n en 
dos niveles, representan los pesos de las panícuhus finas 
y gruesas que hay en la su.spensión. El objetivo del aná­
lisis era determinar si las relaciones de intensidad de 
rayos X asociadas con el componente I del propulsor 
eran influidas en forma significativa por la variación de 
las concentraciones de los distintos componentes y los 
pesos de las partículas, según su tamaño, en la mezcla. 
Se utilizó una fracción de|^de un experimento factorial 
2'’ con los contrastes de definición ADE, BCE y ACF 
Los datos siguientes representan el total de un par de 
lecturas de intensidad.
El cuadrado medio del error agrupado con 8 grados de 
libertad es dado por 0.02005. Analice los datos utili­

zando un nivel de significancia de 0.05 para determinar 
si las concentraciones de los componentes y los pesos 
de las partículas finas y gruesas presentes en la suspen­
sión influyen de manera significativa en las relaciones 
de intensidad asociadas con el componente 1. Suponga 
que no existe interacción entre los seis factores.

Lote
Combinación 

de tratamientos
Relación total 
de intensidad

1 abef 2.2480
2 edef 1.8570
3 (1) 2.2428
4 ace 2.3270
5 bde 1.8830
6 ahed 1.8078
7 adf 2.1424
8 bef 1.9122

15.43 Utilice la tabla 15.16 para construir un diseño 
de 16 corridas con 8 factores que tenga resolución IV.

15.44 En el ejercicio de repaso 15.43.compruebequc 
el diseño en efecto tiene resolución IV.
15.45 Construya un diseño que contenga 9 puntos de 
diseño, sea ortogonal, contenga un total de 12 corridas 
y 3 grados de libertad para el error de réplica, y también 
que permíta hacer una prueba de falla de ajuste p;ira la 
curx'atura cuadrática pura.
15.46 Considere un diseño 2,',j‘ con 2 corridas cen­
trales. Considere y^como la respuesta promedio en el 
parámetro de diseño y como la respuesta promedio 
en el centro del diseño. Suponga que el verdadero mo­
delo de la regresión es

£( f) = /?,, -f + J-T, -f 
+ i3|,.vj + 4-

íi) Proporcione (y compruebe) E{y^ — y ), 
b) Explique lo que haya aprendido del resultado del 

inciso a

15.13 Posibles riesgos y errores conceptuales;
relación con el material de otros capítulos

En el empleo de cxpcriincnlos factoriales fraccionados uno de los aspectos más inipi'rtan- 
tes que debe atender el analista es la resolución del diseño. L’n diseño de rcsoluciiin baja 
es má.s pequeño y, por lo tanto, menos costoso que uno de mayor rc'olución. Sm embarg»*. 
se paga un precio por el diseño mis barato. El diseño de menor resolución tiene alias nu' 
pesados que uno de resolución mayor. Por ejemplo, si el investigador sospecha que la> 
interacciones de dos factores son importantes, entonces no debería emplear la restdacion 
111. Un diseño de resolución 111 es estrictamente un plan de cfeclos principales.



Capítulo 16

Estadística no paramétrica

16.1 Pruebas no paramétricas
La mayona de los procedimienlos de prueba de hipótesis que se presentaron en los capí­
tulos antenores se basan en la suposición de que las muestras aleatonas se seleccionan 
de poblaciones normales Por fortuna la mayor parte de estas pruebas aun son confiables 
cuando existen ligeras desviaciones de la normalidad, en particular cuando el tamaño de 
la muestra es grande Tradicionalmente, a tales procedimientos de prueba se les denomi­
na métodos paramétricos En este capítulo consideramos vanos procedimientos de 
prueba alternativos, llamados métodos no paramétrícos o de distribución libre que a 
menudo no suponen conocimiento de ninguna clase acerca de las distnbucioncs de las 
poblaciones subyacentes, excepto, quizá, que e'slas son continuas

Los analistas de datos están usando procedimientos no parametncos o de distnbu- 
ción libre cada vez con mayor frecuencia En la ciencia j la ingeniería ha> muchas 
aplicaciones en las que los datos no se reportan como valores de un continuo, sino, 
más bien, como una escala ordinal en la que es natural asignar rangos a los datos De 
hecho, en este capítulo el lector notara muy pronto que los métodos de distnbuciun 
libre aquí descritos implican un análisis de rangos La ma>ona de los analistas consi­
deran que los cálculos involucrados en los métodos no parametncos son muv atractivos 
e intuitivos.

Pora revisar un ejemplo donde se aplica una prueba no pararneunta considere la si­
tuación en que dos jueces deben clasificar cinco marcas de cerveza de alta calidad asig­
nando la categoría 1 a la marca que se considera que tiene la mejor calidad general, la 
categoría 2 a la segunda mejor, y así sucesivamente Luego se puede utilizar una prueba 
no parame'lnca para determinar si existe algún acuerdo entre los dos jueces

También debemos señalar que las pruebas no parametncas tienen asociadas vanas 
desventajas La pnmera es que no utilizan toda la información que proporciona la mues­
tra, por lo tanto, cuando se pueden aplicar ambos métodos, estas ultimas muestran ser 
menos eficientes que el procedimiento parametnco correspondieme En consecuencia, 
para lograr la misma potencia que la prueba paramelnca con-espondiente una prueba no 
paramétnca requenrá un tamaño muestra! mayor que el que requenna la pnmera

Como antes indicamos, ligeras desviaciones de la normalidad dan como resultado 
desviaciones menores del ideal para las pruebas parametncas estándar Esto es panicu 
larmente cierto para la prueba i y la prueba F En el caso de la prueba / \ la prueba F. e!
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valor P citado podría tener un ligero error si se transgrediera moderadamente la suposi­
ción de normalidad.

En resumen, si se puede aplicar tanto una prueba paramétrica como una no paramé­
trica al mismo conjunto de datos, se debe aplicar la técnica paramétrica más eficiente. 
Sin embargo, es importante reconocer que a menudo no es posible Justificar las suposi­
ciones de normalidad, y que no siempre contamos con medidas cuantitativas. Es una 
ventaja que los estadísticos nos brinden diversos procedimientos no paramétricos útiles. 
Armado con las técnicas no paramétricas, el analista de datos tiene más herramientas 
para adaptar una variedad más amplia de situaciones experimentales. Se debe señalar 
que incluso basándose en las suposiciones de la teoría normal estándar, la eficiencia de 
las técnicas no paramétricas se acerca mucho más a la del procedimiento paramétrico 
correspondiente. Por otro lado, las grandes desviaciones de la normalidad hacen que el 
método no paramétrico sea mucho más eficiente que el procedimiento paramétrico.

Prueba de signo
El lector debería recordar que los procedimientos que se estudiaron en la sección 10,4 
para probar la hipótesis nula de que son válidos sólo si la población es aproxima­
damente normal o si la muestra es grande. Sin embargo, si n < 30 y la población deci­
didamente no es normal, debemos recurrir a una prueba no paramétrica.

La prueba de signo se utiliza para probar hipótesis sobre una mediana de la población. 
En el caso de muchos de los procedimientos no paramétricos, la media es reemplazada 
por la mediana como el parámetro de ubicación pertinente a probar. Recuerde que la 
mediana muestra! se definió en la sección 1.3. El equivalente de la población, que .se 
denota con /i. tiene una definición análoga. Dada una variable aleatoria X. ¡1 se define de 
modo que P{X > ft) ^ 0.5 y P{X < fi) £. 0.5. En el caso continuo,

P(X > ¡i) = P{X<fl)=^ 0.5.

Por supuesto, si la distribución es simétrica, la media y la mediana de la población son 
iguales. Al probar la hipótesis nula de que ¡i = /i„en comparación con la hipótesis 
alternativa adecuada, con base en una muestra aleatoria de tamaño n, reemplazamos 
cada valor de la muestra que exceda a /i„con un signo más. y cada valor de la muestra 
menor que ft^con un signo menos. Si la hipótesis nula es verdadera y la población es 
simétrica, la suma de los signos más debería ser casi igual a la suma de los signos menos. 
Cuando un signo aparece con más frecuencia de lo que debería, con base sólo en el azar, 
rechazamos la hipótesis de que la mediana de la población fi es igual a /i,,.

En teoría, la prueba de signo sólo se puede aplicar en situaciones en las que ft,_ no 
puede ser igual al valor de cualquiera de las observaciones. .Aunque la probabilidad de 
obtener una observación muestral exactamente igual a ¡1^ cuando la pH)blación es conti­
nua es de cero, en la práctica un valor de la muestra igual a fi^^ ocurre con frecuencia 
debido a una falta de precisión en el registro de los datos. Cuando se observan valores de 
la muestra iguales a se excluyen del análisis, lo cual da como resultado que se reduz­
ca el tamaño de la muestra.

El estadístico de prueba adecuado para la prueba de signo es la variable aleatoria 
binomial X, que representa el número de signos más en la muestra aleatoria. Si la hipó­
tesis nula de que fi = fi^^ es verdadera, la probabilidad de que un valor muestral dé e 'mo 
resultado un signo más o uno menos es igual a I ¡2. Por lo tanto, para probar la hipótesis 
nula de que fi = en realidad probamos la hipótesis nula de que el número de signos
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más es un valor de una variable aleatoria que tiene una distribución binomial con el pa­
rámetro p = 1 /2. Por lo tanto, los valores P pora las alternativas unilateral y bilateral se 
pueden calcular usando esta distribución binomial. Por ejemplo, probando

Hq:
Hi: ¡í<po,

se rechaza //„ a favor de sólo si la proporción de signos más es lo suficientemente 
menor que 1/2, es decir, cuando el valor x de la variable aleatoria es pequeño. Por lo 
tanto, si el valor P que se calcula

P = P {X <x cuando p = 1 /2)

es menor o igual que algún nivel de significancia a preseleccionado, se rechaza a 
favor de H,. Por ejemplo, cuando/? = 15 y a: = 3, en la tabla A. 1 enconumnos que

P = P(X < 3 cuando p = 1/2) = ^ 6 15, = 0.0176,

de manera que la hipótesis nula ¡i = /i„ realmente se puede rechazar a un nivel de signi­
ficancia de 0.05 pero no a un nivel de 0.01.

Para probar la hipótesis

H(,: ¡i = /io,

//?:

se rechaza//„ a favor de //, sólo si la proporción de signos mases suficientemente major 
que l /2, es decir, cuando .t es grande. En consecuencia, si el \alor P calculado

P = P{X>x cuando p = l /2)

es menor que a, se rechaza H„ a fa\or de W, Finalmente, para probar la hipótesis

Ht,: ¡L =/io- 
Wi:

se rechaza //„ a favor de W, cuando la proporción de signos más es sigmficaiisamentc 
menor o mayor que 1 /2. Esto, por supuesto, es equis alente a que t sea tan pequeña o tan 
grande como se requiere. Por lo tanto, si .r < n/2 y el \alor P calculado

P = 2P{.Y <.tcuando/? = 1/2)

es menor o igual que a. o si .t > n/2 y el valor P calculado

P = 2P{.Y > \ cuando p = I /2)

es menor o igual que Q, se rechaza a fa'or de /f,.



658 Capítulo 16 Estadística no param¿iríca

Siempre que « > 10. las probabilidades binomiales con p = 1/2 se pueden aproxi­
mar a partir de la curva normal, ya que np = nq > 5. Suponga, por ejemplo, que desea­
mos probar la hipótesis

Ho: ¡i = Po,

Hr- ¡Kpo,

a un nivel de signifícancia Oc = 0.05 para una muestra aleatoria de tamaño n = 20 que 
produce .t = 6 signos más. Si utilizamos la aproximación de la curva normal con

/i = = (20)(0.5) = 10

y
o-= = v/(20)(0.5)(0.5r= 2.236,

encontramos que

6.5 - 10 
2.236

-1.57.

Por lo tanto,

P = P(X < 6) « P(2 < -1.57) = 0.0582, 

que conduce a no rechazar la hipótesis nula.

Ejemplo 16.1:1 Los siguientes datos repre.sentan el número de horas que funciona una desbrozadora 
antes de requerir una recarga:

1.5. 2.2, 0.9.1.3, 2.0. 1.6,1.8. 1.5, 2.0, 1.2, 1.7.

A un nivel de significancia de 0.05 utilice la prueba de signo para probar la hipótesis de 
que esta desbrozadora específica funciona con una mediana de 1.8 horas antes de reque­
rir una recarga.

Solución: 1. Ho' ji=\.S.
2. Hf. 1.8.

3. q=0.05.
4. Estadístico de prueba: variable binomial ,Y con p = ~.
5. Cálculos: Al reemplazar cada valor con el símbolo **+’■ si excede 1.8. con el sím­

bolo si es menor que 1.8 y descartar las mediciones que sean iguales a 1.8. 
obtenemos la siguiente secuencia

_ +--------+-----------4------------

para la cual n = 10. .t = 3 y n/2 = 5. Por lo tanto, el valor P que se obtiene de la 
tabla A.l es

P = 2p/x< 3 cuando/) = i ) = *)-''-í3S > 0.05.
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6. Decisión: No se rechaza la hipótesis nula y se concluye que la mediana del tiempo 
de funcionamiento no difiere significativamente de 1.8 horas. J

También se puede utilizar la prueba de signo para probar la hipótesis nula /i, - /i, = 
para observaciones de pares. Aquí se reemplaza cada diferencia, d^. con un signo más o 
un signo menos, dependiendo de sí la diferencia ajustada, d^ ~ d^. es positiva o negativa. 
A lo largo de esta sección hemos asumido que las poblaciones son sime'tncas. No obs­
tante, aun si las poblaciones fueran asimétricas, podríamos llevar a cabo el mismo pro­
cedimiento de prueba, pero las hipótesis .se refenrían a las medianas de la población en 
vez de a las medias.

ejemplo 16.2; 1 Una empresa de taxis intenta decidir si utilizar neumáticos radiales en vez de neumáticos 
regulares con cinturón le serviría para ahorrar combustible. Se equipan 16 automóviles 
con neumáticos radiales y se conducen por un recorrido de prueba establecido. Después 
se equipan los mismos automóviles con los neumáticos regulares con cinturón y se hace 
que los mismos conductores vuelvan a realizar el recomdo de prueba. El consumo de 
gasolina, en kilómetros por litro, se presenta en la tabla 16 1.

¿Podemos concluir a un nivel de significancia de 0 05 que los automós iles equipa­
dos con neumáticos radiales ahorran más combustible que los equipados con neumáticos 
regulares con cinturón?

Tabla 16.1: Datos para el ejemplo 16.2

Automóvil 1 2 3 4 5 6 7 8
Neumáticos radiales 4 2 47 6 6 70 67 45 5 7 6 0
Neumáticos con cinturón 4 1 49 6 2 6 9 68 44 57 58

Automóvil 9 10 11 12 13 14 15 16
Neumáticos radiales 7 4 49 6 1 5.2 5 7 69 68 49
Neumáticos con cinturón 6 9 49 60 49 5 3 6 5 7 1 48

Solución: Sean /i, y p-, la mediana de los kilómetros por litro para los automóviles equipados con 
neumáticos radiales y con cinturón, respectivamente

1. Ha: p\ —/i; = 0
2. H]i p\ ~p2>0.
3. a = 0.05
4. Estadísüco de prueba: vanable binomial A'con p = 1/2
5. Cálculos: después de reemplazar cada diferencia positiva con un símbolo “•+" v 

cada diferencia negativa con un símbolo y después de descartar las dos dite- 
rencias de cero, obtenemos la secuencia

+ — — -t- + 4- + -t--l- + — +

para la que n = 14 y .v = 11. Si usamos la aproMmacion de la curva normal, en­
contramos que

- ^ = I 87.
^ ^/|14)(0 5H0 5)

y entonces
P - PiX > 11) « > l 87) = 0 Ü.107
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6. Decisión: Se rechaza H„ y se concluye que. en promedio, los neumúlicos radiales 
ahorran más combustible.

La prueba de signo no sólo es uno de los procedimientos no parametricos más fáciles 
de aplicar, sino que tiene la ventaja adicional de poder aplicarse a dalos dicolomicos que 
no se pueden registrar en una escala nume'rica, pero que se pueden representar mediante 
respuestas positivas y negativas. Por ejemplo, la prueba de signo se aplica en cKpenmen- 
tos donde se registra una respuesta cualitativa como "óxito" o "fracaso”; y en experimentos 
de üpo sensorial donde se registra un signo más o un signo menos, dependiendo de si el 
catador del sabor identifica de manera correcta o incorrecta el ingrediente que se desea 

Intentaremos hacer comparaciones entre vanos de los procedimientos no parametricos 
y las pruebas paramétricas correspondientes. En el caso de la prueba de signo la compe­
tencia es, desde luego, la prueba /. Si se toman muestras de una distribución normal, al 
utilizar la prueba í se obtendrá como resultado la potencia más grande de la prueba Si la 
distribución sólo es simétrica, aunque no sea normal, en términos de potencia se prefiere 
la prueba t, a menos que la distribución tenga "colas muy pesadas” en comparación 
con la distribución normal.

16.2 Prueba de rango con signo
El lector debe notar que la prueba de signo sólo utiliza los signos más y menos de las 
diferencias entre las observaciones y en el caso de una muestra, o los signos más y 
menos de las diferencias entre los pares de obsers aciones en el caso de muestras en pa­
res; no se toma en cuenta la magnitud de esas diferencias. Una prueba que utiliza direc­
ción y magnitud, propuesta en 1945 por Frank Wticoxon, ahora se conoce comunmenie 
como prueba de rango con signo de Wilcoxon.

El analista puede extraer más información de los dalos de manera no paraméinca si 
es razonable aplicar una restncción adicional a la distnhucion de la que se toman los 
datos. La prueba de rango con signo de Wilcoxon se aplica en el caso de una distribu­
ción continua simétrica En esta condición se prueba la hipótesis nula Primero
restamos /i,, de cada valor muesiral y descartamos todas las diferencias iguales a cero 
Las diferencias restantes se ordenan sin importar el signo Se asigna una categoría de la 
la diferencia absoluta más pequeña, es decir, sin signo, una categoría de 2 a la siguiente 
más pequeña, y así suceso ámenle Cuando el \alor absoluto de dos o más dilerencias es 
el mismo, se asigna a cada uno el promedio de los rangos que se asignarían si las dile- 
rencias fueran distinguibles. Por ejemplo, si la quinta y la sexta diferencias ma.s peque­
ñas tienen el mismo \alor absoluto, a cada una se le asignaría una caiegoria de 5 5 Si la 
hipótesis ¡1 = ¡1^^ es \erdadera, el total de los rangos que corresponden a laN diferencias 
positivas debería ser casi igual al total de los rangos que corresponden a las dileren- 
cias negativas. Representemos estos totales con »^ y w . respeemamente Designamos 
el más pequeño de u ^ y u con u

Al seleccionar muestras repetidas esperanamos que u. y » y. por lo lanío, u \ ana- 
rá. De esta manera, consideramos a ir_. u y u como \alores de las ci>rresp»mdienies 
variables alcalonas U'. \V y U' La hipótesis nula ¡i = /i se puede rechazar a tavor de 
la hipótesis alternativa ji < sólo si es pequeña y u es grande De igual manera, la 
hipótesis alternativa ^ se puede aceptar solo SI es grande V n es pequeña Para 
una alternativa bilateral se puede recha/,ir H a lavordc //, si u o n y. en consetuenvui 
» son suficientemente pequefuLs Por lo tanto, no importa cual sea la hipíuesis altcnialiva.
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cuando el valor del esladístico adecuado W^. IV o IV es suficientemente pequeño, se 
rechaza la hipótesis nula.

Dos muestras con observaciones en pares
Con el fin de probar la hipótesis nula de que se toman muestras de dos poblaciones simé­
tricas continuas con /i, = /i, para el caso de muesira.s en pares, se ordenan las diferencias 
de las observaciones en pares sin importar el signo y se procede como en el caso de una 
sola muestra. Los diversos procedimiento.s de prueba para los casos de una sola muestra 
y de muestras en pares se resumen en la tabla 16 2.

Tabla 16.2: Prueba de rango con signo

Ho Calcular
A<Ao VV +
A >/io n -

ir

Al <
pr=jí2 Mi > M2 ii'_

. Al =r A2 »•

No es difícil mostrar que siempre que « < 5 y que el ni\el de significancia no exce­
da a 0.05 para una prueba de una cola, o a 0 10 para una prueba de dos colas, lodos los 
valores posibles de ir o u conducirán a la aceptación de la hipótesis nula Sin em­
bargo. cuando 5 < < 30. la tabla A 16 muestra \alores críticos aproximados de \\\ y
1V_ a niveles de significancia iguales a 0 01,0 025 y 0.05 para una prueba de una cola y 
valores críticos de IVa niveles de significancia iguales a 0 02.0 05 y 0 10 para una prue­
ba de dos colas. Se rechaza la hipótesis nula si el valor calculado u _. w o u es menor o 
igual que el valor tabulado apropiado Por ejemplo, cuando /i = 12. la tabla A 16 indica 
que se requiere un valor de < 17 para que la hipótesis alternativa unilateral p < /ij, 
sea significativa al nivel 0 05.

Ejemplo 16.3:1 Repita el ejemplo 16 1 usando la prueba de rango con signo 
Solución: 1. Ho: jl= 1.8.

2. Wi: fi # 1-8
3. Q = 0 05.
4. Reglón crítica Como /i = 10, después de descartar la medida que es igual a 1 8. la 

tabla A. 16 indica que la región crítica es w < 8
5. Cálculos: Al restar l 8 a cada medida v después ordenar las diferencias sin hacer 

caso del signo, tenemos

d, -0.3 0.4 -0 9 -0 5 0 2 -0 2 -0 3 0 2 -0 6 -0 l

Rangos 5.5 7 10 8 3 3 5 5 3 q 1

Ahora bien, 13 y u = 42. de manera que u = l."^. el menor de u_ \ u .
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6. Decisión: Como antes, no se rechaza y se concluye que la mediana del tiempo 
de operación no difiere significativamente de 1.8 horas. j

La prueba de rango con signo también se puede utilizar para probar la hipótesis nula 
de que ~ fi, = d^^. En este caso las poblaciones no necesitan ser simétricas. Como 
ocurre con la prueba de signo, restamos de cada diferencia, ordenamos las diferencias 
ajustadas sin importar el signo y aplicamos el mismo procedimiento anterior.

Ejemplo 16.4; i Se afirma que, si se le proporcionan ejemplos de problemas con antelación, un estudian­
te universitario de último año puede aumentar en al menos 50 puntos su calificación en 
el área de especialidad del examen para ingresar a posgrado. Para probar esta afirmación 
se divide a un grupo de 20 estudiantes del último año en 10 pares, de manera que cada 
par tenga casi la misma calificación promedio durante sus 3 primeros años en la univer­
sidad. Los ejemplos de problemas y las respuestas se proporcionan al azara un miembro 
de cada par una semana antes del examen. Las calificaciones del examen se presentan en 
la tabla 16.3.

Tabla 16.3; Dalos para el ejemplo 16.4

Par
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Con ejemplos de problemas 531 621 663 579 451 660 591 719 543 575
Sin ejemplos de problemas 509 540 688 502 424 683 568 748 530 524

A un nivel de significancia de 0.05 pruebe la hipótesis nula de que los ejemplos de 
problemas aumentan las calificaciones en 50 puntos, en comparación con la hipótesis 
alternativa de que aumentan menos de 50 puntos.

Solución: Representemos con y /i, la mediana de las calificaciones de todos los estudiantes que 
resuelven el examen en cuestión con y .sin ejemplos de problemas, respectivamente.

1. Hn: p\ -p2 = 50
2. H\: p\ —p2 < 50.
3. a = 005.
4. Región crítica: Como/j = lO.laiablaA 16 indica que la región cntica es < II.
5. Cálculos:

Par
1 2 3 4 5 6 7 S 9 10

d, 22 81 -25 77 27 -23 23 -29 13 51
d, — d[) -28 31 -75 27 -23 -73 -27 -79 -37 1
Rangos 5 6 9 3.5 2 8 3.5 10 7 I

Se obtiene que \i\ = 6 q- 3.5 +1 = 10 5.
6. Decisión; Rechazar /y„y concluir que los ejemplos de problemas, en promedio, 

no aumentan las calificaciones del examen para ingresar a pi>scrado lusi.i en 
50 puntos, .J
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Aproximación normal para muestras grandes
Cuando n > 15 la distribución muestra] de (o IV ) se aproxima a la distribución nor­
mal, con media y varianza dadas por

_n(n+l) , /«(« + 1)(2h-I-1).= —4— y =----------- 24---------^

Por lo tanto, cuando n excede al valor más grande en la tabla A. 16 se ulilizael estadístico

Oiv.
para determinar la región crítica para la prueba.

Ejercicios
16.1 Los siguientes datos representan el tiempo, en 
minutos, que un paciente tiene que esperar durante 12 
visitas al consultorio de un médico antes de ser atendido:

17 !5 20 20 32 28
12 26 25 25 35 24

Utilice la prueba de signo a un nivel de significancia de 
0.05 para probar la afirmación del médico de que la 
mediana del tiempo de espera de sus pacientes no es 
mayor de 20 minutos.
16.2 Los siguientes datos representan el número de 
horas de vuelo de entrenamiento que 18 estudiantes 
de piloto reciben de cierto instructor antes de su primer 
vuelo solos;

9 12 18 14 12 14 12 10 16
11 9 11 13 11 13 15 13 14

Con las probabilidades binomiales de la tabla A.l rea­
lice una prueba de signo a un nivel de significancia de 
0.02 para probar la afirmación del instructor de que la 
mediana del tiempo de vuelo de entrenamiento que sus 
estudiantes requieren antes de volar solos es de 12 horas.
16.3 Un inspector de alimentos examina 16 latas de 
cierta marca de jamón para determinar el porcentaje 
de impurezas externas. Se registraron los siguientes datos:

2.4 23 3.1 22 2.3 1.2 l.ü 2.4
1.7 1.1 4.2 1.9 1.7 3.6 1.6 2.3

Utilice una aproximación normal a la distribución bi­
nomial y realice una prueba de signo a un nivel de sig­
nificancia de 0.05 para probar la hipótesis nula de que 
la mediana del porcentaje de impurezas en esta marca 
de jamón es de 2.5Cf. en comparación con la hipótesis 
alternativa de que la mediana del porcentaje de impure­
zas no es de 2.5Cf.
16.4 Un proveedor de pintura acrílica afirma que un 
nuevo aditivo reducirá el tiempo de secado de su pintu­
ra. Para probar esta afirmación se pintaron 12 paneles 
de madera; la mitad de cada panel se pintó con la pin­
tura que contiene el aditivo regular y la otra mitad con

la pintura que contiene el nuevo aditivo. Los tiempos 
de secado, en horas, son los siguientes:

Tiempo de secado (horas)
Panel Aditivo nuevo Aditivo regular

1 6.4 6.6
2 5.8 5.8
3 7.4 7.8
4 5.5 5.7
5 6.3 6.0
6 7.8 8.4
7 8.6 8.8
8 8.2 8.4
9 7.0 7.3

10 4,9 5.8
II 5.9 5.8
12 6.5 6.5

Utilice la prueba de signo a un m\el de 0.05 para pro-
bar la hipótesi s nula de que el nuevo aditivo no disiiii-
nuye el tiempo que tarda en secar la pintura con el
aditivo regular.
16.5 Se afirma que una nueva dieta reducirá el peso 
de una persona en 4.5 kilogramos, en promedio, en
un periodo de dos .semana.s. Se registran los pesos de
10 mujeres que siguen esta dieta, antes y después de un
periodo de dos semanas, y se

ii

datos;
Mujer Peso antes Peso después

1 58.5 60.0
60.3 54.9

3 61.7 58.1
4 69.0 62.1
5 W.O .58.5
6 62,6 59.0
7 56,7 54.4
8 63.6 M).2
9 68.2 623

10 59.4 58.7
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Utilice la prueba de signo a un m\cl de significancia de 
0 05 para probar la hipótesis de que la dieta reduce la 
mediana del peso en 4 5 kilogramos, en comparación 
con la hipótesis alternativa de que la mediana de la pe'r- 
dida de peso es menor que 4 5 kilogramos
16.6 En un expcnmenio de contaminación atmosfónca 
se comparan dos tipos de instrumentos para medir la can­
tidad de monoxido de azufre en la atmosfera. Se registra­
ron las siguientes lecturas dianas durante dos semanas

Monóxido de azufre
Día Instrumento A Instrumento B

1 0 96 0 87
2 0 82 0 74
3 075 0 63
4 061 0 55
5 0 89 0 76
6 064 0 70
7 081 0 69
8 0 68 0 57
9 0 65 0 53

10 0 84 0 88
11 0.59 051
12 0 94 0 79
13 091 0 84
14 0 77 0 63

Utilice la aproximación normal a la distnbucion bino­
mial y realice una prueba de signo para determinar si 
los diferentes instrumentos conducen a diferentes re­
sultados Uulice un nivel de significancia de 0 Ü5
16.7 Los siguientes cifras indican la presión sanguí­
nea sistólica de 16 corredores antes y después de una 
carrera de ocho kilómetros

Corredor Antes Después
1 158 164
2 149 158
3 160 163
4 155 160
5 164 172
6 138 147
7 163 167
8 159 169
9 165 173

10 145 147
11 150 156
12 16! 164
13 132 133
14 155 161
15 146 154
16 159 170

Utilice una prueba de signo a un nivel de signilicanua 
de 0 05 para probar la hipótesis nula de que correr ocho 
kilómetros aumenta la mediana de la presión sanguínea 
sistülica en ocho puntos, en comparación con la hipóte­

sis alternativa de que el aumento en la mediana es me­
nor que ocho puntos
16.8 Analice los datos del ejercicio 16 1 usando Ij 
prueba de rango con signo
16.9 Analice los datos del ejercicio 16 2 usando la 
prueba de rango con signo
16.10 Los pesos de 5 personas, en kilogramos, antes 
de dejar de fumar y cinco semanas después de dejar de 
fumar, son los siguientes

Individuo
1 2 3 4 5

Antes 66 80 69 52 75
Después 71 82 68 56 73

Utilice la prueba de rango con signo para observaeio- 
nes en pares y pruebe la hipótesis, a un nivel de signifi- 
concia de 0 05, de que dejar de fum.ir no in(lu>e en el 
peso de una persona, en eomparauon con la hipótesis 
altemaliv a de que al dejar de fumar se aumenta de peso
16.11 Repita el ejercicio 16 5 usando la prueba de
rango con signo
16.12 Los siguientes son los números de recelas
surtida.s por dos farmacia.s en un penodo de 20 días

Día Farmacia A Farmacia B
1 19 17
T 21 15
3 15 12
4 17 12
5 24 16
6 12 15
7 19 II
8 14 13
9 20 14

10 18 21
11 23 19
12 21 15
13 17 11
14 12 10
15 16 20
16 15 12
17 20 13
18 18 17
19 14 16
20 ->•) 18

A un nivel de signiticanua de 0 01 utilitc la prueba de 
rango con signo para d;.tenninar si las dos tannauas 
surten el mismo numero de reettas en promedio . en 
comparaeion eon la tiipoiesis alternativa de que la lar 
maua \ surte mas rcectas que la lamiaeia íi
16.13 Repita el cjereieio 16 7 usande* la prueba de 
rango eon signo
16.14 Repita el cjereieio 16 6 eon la prueba de rango 
eon signo
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16.3 Prueba de la suma de rangos de Wilcoxon

Como antes indicamos, el procedimiento no paramétnco por lo general es una altemaü- 
va adecuada para la prueba de la teoría normal cuando la suposición de normalidad no 
es válida Cuando nos interesa probar la igualdad de las medias de dos distribuciones 
continuas que evidentemente no son normales, y las muestras son independientes, es de­
cir, que no hay emparejamiento de observaciones, la prueba de la suma de rangos 
de Wilcoxon o la prueba de dos muestras de Wilcoxon es una alternativa apropiada a 
la prueba t de dos muestras que se descnbe en el capítulo 10

Probaremos la hipótesis nula de que /i, = /i, en comparación con alguna hipóte­
sis altematiN a adecuada Pnmero seleccionamos una muestra aleatoria de cada una de las 
poblaciones Sea /i, el numero de observaciones en la muestra más pequeña y n, el núme­
ro de observaciones en la muestra más grande Cuando las muestras son de igual tamaño 
n,y íi,se pueden asignar de manera aleatoria Se ordenan las», -f /i, observaciones de las 
muestras combinadas en orden ascendente y se sustituye un rango de 1.2, ., n, + /i, para 
cada observación En el caso de empates (observaciones idénticas), se reemplazan las 
observaciones por la media de los rangos que tendrían las obsersaciones si fueran distin­
guibles Por ejemplo, si la sépuma y octava observaciones fueran idenücas, se asignara 
un rango de 7 5 a cada una de las dos observaciones

La suma de los rangos que corresponden a las n, observaciones en la muestra más 
pequeña se denota con u’, De manera similar, el valor n, representa la suma de los n, 
rangos que corresponden a la muestra más grande El total Uj -f* u, depende sólo del 
número de observaciones en las dos muestras y de ninguna manera resulta afectado por 
los resultados del expenmento Por lo tanto, si «, = 3 y n, = 4, entonces ", + “ - = 1 + 
2 -H 7 = 28, sin importar los valores numéncos de las observaciones En general.

(«1 +n2)(ui -f-n: +1)
U| +U2 = ---------------- ^----------------•

la suma antmclica de los enteros 1.2, , n, + n. Una vez que se determina u,, es mas 
fácil calcular u, mediante la fórmula

(/ii -t*/j-<)(ni +ii2 + 1)
U2 = ---------------- ^------------------- "I

Al elegir muestras repetidas de tamaños > /i, esperaríamos que u, >. por lo tanto, 
u'„ varíen Así, podríamos considerar a u, y u, como valores de las sanables aleatonas 
IV' y U',, respectivamente La hipótesis nula /i, = fi, se rechazara a favor de la hipótesis 
altemat'iv afi, < solo si u, es pequeña y w, es grande De igual manera, la hipóte­
sis alternativa /i, > ¡i, se puede aceptar solo si w ^ es grande > u, es pequeña Para una 
prueba de dos colas podemos rechazar //„ a favor de H, si u, es pequeña y u, es grande, 
o SI u es grande y u, es pequeña En otras palabras, se acepta la hipótesis alternativa
¡i < ¿, SI u es suhuentemente pequeña, la hipótesis alternativa/i| >/i se acepta si u,
es suhcientemente pequeña, v la hipótesis alternativa ^ A. ''C mínimo de
u y u, es tan pequeño como se requiere En la practica rea! por lo general basamos
nuestra decision en el valor

ni(/Ji +1) + 1)
», ------- o «:=»:--------- ^------

del estadístico relacionado í/, o U,. o en el valor n del estadístico U el mínimo de U > 
U, Dichos estadísticos simplihcan la construcción de tablas de valores cnticos, dado
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que U^ y í/, tienen distribuciones muéstrales sime'lricas y loman valores en el intervalo 
de 0 a tales que //, + «, =

De las fórmulas para »,‘y /<, vemos que u, será pequeña cuando u-, es pequeña, y /,, 
será pequeña cuando vv, sea pequeña. En consecuencia, la hipótesis nula se rechazará 
siempre que los estadísticos apropiados £/,, í/, o í/ tomen un valor menor o igual que el 
valor crítico deseado dado en la tabla A. 17. Los diversos procedimientos de prueba se 
resumen en la tabla 16.4.

Tabla 16.4: Prueba de la suma de rangos

Ho Hi Calcular

Al < Al “1

II i?
' Al > A2

/ii#A; »

La tabla A. 17 proporciona valores críticos de ü, y t/, para niveles de significancia 
iguales a 0.001. 0.01, 0.025 y 0.05 para una prueba de una cola, y valores críticos de V 
para niveles de significancia iguales a 0.002.0.02, 0.05 y 0.10 para una prueba de dos 
colas. Si el valor observado de ííj. «,o « es menor o igual que el valor crítico tabulado, 
se rechaza la hipótesis nula al nivel de significancia que se indica en la tabla. Suponga, 
por ejemplo, que deseamos probar la hipótesis nula de que /i, = /i, en comparación 
con la hipótesis alternativa unilateral de que ^, < /i, a un nivel de significancia de 0.05 
para muestras aleatorias de tamaños = 3 y /i. = 5. que producen el valor u-| = 8. Se 
sigue que

Nuestra prueba de una sola cola se basa en el estadístico í/,. Si se usa la tabla .A.17, se 
rechaza la hipótesis nula de medias iguales cuando tí, < 1. Como ii, = 2 no cae en la 
región de rechazo, no se puede rechazar la hipótesis nula.

Ejemplo 16,5:1 Se encontró que el contenido de nicotina de dos marcas de cigarrillos, medido en mili­
gramos. es el siguiente:

Marca .4 2.1 4.0 6.3 5.4 4.8 3.7 6.1 3 3

Marca B 4.1 0.6 3.1 2.5 4.0 6.2 1.6 2.2 l.y 5.4

A un nivel de significancia de 0.05 pruebe la hipótesis de que las mediana.s del con­
tenido de nicotina de las dos marcas son iguales, en comparación con la hipótesis alter­
nativa de que son diferentes.

Solución: 1. Hu. ji\ =fÍ2-
2. H\: jli ^¡Í2.
3. a = 0.05.
4. Región crítica: < 17 tde la tabla A. 17».

5. Cálculos. Las obsen.aciones se acomodan en orden ascendente y se les asignan 
rangos del 1 al 18.
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Datos originales Rangos Datos originnle.s Rangos
0.6 1 4.0 10.5*
1.6 2 4.0 10.5
1.9 3 4.1 12
2.1 4* 4.8 13*
2.2 5 5.4 14.5*
2.5 6 5.4 14.5
3.1 7 6.1 16*
3.3 8* 6.2 17
3.7 9* 6.3 18*

*Los rangos marcados con asterisco pertenecen a la mueslra A.

Ahora

y

w, = 4 + 8 + 9 + 10.5 + 13 + 14.5 + 16 + 18 = 93

Por lo tanto.

u>2
(18X19)

-93 78.

,,, = 93-<5^=57.
«2=78-

(10)(!1)
23.

6. Decisión: no se rechaza la hipótesis nula y .se concluso que no hay diferencia 
signiñeativa en las medianas del contenido de nicotina en las dos marca.s de 
cigarrillos. J

Teoría normal de aproximación para dos muestras
Cuando n, y /i, exceden u 8. la distribución mue.stral de f/, (o U,) se aproxima a la distri­
bución normal con media y vananza dadas por

ni«-> -t-»i2 +1 >
/i,, ya- =------------^----------- .

En consecuencia, cuando /i, es mayor que 20, el valor máximo en la tabla A. 17. y «, es 
al menos 9. se puede utilizar el estadístico

Oí-*

para la prueba, con la región crítica que cae ya sea en alguna o en ambas colas de la 
distribución normal estándar, dependiendo de la fonna de H,.

El uso de la prueba de suma de rangos de Wilcoxon no se restringe a poblaciones no 
nonnales. Se puede utilizar en vez de la prueba / de dos muestras cuando las poblaciones 
son normales, aunque la potencia será menor. La pnieba de suma de rangos de \\ ilci»xon 
siempre es supenor a la prueba / para poblaciones dchniti\.imente no nórmale^
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16.4 Prueba de Kruskal-Wallis
En los capítulos 13. 14 y 15 la técnica del análisis de varianza resalta como técnica ana­
lítica para probar la igualdad de A' > 2 medias de la población. Sin embargo, el lector 
debería recordar que para que la prueba F sea teóricamente correcta se debe suponer 
normalidad. En esta sección investigamos una alternativa no paramétrica al análisis de 
vananza.

La prueba de Kruskal-VVallis. también llamada prueba H de Kruskal-VVallls. es 
una generalización de la prueba de la suma de rangos para el caso de A > 2 muestras Se 
utiliza para probar la hipótesis nula de que A muestras independientes provienen de 
poblaciones idénticas. Presentada en 1952 por W. H. Kruskal y W. A. Wallis, la prueba 
constituye un procedimiento no paramétrico para probar la igualdad de las medias, en el 
análisis de vananza de un factor, cuando el expenmenlador desea evitar la suposición de 
que las muestras se seleccionaron de poblaciones normales.

Sea « (t = 1, 2.....A) el número de obsersaciones en la /-ésima muestra. Pnnieru
combinamos todas las A muestras y acomodamos las n = + n, + ••• + observacio­
nes en orden ascendente, y sustituimos el rango apropiado de 1.2.....n piU-a cada obser­
vación, En el caso de empales (observaciones idénticas), seguimos el procedimiento 
acostumbrado de reemplazar las observaciones por la media de los rangos que tendrían 
las obsers'aciones si fueran distinguibles La suma de los rangos que corresponde a las 
observaciones en la /-ésima mue.stra se denota mediante la variable aleatoria R^. Consi­
deremos ahora el estadístico

H =
12

/i(/i + 1 ) E n,
3(/i + 1).

que se apro.xima muy bien mediante una distnbucion chi cuadrada con A - l grados de 
libertad, cuando //,, es verdadera, siempre y cuando cada muestra conste de al menos 
5 observaciones. El hecho de que /i. el supuesto valor de H. sea grande cuando las mues­
tras independientes provienen de poblaciones que no son idénticas nos permite establecer 
el siguiente criteno de decisión para probar

Prueba de Para probar la hipótesis nula de que A muestras independientes prov lenen de pobla- 
Kruskal-Wallis dones idénticas se calcula

h
12

/i(/i + 1)

í 2
Y' — -3(/i -f I),

/l,

donde r es el valor supuesto de W para / = 1.2. . A Si /i cae en la región critica // > v’ 
con V = A - 1 grados de libertad, se rechaza W,,al nivel de significancia a. de otra mane­
ra no se rechaza

Ejemplo 16.6: i En un expenmento para determinar cuál de tres dilerentes sistemas de misiles es prele- 
rible, se mide la tasa de combustion del propulsor Los datos, después de codilicarlos. se 
presentan en la tabla 16.5. Utilice la prueba de Kniskal-Wallis v un nivel de signiíicancia 
de Q = 005 para probar la hipótesis de que las lasas de combusiiun del propulsor s»)n 
Iguales para los tres sistemas de misiles
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Tabla 16.5: Tasas de combustión del propulsor

Sistema de misiles
1 2 3

24.0 16.7 22.8 23.2 19.8 18.1 18.4 19.1 17.3
19.8 18.9 17.6 20.2 17.8 17.3 19.7 18.9

18.8 19.3

Solución'. 1. Hq: =^2 =M3-
2. las tres medias son diferentes.
3. a = 0.05.

4. Región crítica: h > A!o.o5 — 5.991, para v = 2 grados de libertad.
5. Cálculos: En la tabla 16.6 convertimos las 19 observaciones a rangos y sumamos 

los rangos para cada sistema de misiles.

Tabla 16.6: Rangos para las tasas de combustión del propulsor

Sistema de misiles
1 2 3
19 18 7

1 14.5 11
17 6 2.5
14.5 4 2.5
9.5 16 13

r, =61.0 5 9.5
f2 = 63.5 8

12

ry = 65.5

Ahora, al sustituir n, = 5. n, = 6, /ij = 8 y r, — 61.0, r, — 63.5, — 65.5, el esta­
dístico de prueba H toma el valor

12 (e\.Q- , 63.5^ _ 65.5-\
'' ~ (19)(20) l, 5 6 8 J -(3)(20)= 1.66.

6. Decisión: Como li = 1.66 no cae en la región crítica h > 5.991. no hay evidencia 
suficiente para rechazar la hipótesis de que las ta.sas de combustión del propulsor 
son iguales para los tres sistemas de misiles. J
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Ejercicios
16.15 Un fabncante de cigamllos afirma que el con­
tenido de alquitrán de la marca de cigamllos B es me­
nor que la de la marca /\ Para probar esta afirmación se 
registraron las siguientes medidas del contenido de al­
quitrán. en miligramos

Marca/I 1 1 12 9 13 11 14
Marca B 1 8 10 7

Utilice la prueba de suma de rangos con a = 0 05 para 
probar si la afirmación es valida

16.16 Para avenguar si un nuevo suero detendrá la 
leucemia se seleccionan nueve pacientes que se en­
cuentran en una etapa av anzada de la enfermedad Cinco 
pacientes reciben el tratamiento y cuatro no Los tiem­
pos de supervivencia, en años, a partir del momento en 
que comienza el expenmento son

Con tratamiento 1 - ’ 5 3 1 4 46 09
Sin tratamiento 1 I 9 05 28 3 1

Utilice la prueba de suma de rangos a un nivel de signi­
ficancia de 0 05 para determinar si el suero es eficaz

16.17 Los siguientes datos representan el numero de 
horas que operan dos diferentes tipos de calculadoras 
cientíhcas de bolsillo antes de que necesiten recargarse

Calculadora A\ 5 5 566 3 465 3 50625851 
Calculadora b\ 3 8 4 8 4 3 4 2 4 049455145

Utilice la prueba de la suma de rangos con Q = 0 01 
para determinar si la calculadora A opera mas tiempo 
que la calculadora B con una carga completa de la batena

16.18 Se fabrica un hilo para pesca usando dos proce­
sos Para determinar si hav una diferencia en la resis­
tencia media a la rotura de los hilos, se seleccionan 10 
piezas de cada proceso y después se prueba la resisten­
cia a la rotura de cada una Los resultados son los si­
guientes

Proceso 1 104 9 8 11 5 10 0 9 9
96 10 9 11 8 9 3 107

Proceso 2 87 11 2 98 10 1 10 8
9 5 lio 98 10 5 9 9

Utilice la prueba de suma de rangos con q = 0 I para 
determinar si hay dilerencia entre las resistencias me 
días a la rotura de los hilos labricados mediante los dos 
procesos

16.19 De una clase de matemáticas de 12 estudiantes 
que tienen las mismas capacidades y utih/an niatenal 
programado se seleccionan cinco al azar para propor­

cionarles enseñanza adicional Los resultados del exa­
men final son los siguientes

Calificación
Con enseñanza 
adicional 87 69 78 91 80
Sin enseñanza 
adicional 75 88 64 82 93 79 67

Utilice la prueba de la suma de rangos con q = ()05 
para determinar si la enseñan/a adicional influye en la 
calificación promedio

16.20 Los siguientes datos representan los pesos, en 
kilogramos, del equipaje personal que llevan, en dife 
rentes vuelos, un jugador de un equipo de béisbol y un 
jugador de un equipo de basquetbol

Peso del equipaje (kilogramos)
.Tucador de béisbol .luaador de basquetbol
163 20 0 186 154 163
18 1 150 154 177 18 1
15 9 186 156 186 168
14 1 145 18 3 127 14 1
177 19 1 174 15 0 13 6
16 3 136 14 8 15 9 16 3
13 2 172 16 5

Utilice la prueba de la suma de rangos con a = 0 05 
para probar la hipótesis nula de que los dos atletas lie 
van la misma cantidad de equipaje en promedio, en 
comparación con la hipótesis alternativa de que el peso 
promedio del equipaje de los dos atletas es diferente

16,21 Los siguientes dalos representan los tiempos 
de funcionamiento, en horas para tres tipos de calcu­
ladoras científicas de bolsillo, antes de que requieran 
recarga

Calculadora
A B C

4 9 6 1 4 3 5 5 5 4 62 6 4 68 5 6
46 5 2 5 8 5 5 

48
52 65 fi 3 6 6

Llilice la prueba de Kruskal-Wailis a un nivel de signi­
ficancia de 0 01. para probar la hipótesis de que lo' 
tiempos de funcionamiento de las tres calculadoras st>n 
Iguales

16.22 Ln el ejercicio n 6 de la pagina ''lO utilice la 
prueba de Kruskal Uallis, a un nivel de significancia 
de 0 05. para determinar si los solventes químicos or 
gameos difieren de manera significativa en su lasa de 
absorción



16.5 Pruebas de rachas 671

16.5 Pruebas de rachas

Al aplicar los diversos concepios estadísticos que se presentan a lo largo de este libro 
siempre asumimos que los datos muéstrales se reunieron mediante algún procedimiento 
aleatorio. Las pruebas de rachas, que se basan en el orden en el que se obtienen las 
observaciones muéstrales, constituyen una técnica útil para probar la hipótesis nula 
de que las observaciones en realidad se obtuvieron al azar.

Para ilustrar las pruebas de rachas suponga que se encuesta a 12 personas para sa­
ber si utilizan cierto producto. Se cuestionaría seriamente la supuesta alealoriedad de la 
muestra si las 12 personas fueran del mismo sexo. Designaremos a un hombre y a una 
mujer con los símbolos H y M. respectivamente, y registraremos los resultados de 
acuerdo con su género en el orden en que ocurren. Una secuencia común para el expe­
rimento sería

MM F F F M F F M M M M.

donde agrupamos las subsecuencias de símbolos idénticos. Tales agrupamientos se lla­
man rachas

Definición 16.1: Una racha es una subsecuencia de uno o más símbolos idénticos que representan una 
propiedad común de los datos.

Sin importar si las mediciones de la muestra representan datos cualitativos o 
cuantitativos, la prueba de rachas divide los datos en dos categorías mutuamente ex- 
cluyentes: hombre o mujer, defectuoso o no defectuoso, cara o cruz, arriba o abajo de 
la mediana, etcétera. En consecuencia, una secuencia siempre estará limitada a dos 
símbolos distintos. Sea /i, el número de símbolos asociados con la categoría de menor 
ocurrencia, y n, el número de símbolos que pertenecen a la otra categoría Entonces, el 
tamaño de la muestra ii = n, + n..

Para los n = I2 símbolos en nuestra encuesta tenemos cinco rachas, donde la pri­
mera incluye dos //, la segunda tres M. y así sucesis amente. Si el número de rachas es 
mayor o menor que el que esperaríamos por el azar, se debe rechazar la hipótesis de que 
la muestra se extrajo al azar. Ciertamente, una muestra que tiene como resultado sólo 
dos corridas.

HH HHH HHMMMMM

o la inversa, es muy improbable que provenga de un proceso de selección aleatono Este 
resultado indicaría que las primeras siete personas entrevistadas son hombres, seguidos 
de cinco mujeres Asimismo, si la muestra tiene como resultado el número máximo de 
12 rachas, como en la secuencia alteniada

H M H .\f HM H M HMHM.

de nuevo sospecharíamos del orden en que se seleccionaron los individuos para la en­

cuesta. ,
La pmeba de rachas para la aleatonedad se basa en la vanable aleatona \. el numero

total de rachas que suceden en la secuencia completa del expenmento En la tabla A 18 
se dan valores de P( V' < i cuando //„ es verdadera) para »•* = 2.3.....20 rachas v valores
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de «, y /», menores o iguales que 10. Los valores P tamo para pruebas de una cola 
como de dos colas se pueden obtener usando estos valores tabulados.

En la encuesta anterior presentamos un total de 5 A/ y 7 //. De aquí, con ;i| = 5^ 
/,, = 7 y V = 5, en la tabla A. 18 observamos que el valor P para una prueba de dos colas es

P = 2P(VS 5 cuando verdadera) = 0.394 > 0.05.

Es decir, el valor v = 5 es razonable a un nivel de significancia de 0.05 cuando es 
verdadera y. por lo tanto, no tenemos suficiente evidencia para rechazar la hipótesis de 
aleatoriedad de nuestra muestra.

Cuando el número de rachas es grande, por ejemplo, cuando v = 11 y /i, = 5 y «, = 7. 
entonces el valor P en una prueba de dos colas es

P — 2P{V> 11 cuando//y es verdadera) = 2[1-/’(V’S 10 cuando//„ es verdadera)] 

= 2(1-0.992) = 0.016 <0.05,

que nos lleva a rechazar la hipótesis de que los valores de la muestra ocurren al azar.
La prueba de rachas también sir\'c para detectar desviaciones en la aleatoriedad de 

una secuencia de mediciones cuantitativas a lo largo del tiempo, ocasionadas por tenden­
cias o periodos. Al reemplazar cada medición en el orden en que se obtiene, con un 
símbolo más si caen por arriba de la mediana, o con un símbolo menos si caen por debajo 
de la mediana, y omitiendo todas las mediciones que son exactamente iguales a la me­
diana, se genera una secuencia de signos de más y menos que se somete a prueba para 
verificar su aleatoriedad, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 16.7:1 Una máquina vierte adelgazador de pintura acriiica en un contenedor. ¿Si se mide el 
contenido de los siguientes 15 contenedores y los resultados son 3.6. 3.9. 4.1,3.6. 3.8, 
3.7, 3.4. 4.0, 3.8. 4.1, 3.9, 4.0, 3.8, 4.2 y 4.1 litros, diría que la cantidad de adelga/ador 
de pintura que despacha la máquina varia de forma aleatoria? Utilice un nivel de signifi­
cancia de 0.1.

Solución: 1. La secuencia es aleatoria.
2. //,: La secuencia no es aleatona.
3. Q = 0.1.

4. Estadístico de prueba: V, número total de rachas.
5. Cálculos: Para la muestra dada encontramos .v = 3.9. .-\l reemplazar cada medi­

ción por el símbolo ‘‘+", si cae por amba de 3.9, por el signo si cae por de­
bajo de 3.9. y si se omiten las dos mediciones que son iguales a 3 9. obtenemos la 
secuencia

- +------------+ - + + - + +

para la que /i, =6, ;i, = 7 y r = 8. Por lo tanto, de la tabla .A. 18, el valor P calcu­
lado es

P = 2P(V^ 8 cuando W„es verdadera)

= 2(1 - 8 cuando es verdadera)) = 2<0.5) = 1

6. Decisión: No se rechaza la hipótesis de que la secuencia de mediciones varía de 
forma aleatoria. Ji
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La prueba de rachas, aunque menos poderosa, también se utiliza como una alterna­
tiva a la prueba de dos muestras de Wilcoxon para probar la afirmación de que dos muestras 
aleatorias provienen de poblaciones que tienen la misma distribución y, por lo tanto, 
medias iguales. Si las poblaciones son simétricas, el rechazo de la afirmación de distri­
buciones iguales es equivalente a aceptar la hipótesis alternativa de que las medias no 
son iguales. Para hacer la prueba primero se combinan las observaciones de ambas 
muestras y se acomodan en orden ascendente. Ahora se asigna la leu^i A a cada observa­
ción tomada de una de las poblaciones, y la letra B a cada observación de la otra población, 
generando así una secuencia que consta de los símbolos A y fi. Si las observaciones de 
una población se vinculan con las observaciones de la otra población, la secuencia 
de símbolos A y B que se genera no será única y, en consecuencia, es poco probable que 
el número de rachas sea único. Los procedimientos para romper los empates por lo ge­
neral dan como resultado tediosos cálculos adicionales, por lo que siempre que ocurran 
dichas situaciones sería preferible aplicar la prueba de la suma de rangos de Wilcoxon.

Con el fin de ilustrar el uso de las rachas al probar la igualdad de medias, considere 
los tiempos de supervivencia de los pacientes de leucemia del ejercicio 16.16 de la pági­
na 670, para los que tenemos

0.5 0.9 1.4 1.9 2.1 2.8 3.1 4.6 5.3
B AABABBAA 

que resultan en v = 6 rachas. Si las dos poblaciones simétricas tienen media.s iguales, las 
observaciones de las dos muestras estarán entremezcladas, lo cual dará como resultado 
muchas rachas. Sin embargo, si las medias de la población son significativamente dife­
rentes, esperaríamos que la mayoría de las observaciones de una de las dos muestras 
fueran más pequeñas que las de la otra muestra. En el caso extremo de que las poblacio­
nes no se traslapen, obtendríamos una secuencia de la forma

AAAAABBBB o BBBBAAAAA 
y en cualquier caso sólo habría dos rachas. En consecuencia, la hipótesis de medias de la 
población iguales se rechazará a un nivel de significancia q sólo cuando v sea suficien­
temente pequeña, de modo que

P = P{V < V cuando es verdadera) < Q, 

lo que implica una prueba de una cola.
Si regresamos a los datos del ejercicio 16.16 de la página 670, para los que /i, = 4, 

n, = 5 y V = 6, en la tabla A.18 encontramos que

P = 6 cuando//yes verdadera) = 0.786 > 0.05
y, por lo tanto, no se rechaza la hipótesis nula de medias iguales. De aquí concluimos que 
el nuevo suero no prolonga la vida, ya que no detiene la leucemia.

Cuando n y n, aumentan en tamaño. la distribución de mueslreo de V se aproxima 
a la distribución normal con media y varianza dadas por

2/Í1/J2 , ^ 2/11^2(2/11»: -/i| -ni)
~ n I + ^ “ (/i| -l-/i2)-í»i +«2-1*

En consecuencia, cuando n, y n, son ambos mayores que 10. se puede utilizar el estadístico

(Ty

con el fin de establecer la región crítica para la prueba de rachas.
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16.6 Límites de tolerancia
En el capitulo 9 se analizaron los limites de tolerancia para una distnbucion normal de 
mediciones En esta sección consideramos un método para construir inters alos de toleran­
cia que sean independientes de la forma de la distribución subyacente Como se podría 
sospechar, para un grado de confianza razonable serán considerablemente mas grandes 
que los que se construjcn cuando se supone normalidad, y e! tamaño de la muestra que se 
requiere es por lo general muy grande Los límites de tolerancia no parametncos se esta­
blecen en te'mimos de las observaciones mas grande y mas pequeña en nuestra muestra

Limites de Para cualquier distribución de mediciones ios límites de tolerancia bilaterales son indi- 
tolerancia cados por las obsenaciones más grande y mas pequeña en una muestra de tamaño n. 
bilaterales donde n se determina de manera que se asegure, con lü(){ 1 - 7)Cr de conhanza. que al 

menos la proporción 1 -q de ladistnbucion está incluida entre los extremos de la muestra

La tabla A 19 proporciona los tamaños de la muestra requendos para los valores 
seleccionados de 7 y 1 - o. Por ejemplo, cuando ■) = Ü01) 1-0=0 95. debemos selec­
cionar una muestra aleatona de tamaño n = HO para tener 99'‘c de confianza en que a! 
menos 959r de la distribución de mediciones esta incluido entre los extremos de la muestra 

En vez de detemiinar un tamaño niuesiral n tal que una proporción especilica de 
mediciones este contenida entre los extremos de la muestra, en muchos procesos indus 
tríales es deseable determinar un tamaño de la muestra tal que una proporción fija de la 
población caiga por debajo de la observación mas grande to por ^uriba de la mas pequeña) 
de la muestra Tales límites se denominan limites de tolerancia unilaterales

Limites de Para cualquier distribución de mediciones un limite de tolerancia unilateral se determina 
tolerancia mediante la observación mas pequeña (o mas grande) en una mue^tra de tamaño n. don 

unilaterales de/i se determina de manera que se pueda asegurar con I(K)(1 -7)'’< de contianza que a!
menos la proporción 1 - q de la distribución excederá a la observación mas pequeña 
(menor que la mayor) de la muestra

La tabla A 20 muestra los tamaños de la mue''tra requendos. correspondientes a 
valores seleccionados de 7 y 1 - o De aquí cuando -y = O 05 y !-<» = () 7() debernos 
elegir una muestra de tamaño n = 9 para tener 95'f de conhanza en que 70'r de nuestra 
distnbución de mediciones excederá la observación mas pequeña de la muestra

16.7 Coeficiente de correlación de rango
En el capitulo 11 utilizamos el coehciente de correlación muestra) r para medir el cvkMi 

cíente de correlación poblacional // la relación lineal entre dos variables continuas \ y 
Y Si los rangos 1. 2. . 11 se asignan a las observaciones v en orden de magnitud v de 
manera similar a las observaciones y si estos tangos se sustnuven después con los 
valores numéricos reales en la formula parael coeficiente de correlai.ion del capitulo 11 
obtenemos el equivalente no paranictnco del ci'cticienle de correlación convencional 
Un coeficiente de correlación calculado de esta forma se conoce como coefiuente de 
correlación de rangos de Spearman v se denota con / Cuando ni> hav empate' entre 
ambos conjuntos de mediciones la lomuila para 1 se reduce a una expresión muclu> mas 
simple que incluye las diferencias </ entre los rangos asignados a los n pares de \ v \ que 
establecemos ahora
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CocHcienle Una medida no paramétrica de la asociación entre dos variables X y Y es dada por el
de correlación coeficiente de correlación de rango 

de rangos

= 1 - 6
it(n- — 1)

donde la diferencia entre los rangos asignados a.t, yy^, y n es el número de pares de 
datos.

En la práctica, la fórmula anterior también se usa cuando hay empates entre las ob­
servaciones X o y. Los rangos para observaciones empatadas se asignan de la misma 
manera que en la prueba de rango con signo al promediar los rangos que se habrían 
asignado si las observaciones fueran distinguibles.

El valor de r por lo general se acercará al valor que se obtiene al calcular r con base 
en mediciones numéricas y se interpreta de forma muy similar. Como antes, el valor de 
r irá de -1 a -H. Un valor de -i-1 o -1 indica una asociación perfecta entre X y el 
signo más ocurre para rangos idénticos y el signo menos para rangos inversos. Cuando 
r se acerca a cero, se concluye que las variables no están correlacionadas.

Ejemplo 16.8:1 Las cifras que se listan en la tabla 16.7, publicadas por la Comisión Federal de Comer­
cio, muestran los miligramos de alquitrán y nicotina que se encontraron en 10 marcas de 
cigarrillos. Calcule el coeficiente de correlación de rangos para medir el grado de rela­
ción entre el contenido de alquitrán y de nicotina en cigarrillos.

Tabla 16.7: Contenidos de alquitrán y nicotina

Marca de cigarrillos Contenido dc alquitrán Contenido de nicotina

Viceroy 14 0.9
Marlboro 17 I.l
Chesterfield 28 1.6
Kool 17 1.3
Kent 16 1.0
Raleigh 13 0.8
Old Gold 24 1.5
Philip Morris 25 1 4
Oasis 18 1.2
Players 31 2.0

Solución: Sean X y K los contenidos de alquitrán y nicotina, respectivamente. Pnmero asignamos 
rangos a cada conjunto de medidas, con el rango de l asignado al número más bajo en 
cada conjunto, el rango de 2 al segundo número más bajo en cada conjunto, y así suce­
sivamente, hasta que se asigna el rango 10 al número más grande La tabla 16.S muestr.i 
los rango.s individuales de las mediciones y las diferencias en rangos para los 10 pares 

de observaciones.
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Tabla 16.8: Rangos para los contenidos de alquitrán y nicotina

Marca de cigarrillos X, y, d,
Viceroy 2.0 2.0 0.0
Marlboro 4.5 4.0 0.5
Chesterfield 9.0 9.0 0.0
Kool 4.5 6.0 -1.5
Kent 3.0 3.0 0.0
Raleigh 1.0 1.0 0.0
Old Gold 7.0 8.0 -1.0
Philip Morris 8.0 7.0 1.0
Oasis 6.0 5.0 1.0
Players 10.0 lO.O 0.0

Al sustituir en la fórmula para r. encontramos que

r.
(6)(5.50) 

(10)(100- 1)
= 0.967,

lo que indica una correlación positiva alta entre las cantidades de alquitrán y de nicotina 
que se encuentra en los cigarrillos. J

Hay algunas ventajas al usar r en vez de r. Por ejemplo, ya no suponemos que la 
relación fundamental entre X y K es lineal, por lo tanto, cuando los datos poseen una 
relación curvilínea distinta, el coeficiente de correlación de rangos probablemente será 
más confiable que la medida convencional. Una segunda ventaja del uso del coeficiente 
de correlación de rangos es el hecho de que no se hacen suposiciones de normalidad 
respecto a las distribuciones de X y K Quiza la mayor ventaja ocurre cuando no somos 
capaces de hacer mediciones numéricas significativas y. sin embargo, se pueden esta­
blecer rangos. Tal es el caso, por ejemplo, cuando diferentes jueces clasifican a un 
grupo de individuos de acuerdo con algún atributo. El coeficiente de correlación de 
rangos se puede utilizaren esta situación como una medida de la consistencia de los dos 
jueces.

Para probar la hipótesis de que p = 0 utilizando un coeficiente de correlación de 
rangos, se necesita considerar la distribución mueslral de los valores r. con base en la 
suposición de que no hay correlación. En la tabla A.21 aparecen valores cn'ticos calcula­
dos para a = 0.05, 0.025,0.01 y 0.005. La elaboración de esta tabla es similar a la tabla 
de valores críticos para la distribución /. excepto por la columna izquierda, que ahora 
proporciona el número de pares de observaciones en vez de los grados de libertad. Como 
la distribución de los valores r es simétrica alrededor de cero cuando p = 0. el valor r 
que deja una área de Q a la izquierda es igual al negativo del valor r que deja una área 
de a a la derecha. Para una hipótesis alternativa bilateral la región crítica de tamaño a 
cae igualmente en las dos colas de la distribución. Para una prueba en la que la hipótesi-' 
alternativa es negativa, la región crítica esta completamente en la cola izquierda de la 
distribución y, cuando la hipótesis alternativa es positiva. la región crítica se coloca por 
completo en la cola derecha.
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Ejemplo 16.y. Remítase al ejemplo 16.8 y pruebe la hipótesis de que la correlación entre la cantidad de 
a quitrán y nicotina encontrada en los cigarríllo.s es cero en comparación con la hipótesis

^ que es mayor que cero. Utilice un nivel de significancia de 0.01.
SoUictoiv. 1. p=0.

2. H\: p > 0.

3. Q = 0.01.

4. Región crítica: r > 0.745, de la tabla A.21.

5. Cálculos: Del ejemplo 16.8. r = 0.967.

6. Decisión: Se rechaza //„y se concluye que hay una correlación significativa entre
la cantidad de alquitrán y nicotina que se encuentra en los cigurríllos. _l

Con base en la suposición de que no hay correlación, se puede dcmo.strar que la 
distribución de los valores rs se aproxima a una distribución normal, con una media igual 

a cero y una desviación estándar de 1/>/«-! conforme aumenta n. En consecuencia, 
cuando n excede a los valores dados en la tabla A.21 se puede probar si existe una corre­
lación significativa calculando

rí -0
\/yJ¡rrí - r, V« - i

y comparando con los valores críticos de la di.stnbucÍon normal estándar que se presen­
tan en la tabla A.3.

Ejercicios
16.23 Con el fin de estimar la proporción de votantes 
que favorecen a cierto candidato para alcalde, se selec­
ciona una muestra aleatoria de 15 adultos que viven en 
una pequeña ciudad. También se le pregunta a cada in­
dividuo si se graduó de la universidad. Al denotar con 
Sy N las respuestas "sf' y “no", respectivamente, a la 
pregunta sobre la escolaridad, se obtuvo la siguiente 
secuencia:

NNNNYYNYYNYNNNN
Utilice la prueba de rachas a un nivel de significancia 
de 0.1 para determinar st la secuencia apoya la afirma­
ción de que la muestra se seleccionó al azar
16.24 Se utiliza un proceso de plateado para cubrir 
cierto tipo de charola de serv'icio. Cuando el proceso 
está bajo control el espesor de la plata sobre la charola 
variará de forma aleatoria siguiendo una distribución 
normal con una media de 0.02 milímetros y una des­
viación estándar de 0.005 milímeü-os. Suponga que las 
siguientes 12 charolas examinadas muestran los si­
guientes espesores de plata: 0.019.0.021.0 020.0.019. 
0.020. 0.018. 0.023. 0.021. 0.024. 0.022.0.023. 0 022. 
Utilice la prueba de rachas para determinar si las fluc­

tuaciones en el espesor de una charola a otra son alea- 
tonas. Utilice Q = 0 05
16.25 Use la prueba de rachas a un nisel de 0 01 para 
probar si has una diferencia en el tiempo promedio de 
funcionumiemo para Ixs dos calculadoras del ejercicio 
16.17 de la página 670.
16.26 En una línea de producción industrial los ar­
tículos se inspeccionan de fomia periódica en busca de 
defectos. La siguiente es una secuencia de artículos defec­
tuosos. í). y no defectuosos. A’, pnxlucidos por esta 
línea.

D D A' ;V A' /; ;V A' ¡) n N A' A' N 
A' D n D A’ A' /; .V .V A' S í) .V l)

Utilice la teoría de muestras grandes para la prueba de 
rachas a un nivel de significancia de 0 05 para detenni- 
nar si los artículos defectuosos iKurren al a/ar
16.27 Suponga que las mediciones del ejercicio I 14 
de la p.igina 30 se registraron en renglones sucesivos de 
i/quierda a derecha confomie se reunieron Utilice la 
prueba de rachas con o = 0 05 p.ira probar la liipt'ucsis 
de que los datos representan una secuencia aleati>na
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16.28 í,Que tan grande debe ser una muestra para te­
ner 95'T- de conhanza en que al menos de la disin- 
bucion de medidas se incluye entre los extremos de la 
muestra'’
16.29 , Cual es la probabilidad de que el rango de una 
muestra aleatoria de tamaño 24 inclu>a al menos a 90^c 
de la población'’
16.30 ¿ Que tan grande debe ->er una muestra para te­
ner 99^r de conhanza en que al menos SOCr de la pobla­
ción sera menor que la obsers ación mas grande de la 
muestra'’
I6J1 j.Cual es la probabilidad de que al menos 95^r 
de una población exceda al xalor más pequeño en una 
muestra aleatona de tamaño ii = 135“’
16.32 En la siguiente tabla se presentan las califi­
caciones registradas de 10 estudiantes en un examen de 
medio curso y las del examen final en un curso 
de cálculo

Examen de Examen
Estudiante medio curso final

LS A 84 73
\VP B 98 63
RWK 91 87
J R L 72 66
JKL 86 78
DLP 93 78
B LP 8ü 91
DWM 0 0
MNM 92 88
R H S 87 77

a) Calcule el coeficiente de correlación de rangos 
h) Pruebe la hipótesis nula de que /> = 0 en compara­

ción con la hipótesis altematna de quep > 0 Uti­
lice Q = 0 025

16.33 Relierase a los dalos del ejercicio 11 1 de la 
página 398 y
íj) calcule el coeficiente de correlación de rangos,
/>) a un ni\el de signihcancia de 0 05 pruebe la hipo 

tesis nula de que p = 0, en comparación con la 
hipótesis altematixa de que p ^ 0 Compare sus 
resultados con los obtenidos en el ejercicio 11 44 
de la pagma435

16.34 Calcule el codicíente de correlación de ran­
gos para la precipitación pluwal diana \ la cantidad 
de partículas eliminadas en el ejercicio 11 H de la pa­
gina 40U

1635 Relierase a los datos del ejercicio 11 47 de la 
pagina 436 respecto al peso y tamaño de tórax de los 
bebes, >

a) calcule el coeficiente de correlación de rangos,
b) a un nixel de significancia de 0 025, pruebe la hi­

pótesis de que p = 0 en comparación con la hipó­
tesis alternativa de que p > 0

1636 Un grupo de consumidores prueba la calidad 
general de nueve marcas de hornos de microondas Los 
rangos asignados por el grupo y los precios de venta al 
menudeo sugendos son los siguientes

Fabricante
Clasificación 

del grupo
Precio 

sugerido ($)
4 6 480
B 9 395
C 2 575
D 8 550
C 5 510
F 1 545
G 7 400
H 4 465
¡ 3 420

(Existe una relación signilicativa entre la calidad \ el 
precio de un homo de microondas’ Utilice un nivel de 
significancia de 0 05
1637 En un destile de regreso a clases dos jueces ca 
lifican ocho carros alegoncos en el siguiente orden

_________Carro alegórico_______
_________  1 2 3 4 5 6 7 8

Juez \ 5 8 4 3 6 2 7 1
Juez fí 7 5 4 2 8 I 6 3

íi) Calcule el coeficiente de correlación de rangos 
b) Pruebe la hipótesis nula de que p = 0 en compara 

clon con la hipótesis alternativa de que p > 0 Use 
n = 0 05

1638 hn el articulo titulado Riskv \ssumptions" de 
Paul Slovic Baruch Fischott \ Sarah Lichtenstein, pu 
blicado en PsuhoUnix ToJti\ (jumo de 19h0i. miem 
bros de la Liga de Mujeres Votantes expertos 
prolesionalmcnte implicados en la evaluación de ries­
gos clasilicaron el nesgo de muerte en I-sudos l’ni 
dos, de realizar 3() actividades \ utilizar tcsnologias 
Las puntuaciones se presentan en la tabla 16 9
<i) Calcule el coeficiente de correlación de rangos 
h) Pruebe la hipótesis nula de cero correlación entre 

las clasificaciones de la Liga de klujere> Notantes 
V de los expertos en comparación con la hipótesis 
altemativade que la correlación no es igual a cero 
Utilice un nivel de sigmfieaneia de O i)5
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Tabla 16.9: Rango de datos para el ejercicio 16.38

Riesgo de la actividad
0 tecnología Votantes Expertos

Riesgo de la actividad 
o tecnología Votantes Expertos

Energía nuclear 1 20 Vehículos de motor 2
Armas de fuego 3 4 Tabaquismo 4 2
Motocicletas 5 6 Bebidas alcohólicas 6 3
Aviación privada 7 12 Trabajo policiaco 8 17
Pesticidas 9 8 Cirugía 10 5
Bombero 11 18 Construcción grande 12 13
Cacería 13 23 Latas de aerosol 14 26
Montañismo 15 29 Bicicletas 16 15
Aviación comercial 17 16 Energía eléctrica 18 9
Natación 19 10 Anticonceptivos 20 11
Esquí 21 30 Rayos X 22 7
Fútbol americano 23 27 Ferrocarriles 24 19
Conservadores de alimentos 25 14 Colorantes de alimentos 26 21
Podaderas 27 28 Antibióticos 28 24
Electrodomésticos 29 22 Vacunas 30 25

Ejercidos de repaso
1639 Un estudio de una empresa química compara 
las propiedades de desecación de dos difcrentes polí­
meros. Se utilizaron 10 lodos diferentes y se permitió 
que ambos polímeros secaran cada lodo. El secado li­
bre se midió en mL/min.

Tipo de Iodo Polímero A Polímero B
1 12.7 12.0
2 14.6 15.0
3 18.6 19.2
4 17.5 17.3
5 11.8 12.2
6 16.9 16.6
7 19.9 20.1
8 17.6 17.6
9 15.6 16.0

10 16.0 16.1

a) Utilice la prueba de signos u un nivel de 0 O.*? para 
probar la hipótesis nula de que el polímero A tiene 
la misma mediana de secado que el polímero B. 

h) Utilice la prueba de rangos con signo para probar 
la hipótesis del inciso a.

16.40 En el ejercicio de repaso 13.45 de la página 
555 use la prueba de Kruskal-Wallis. a un nivel de sig­
nificancia de 0.05, para deierminar si los análisis quí­
micos realizados por los cuatro laboratorios producen, 
en promedio, los mismos resultados

16.41 Use los datos del ejercicio 13 14 de la página 
530 para ver si la cantidad mediana de perdida de nitró­
geno en la transpiración difiere pora los tres niveles de 
proteína dietética



Capítulo 17

Control estadístico de la calidad
17.1 Introducción

La ¡dea de usar le'cnicas de muestreo y análisis estadístico en un entorno de producción 
tuvo sus comienzos en la década de 1920. El objetivo de este concepto tan exitoso es 
reducir de manera sistemática la variabilidad y el aislamiento asociados con las fuentes 
de dificultades durante la producción. En 1924 Walter A. Shewhart, de la empresa Bell 
Telephone Laboratories, de.sarrolló el concepto de gráfica de control. Sin embargo, fue 
hasta la Segunda Guerra Mundial cuando se generalizó el uso de este tipo de gráficas de­
bido a la importancia que durante ese periodo tuvo el mantenimiento de la calidad en los 
procesos de producción. En las décadas de 1950 y 1960 el desarrollo del control de calidad 
y el área general de seguridad de la calidad crecieron con rapidez, en particular con el 
surgimiento del programa espacial en Estados Unidos. En Jupón hubo un amplio y exitoso 
uso del control de calidad gracias a los esfuerzos de W. Edwards Deming, quien trabajó 
como consultor en Japón después de la Segunda Guerra Mundial. El control de calidad ha 
sido, y es. un elemento importante en el desarrollo de la industria y la economía de Japón.

El control de calidad está recibiendo cada vez más atención como una herramienta 
de administración en la cual se obscrxan y evalúan las características importantes de un 
producto en comparación con algún tipo de estándar. Los diversos procedimientos en el 
control de calidad implican un uso considerable de los procedimientos de muestreo y los 
principios estadísticos expuestos en capítulos anteriores. Los principales usuarios del 
control de calidad son, por supuesto, las corporaciones industriales. Es evidente que un 
programa eficaz de control de calidad mejora la calidad del artículo que se produce y au­
menta las utilidades. Esto es particularmente cierto en la actualidad, pues los productos 
se fabrican en volúmenes altos. Antes de que surgiera el movimiento hacia los me'todos 
de control de calidad, a menudo ésta .se veía afectada debido a la falta de eficiencia, lo 
cual, por supuesto, incrementaba los costos.

La gráfica de control
El objetivo de una gráfica de control es determinar si el desempeño de un proceso se 
mantiene en un nivel aceptable de calidad. Se espera, desde luego, que cualquier proceso 
experimente una variabilidad natural, es decir, una variabilidad debida esencialmente a 
fuentes de variación poco importante^ e inconlrolable>.. Por otro lado, un proceso puede 
experimentar formas más severas de variabilidad en mediciones de desempeño funda­
mentales.

681
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Estas fuentes de variabilidad pueden surgir de uno de varios tipos de “causas asig. 
nables" no aleatorias, como errores del operador o indicadores mal ajustados en una 
máquina. Un proceso que opera en dicho estado se denomina fuera de control. Se dice 
que un proceso que sólo experimenta variaciones aleatorias está en control estadístico. 
Desde luego, un proceso de producción exitoso puede operar en un estado de control 
durante un periodo largo. Se supone que durante este periodo el proceso elabora un 
producto aceptable. Sin embargo, podría ocurrir un "cambio" gradual o repentino que 
requiera detección.

El propósito de una gráfica de control es que funcione como un dispositivo para 
delectar el estado no aleatorio o fuera de control de un proce.so. La gráfica de control 
suele adoptar la forma que se indica en la figura 17.1. Cuando ocurre un cambio en el 
proceso es importante detectarlo con rapidez, de manera que se pueda corregir el pro­
blema. Evidentemente, si el cambio no se detecta de inmediato, se producirán muchos 
artículos defectuosos o que no cumplen las especificaciones, lo cual dará como resultado 
un desperdicio significativo y un incremento en los costos.

13

12

I 11
tfí
® 10

S 9

8

5 6

Tiempo

Figura 17.L Gráfica de control típica.

Se deben considerar ciertos tipos de características de la calidad y se deben tomar 
muestras de las unidades del proceso a medida que pasa el tiempo. Digamos, por ejem­
plo. que la característica de un cojinete de motor es la circunferencia La línea central 
representa el valor promedio de la característica cuando el proceso C'-ta bajo control. 
Lo.s puntos que se indican en la figura representarían los resultados de. digamos, los 
promedios muéstrales de tal característica, con muestras tomadas en diferentes momen­
tos. Los límites de control supenor e inferior se eligen de tal manera que se esperaría 
que. si el proceso está bajo control, todos los punu*s muéstrales queden cubienos por 
estos límites. Como resultado, la forma general de los puntos graticados a lo largo del 
tiempo determina si se concluse que el proceso está bajo control. 1.a ewdencia de que 
está "dentro de control” .se obtiene de un patrón aleatorio de puntos con lodos los \ alores 
graficados dentro de los límites de control Cuando un punto cae lucra de los limites de 
control, se ct>nsidera como evidencia de ijue un proceso esta lucra de control, en cuso 
caso se sugiere una búsqueda para determinar la causa. .\demás. un palróm no aleaiono 
de puntos se debe considerar sospechoso \. e\ identemente. un indicador de que es nece­
sario investigar para encontrar la medida correctiva adecuada
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17.2 Naturaleza de los límites de control
Las ideas ftindamentales en las que se basan las gráficas de control son similares en 
esti^ctura a la prueba de hipótesis. Los límites de control se establecen para controlar la 
probabilidad de cometer el error de concluir que el proceso e.siá fuera de control, cuando 

e hecho no lo está. Esto corresponde a la probabilidad de cometer un error tipo I si 
probáramos la hipótesis nula de que el proceso está bajo control. Por otro lado, debemos 
estar atentos al error del segundo tipo, es decir, el de no encontrar el proceso fuera de 
control cuando de hecho sí lo está (error tipo II). De esta manera, la elección de los lími­
tes de control es similar a la elección de una región crítica.

Como en el caso de la prueba de hipótesis, el tamaño de la muestra en cada punto es 
importante. La elección del tamaño de la muestra depende en gran medida de la sensibi­
lidad o potencia de detección del estado fuera de control. En esta aplicación, el concepto 
de poíencia es muy similar al de la situación de la prueba de hipótesis. Queda claro que 
cuanto más grande sea la muestra en cada periodo, más rápida será la detección de un 
proceso fuera de control. En cierto sentido los límites de control en realidad definen lo 
que el usuario considera como estar bajo coniroL En otras palabras, la amplitud dada 
por los límites de control debe depender en cierto sentido de la variabilidad del proceso 
Como resultado, el cálculo de los límites de control dependerá de manera natural de los 
datos que se tomen de los resultados del proceso. De esta forma, cualquier aplicación del 
control de calidad debe comenzar con el cálculo de una muestra o conjunto de muestra.s 
preliminar, que establecerá tanto la línea central como los límites del control de calidad

17.3 Objetivos de la gráfíca de control
Un propósito evidente de la gráfica de control es la vigilancia del proceso, o sea deter­
minar si es o no necesario realizar cambios. Además, la constante y sistemática obten­
ción de datos a menudo permite a la administración evaluar la capacidad del proceso 
Es evidente que, si una sola característica de desempeño es importante, el muestreo 
y la estimación continuos de la media y la desviación estándar de esa característi­
ca de desempeño ofrecen la actualización de lo que el proceso puede hacer en términos 
de desempeño promedio y variación alealona. Esto es valioso incluso cuando el proceso 
permanece bajo conmol durante penodos largos La esunctura sistemática v formal de 
la gráfica de control a menudo puede prevenir una reacción desmesurada ante cambios 
que representen .sólo fluctuaciones aleatonas Obviamente, en muchas situaciones los 
cambios realizados por una reacción desmesurada pueden crear graves problemas que 
son difíciles de resolver.

Las características de calidad de las gráficas de control por lo general caen en dos 
categorías; variables y atributos. Como resultado, los tipos de gráficos de control con 
frecuencia tienen las mismas clasificaciones. En el caso de la gráfica de los tipos de va­
riables. la característica suele ser una medida sobre un continuo, como el diámetro o el 
peso. En el caso de la gráfica de atributos, lo que refieja la caractenstica es si el pnxlucto 
individual se ajiisía a ¡as especificaciones (si está o no defectuoso) La.-, aplicaciones 
para estas dos situaciones distintas son evidentes

En el caso de la gráfica de sanables se debe ejercer conirnl sobre la tendencia cen­
tral y la vanabihdad. Lo que a un analista de control de calidad le debe preocupar es si 
-viste o no en promedio, un cambio en los valores de la característica de desempeño 
Además siempre habrá interés por saber si algún cambio en las condIclone^ del pn^esíi
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pro\oca que disminuya !a precision, es decir, que aumente la vanabilidad Para manejar 
estos dos conceptos es esencial utilizar gráficas de control separadas La tendencia cen­
tral es controlada por la gráfica X, donde las medias de muestras relativamente pequeñas 
se dibujan en la gráfica de control La variabilidad alrededor de la media se controla 
mediante el rango en la muestra, o la dciMacion estándar de la muestra En el caso de 
muestreo de atributos a menudo la cantidad que se gráfica es la proporción de artículos 
defectuosos de una muestra En la siguiente sección analizamos el desarrollo de gráficas 
de control para los tipos de sanables de las caractensticas del desempeño

17.4 Gráficas de control para variables
Un ejemplo es una forma relativamente sencilla de e\plicar los rudimentos de la gráfica 
Xpara sanables Suponga que en un proceso de fabncacion de cierta parte de un motor 
se deben utilizar las gráficas de control de calidad Suponga también que la media del 
proceso es p = 50 mm y que la desviación estándar es cr = 0 01 mm Imagine que se 
toman muestras en grupos de 5 cada hora y que los valores de la inedia njiiesiral )(sc 
registran y grafican como en la figura 17 2 Los límites para las gráficas ,Ysc basan en 
la desviación estándar de la vanable aleatona X Sabemos, a partir de lo expuesto en el 
capítulo 8, que para el promedio de observ'aciones independientes en una muestra de 
tamaño n, a

donde <r es la desv lacion estándar de una observation indiv idual Los limites de control 
están diseñados para dar como resultado una pequeña probabilidad de que un valor dado 
de Xcste fuera de los limites dado que, en realidad el proceso esta bajo control, es decir. 
fi = 50 Si recummos al teorema del limite central, tendremos que. en las condiciones 
en las que el proceso esta controlado.

X ~N

Como resultado lOOt 1 — de los valores Xcae dentro de los limites cuando el pro 
ceso esta bajo control si uiili/amos los limites

LCI =p-Zo/2'í :(0 0Ü45) LCS = p + z„ ^4-. (0 {HW5)
V" ■ y"

Aquí LCI y LCS representan el limite de control infenor \ el limite de control supenor 
respectivamente Con frecuencia las gráficas \ se basan en limites denominados tres- 
signia , refiriéndonos, por supuesto, a c,, = ^ v a limites que se convierten en

li ±

En nuestro ejemplo, los limites superior e infcnor son

LCI = 5ü - 'í(()(Kf45l =49 9865 LCS = 5() + "^(0 00451 = 5uni'í5

Por consiguiente si vemos la estructura de los limites Irr desde d puiu . de vista de la 
prueba de hipótesis para un punlomucstr.il dado encontraremos que hav ur iprobahilidad
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Figura 17.2* Los límites de control Scrpara el ejemplo de la parte del motor

de 0,0026 de que el valor Xcaiga fuera de los límites de control, dado que el proceso esta 
bajo control Esta es la probabilidad de que el analista determine de manera errónea que 
el proceso está fuera de control (véase la tabla A 3)

El ejemplo antenor no sólo ilustra la gráfica Xpara las vanables, también propor­
ciona al lector una idea general de la naturaleza de las gráficas de control La línea central 
por lo general refleja el valor ideal de un parámetro importante Los límites de control 
se establecen a partir del conocimiento de las propiedades de muestreo del estadístico 
que estima el parámetro en cuestión Con mucha frecuencia implican un múltiplo de la 
desviación estándar del estadístico Se ha generalizado el uso de límites 3cr En el caso 
de la gráfica Xque se presenta aquí, el teorema del límite central brinda al usuano una 
buena aproximación de la probabilidad de determinar de forma errónea que el proceso 
está fuera de control En general, sin embargo, es probable que el usuano no confie en la 
normalidad del estadístico sobre la línea central Lo antenor podna dar como resultado 
que no se conozca la probabilidad exacta de cometer un “error tipo 1” A pesar de esto 
se ha vuelto muy común utilizar los límites ka Aunque los límites 3cr se utilizan am­
pliamente. en ocasiones el usuano utilizara otro método Cuando es importante detectar 
de forma rápida una situación fuera de control podna ser apropiado utilizar un múltiplo 
menor de cr. Si se toman en cuenta los costos de producción, cabe señalar que permi­
tir que un proceso continúe funcionando fuera de control, incluso por penodos cunos, 
puede resultar mas costoso que im ertir en la mvesügacion y coneccion de las causas de 
la perdida del control en el proceso En este caso es e\ idente que los limites apropiados 
son los límites de control que son más esmcios que los limites 3a

Subgrupos racionales
Los valores de la muestra que se utili/an para el control de calidad se div iden en subgru 
pos. en los que una muestra representa un subgrapo Como antes indicamo'.. el orden en 
el tiempo de producción es en realidad una base natural para la selección de los subgru 
pos Podríamos considerar el esfuerzo de control de calidad de manera mus simple como 
1) muestreo, 2) detección de un estado fuera de control s 3) búsqueda de las causas 
atnbuibles que puedan ocurrir con el tiempo Tal sez parezca que la selección de la base 
para estos grupos muéstrales es mu> sencilla, pero la elección de e^tos .ubgrupos de in 
formación muestral podna tener un efecto importante en el éxito del programa de control 
de calidad Estos subcrupos con frecuencia se denominan subgrupos racionales 1 n
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general, si el analista está interesado en detectar un cambio de ubicación, se considera 
que los subgrupos se deben elegir de manera que la variabilidad dentro del subgrupo sea 
pequeña, y de manera que haya mayores posibilidades de detectar las causas atribuibles, 
si se presentaran. Así, deseamos elegir los subgrupos de forma que se maximice la va­
riabilidad entre subgrupos. Por ejemplo, un método razonable es elegir unidades en un 
subgrupo que se producen de forma cercana en el tiempo. Por otro lado, las gráficas de 
control a menudo se utilizan para controlar la variabilidad, en cuyo caso el estadístico 
de de.sempeño es la variabilidad dentro de la nuiesira. Por consiguiente, es más impor­
tante elegir los subgrupos racionales para maximizar la variabilidad dentro de la mues­
tra. En este caso las observaciones en los subgrupos se deberían comportar más como 
una muestra aleatoria y la variabilidad dentro de las muestras necesita ser una descrip­
ción de la variabilidad del proceso.

Es importante señalar que las gráficas de control .sobre la variabilidad se deben 
establecer antes de construir gráficas sobre el centro de ubicación (digamos, gráficas 
Cualquier gráfica de control sobre el centro de ubicación en realidad dependerá de la va­
riabilidad. Por ejemplo, vimos un ejemplo de la gráfica de tendencia central y ésta depende 
de (T. En las secciones que siguen se analizará un estimado de <t a partir de los datos.

Con anterioridad ilustramos las nociones de la gráfica Xque usa el teorema del límite 
central y emplea valores conocidos de la media y desviación estándar del proceso. Como 
al principio .se indicó, se utilizan los límites de control

y un valor .Vque cae fuera de estos límites se considera esidencia de un cambio en la 
media fi. y. por lo tanto, de la posibilidad de que el proceso este fuera de control.

En muchas situaciones prácticas no es razonable suponer que conocemos /i ) cr. 
Como resultado, se deben proporcionar estimados de los datos que se obtienen cuando 
el proceso está bajo control. Por lo general los estimados se determinan durante un pe- 
nodo en el que se reúne infonuiicUm antecedente o de ímVif». Se elige una base para 
subgrupos racionales y se reúnen los datos con muestras de tamaño n en cada subgrupo 
Los tamaños de la muestra por lo general son pequeños, digamos. 4, 5 o 6. s se toman 
k muestras, con k al menos igual a 20 Durante este penodo, en el que se supone que el 
proceso está bajo control, el usuario establece los estimados de > <ren los que se basa 
la gráfica de control. La información importante reunida durante este penodo incluse 
las medias muéstrales en el subgrupo, la media general y el rango de la muestra en cada 
subgrupo. En los siguientes párrafos señalaremos cómo se utiliza esta mionnacion para 
producir la gráfica de control.

Una parte de la información muestral de estas k muestras toma la forma .Yt. . 
Xi, donde la variable aleatona .Y, es el promedio de los valores en la i-esima muestra 
Evidentemente, el promedio global es la sanable aleatona

central en la gráfica de control .Y En aplicaciones de control de calidad a menudo es

Gráfica con parámetros estimados
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convenicnie estimar cr a partir de la información relacionada con los rangos en las mues­
tras, en vez de las desviaciones estándar muéstrales Definamos

I ■ ^mín i

como el rango para los dalos en la i-éstma muestra Aquí son, respectiva­
mente. la observación más grande y la más pequeña en la muestra El estimado apro 
piado de eres una función del rango promedio

R

Un estimado de g, digamos &, se obtiene mediante

(T =

donde c/, es una constante que depende del tamaño de la muestra Los valores de d, se 
muestran en la tabla A 22.

El uso del rango para producir un estimado de a tiene sus raíces en aplicaciones si­
milares a la del control de calidad, en particular debido a que. en la época en que aun era 
muy difícil lograr cálculos precisos, el rango era muy fácil de calcular en comparación 
con otros estimados de \anabilidad La suposición de normalidad de las observaciones 
individuales está implícita en la gráfica X Por supuesto, la existencia del teorema del 
límite central es ciertamente útil a este respecto Bajo la suposición de normalidad, usa­
mos una variable aleatona llamada rango relativo dada por

De la cual resulta que los momentos de W son funciones simples del tamaño de la mues­
tra n (véase la referencia de Montgomery, 2(XX)b, en la bibliografía) El valor esperado 
de W a menudo se denomina d. Así, al tomar el v alor esperado de la U' antenor

EiR)
-------- = d->.

a

la cual facilita la comprensión del fundamento para el estimado &=Rld Se sabe bien 
que el método del rango produce un estimador eficiente de a en muestras hasta cierto 
punto pequeñas Esto hace que el estimador sea particulamiente atractivo en aplica 
Clones de control de calidad, ya que los tamaños de la muestra en los subgrupos por lo 
general son pequeños El uso del método del rango para la estimación de a tiene como 
resultado gráficas de conuol con los siguientes parametros

LCS =X +
3R

d2\Jñ'
linea «.entral = X, LCI = X -

3^
d2\fñ

Al definir la cantidad
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tenemos que

LCS =X + AiR, LCI =X-A2R.

Para simplificar la estructura el usuario de las gráficas X a menudo encuentra valores 
tabulados de A,. En la tabla A.22 se incluyen valores de A, para varios tamaños de la 
muestra.

Gráficas R para control de variación
Hasta aquí todos los ejemplos y detalles tuvieron que ver con el intento del analista de 
control de calidad de detectar condiciones fuera de control producidas por un cambio en 
la media. Los límites de control .se basan en la distribución de la variable aleatoria Xy 
dependen de la suposición de normalidad de las observaciones individuales. Es impor­
tante que el control se aplique tanto a la variabilidad como al centro de ubicación. De 
hecho, muchos expertos consideran que el control de la variabilidad de la caractcristica 
del desempeño es más importante y que es necesario establecerlo antes de considerar el 
centro de ubicación. La variabilidad del proceso se puede controlar usando tiráficas del 
rango maestral. Una gráfica de los rangos muéstrales a lo largo del tiempo se denomina 
gráfica R. Se puede utilizar la misma estructura general, como en el ciso de la gráfica .Y. 
donde /íes la línea central y los límites de control dependen de que se estime la desvia­
ción estándar de la variable aleatoria R. Por lo tanto, como en el caso de la gráfica X, se 
establecen límites 3<r donde "3ít" implica 3o’^. La cantidad (7^ se debe estimar a partir 
de los datos, tal como se estima <7^

El estimado de (7^, la desviación estándar, tambie'n se basa en la distribución del 
rango relativo

H' =

La desviación estándar de U' es una función conocida del tamaño de la muestra y por lo 
general se denota por dy Esto da como resultado.

(jR = (Jdj..

Ahora podemos reemplazar c por á = R/d„ y de esta forma el estimador de es

Rdy 
d: ■

Por consiguiente, las cantidades que definen la gráfica R son

LCS = RD4. línea central = LCI = RP\,

donde las constantes y D, (que dependen sólo de n) son

/)4 = l+3y. n, = 1-3Í^.
«: d:

Las constantes y £), se encuentran tubuladas en la tabla .A.22.
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Gráficas Xy R para variables

fabricación de partes componentes para misiles, donde la ca- 
^ ^ esernpeño es la resistencia a la tensión, en libras por pulgada cuadrada.

I”uf títrnaño 5 cada hora y se reportan 25 muestras. Los datos se mues-

Tabla 17.1. Información muestra! de los datos de resistencia a la tensión

Número de muestra Observaciones x¡ Rf
1 1515 1518 1512 1498 1511 1510.8 20
2 1504 1511 1507 1499 1502 1504.6 12
3 1517 1513 1504 1521 1520 1515.0 17
4 1497 1503 1510 1508 1502 1504.0 13
5 1507 1502 1497 1509 1512 1505.4 15
6 1519 1522 1523 1517 1511 1518.4 12
7 1498 1497 1507 1511 1508 1504.2 14
8 1511 1518 1507 1503 1509 1509.6 15
9 1506 1503 1498 1508 1506 1504.2 10

10 1503 1506 151! 1501 1500 1504.2 11
11 1499 1503 1507 1503 1501 1502.6 8
12 1507 1503 1502 1500 1501 1502 6 7
13 1500 1506 1501 1498 1507 1502.4 9
14 1501 1509 1503 1508 1503 1504.8 8
15 1507 1508 1502 1509 1501 1505.4 8
16 1511 1509 1503 1510 1507 1508.0 8
17 1508 1511 1513 1509 1506 1509 4 7
18 1508 1509 1512 1515 1519 1512.6 1)
19 1520 1517 1519 1522 1516 1518.8 6
20 1506 1511 1517 1516 1508 1511 6 11
21 1500 1498 1503 1504 1508 1502 6 10
22 1511 1514 1509 1508 1506 1509.6 8
23 1505 1508 1500 1509 1503 1505 0 9
24 1501 1498 1505 1502 1505 1502 2 7
25 1509 1511 1507 1500 1499 1505 2 12

Como antes indicamos, es importante comenzar por establecer las condiciones de 
variabilidad “bajo control". La línea central calculada para la gráfica R es

R
¿¿R, =10.72.

En la tabla A.22 encontramos que para n - 5. D, = 0 y D, = 2.114 Como resultado, !o^ 
límites de control para la gráfica R son

LCI =RDy =(1072110) =0.
LCS = RDi = «10.72)i2.114) = 22 6621



690 Capítulo 17 Control estadístico de la calidad

En la figura 17.3 se muestra la gráfica R. Ninguno de los rangos graficados cae fuera 
de los límites de control. Como resultado, no hay nada que indique la existencia de una 
situación fuera de control.

Figura 17.3: Gráfica R para el ejemplo de resistencia a la tensión.

Ahora se puede construir la gráfica Xpara las lecturas de la resistencia a la tensión. 
La línea central es

1 ^
X = 1507.328.

"^1 = 1

En la tabla A.22 encontramos que. para muestras de tamaño 5, .4, = 0.577. De esta 
forma, los límites de control son

LCS = A' + /l2^= 1507,328 + f0.577)( 10.72) = 1513.5134,

LCI = 1507.328 - (Ü,577)( 10.72) = 1501.1426,

En la figura 17.4 se muestra la gráfica .V. Como el lector puede observar, tres valores 
caen fuera de los límites de control. lo cual es una señal de que no se deberían usar los 
límites de control de JVparae! control de calidad de la línea.

Más comentarios acerca de las «ráíicas de control para variables

Un proceso podría parecer estar bajo control y. de hecho, permanecer así durante un 
periodo largo. ¿Esto significaría necesariamente que el proceso está funcionando de 
manera exitosa? Un proceso que opera bajo umiml es simplemente aquel en el que la 
media y la variabilidad del proceso permanecen estables, indicando, aparentemente, que 
no han ocurrido cambios graves. “Bajo control” implica que el priK'eso permanece con­
sistente con variabilidad natural. Las gráficas de control de calidad pueden serse como 
un me'todo en el que la variabilidad natural inherente rige la amplitud de los límites de 
control. Sin embargo, no delemiinun hasta que punto un proceso bajo control satisface 
las cspecijkachmcs predeterminadas que requiere el proceso. l.as especiticaciones son 
límites que establece el consumidor Si la vanabilidad natural del poveso actual es mayor
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Figura 17.4: Gráfica Xpara el ejemplo de resistencia a la tensión.

que la que determinan la.s especificaciones, aunque el proce.so permanezca estable y 
esté bajo control, con dema.siada frecuencia producirá artículos que no cumplirán las 
especificaciones.

Aludimos a la suposición de normalidad para las observaciones individuales en una 
gráfica de control de variables. Para la gráfica X, si las observaciones individuales son 
normales, el estadístico Xes normal. Como resultado, el analista de control de calidad en 
este caso tiene control sobre la probabilidad de un error tipo 1 Si las X individuales no 
son normales. Xes aproximadamente normal, por lo tanto, existe un control aproximado 
sobre la probabilidad de un error upo I para el cxso en el que se conoce cr. Sin embargo, 
utilizar o no el método del rango para esümar la desviación estándar lambie'n depende 
de la suposición de normalidad. Estudios respecto a la robustez de la gráfica X'para des­
viaciones de la normalidad indican que. para las muestras de tamaño A. > 4, la gráfica X 
da como resultado un riesgo o cercano al anunciado ívéa.se el trabajo de Monlgomer>', 
2000b, y Schilling y Nelson, 1976, en la bibliografía) Indicamos antes que la aproxi­
mación ±A£T^ a la gráfica R es una cuestión de conveniencia y tradición Incluso si la 
distribución de observ'aciones individuales es normal, la distnbución de R no es nomial 
De hecho, la distribución de R no es ni siquiera siinélnca. Los límites de control simé­
tricos de ±Acr^ sólo proporcionan una aproximación al nesgo q v. en algunos ca.sos, la 
aproximación no es particularmente buena

Elección del tamaño de la muestra (función característica de operación) 
en el caso de la gráfica X

Los científicos e ingenieros que manejan el conu-ol de calidad a menudo se reiteren a 
los factores que influyen en el diseilo de ¡o }{raj¡ca de íontrol. Los componentes que 
determinan el diseño de la gráfica incluyen el tamaño de la muestra que se toma en cada 
subgrupo, la amplitud de los límites de control y la frecuencia del niuestreo Todos esto-, 
factores dependen en gran medida de consideraciones económica.s > practicas La Irc- 
cuencia de muestrco ev idenlemente depende del costo del muestren v del costo en el que 
se incurre si el proceso continúa fuera de control durante un periodo largo Lstos mismos 
factorc^ ifeclan la amplitud de la región “bajo control’ El costo asiKiado con la unes 
ligación y la búsqueda de las causas alnbuibles de la pérdida de control repercute en
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la amplitud de la región y en la frecuencia de muestreo. Se ha puesto mucha atención en 
el diseño óptimo de gráficas de control, por lo que aquí no se darán mayores detalles. Se 
remite al lector al trabajo de Montgomery (2000b), que se cita en la bibliografía, para un 
excelente recuento histórico de gran parte de esta investigación.

La elección del tamaño de la muestra y la frecuencia de muestreo implican equili­
brar los recursos disponibles para estos dos esfuerzos. En muchos casos es probable que 
el analista necesite hacer cambios en la estrategia hasta lograr el equilibrio adecuado. El 
analista siempre debe estar consciente de que. si el costo de producción de artículos no 
adecuados es grande, la estrategia adecuada sería una alta frecuencia de muestreo con un 
tamaño de la muc.stra relativamente pequeño.

Al elegir el tamaño de una muestra hay que tomar en cuenta muchos factores. En la 
ilustración y el análisis enfatizamos el uso de n = 4, 5 o 6. Estos valores se consideran 
relativamente pequeños para problemas generales en inferencia estadística, pero serían 
tamaños de muestra apropiados para el control de calidad. Una justificación, por su­
puesto, es que el control de calidad es un proceso continuo y los resultados producidos 
por una muestra o un conjunto de unidades serán seguidos por resultados de muchas 
más. Así, el tamaño de la muestra “eficaz” de todo el esfuerzo de control de calidad es 
muchas veces mayor que el tamaño que se utiliza en un subgrupo. Por lo general se con­
sidera más efectivo lomar muestras frecuentemente con un tamaño mucstral pequeño.

El analista puede utilizar el concepto de potencia de una prueba para obtener infor­
mación de la eficacia del tamaño de la muestra elegido. Esto es especialmente impor­
tante, ya que por lo general se utilizan muestras de tamaño pequeño en cada subgrupo. 
Remítase a los capítulos 10 y 13 para un análisis de la potencia de pruebas formales 
sobre las medias y el análisis de \ananza. Aunque en el control de calidad en realidad 
no se realizan pruebas formales de hipótesis, se puede tratar la información como si la 
estrategia en cada subgrupo fuera la de probar una hipótesis, sa sea sobre la media de la 
población /< o sobre la desviación estándar a Es de interés la probahilidad de detectar 
una condición fuera de control para una muestra dada \. quizá más importante, el nu­
mero esperado de corridas requendas para detectarla La probabilidad de detectar una 
condición fuera de consol específica corresponde a la potencia de una prueba No es 
nuestra intención demostrar el desarrollo de la potencia para todos los tipos de gráficas 
de control que aquí se presentan, más bien, lo que deseamos es mostrar el desarrollo de 
la gráfica Xy presentar los resultados de potencia para la gráfica K

Considere la gráfica .Vcuando se conoce el \alor de er Suponga que el estado bajo 
control tiene fi = Un estudio del papel que desempeña el tamaño de la muestra del 
subgrupo equivale a investigar el nesgo 0. es decir, la probabilidad de que un valor .Y 
permanezca dentro de los límites de control cuando realmente ha ocurrido un cambio en 
la media. Suponga que la forma que loma el cambio es

ra

De nuevo, al utilizar la normalidad de .Vtenemos

0 = PiLCl < X < LCS i // = /i., -h rm.

Para el caso de límites k<r.

V LCS = /in + -7= 
yjn
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Como resultado, si denotamos con Z la variable aleatoria normal estándar

= P |Z < /lo + W-\^ÍM + rg)j I _ p ^ 

= P(Z < k~ry/K)~P{Z< -k-ryJTi).

Ho - ka/y/ñ - (^ + ra) 
(r/y/Ti 1}

Observe el papel que desempeñan n, ry ken la expresión para el riesgo /3. La probabili­
dad de no detectar un cambio específico, como se esperaba, aumenta claramente con un 
incremento en k. (3 disminuye con un aumento en r, la magnitud del cambio, y disminuye 
con un incremento en el tamaño de la muestra, n.

Se debería enfatizar que la expresión anterior da como resultado el riesgo (3 (proba­
bilidad de un error tipo II) para el caso de una sola muesiro. Por ejemplo, suponga que. 
en el caso de una muestra de tamaño 4. ocurre un cambio de a en la media. La proba­
bilidad de detectar el cambio (potencia) en la primera muestra después del cambio es. 
suponiendo límites 3a:

1 -/3 = 1 [P(Z< D- P(Z< -5)1 = 0.1587.

Por otro lado, la probabilidad de detectar un cambio de 2cres

I -/3 = 1 - [P(2< _i)_ p(Z<-7)1 =0.8413.

Los resultados anteriores ilu.stran una muy modesta probabilidad de detectar un 
cambio de magnitud a y una alta probabilidad de detectar un cambio de magnitud 2a. 
En la figura 17.5 se observa la imagen completa de cómo se desempeñan los límites de 
control 3í7 para la gráfica X que aquí se describe. En lugar de graficar las funciones 
de potencia se presenta una gráfica de /3 contra r. donde el cambio en la media tiene una 
magnitud rcr. Por supuesto, los tamaños de la muestra de n = 4.5, 6 dan como resultado 
una pequeña probabilidad de detectar un cambio de 1 .Oít o incluso l .5a en la primera 
muestra después del cambio.

Pero si el maestreo se realiza con frecuencia, la probabilidad podría no ser tan im­
portante como el número promedio o esperado de corrida.s que se requiere antes de de­
tectar un cambio. Una detección rápida es importante y ciertamente po.sible, aunque no 
hay muchas probabilidades de lograrlo en la primera muestra. Resulta que la.s gráfica.s 
Xcon estas muestras pequeñas conducirán a una detección relativamente rápida. Si l3 
es la probabilidad de no detectar un cambio en la primera muestra despue's del cambio, 
entonces la probabilidad de detectarlo en la muestra .r-ésima después de que ocurre es. 
suponiendo que las muestra.s son independientes:

P,= (l-/3)/3'-’.

El lector debe reconocer que ésta es una aplicación de la distribución gcométnca. El 
valor promedio o esperado del número de muestras que se requieren para la detección es

Por consiguiente, el número esperado de muestras que se requieren para detectar el cam­
bio en la media es el recíproco de la potencia, es decir, la probabilidad de detección en 
la primera muestra después del cambio,
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Figura 17.5: Cur\as características de operación para la gráfica Xcon límites 3ít. Aquí, 
/i es el error de probabilidad tipo II en la primera muestra después de que ocurre un 
cambio en la media de ra.

Kjemplo 17.1: En cierto esfuerzo por controlar la calidades importante que el analista detecte con rapi­
dez. los cambios en la media de ±cr utilizando una gráfica de control .Icr con una muestra 
de tamaño n = 4. El número esperado de muestras que se requieren después del cambio 
para delectar el estado fuera de control podría ser útil en la esaluación del procedimien­
to de control de calidad.

En la figura 17.5, para/i = 4 y r = 1. se puede ver que/3 =; 0 S4. Si utilizamos s para 
denotar el número de muestras que se requieren para detectar el cambio, la media de .s es

£(i) =
1-/3 0.16

6.25.

De esta manera, se requieren siete subgnipos, en promedio, antes de detectar un cambio 
de ±<T J

Klección del tamano de la muestra para la jiráíica R
I-a curva COde la gráfica fi se muestra en la figura 17.6 Como lagrálica/í se utiliza para 
controlar la desviación estándar del proceso, y la desviación estándar después de que 
el proceso se sale de c<*iitrol, el nesgo /3 se gralica como una tuncion de la desviación 
estándar bajo control. o¡,. La última desv lación estándar se denotara con a . Sea

Para vanos tamaños muéstrales se gráfica .3 contra A
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Gráficas Xy S para variables
Pora el estudiante de estadística es natural anticipar el uso de la varíanza muestral en la 
gráfica Xy en una gráfica para el control de la variabilidad. El rango es un estimador 
eficiente de a, pero esta eficiencia disminuye a medida que aumenta el tamaño de la 
muestra. Para una n tan grande como 10 se debe utilizar el tan conocido estadístico

S =
1=1

en la gráfica de control, tanto para la media como pora la variabilidad. El lector debe 
recordar que en el capítulo 9 se expuso que 5* es un estimador no sesgado de pero 
que S no es no sesgado para a. Para evitar sesgos se acostumbra corregir 5 en las aplica­
ciones de la gráfica de control. Sabemos, en general, que

E (5) ^ (T.

En el caso en que las X, sean independientes y estén distribuidas de forma normal con 
media y varianza cr-,

EiS) = ca, donde r. = — j r[(„- Ü/T|

y r(-) se refiere a la función gamma (véase el capítulo 6). Por ejemplo, para n = 5. =
OI9,)yJ^. Además, la varianza del estimador 5 es

Var(5) = (T‘(l -c*4)-



696 Capítulo 17 Control estadístico de la calidad

Establecimos las propiedades de S que nos permitirán escribir límites de control para ^ 
y S. Para construir una estructura adecuada comenzamos por suponer que conocemos cr. 
Después presentamos la estimación de ca partir de un conjunto de muestras preliminar. 

Al graficar el estadístico S, los parámetros evidentes de la gráfica de control .son

LCS = C4CT+ 3(7yJ 1 - c], línea central = cjcr, LCX = Cí<t — 7>ayJ\ —c-j.

Como de costumbre, los límites de control se definen de manera más sucinta utilizando 
constantes tabuladas. Sean

= C4 —3^1 - cj. 5(, = + 3^ 1 — c],

entonces, tenemos

LCS = línea central = C4<r, LCI = S.sít.

En la tabla A.22 se encuentran tabulados los \alores de B^y fl,,para varios tamaños 
muéstrales.

Ahora, por supuesto, los límites decontrol anteriores sirven como base parad desa­
rrollo de los parámetros de control de calidad en la situación que con más Irecuencia se 
observa en la práctica, a saber, en la que se desconoce rr. Debemos suponer una vez más 
que para producir un estimado de cr durante lo que se supone es un periodo “bajo con­
trol" se toma un conjunto de niiifunis base o muestras preliminares Las desviaciones 
estándar de las muestras 5,, 5,.... se obtienen a partir de muestras que son. cada una. 
de tamaño n A menudo .se utiliza un estimador no sesgado del tipo

para (T. Aquí, desde luego. S. el valor promedio de la desv lación estándar muestral en la 
muestra preliminar, es la línea central liígica en la graíica de control para el control de 
la ViU'iabilidad. Los límites de control superior e interior son estimadores no sesgados 
de los límites de control adecuados p.u’a el caso en el que se conoce <r Como

el estadístico í’es una línea central apnipiada (como un estimador m> sesgado de i \ 
las cantidades

5 — 3— I - V .V -f 3 — t I —
‘4 ' 14 *

son los límites de control 3fr infenor v supenor aproplado^. reN|\.Mivamente Como 
resultado, la línea central y los limites para la gralica .S de «.ontn>l de variabilidad son

LCl = Ü».V. línea central = V. LCS = /í;S.

fí^ I - /i. ~ ‘ 4

donde
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las con.stanles y aparecen en la tabla A.22.
Ahora podemos escribir los parámetros de la gráfica Xcorrespondienle que implican 

el uso de la desviación estándar muestral. Supongamos que podemos di.sponcr de S y X 
de la muestra ba.se prelirninar. La línea central continúa siendo X y los límites 3í7 son 
simplemente de la forma X ± 3o‘/^ñ, donde ó* es un estimador insesgado. Simplemente 
proporcionamos S / como un estimador de cr, y de esta forma tenemos

LCI = X ~A^S, línea central = X, LCS = JV + S,

donde

En la tabla A.22 aparece la constante para varios tamaños de la muestra.

Ejemplo 17.2:1 Se producen contenedores mediante un proceso en el que el \olumen de éstos es .some­
tido a un control de calidad. Se utilizaron 25 muestras de tamaño 5 para establecer los 
parámetros de control de calidad En la tabla 17 2 se documenta la información de estas 
muestras.

En la tabla A.22 se observ'a que B^ = Q, B^ = 2.089 y A^ = 1.427. Como resultado, 
los límites de control para X'son dados por

LCS =X +A3S =62.3771. LCI =X-4iS = 62.2741. 

y los límites de control para la gráfica 5 son

LCI = 5 = 0. LCS = B4 S = 0 0754.

Las figuras 17.7 y 17 8 muestran las gráficas de control para este ejemplo. X y S. 
respectivamente. En las gráficas se representa la información de las 25 muestras en el 
conjunto de datos preliminar. Al parecer, el control se establece después de las pnmeras 
muestras J

17.5 Gráficas de control para atributos
Como indicamos al pnncipio de este capítulo, muchas aplicaciones industriales de con­
trol de calidad requieren que la característica de calidad indique sólo que el artículo “se 
ajusta”. En otras palabras, no ha\ una medición continua que sea crucial para el des­
empeño del artículo Una ilustración evidente de este tipo de mucstreo. denominado 
muestreo por atributos, es el desempeño de una bombilla que lunciona o no de manera 
satisfactoria. El artículo está o no defectuoso Las pie/as metálicas fabncadas pueden 
tener deformaciones, los contenedores de una línea de producLión pueden tener tugas 
En ambos casos un artículo defectuoso impide su uso por parte del consumidor La grá­
fica de control estándar para esta situación es la gráfica/», o ¡irafita pura lofrauión üc 
defectuosos. Como se podría esperar, la distribución de probabilidad que interviene es 
la distnbución binomial Se remite al lector al capitulo 5 para intomucion basica de ta 
distribución binomial.
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Tabla 17.2: Volumen de contenedores para 25 muestras en una muestra preliminar 
{en centímetros cúbicos)

Muestra Observaciones^______ Sj

1 62.255 62.301 62.289 62.189 62.311 62.269 0.0495
2 62.187 62.225 62.337 62.297 62.307 62.271 0.0622

3 62.421 62.377 62.257 62.295 62.222 62.314 0.0829
4 62.301 62.315 62.293 62.317 62.409 62.327 0.0469

5 62.400 62.375 62.295 62.272 62.372 62.343 0.0558
6 62.372 62.275 62.315 62.372 62.302 62.327 0.0434
7 62.297 62.303 62.337 62.392 62.344 62.335 0.0381
8 62.325 62.362 62.351 62.371 62.397 62.361 0.0264
9 62J27 62.297 62.318 62.342 62.318 62.320 0.0163

10 62.297 62.325 62.303 62.307 62.333 62.313 0.0153
11 62.315 62.366 62.308 62.318 62.319 62.325 0.0232
12 62.297 62.322 62.344 62.342 62.313 62.324 0.0198
13 62.375 62.287 62.362 62.319 62.382 62.345 0.0406
14 62.317 62.321 62.297 62.372 62.319 62.325 0.0279
15 62.299 62.307 62.383 62.341 62.394 62.345 0.0431
16 62.308 62.319 62.344 62.319 62.378 62.334 0.0381
17 62.319 62.357 62.277 62.315 62.295 62.313 0.0300
18 62.333 62.362 62.292 62.327 62.314 62.326 0.0257
19 62.313 62.387 62.315 62.318 62.341 62.335 0.0313
20 62.375 62.321 62.354 62.342 62.375 62.353 0.0230
21 62.399 62.308 62.292 62.372 62.299 62.334 0.0483
22 62.309 62.403 62.318 62.295 62.317 62.328 0.(M27
23 62.293 62.293 62.342 62.315 62.349 62.318 Ü.02W
24 62.388 62.308 62.315 62.392 62.303 62.341 0.0448
25 62.324 62.318 62.315 62.295 62.319 62.314 o.om

X = 62.3256 
S =0.0361

Gráfica p para la fracción de artículos defectuosos
Cualquier artículo fabricado puede tener varias caracierísüca.s que son importantes y 
deben ser examinadas por un inspector. Sin embargo, todo el procedimiento se enfoca 
aquí en una sola característica. Suponga que para todos los artículos la probabilidad de 
encontrar uno defectuoso es p, y que todos los artículos se producen de forma indepen­
diente. Entonces, en una muestra aleatoria de n artículos producidos, con .V como el 
número de artículos defectuosos, tenemos

= =^"^(1 .1 = 0. 1.2....... it.

Como se podría suponer. la media y variaiiia de la variable aleatoria binomial de­
sempeñarán un papel importante en el desarrollo de la gráfica de control. El lector debería 
recordar que

£ (A') = np y V'art.V) = npt \ — p)
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Figura 17.7: Gráfica Xcon límites de control estable- Figura 17.8: Gráfica S con límites de control e.sta- 
cidos con los datos del ejemplo 17.2. blecidos con los datos del ejemplo 17.2.

Un estimador no sesgado de p es la fracción de defectuosos o la proporción de 
defectuosos, p, donde

, número de defectuosos en la muestra de tamaño n

Como en el caso de las gráficas de control de variables, las propiedades de distnbu- 
ción de p son importantes para la creación de la gráfica de control. Sabemos que

E(p) = p, Var(p) =

Aquí aplicamos los mismos principios 30*que utilizamos para las gráficas de \ariables. 
Supongamos inicialmente que conocemos p. Entonces, la estructura de las gráficas de 
control implica utilizar límites 3íTcon

V n
De esta manera, los límites son

LC. =.-3/^, LCS=;-.3vM,

con el proceso considerado bajo control cuando los valores p de la muestra caen dentro 
de los límites de control.

En general, por supuesto, no se conoce el valor de p y .se debe estimar a partir de 
un conjunto base de muestra.s de forma muy similar al caso de,» > rren las gráficas de 
variables. Suponga que hay m muestras preliminares de tamaño n. Para una muestra 
dada, cada una de la.s n obsenaciones se reporta como ‘'defectuosa" o "no detectui'sj" 
El estimador no se.sgado evidente para p que se utiliza en la gráfica de control es
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donde es la proporción de artículos defectuosos en la /-ésinta muestra. Como resul­
tado, los límites de control son

LCI = p — 3central = p. LCS = p + 3 .

Ejemplo 17.3:1 Considere los datos que se presentan en la tabla 17.3 sobre el número de componentes 
electrónicos defectuosos en muestra.s de tamaño 50. Se tomaron 20 muestras con la fina­
lidad de establecer valores preliminares para la gráfica de control. Las gráficas de control 
determinadas por este periodo preliminar tendrán una línea central p = 0.088 y límites 
de control

LCI =p-3\/^í^^^ =-0.0322 y LCS =p + = 0.2082.

Tabla 17.3: Datos para el ejemplo 17.3 que permiten establecer límites de control 
en gráficas p. con mue,stra.s de tamaño 50

Número de Fracción de defectuosos
Muestra componentes defectuosos Pi

1 8 0.16
*> 6 0.12
3 5 0.10
4 7 0.14
5 -> 004
6 5 0.10
7 3 0.06
8 8 0.16
9 4 0.08

10 4 0.08
II 3 0.06
12 I 0.02
13 5 0.10
14 4 0.08
15 4 0.08
16 *) 0.04
17 3 0.06
18 5 010
19 6 0.12
20 3 0.06

p = 0 088

Evidentemente, con un valor calculado negativo, el LCl se ajusta a cero. ,A partir de lo*- 
valores de los límites de control al parecer el proceso esta bajo control durante este pe­
riodo preliminar. J

Selección del tamaño de la muestra para la jinilica p
La elección del tamaño de la muestra para la gráfica p de alnbulos incluve los mlsnlo^ 
tipos generales de consideraciones que los de la gráfica para variables Se requiere un 
tamaño de la muestra tan grande como para tener una alta prvibabilidad de detectar una
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condición fuera de control cuando, de hecho, ha ocurrido un cambio específico en p. No 
existe Mti mejor método panx elegir el tamaño de la muestra. Sin embargo, Duncan (1986; 
véase la bibliografía) suginó una aproximación razonable que consiste en elegir una n 
tal que haya 0.5 de probabilidades de delectar un cambio de una cantidad particular en 
p. La solución resultante para n es bastante simple. Suponga que se aplica la aproxima­
ción normal a la distribución binomial. Deseamos, siempre que la condición de p haya 
cambiado a, digamos, p, > p^, que

/»(p>LCS) Z >
LCS -pi 

\/Pi(l -pi)/«

Como P{Z > 0) = 0.5, se establece

= 0.5.

LCS -pi

v/pi(l -Pl)/rt

Al sustituir.

tenemos

(P_^,, + 3,/£Ü^=0.

Ahora podemos calcular /i, el tamaño de cada muestra;

n^-^p{\-p).

donde, desde luego, A es el “cambio” en el valor de p, y p es la probabilidad de un ar­
tículo defectuoso sobre la que se basan los límites de control. Sin embargo, si las gráfica.s 
de control se basan en límites kff. entonces

k-
n = ^pn -P)-

Ejemplo 17.4:1 Suponga que se diseña una gráfica de control de calidad de atributos con un \alor de p = 
0.01 para la probabilidad de tener bajo control un artículo defectuoso. ¿Cuál es el tama­
ño de la muestra por subgrupo que produce una probabilidad de 0.5 de que se detecte un 
cambio en el proceso para p = p, = 0.05? La gráfica p resultante incluirá lírmtes .^ít. 

Solución’. Aquí tenemos A = 0.04. El tamaño adecuado de la muestra es

n ^,0.0, ,,0.99,
55.69 =; 56.

J
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Gráñcas de control para artículos defectuosos 
(uso del modelo de Poisson)

En el procedimiento anterior supusimos que el artículo bajo consideración es uno que 
está defectuoso, es decir, que no funciona, o uno que no tiene defecto, en cuyo caso el 
artículo funciona y, por lo tanto, es aceptable para el consumidor. En muchas situaciones 
este método del artículo “defectuoso o no” es demasiado simplista. Las unidades pueden 
contener defectos o no cumplir con las especificaciones, y aun así funcionar bastante 
bien para el consumidor. En realidad, en este caso sería importante ejercer control sobre 
el nwnero de defectos o número de artículos que no cumplen las especificaciones. Este 
tipo de control de calidad tiene aplicación cuando las unidades no son simplistas ni 
grandes. Por ejemplo, el número de defectos puede ser muy útil como objeto de control 
cuando el artículo o unidad es, digamos, una computadora personal. Otro ejemplo es una 
unidad definida por 50 pies de tubería fabricada, donde el número de soldadura.s defec­
tuosas es el objeto del control de calidad; el número de defectos en 50 pies de alfombra 
fabricada o el número de “burbujas" en una hoja grande de vidrio fabricado.

A partir de lo aquí descrito queda claro que en este coso no es apropiada la distribu­
ción binomial. El número total de artículos que no cumplen las especificaciones en una 
unidad o el número promedio por unidad se podría usar como la medida para la gráfica 
de control. A menudo se supone que el número de artículos que no cumplen las especi­
ficaciones en una muestra tiene una distribución de Poisson. A este tipo de gráfica con 
frecuencia se le llama gráfica C.

Suponga qué el número de defectos X en una unidad de producto tiene una distnbu- 
ción de Poisson con parámetro A. (Aquí/= 1 para el modelo de Poisson). Recuerde que 
para la distribución de Poisson,

P(X=.r)=^-^. -t = 0.1.2...
jt!

Aquí, la variable aleatoria A es el número de artículos que no cumplen las especificacio­
nes. En el capítulo 5 vimos que tanto la media como la varianza de la variable alcatoru 
de Poisson son A. Por consiguiente, si la gráfica de control de calidad se estructurara de 
acuerdo con los límites 3er acostumbrados, si conociéramos A tendríamos.

LCS = A + 3\/A. línea central = a, LCI = A —3\ A

Como de costumbre, A a menudo debe provenir de un estimador de los dalos, l'n esti­
mado no sesgado de A es el número promedio de artículos que no cumplen las especi­
ficaciones por muestra. Este estimado se denota mediante A. Así, la gráfica de conin'l 
tiene los límites

LCS =Á + 3v^. línea central = Á, LCI = Á —3V'Á.

Ejemplo 17.5: i La tabla 17.4 representa el número de defectos en 20 muestras sucesivos de rollov d.’
hoja metálica, cada uno con 100 pies de laigo. Para controlar cl número de delecto'» en 
tales muestras se debe desarrollar una gráfica de control a partir de cstov datos prelimi­
nares. El estimado del parámetro de Poisson A es dado por A = 5.95. Como rcsuliaJi*. k'> 
límites de conuol sugeridos por estos dalos preliminares son

LCS = Á 3\/A = 13.2678 y LCI = Á - 3V A = -I 3678.

donde LCI se iguala a cero.
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Tabla 17.4: Datos para el ejemplo 17.5; el control implica el número de defectos en rollos de hojas metálicas

Numero de muestra Número de defectos
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

Número de muestra Número de defectos
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Prom 5.95

La figura 17.9 presenta una gráfica de los datos preliminares con los límites de control 
La tabla 17.5 incluye datos adicionales tomados del proceso de producción Para 

cada muestra se inspeccionó la unidad en la que se basó la gráfica, a saber, 100 pies del 
metal. Se incluye la información de 20 muestras La figura 17.10 muestra una gráfica de 
los datos adicionales de producción Es evidente que el proceso está bajo control, o al 
menos lo estaba en el penodo en el que se tomaron los datos. J

Tabla 17.5. Datos adicionales del proceso de producción del ejemplo 17 5

Número de muestra Número de defectos Número de muestra Número de defectos
3 11 7

2 5 12 5
3 8 13 9
4 5 14 4
5 8 15 6
6 4 16 5
7 3 17 3
8 6 18
9 5 19 1

10 2 20 6

En el ejemplo 17 5 dejamos mu> claro que la unidad de muesirco o de inspección 
son 100 pies de metal En mucho'. ca.sos en los que el articulo es espcLitico. como en el 
caso de una computadora personal o el de un tipo especifico de dispositivo electrónico, 
la unidad de inspección pinina ser un conjuiuo de ariiLiilos Por ejemplo, el analista 
decide utili/ar 10 computadoras en cada subgrupi) \ de esta torma observar un «.oiiteo 
del numero total de delcctos encontrados Por consiguiente, la muestra preliminar para 
constniir la gráfica de control implica utili/ar vanas muestras, uada una de 10 compu­
tadoras. La elección del tamaño de la muestra puede depender de muchos lacli'rcs \ 
menudo deseamos un tamaño de la muestra que asegure un LCl positivo

El analista podría utili/ar el numero promedio de delectus pi'r unidad de muestreo 
como la medida básica de la gralica de control Por ejemplo. p.ira el caso de la compu
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Figura 17.9: Dalos preliminares representados 
en la gráfica de control para el ejemplo 17.5.

Capítulo 17 Control csladísuco de la calidad

Figura 17.10: Datos adicionales de produc­
ción para el ejemplo 17.5.

tadora personal, sea la variable aleatoria el número total de defectos

^ número total de defectos 
n

que se mide pora cada muestra de. digamos, n = 10. SÍ suponemos que e! número de 
defectos por unidad de muestreo es de Poisson con parámetro A. podemos utili/ar el 
me'todo de las funciones generadoras de momento para demostrar que U es una sanable 
aleatoria de Poisson (vóase el ejercicio de repaso 17.1) De esta manera, la gráfica de 
control para esta situación se caracteriza por lo siguiente:

fú . . fo

LCS =í/ + 3y—, línea central =í/. LCl = Ü-3i\J—.

Aquí, desde luego. Ü es el promedio de los valores U en el conjunto de datos prelimina­
res o base El te'rmino Ü/n se dens'a del resultado que

£{{/) = A. Var(t/)=-.
n

y por ello Ü es un estimado no sesgado de E(U) = Á y V/n es un estimado no sesgado 
de Var(í/) = Xhx. Este tipo de gráfica de control a menudo .se denomina ^ráfica f

En esta sección basamos toda la explicación de las gráficas de control en el modelo 
de probabilidad de Poisson. Este modelo se ha utilizado en combinación con el concepto 
3er. Como explicamos antes en este capítulo, el concepto de límites 3rr tiene sus raíces 
en la aproximación normal, aunque muchos usuarios consideran que el concepto fun­
ciona bien como herramienta pragmática incluso si la nonnalidad no es siquiera aproxi­
madamente correcta. La dificultad, desde luego, radica en el hecho de que. en ausCiKia 
de normalidad, no es posible controlar la probabilidad de una especificación incorrecta de 
un estado fuera de control En el ca.so del modelo de Poisson, cuando A es pequeña 
la distribución es bastante asirne'tnca. una condición que puede producir resultados inde­
seables SI se utiliza el método 3fT.
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17.6 Gráficas de control de cusum
La desventaja de las gráficas de control similares a las de Shewhart, que se explicaron y 
ejemplificaron en las secciones anteriores, radica en su incapacidad para detectar peque­
ños cambios en la media. Un mecanismo de control de calidad que ha recibido mucha 
atención en la literatura estadística y que .se ha utilizado extensamente en la industria es 
la gráfica de suma acumulada (cusum). El método de la gráfica de suma acumulada 
es sencillo y, por lo tanto, alractívo. Para el lector debe ser evidente por qué es más sen­
sible a pequeños cambios en la media. Considere una gráfica de control para la media 
con un nivel de referencia establecido en el valor IV'. Considere las obsers'aciones par­
ticulares X,, X,,..., X,. Las pnmeras cusum r son

5] = X| - \V 
Sí = 5j + (X: - \V)

S3 = Sí + (X3 - W)

Sr=Sr-l+(Xr-\^r

Es evidente que la cusum es simplemente la acumulación de las diferencia.s del ni\el de 
referencia. Es decir. ^

1—... .
< = i

La gráfica cusum es, entonces, una gráfica de 5^ contra el tiempo.
Suponga que consideramos que el nivel de referencia U’ es un valor aceptable de 

la media //. Salta a la vista que. si no hay cambio en fi. la gráfica cusum debería ser 
aproximadamente honzonlal, con algunas fluctuaciones menores balanceadas alrededor 
de cero. Ahora, si sólo hay un cambio moderado en la media, debe resultar un cambio 
más o menos grande en la pendiente de la gráfica cusum. dado que cada nueva observa­
ción tiene la probabilidad de contribuir a un cambio y la medida que se grahea acumula 
esos cambios. Desde luego, la señal de que la media ha cambiado reside en la naturaleza 
de la pendiente de la gráfica cusum. El objetivo de la gráfica es detectar cambios que se 
alejan del nivel de referencia. Una pendiente diferente de cero ten cualquier dirección» 
representa un cambio a partir del nivel de referencia. Una pendiente positiva indica un 
aumento en la media por arriba del nivel de referencia, en tanto que una pendiente nega­
tiva señala una disminución.

Las gráficas cusum a menudo se diseñan con un m\el de calidad ai epuihle definido 
(NCA) y un nivel de calidad rechazable (NCR) preestablecido por el usuono .\mbos 
representan valores de la media. Se podría considerar que estos desempeñan papeles 
similares a los de las medias nula y alternativa en la prueba de hipótesis Considere una 
situación en laque el analista desea detectar un aumento en el valor de la media Jel pro­
ceso. Usaremos la notación /ij^para NCA > para NCR. > /i, > u El nivel de reterencia 
se fija ahora en

Los valores de 5^ (r = l. 2. ) tendrán una pendienie negam a si la media del priKcso e>ta 
en //,^y una pendiente positiva si la media del proceso está en w.
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Regla de decisión para las gráficas cusum
Como antes se expuso, la pendiente de la gráfica cusum proporciona la señal de acción 
para el analista de control de calidad. La regla de decisión exige tomar medidas si, en el 
r-ésimo periodo de mueslreo,

dr > h,

donde h es un valor preestablecido que se denomina longitud del intervalo de decisión y

dr =Sr - mín S,.
l<»<r-l

En otras palabras, se toman medidas si los datos revelan que el valor de la cusum real 
excede en una cantidad específica al valor prev lo de la cusum más pequeño

Una modificación en la mecánica que se describió antes facilita el uso del método 
Describimos un procedimiento que gráfica las cusum y calcula las diferencias Una mo­
dificación simple implica graficar las diferencias de manera directa y permitir la \enfi- 
cación contra el intervalo de decisión La expresión general para d^ es muy sencilla Pora 
el procedimiento de cusum, con el que se detectan aumentos en la media.

dr = máx[0. dr^\ + (Xr — 1^))

La elección del valor de li es. por supuesto, muy importante En este libro no se 
proporcionan los detalles que aparecen en la literatura que trata de esta elección Para 
una exposición más completa se remite al lector a Evvan y Kemp, 1960, y a Monigomerv. 
3000b (véase la bibliografía) Una consideración imponante es la longitud esperada de 
la corrida De manera ideal, la longitud esperada de la corrida es bastante grande bajo 
fi = fí^y muy pequeña cuando n =

Ejercicios de repaso
17.1 Considere X,, X„ . X^. como variables aleato- 
nas de Poisson independientes con parámetros, 
ft^ Utilice las propiedades de los funciones generadoras

de momento para demostrar que la vanable aleatona S

X es una vanable aleatona de Poisson con media S u

y vananza L fi^.

17.2 Considere los siguientes dalos tomados en 
subgrupos de tamaño 5 Los dalos contienen 20 pro­
medios y rangos del diámetro (en milímetros) de una 
pane importante de un motor Elabore gráficas Xy R 
i Parecería que el proceso esta bajo controP

Muestra X_______R
1 2 3972 0 0052
2 24191 00117
3 2 4215 0 0062
4 2 3917 0 0089
5 24151 00095
6 2 4027 0 0101
7 2 3921 0 0091
8 24171 00059

Muestra X R
9 2 3951 0 0068

10 24215 0 0048
II 2 3887 0 0082
12 2 4107 ü (X)32
13 2 4009 0(X)77
14 2 3992 00107
15 2 3889 0(X)25
16 2 4107 0 0138
17 24109 0 0037
18 2 3944 0 (X)52
19 2.3951 0 (K)38
20 24015 0(M)I7

173 En el ejereiuo de repaso 17 2 suponga que ti 
comprador lija espetifit.itiones para la pane Las ts 
petilitJtiones exigen que el diámetro caiga en el r^ngo 
cubierto por 2 4(X)00 ± OOKK) mm , Que propi^ruon 
de unidades producidas por este priKCso no cumplirán 
con las espculitaciones *
17.4 Para la situación del ejercicio de repaso I" 2 
proporcione estimados nunicncos de la media v de la 
desviación estándar del diámetro pan la parte que 'c 
fabnca en el proceso
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17¿ Considere los datos de la tabla 17.1. Suponga 
que se toman muestras adicionales de tamaño 5 y que 
se registra la resistencia a la tensión. El muesireo pro­
duce los siguientes resultados (en libras por pulgada 
cuadrada).

Muestra X R
1 1511 22
2 1508 Ü
3 1522 11
4 1488 18
5 1519 6
6 1524 11
7 1519 8
8 1504 7
9 1500 8

10 1519 14

o) Grafique los datos, utilice las gráficas Xy R para 
los dalos preliminares de la tabla 17.1. 

b) ¿Parecería que el proceso está bajo control? Si no 
es así, explique por qué.

17.6 Considere un proceso bajo control con media 
/I = 25 y <7 = I.O. Suponga que se usan subgrupos de 
tamaño 5 con límites de control // ± Sct/n/TT y línea cen­
tral en /<. Suponga que ocurre un cambio en la media, y 
que la nueva media es /r = 26.5.
fl) ¿Cuál es el número promedio de muestras requeri­

das (después del cambio) para detectar la situación 
fuera de control?

b) ¿Cuál es la desviación estándar del número de co­
rridas requerida.s?

17.7 Considere la situación del ejemplo 17.2. Se to­
man los siguientes datos de muestras adicionales de 
tamaño 5. Grafique los valores Xy S sobre las gráfi­
cas Xy S que se dibujaron con los dalos en la muesua 
preliminar. ¿Parecería que el proceso está bajo control? 
Explique su respuesta.

Muestra X Si
1 62.280 0.062
2 62.319 0.049
3 62.297 0.077
4 62.318 0.042
5 62.315 0.038
6 62.389 0.052
7 62.401 0.059
8 62.315 0.042
9 62.298 0.036

10 62.337 0.068

17.8 Cada hora .se loman muesu~as de tamaño 50 de 
un proceso que produce cierto tipo de artículo que se 
considera que está defectuoso o que no tiene defecto.
Se toman 20 muestras.

a) Construya una gráfica de control para controlar la 
proporción de artículos defectuosos.

b) ¿Parecería que el proceso está bajo control? Expli­
que su respuesta.

Muestra

Número de 
artículos 

defectuosos Muestra

Número de 
artículos 

defectuosos
4 11 2

2 3 12 4
3 5 13
4 3 14 2
5 2 15 3
6 2 16 1
7 2 17 1
8 T 18 2
9 4 19 3

10 3 20 1

17.9 Para la situación del ejercicio de repaso 17.8 su­
ponga que se reúnen los siguientes dalos adicionales;

Muestra Número de artículos defectuosos
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

3
4 
2 
2 
3 
1
3
5 
7 
7

¿Parecería que el proceso está bajo control? Explique 
su respuesta.
17.10 Se aplica un programa de control de calidad 
para un proceso, donde se fabrican grandes placas de 
acero, con un interés especial por los defectos super­
ficiales. El objetivo es establecer una gráfica de con­
trol de calidad para el número de defectos por placa. 
Los datos se presentan a continuación. Elabore la grá­
fica de control apropiada utilizando esta información 
¿Parecería que el proceso está bajo control?

Muestra
1
2
3
4
5
6
7
8 
9 

!()

Número de 
defectos

5
Muestra

n

i
3 
(J
4
5 
3

12
13
14
15
16
17
18
19
20

Número de 
defectos 

1

3 
1
4 
3
s
1



Capítulo 18

Estadística bayesiana
18.1 Conceptos bayesianos

Los métodos clásicos de estimación que hemos estudiado hasta ahora se basan sólo en 
la información que brinda la muestra aleatoria. Estos métodos en esencia interpretan 
probabilidades como frecuencias relativas. Por ejemplo, para obtener un intervalo de 
confianza de 95% para /r, interpretamos la aseveración

P{-\.9t<Z< 1.96) = 0.95

para afirmar que, en experimentos repetidos, Z caerá 95% de las veces entre —1.96 y 
1.96. Dado que

cr/Víi

para una muestra normal con varianza conocida, el enunciado de probabilidad aquí sig­
nifica que 95% de los inter\alos aleatorios (X— 1.96<r/ >/«. X-f 1.96tr/ Vñ) contienen la 
media// verdadera. Otro enfoque de los métodos estadísticos de estimación se denomina 
metodología bayesiana. La idea pnncipal del método proviene de la regla de Bayes, que 
examinamos en la sección 2.7. La diferencia fundamental entre el enfoque bayesiano y 
el clásico o frecuente es que en los conceptos bayesianos los parámetros se consideran 
variables aleatorias.

Probabilidad subjetiva
La probabilidad subjetiva es el fundamento de los conceptos bayesianos. En el capítulo 
2 analizamos dos acercamientos posibles a la probabilidad, e.s di.vir. el método de la fre­
cuencia relativa y el método de la indiferencia. El pnmero determina una probabilidad 
como una consecuencia de experimentos repetidos. Por ejemplo, para decidir el porcen­
taje de tiros libres de un jugador de basquetbol, podemos registrar el número de tiros 
que hace y el número total de intentos que la! jugador ha hecho hasta el momento La 
probabilidad de que este jugador acicne un tiro libre se puede calcular como el cociente 
de estos dos números. Por otro lado, si no sabemos acerca de cualquier sesgo en un dado, 
la probabilidad de que aparezca un 3 en el siguiente lan/amiento será de 1 /6. Dicho ento­
que en la interpretación de la probabilidad se basa en la regla de la indilerenv.ia.

709
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Sin embargo, en muchas situaciones no es posible aplicar las interpretaciones de 
probabilidad anteriores. Por ejemplo, considere las siguientes preguntas; “¿Qué probabi­
lidad hay de que llueva mañana?” “¿Qué tan probable es que el precio de estas acciones 
aumente a fin de mes?” y “¿Cuál es la probabilidad de que dos empresas se fusionen?". 
Estas preguntas difícilmente se podrían interpretar mediante los enfoques anteriores, 
y las respuestas podrían ser diferentes para distintas personas. No obstante, este tipo 
de preguntas se plantean constantemente en la vida diaria y el enfoque utilizado para 
explicar esas probabilidades se llama probabilidad subjetiva, ya que refleja opiniones 
subjetivas.

Perspectiva condicional
Recuerde que en los capítulos 9 a 17 todas las inferencias estadísticas se basaban en 
el hecho de que los parámetros se desconocen pero son cantidades fijas, excepto los 
revisados en la sección 9.14, en donde los parámetros se trataron como variables y 
los estimados de máxima verosimilitud (EMV) se calcularon con base en la muestra de 
datos observados. En la estadística bayesiana los parámetros no sólo .se manejan como 
variables, como en los cálculos de EMV. sino que también se manejan como aleatorios.

Puesto que los datos obsen-ados son los únicos resultados experimentales para el 
profesionista, la inferencia estadística se basa en los datos reales obser\’ados a partir de 
un experimento dado. A esta visión se le llama perspectiva condicional. Más aún. en los 
conceptos bayesianos, dado que los parámetros se manejan como aleatorios, es factible 
especificar una distribución de probabilidad, por lo genera! utilizando la probabilidad 
subjetiva para el parámeü-o. Este tipo de distribución se denomina distribución previa y 
comúnmente refleja la creencia previa del experimentador acerca del parámetro. En la 
perspectiva bayesiana, una vez que se realiza un experimento y se obser\an los datos, 
lodo el conocimiento acerca de un parámetro está contenido en los dalos reales obser\a- 
dos, así como en la información previa.

Aplicaciones bayesianas
Aunque la regla de Bayes se atribuye a Thomas Bayes, las aplicaciones bayesianas fue­
ron utilizadas por primera vez por el científico francés Pierre Simon Laplace, quien pu­
blicó un artículo sobre el uso de la inferencia bayesiana en las proporciones bintumales 
desconocidas (para revisar la distribución binomial véase la sección 5.2).

A partir de la introducción del paquete para el cálculo de la cadena Markov de 
Monte Cario (MCMC) para el análisis bayesiano a principios de la década de ió9(). 
los métodos bayesianos se han vuelto cada vez más populares para los modelos estadís­
ticos y el análisis de datos. AI mismo tiempo, la metodología que utiliza conceptos ba­
yesianos ha avanzado mucho y se aplica en campos como la bioinformática, la bioh»gía. 
los negocios, la ingeniería, las ciencias ambientales y la ecología, así como en la ciencia 
de la vida y la salud, entre otros.

18.2 Inferencias bayesianas

Considere el problema de calcular un estimado puntual del parámetro 0 para la pohlacii'ui 
con distribución/(.v|^). dado 6. Denote con ,7(fíl la distribución preua de (f. .Suponga 
que se observa una muestra aleatoria de tamaño n denotada con x - t.v^. .t........v ).
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Definición 18.1: La distribución de 6, dadox, que se denomina distribución posterior, es dada por

.r(e|x) = /W^,

s(x)
donde g(x) es la distribución marginal de x.

La distribución marginal de x en la definición anterior se puede calcular usando la 
siguiente fórmula:

í 5Z/(xÍ0)7t(0), 8 es discreta,
g(x) = \ 0

[ descontinua.

Ejemplo 18.1:1 Suponga que la distribución previa para la proporción de artículos defectuosos que pro­
duce una máquina es

p 0.1 0.2
7T(p) 0.6 0.4

Denote con x el número de artículos defectuosos en una muestra aleatoria de tamaño 2. 
Calcule la distribución de probabilidad posterior dep, dado que se observan.

Solución: La variable aleatoria X sigue una distribución binomial

f{x\p) = ¿(x;2.p) = .r = 0.1,2.

La distribución marginal de .t se puede calcular como

g{x) =/{.rl0.1)7r(0.1) +f(x\0.2)M0.2)0 [(0.1)' (0.9)--' (0.6) + (0.2)' (0.8)--' (0.4)}.

Por lo tanto, para a- = 0,1, 2 obtenemos las siguientes probabilidades marginales
X 0 l 2

g(x) 0.742 0.236 0.022

La probabilidad posterior dep = 0.1, dado a. es

^ fix\QA)M0A) _ (0.1)'(0.9)=-‘(0.6J___________
7r(0.I|.ir)- (ü.I)M0.9)2"M0.6)-M0.2)M0.8)--M0.4)*

y 7t(0.2|a) = 1 — 7r(0.1|A).

Suponga que .se observa x = 0.
/(O I O.l)Tr(O.l) _ (0.1)“(0.9)=-“(0.6) 

^(0) " 0.7427T(0.110) = O-óS.^iO.

y 7T(0.2¡0) = 0.3450. Si se observ'ax = 1. 7r(0.Il 1) = 0.4576 y 7T(0.2|1 ) — 0..''424. Por 
úlumo, 7T(0.112) = 0.2727 y 7r(0.2|2) = 0.7273. J

La distribución previa del ejemplo 18.1 es discreta, aunque el rango natural de r 
de 0 a 1. Considere el siguiente ejemplo, en el cual tenemos una distribución previa que 

abarca el espacio completo de p.
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Ejemplo 18.2:1 Suponga que la distribución previa de p es uniforme, es decir. 7r(p) — 1, para 0 < /j < j 
Use la misma variable aleatoria X que en el ejemplo 18.1 para calcular la distribución 
pos tenor de p.

Solución: Como en el ejemplo 18.1, tenemos

f(x\p) = b(.x;2.p) = -^ = 0. 1.2.

La distribución marginal de x se puede calcular como

fi(.t) f(.x\p)7r{p) ílp = p'(\ -p)~ 'üp.

La integral anterior se puede evaluaren cada .r directamente como g(0) = 1/3. g( 1) = 1/3 
y g(2) = 1/3. Por lo tanto, la dislnbución postenor de p. dado .t. es

7t(/7|a)= -p)-^\ 0<p<\.

La distribución posienor antenor es en realidad una distnbucion beta (véase la sección 
6 8) con parámetros a = r+1 y/3 = 3 - x. Por lo tanto, si se observa x= 0. ladistnbu- 
ción postenor de p es una dislnbución beta con parámetros (1,3) La media postenor es 
M = TTT = T varianza postenor es (r= = = 4i J

Si utilizamos la dislnbución postenor, podemos estimar directamente el (los) 
parámetro(s) en una población Al calcular las distnbuciones postenores es niuv útil e^- 
tar familiarizado con las distnbuciones que se estudiaron en los capítulos 5 y 6 Observe 
que en la definición 18.1 la variable en la dislnbución postenor es (/. en tanto se propor­
cione X Por consiguiente, podemos tratara ^c(\) como una constante cuando calculamos 
la dislnbución postenor de 6 Entonces, la dislnbución posterior se puede expresar como

7T{fí|\) oc f (\|0)7r(0).

donde el símbolo “oc” significa proportional u En el cálculo que se hi/o de la distribu­
ción postenor podríamos dejar los factores que no dependen de B fuera de la constante 
de normalización, esto es. la densidad marginal ,e(\)

Ejemplo 18.3 Suponga que las sanables aleatonas .V,.... .V^ son independientes y provienen de un.i 
distnbución de Poisson con media A Suponga que la distnbucion prev la de X cs expo 
nencial con media 1. Calcule la dislnbución posienor de A cuando \ = 3 con n = 10 

Solución: La función de densidad de X = (.Y,, . .Y ) es

yi\|A) = n

y la dislnbución prev la es

n{B) = e~ \ para A > 0



18.2 Infcrencia.s bayesiana.s 713

En consecuencia, utilizando la definición 18.1 se obtiene la siguiente distribución pos­
terior de X

Si nos remitimos a la distribución gamma en la sección 6.6, concluimos que la distribu­

ción posterior de X sigue una distribución gamma con parámetros 1 + ^ .t, y Por

lo tanto, tenemos la media y la varianza posterior de X como y .

Así, cuando .v =: 3 con n = 10, tenemos .t, = 30. Por lo tanto, la disüibución 
posterior de X es una distribución gamma con parámetros 31 y 1/11. J

A partir del ejemplo 18.3 observamos que en ocasiones es muy conveniente usar la 
técnica "proporcional a" para calcular la distribución posterior, especialmente cuando el 
rc.sultado se puede formar para una distribución de uso común como las que se desenben 
en los capítulos 5 y 6.

Estimación puntual mediante la distribución posterior
Una vez que hemos denvado la distribución posterior, fácilmente podemos usar el resu­
men de la distribución posterior para hacer inferencias sobre los parámetros de la pobla­
ción. Por ejemplo, la media, la mediana y la moda postenores son útiles para estimar el 
parámetro.

Ejemplo 18.4:' Suponga que en el ejemplo 18.2 .se observa x = 1. Determine la media y la moda poste­
riores.

Solución: Cuando x= 1. la distribución postenor de p se puede expresar tomo

Para determinar la moda posterior se requiere obtener un valtir/i tal que se maximiee la 
distribución posicnor. Si tomamos la denxada de Tri p) respecto a/>. obtenemos 6 - 12/> 
Al despejar/> en 6 — 12p = 0. obtenemos /? = '2. La segunda denxada es -12. la cual
implica que la moda postenor se logra en /) = '-2. J

Los métodos bajesianos de estimación respecto a la media u de una población nor­
ma! se basan en el siguiente ejemplo.

"Ejemplo 18.5: Si .x es la media de una muestra aleatoria de tamaño n lomada de una ptiblation nomial
con xarian/a conocida <T*. > la disinbución previa de la media poblational es una disiri 
bución normal con media toiuK'ida y \arianzasoniKid.i rr . demuestre que la distnbueion

77{p\\) = 6p(\ — p). para ()<p<l.

Para calcular la media de esta distribución necesitamos encontrar
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posterior de la inedia poblacional es también una distribución normal con media/<* y 
desviación estándar ex*, donde

£jí _ cr//i
^ " (xl + a^/n^ ^ CT6 + ^ +

Solución', La función de densidad de la muestra es

/Ub-^2.....JTn I fJ-) = ^2^l/2 ~n

para —oo < < oo e / = 1, 2.....n, y la previa es

-íE
|S|

.r, -\L

7T(/i) = exp
\flTe<Tf¡

Entonces la distribución posterior de^ es

\ flí-lM) 
2

21

7r(íí|x) «exp < --
•t,-M

í=i
+

— oo < ^ < oo.

« exp {-i n(.x -fi)‘ ^ (fi-ih)21

<Xñ
}•

debido a
n n

^(.v, ~fi)~ = + n(x -/i)-
1=1 1=1

de la sección 8.5. Al completar los cuadrados para /i se obtiene la distribución posterior
2‘

7t{¡x\x) « exp
iíEz£l 
2 V <T*

donde
.. nxal + ^iea- / cx-a-
U = ------i----- ex =\ ------------- 5;/uTq + (J- V n(T^ + cr*

Ésta es una distribución normal con media /i* y desviación estándar ex*. J
El teorema del límite central nos permite utilizar el ejemplo 18.5 también cuando 

.seleccionamos muestras aleatorias suficientemente grandes (n > 30 para muchos ca.sos 
de experimentación en ingeniería), a partir de poblaciones no normales (la distribución 
no dista mucho de ser simétrica), y cuando la distribución previa de la media es aproxi­
madamente normal.

Resulta pertinente hacer algunos comentarios acerca del ejemplo 18.5. La media 
pn.sterior ft* también se puede escribir como

. ^0 -fl — —>-------- 77“.V H-------i---------cr-/it + a-fn ^

que es el promedio ponderado de la media muestral X y la media pres la /<Como ambO' 
coeficientes están entre 0 y 1 y se suman a 1. la media posterior/i* siempre se encuentra
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entre x y fi^^. Esto significa que tanto x como influyen en la estimación posterior de ft 
Además, la ponderación de X depende de la varianza previa, así como de la varianza de la 
media muestral. Para un problema con una muestra grande (« —► oo), la media posterior 
f^* Esto significa que la media previa no desempeña ningún papel en la estimación 
de la media poblacional ft utilizando la distribución posterior. Esto es muy razonable, 
puesto que indica que cuando una cantidad de datos es sustancial, la información a partir 
de los datos dominará la información de fi proporcionada por la previa. Por otro lado, 
cuando la vananza previa es grande —+ oo), la media posterior/<* lambie'n va hacia x. 
Observe que para una distribución normal, cuanto mayor es la varianza. más plana será 
la función de densidad. El carácter plano de la distribución normal en este caso significa 
que casi no hay información previa subjetiva disponible del parámetro fi antes de reunir 
los dalos. Por lo tanto, es razonable que la estimación posterior ft* sólo dependa del \ alor 
de los datos de .x.

Ahora considere la desviación estándar posterior cr*. Este valor también .se escribe 
como

(7 =
iTQ + a-yn '

Es evidente que el valor cr* es menor que <7^ y que a/y/ñ, la desviación estándar pre\ ia > 
la desviación estándar de x, respectivamente. Esto sugiere que la estimación posterior es 
más precisa que la previa y que los datos muéstrales. En consecuencia, la incorporación 
tanto de los dalos como de la información previa produce una mejor información poste­
rior que si se utiliza cualquiera de los datos o la información pre\ la por sí .solos. Esto es 
un fenómeno común en la inferencia bayesiana. Ademis, para calcularv a* racdianic 
las fórmula.s del ejemplo 18.5 suponemos que se conoce ex' Como por lo general éste no 
es el ca.so, deberemos reemplazar <7- por la vananza de la muestra siempre que /i > 30

Estímación del intervaío bayesiano
De manera similar al intervalo de confianza clásico, en el análisis bavc'^iano podemos 
calcular un intervalo bayesiano del 100{ 1 — cl)^c empleando la disinbución postenor.

Definición 18.2: El intervalo « <B< fi.se denomina inlcn alo de Bayes del 100(1 - Qt^r pora ífsi

) ílB~J 7h0|r) dO a
•s ■

Recuerde que. de acuerdo con el enfoque frecucnlisla, la probabilidad de un inter­
valo de confianza, digamos de 95‘~(. se interpreta como una probabilidad de cobenura. 
esto sicnifica que. si un expenmento se repite una y otra vez icon considerables datos no 
observados), la probabilidad de que los intervalos calculados, de acuerdo con la regla, 
cubran c! parámetro verdadero es de yó'T-. Sin embarco, en la mlerpretación del intervalo 
bayesiano. digamos para un intervalo de 95*^, podemos decir que la probabilidad de que 
el parámetro desconocido caiga dentro del intervalo calculado tque solo depende de Io> 
datos observados) es de 95

Ejemplo 18.fi:' Suponga que Y ~ fit.r. n.p) con /i = 2 conocida, y la disinbuuim piev ij de/? es urnt.-mic 
TTt/J) = 1 para 0 < p < 1 Calcule c! intervalo de Bases de‘b*"; parap



716 Capítulo 18 Estadística baycsiana

Solución: Como en el ejemplo 18.2, cuando .t = 0 la distribución posterior es una distribución beta 
con parámetros I y 3, es decir, 7rt/7|0) = 3(1 — p)\ para 0 < p < 1. Por consiguiente, 
necesitamos despejara y b utilizando la definición 18.2, lo que produce lo siguiente;

0.025= 1 3(l-pf dp=l-(l-af

f\
0.025 = / 3(1 -pf dp = il - b)\

Jb

Las soluciones a las ecuaciones anteriores dan como resultado a = 0.0084 y b = 0.7076. 
Por lo tanto, la probabilidad de que p caiga dentro de (0.0084, 0.7076) es de 959o. J 

Para la población normal y el caso previo normal descrito en el ejemplo 18.5, la me­
dia posterior p* es el estimado de Bayes de la media poblacional /t, y se puede construir 
un intervalo bayesíano para p de 100( 1 — á)9c calculando el intervalo

/i' -Ca/20" +Co/:0-,

que se centra en la media posteriory contiene !00( 1 — Q)9c de la probabilidad posterior.

Ejemplo 18.7:1 Una empresa de equipo eléctrico fabrica bombillas con una duración distribuida de for­
ma aproximadamente normal y una desviación estándar de 100 horas. La experiencia 
previa nos conduce a creer que p es un valor de una variable aleatoria normal con una 
media = 800 horas y una desviación estándar = 10 horas. Si una muestra aleatoria 
de 25 bombillas tiene una duración promedio de 780 horas, calcule un intervalo bayesia- 
no de 95^ para/<.

Solución: De acuerdo con el ejemplo 18.5. la distribución posterior de la media tambie'n es una 
distribución normal con media

. ^ (25)(780X10)- +(8Q0)(1Q0)- 
^ (25)(10)= -f-(lOO)^

y desviación estándar

cr‘ —

El intervalo bayesiano de 95^ parap es dado entonces por

796 - 1.96\/^ < ^ < 796 -h 1.96\/^. 

o

778.5 </i <813.5.

En consecuencia, estamos 95ÍT seguros de que p estará entre 778.5 y 813.5.
Por otro lado, si desconocemos la información previa acerca de p. pn>cedcmos 

como en la sección 9.4 para construir el inten alo de confianza clá.sico de 95*7.

780-U.96,(^)<,<780 + n.%,(;g),

O 740.8 < p < 819.2, el cual se ve que es más amplio que el intervalo ba\e^iano corre'- 
pondiente. J

/ (I0)^(I00|7 ^
y (25X10)2+(100)- ^ ■
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18.3 Estimados bayesianos mediante la teoría de decisión
Con la metodología bayesiana se puede obtener la distribución posterior del parametro. 
Los estimados bayesianos también se pueden derivar usando la distribución posterior 
y una función de pérdida cuando se incune en una pérdida. Una función de pérdida es 
aquella que describe el costo de una decisión asociada con un suceso de interés. Aquí 
sólo se citan unas cuantas funciones de pérdida de uso común y sus estimados de Bayes 
asociados.

Pérdida del cuadrado del error

Definición 18.3: La función de pérdida del cuadrado del error es

L(0. a) = {6-af.

donde 6 es el parámetro (o estado natural) y a una acción (o estimado).

Un estimado de Bayes minimiza la pérdida posterior esperada dada en los datos 
muéstrales observados.

Teorema 18.1: La media de la distribución posterior 7r(fl|.t). denotada con 9*, es el estimado de Bayes 
de 9 bajo la función de pérdida del cuadrado del error.

Ejemplo 18.8:1 Calcule el estimado de Bayes de p para todos los valores de .r en el ejemplo 18.1 cuando 
se utiliza la función de pérdida del cuadrado del error.

So/Kc/dn: Cuando .T= 0, p* = (0.1)(0.6550) 4-(0.2)(0.3450) = 0 1345.
Cuandox=\, p’ = (OAJ(0.4576) + (0.2)Í0.5424) = 0.1542.
Cuando .t =2, p' = (0.1 )(0.2727) + (0.2)(0.7273) = 0.1727.

Observe que el estimado clásico de pes p = x/n = 0. Vi y 1. respectivamente, para 
los valores de .t en 0,1 y 2. Estos estimados clásicos son muy diferentes de los estimados 
de Bayes correspondientes.

Ejemplo 18.9:! Repita el ejemplo 18.8 en la situación del ejemplo 18.2.
Solución: Puesto que la distribución posterior de p es una distribución flt.c + 1,3 - .x) (\case la 

sección 6.8 en la página 201), el estimado de Bayes de p es

= dp.

que produce p'^ = Va para .r = Ü. p' = Vi para .r = I. y p* = ^4 para t = 2, respeciix a- 
mente. Advierta que cuando se observa .t = 1. el estimado de Bayes y el estimado clásico
de p son equivalentes. •“

Para la situación normal que se describe en el ejemplo 18.5 el estimado de Bayos de 
p bajo la pérdida del cuadrado del error será la media postenor u*.

Ejemplo 18.10: i Suponga quela di.siribueión mueslral de una variable aleatoria .Ves de Poisson con pará­
metro X. Suponga que la distribución previa de X sigue una distribución gamma con
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parámetros (cr. /3). Calcule el estimado de Bayes de X bajo la función de perdida del 
cuadrado del error.

Solución: Si utilizamos el ejemplo 18.3, concluimos que la distribución posterior de X sigue una 
distribución gamma con parámetros {x + a, (1 + 1//3)"')* Por medio del teorema 6.4 
obtenemos la media posterior

X X + a
TTT/0'

Como la media posteriores el estimado de Bayes bajo la pérdida del cuadrado del error, 
A es nuestro estimado de Bayes. J

Pérdida del error absoluto
La pérdida del cuadrado del error descrita antes es similar al concepto de los mínimos 
cuadrados que se analizó en relación con la regresión en los capítulos 11 y 12. En esta 
sección presentamos otra función de pérdida como sigue.

Definición 18.4: La función de pérdida del error absoluto se deñne como

H9,a)=\9-a\,

donde 9 es el parámetro y a una acción.

Teorema 18.2: La mediana de la distribución posterior ;r(6|.v), denotada con 9*. es el estimado de 
Bayes de 9 bajo la función de pérdida del error absoluto.

Ejemplo 18.11:1 Bajo la pérdida del error absoluto calcule el estimador de Bayes para el ejemplo 18.y 
cuando se obser\’a .t = 1.

Solución: Nuevamente, la distribución posterior de p es Bix +1,3 — .t). Cuando .t = 1 se trata de 
una distribución beta con densidad nlp i .t = 1) = 6.t( 1 — .t) para 0 < .v < 1 y Ü en otro 
ca.so. La mediana de esta distribución es un valor de p* tal que

6p(l —p) dp — 3p*- — 2p*’,

que produce la respuesta p* = y. Por lo tanto, el estimado de Bayes en este caso es O..*?

Ejercicios

18.1 Estime la proporción de artículos defectuosos 
que produce la máquina del ejemplo 18.1 si la mues­
tra aleatoria de tamaño 2 produce dos artículos defec­
tuosos.

18.2 Supongamos que la distribución previa para la 
proporción p de bebidas de una máquina despachadora 
que se derraman al sers irse es

p 0.0.^ 0 10 0.15
-{pi 0 3 0.5 0.2

Si dos de las siguientes 9 bebidas de esta maquina '•e 
derraman, calcule
a) la distribución postenor para la pn>p(*rcnin p:
b) el estimado de Bases de/•.
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183 Rcpiia el ejercicio 18 2 cuando una de las si­
guientes 4 bebidas se derrama y la disinbución uni­
forme previa es

Tr(;7) = 10. 005 <p <0.15

18.4 Las llamadas de servicio llegan a un centro de 
mantenimiento de acuerdo con un proceso de Poisson 
con X llamadas por minuto Un conjunto de datos de 
20 penodos de un minuto producen un promedio 
de 1 8 llamadas Si la distribución previa de X sigue 
una distribución exponencial con media 2. determine la 
distribución postenor de X

183 Un estudio previo indica que el porcentaje de fu­
madores empedernidos,/?, que tienen cáncer de pulmón 
sigue una distnbucion beta (vease la sección 6 8) con 
media de 70% y desviación estándar de 10% Suponga 
que un nuevo conjunto de datos recolectado indica que 
81 de 120 fumadores empedernidos tiene cáncer de 
pulmón
a) Determine la distnbución postenor del porcentaje 

de fumadores empedernidos que tienen cáncer de 
pulmón combinando los nuevos datos y la infor­
mación previa

b) (.Cual es la probabilidad postenor de que p sea 
mayor que 50%'^

18.6 El constructor de un nuevo complejo de con­
dominios afirma que 3 de 5 compradores prefenra un 
departamento de dos recamaras, mientras que su ban­
quero afirma que sena más correcto decir que 7 de 10 
compradores prefenran uno de dos recamaras En las 
predicciones previas de este tipo el banquero ha sido 
dos \eces mas confiable que el constructor Si 12 de 
los siguientes 15 condominios que se \ enden en este 
complejo son de dos recamaras, calcule
íi) las probabilidades postenores que se asocian con 

las afirmaciones del constructor > del banquero. 
h) un estimado puntual de la proporción de comprado 

res que prefieren un condominio de dos recamaras

18.7 El tiempo en que se consume la primera etapa 
de un cohete es una sanable aleatona normal con una 
desviación estándar de 0 8 minutos Suponga una dis- 
tnbucion previa normal para /i con una media de ocho 
minutos y una desv lacion estándar de 0 2 minutos Si se 
lanzan 10 de estos cohetes > la primera etapa tiene un 
uempü de consumo promedio de 9 minutos, calcule 
un intervalo bayesiano de 95% para/<
18.8 La uülidad diana de una maquina despachadora 
de jugos, ubicada en un edificio de oficinas, es un va­
lor de una vanable aleatoria normal, con media it y va- 
nanza cr’ desconocidas Desde luego la media vanara 
un poco de un edificio a otro, v el distnbuidor considera 
que estas utilidades promedio dianas se pueden Jesen- 
bir mejor usando una distnbucion normal con media

= S30 00 y desviación estándar = Si 75 Si una 
de estas máquinas despachadoras de jugo, ubicada en 
cieno edificio, muestra una utilidad promedio diana de 
X = S24 90, durante los pnmeros 30 días con una des­
viación estándar de j = S2 10, calcule
a) un estimado de Bayos de la utilidad promedio dia­

na verdadera para este edificio,
b) un intervalo bayesiano de 95% de /i para este edi­

ficio,
c) la probabilidad de que la utilidad promedio diana 

de la maquina en este edificio sea de entre $24 00 
y $26 00

18.9 El departamento de matemáticas de una uni­
versidad grande diseña un examen de colocación para 
aplicarlo a los grupos de nuevo ingreso a pnmer año 
Los miembros del depanamento consideran que la 
calificación promedio para este examen vanara de un 
grupo de pnmer año a otro Esta vanacion de la caliíi- 
cación promedio del grupo se expresa de manera sub 
jeüva mediante una distnbucion normal, con una media 
//y = 72 y una vananza = 5 76

«) í,Q^^* probabilidad previa existe de que la califi 
cacion promedio real, que asigna el departamento 
para los alumnos de nuevo ingreso del siguiente 
año, caiga entre 71 8 j 73 4*^

b) Construva un intervalo bayesiano de 95% para 
// en el caso de que el examen se aplicara a una 
muestra aleatona de 100 estudiantes de pnmer 
grado del siguiente grupo de nuevo ingreso y tu 
V lera como resultado una calificación promedio de 
70 con una vananza de 64

c) (.Que probabilidad postenor debena asignar el de 
parlamento al e\ enio del inciso a'’

18.10 Suponga que en el ejemplo 18 7 la empresa de 
equipo electnco no tiene suficiente inlomiacion previa 
respecto a la duración media poblacional que le permita 
suponer una distnbucion normal para p La empresa 
cree, sin embargo que u seguramente estara entre 770 
V 830 horas y considera que una aproximación have 
siana mas n.alista sena suponer una distnbucion prev la

= 770</r<810

Si una muestra aleatona de 25 bombillas tiene una \ ida 
promedio de 780 horas siga los pasos de la demos 
traciun del ejemplo 18 5 para encontrar la distnbucion 
postenor

m/i I i,. t . V *)

18.11 Suponga que el tiemp<i 7 antes de que talle 
cierta bisagra es una vanable aleatona exponencial con 
densidad de probabilidad

l{t) = 0i * f >0
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Por experiencia, nos inclinamos a pensar que 0 es un 
valor de una variable aleatoria exponencial con densi­
dad de probabilidad

n■(0) = 2e'■^ 0>O.

Si tenemos una muestra de n observaciones de T, de­
muestre que la distribución posterior de 0 es una dis­
tribución gamma

a = n + \ y ^ = .

18.12 Suponga que una muestra consta de 5, 6, 6. 7,
5.6.4,9 y 3, y 6 proviene de una población de Poisson 
con media X. Suponga que el parámetro X sigue una 
distribución gamma con parámetros (3.2). Bajo la fun­
ción de pérdida del cuadrado del error, calcule el esti­
mado de Bayes de X.
18.13 Una variable aleatoria-Vsigue una distribución 
binomial negativa con parámetros k = 5 y p, es decir, 
¿•(.r; 5, p). Además, se sabe que p sigue una distn- 
bución uniforme en el intervalo (0, 1). Calcule el es­

timado de Bayes de p bajo la función de pérdida del 
cuadrado del error.
18.14 Una variable aleatoria Xsigue una distribución 
exponencial con media l/j3. Suponga que la distnbu- 
ción previa de (3 es otra distribución exponencial con 
media 2.5. Determine el estimado de Bayes de p bajo 
la ftinción de pérdida del error absoluto.
18.15 Una muestra aleatoria A',,..., proviene de una 
población con distribución uniforme (véase la sección 
6.1) con 0 desconocida. Los datos se presentan a con­
tinuación'

0.13, 1.06, 1.65. 1.73, 0.95.0.56.2.14. 0.33. 1,22. 
0.20. 1.55. 1.18,0.71.0.01. 0.42. 1.03,0.43. 1.02. 
0.83,0.88

Suponga que Ja distribución pre\ia de 0 tiene la den-

Determinc el estimador de Bayes bajo la función de 
pérdida del error absoluto.
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Tabla A.l Sumas de probabilidad binomial '^bi.x.n.p)
1^11

P
n r 0.10 0.20 0.25 030 0.40 030 0.60 0.70 0.80 0.90

I 0 0.9000 0.8000 0.7500 0.7000 0.6000 0.5000 0.4000 0.3000 0.2000 0.1000
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 I.OOOO 1.0000 1.0000

2 0 0.8100 0.6400 0.5625 0.4900 0.3600 0.2500 0.1600 0.0900 0.0400 0.0100
1 0.9900 0.9600 0.9375 0.9100 0.8400 0.7500 0.6400 0.5100 0.3600 0.1900
2 1.0000 1.0000 1.0000 I.OOOO 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

3 0 0.7290 0.5120 0.4219 0.3430 0.2160 0.1250 0.0640 0.0270 0.0080 0.0010
1 0.9720 0.8960 0.8438 0.7840 0.6480 0.5000 0.3520 0.2160 0.1040 0.0280
2 0.9990 0.9920 0.9844 0.9730 0.9360 0.8750 0.7840 0.6570 0.4880 0.2710
3 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

4 0 0.6561 0.4096 0.3164 0.2401 0.1296 0.0625 0.0256 0.0081 0.0016 0.0001
1 0.9477 0.8192 0.7383 0.6517 0.4752 0.3125 0.1792 0.0837 0.0272 0.0037
2 0.9963 0.9728 0.9492 0.9163 0.8208 0.6875 0.5248 0.3483 0.1808 0.0523
3 0.9999 0.9984 0.9961 0.9919 0.9744 0.9375 0.8704 0.7599 0.5904 0.3439
4 1,0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

5 0 0.5905 0.3277 0.2373 0.1681 0.0778 0.0313 0.0102 0.0024 0.0003 0.0000
1 0.9185 0.7373 0.6328 0.5282 0.3370 0.1875 0.0870 0.0308 0.0067 0.0(K)5
2 0.9914 0.9421 0.8965 0.8369 0.6826 0.5000 0.3174 0.1631 0.0579 0.0086
3 0.9995 0.9933 0.9844 0.9692 0.9130 0.8125 0.6630 0.4718 0.2627 0.0815
4 1.0000 0.9997 0.9990 0.9976 0.9898 0.9688 0.9222 0.8319 0.6723 0.4095
5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1,0000 1.0000 1.0000 l.OíKX)

6 0 0.5314 0.2621 0.1780 0.1176 0.0467 0.0156 0,0041 0.0007 O.CXXll Ü.IXXX)
1 0.8857 0.6554 0.5339 0.4202 0.2333 0.1094 0.0410 0.0109 0,0016 0.(X)01
2 0.9842 0.9011 0.8306 0.7443 0.5443 0.3438 0.1792 0.0705 0,0170 0.(X)13
3 0.9987 0.9830 0.9624 0.9295 0.8208 0.6563 0.4557 0.2557 0.0989 0.0159
4 0.9999 0.9984 0.9954 0.9891 0.9590 0.8906 0.7667 0.5798 0.3446 0.1143
5 1.0000 0.9999 0.9998 0.9993 0.9959 0.9844 0.9533 0.8824 0.7379 (1.4686
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 I.OOOO I.OOOO 1.0000 1,0000 1 ,(XXX) UXXH)

7 0 0.4783 0.2097 0.1335 0.0824 0.0280 0.0078 0.0016 0.0002 0,0000
1 0.8503 0.5767 0.4449 0.3294 0.1586 0.0625 0.0188 0.0038 O.ÍXXU O.(XHH)
2 0.9743 0.8520 0.7564 0.6471 0.4199 0.2266 0.0963 0.0288 0,(XM7 0.(XK)2
3 0.9973 0.9667 0.9294 0.8740 0.7102 0.5000 0.2898 0.1260 0.0333 0.(X)27
4 0.9998 0.9953 0.9871 0.9712 0.9037 0.7734 0.5801 0.3529 0.1480 0.0257
5 1.0000 0.9996 0.9987 0.9962 0.9812 0.9375 0.8414 0.6706 0.4233 0.1497
6 1.0000 0.9999 0.9998 0,9984 0.9922 0.9720 0.9176 0.7903 0.5217
7 1.0000 1.0000 1.0000 1 .(KKK) l.WXK) l.(XXX) I.(XXX) I IXXKI
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Tabla A.l (coniinuacum) Sumas de probabilidad binomial ¿/;(.r, n. p)

__________ ______________________________________________________ _______________ ^i-O

p
n r 0.10 0.20 0.25 030 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
8 0 0.4305 0.1678 0.1001 0.0576 0.0168 0.0039 0.0007 0.0001 0.0000

1 0.8131 0.5033 0.3671 0.2553 0.1064 0.0352 0.0085 0.0013 0.0001
2 0.9619 0.7969 0.6785 0.5518 0.3154 0.1445 0.0498 0.0113 0.0012 0.0000
3 0.9950 0.9437 0.8862 0.8059 0.5941 0.3633 0.1737 0.0580 0.0104 0.0004
4 0.9996 0.9896 0.9727 0.9420 0.8263 0.6367 0.4059 0.1941 0.0563 0.0050
5 1.0000 0.9988 0.9958 0.9887 0.9502 0.8555 0.6846 0.4482 0.2031 0.0381
6 0.9999 0.9996 0.9987 0.9915 0.9648 0.8936 0.7447 0.4967 0.1869
7 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9961 0.9832 0.9424 0.8322 0.5695
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

9 0 0.3874 0.1342 0.0751 0.0404 0.0101 0.0020 0.0003 0.0000
1 0.7748 0.4362 0.3003 0.1960 0.0705 0.0195 0.0038 0.0004 0.0000
2 0.9470 0.7382 0.6007 0.4628 0.2318 0.0898 0.0250 0.0043 0.0003 0.0000
3 0.9917 0.9144 0.8343 0.7297 0.4826 0.2539 0.0994 0.0253 0.0031 O.ÍKKII
4 0.9991 0.9804 0.9511 0.9012 0.7334 0.5000 0.2666 0.0988 0.0196 0.0009
5 0.9999 0.9969 0.9900 0.9747 0.9006 0.7461 0.5174 0.2703 0.0856 0.0083
6 1.0000 0.9997 0.9987 0.9957 0.9750 0.9102 0.7682 0.5372 0.2618 0.0530
7 1.0000 0.9999 0.9996 0.9962 0.9805 0.9295 0.8040 0.5638 0.2252
8 1.0000 1.0000 0.9997 0.9980 0.9899 0.9596 0 8658 0.6126
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

10 0 0.3487 0.1074 0.0563 0.0282 0.0060 O.OOlO 0.0001 0.0000
1 0.7361 0.3758 0.2440 0.1493 0.0464 0.0107 0.0017 0.0001 0.0000
2 0.9298 0.6778 0.5256 0.3828 0.1673 0.0547 0.0123 0.0016 0.0001
3 0.9872 0.8791 0.7759 0.6496 0.3823 0.1719 0.0548 0.0106 0.0009 O.IXKXJ
4 0.9984 0.9672 0.9219 0.8497 0.6331 0.3770 0 1662 0.0473 0.0064 0.0001
5 0.9999 0.9936 0.9803 0.9527 0.8338 0.6230 0.3669 0.1503 0 0328 0.(X)16
6 1.0000 0.9991 0.9965 0.9894 0.9452 0.8281 0.6177 0.3504 0.1209 0 0128
7 0.9999 0.9996 0.9984 0.9877 0.9453 0.8327 0.6172 0.3222 0 0702
8 1.0000 1.0000 0.9999 0.9983 0.9893 0.9536 0.8507 0.6242 0.2639

9 1.0000 0.9999 0.9990 0.9940 0.9718 0.8926 0 6513

10 l.(KX)0 1.0000 1.0000 1.0000 1 0000 I.ÍXKX)

11 0 0.3138 0.0859 0.0422 0.0198 0.0036 0.0005 0 0000
1 0.6974 0.3221 0.1971 0.1130 0.0302 0.0059 0.0007 0.0000
2 0.9104 0.6174 0.4552 0.3127 0.1189 0.0327 0.0059 00006 O.íKKX)

3 0.9815 0.8389 0.7133 0.5696 0.2963 0.1133 0.0293 0.0043 0.0002

4 0.9972 0.9496 0.8854 0.7897 0.5328 0.2744 0.0994 0.0216 0.(K)20 OÍXXK)

5 0.9997 0.9883 0.9657 0.9218 0.7535 0.5000 0 2465 0.0782 0.0117 0 <X)03

6 1.0000 0.9980 0.9924 0.9784 0.9006 0.7256 0.4672 0 2103 0 0504 0 (X)28

7 0.9998 0.9988 0.9957 0.9707 0.8867 0.7037 0 431U 0 16! 1 00185

8 l.ÜOOO 0.9999 0.9994 0.9941 0.9673 0.8811 0.6873 0 3826 0 0896

9 1.0000 1.0000 0.9993 0 9941 0.9698 0 8870 0.6779 0..^026

1.0000 0 9995 0.9964 0.9802 09141 0 6862

11 l.ÜOOO 1 0000 1 OÍKX) 1 (XKHI 1 IKXKI
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Tabla A.l ícnnuniiaaóii) Sumas de probabilidad binomial
ii

P
n r 0.10 0.20 0.2S 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.8U 0.90

12 0 0.2824 0.0687 0.0317 0.0138 0.0022 0 0002 0.0000
1 0.6590 0.2749 0.1584 0.0850 0.0196 0.0032 0.0003 0.0000

2 0.8891 0.5583 0.3907 0.2528 0.0834 0.0193 0.0028 0 0002 0.0000

3 0.9744 0.7946 0.6488 0.4925 0.2253 0.0730 0 0153 00017 0.0001

4 0.9957 0.9274 0.8424 0.7237 0.4382 0 1938 0.0573 0 0095 0 0006 OOOÜO
5 0.9995 0.9806 0 9456 0.8822 0.6652 0 3872 0.1.582 0 0386 0.0039 0.0001
6 0.9999 0.9961 0.9857 0.9614 0 8418 0.6128 0.3348 0 1178 0 0194 0 0005
7 1.0000 0 9994 0.9972 0.9905 0.9427 0 8062 05618 0.2763 0 0726 0.0ÍH3
8 0.9999 0.9996 0.9983 0.9847 0.9270 0 7747 0 5075 0 2054 0 0256
9 1.0000 1.0000 0 9998 0.9972 0.9807 09166 0 7472 04417 0.1109

10 1.0000 0.9997 0 9968 0 9804 0.9150 0 7251 0 3410
11 1 0000 0.9998 0.9978 09862 0 9313 0 7176
12 1 0000 1.0000 1 (KKK) 1 0000 I 0000

13 0 0.2542 0 0550 0 0238 0.0097 0 0013 0 0001 0 0000
I 0.6213 0.2336 0.1267 0 0637 00126 0 0017 0 0001 0 0000
2 0.8661 05017 0 3326 0.2025 0 0579 00112 0 0013 0 0001
3 0 9658 0.7473 0.5843 0 4206 0.1686 0.0461 0.0078 0 0007 0 {HK)0
4 0.9935 0.9009 0.7940 0.6543 0 3530 0 1334 0 0.321 0 (KUO 0 0002
5 0.9991 0.9700 0.9198 0 8346 0 5744 0 2905 0 0977 0 0182 0 0012 O.ÜÍKM)
6 0.9999 0.9930 0 9757 0 9376 07712 0 5(XK) 0 2288 0 0624 0 0070 0 0001
7 1.0000 0 9988 0.9944 09818 0 9023 0 7095 0.4256 0 1654 Ü.03(K) 0 (K)Ü9
8 0.9998 0 9990 0 9960 0.9679 0 8666 0 6470 0 3457 0 0991 0 0065
9 1.0000 0.9999 0.9993 0 9922 0.9539 0 8314 0 5794 0 2527 0 0342

10 1 0000 0 9999 0 9987 0 9888 0 9421 0 7975 0 4983 0 1339
11 1 (HHK) 0 9999 0.9983 0 9874 0 9363 0 7664 0 3787
12 1 0000 0 9999 0 9987 0 9903 0 9450 0 7458
13 1 (KKK) 1 (XXK) 1 0(XX) 1 (KK)O 1 (KKK)

14 0 0.2288 0 0440 0.0178 0 0068 0 0008 ü(KH)l 0 0000
I 0.5846 0 1979 0.1010 0 0475 0 0081 0 (KK)9 0 0001
2 08416 04481 0.2811 0 1608 0 0398 0 0065 0 (XK)6 0 (KKK)
3 0.9559 0 6982 05213 0 3552 0 1243 0 0287 0 í«)39 0 (KK)2
4 0 9908 0 8702 07415 0 5842 0 2793 0 0898 00175 0 (K)17 0 (KKK)
5 0 9985 0 9.561 0 8883 0 7805 0 4859 02120 0 0583 0 (K183 ()(KK)4
6 0 9998 0 9884 0.9617 0 9067 0 6925 0 3953 0 1501 0 0315 ()(K)24 0(KMKI
7 I.ÜIMX) 0 9976 0 9897 0 9685 0 8499 0 6047 0 3075 0 0933 0 0116 0(MH)2
8 0 9996 0 9978 0.9917 0 9417 0 7880 05141 0 2195 0 0439 0(M)I5
9 l.(KH)ü 0 9997 0 9983 0 9825 0 9102 0 7207 04158 0 1298 ()(K>92

10 I.ÜÜOO 0 9998 0 9961 0 9713 0 87.57 U644S 0 3018 00441
U 1 0000 0 9994 0 9935 0 9602 0 8392 0 5519 0 1584
12 0 9999 0 9991 0 9919 0 9525 0S021 04154
13 1 0000 0 9999 0 9992 0 9932 0 9560 0^712
14 1 (KXK) 1 (HKKI 1(KKK) 1 (HKK) 1 (KHH)
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Tabla A.l {coniinuarión) Sumas de probabilidad binomial n. p)
. T r U

P
n r 0.10 0.20 0.25 030 0.40 030 0.60 0.70 0.80 0.90

15 0 0.2059 0.0352 0.0134 0.0047 0.0005 0.0000
1 0.5490 0.1671 0.0802 0.0353 0.0052 0.0005 0.0000
2 0.8159 0.3980 0.2361 0.1268 0.0271 0.0037 0.0003 Ü.OOOO
3 0.9444 0.6482 0.4613 0.2969 0.0905 0.0176 0.0019 0.0001
4 0.9873 0.8358 0.6865 0.5155 0.2173 0.0592 0.0093 0.0007 0.0000
5 0.9978 0.9389 0.8516 0.7216 0.4032 0.1.509 0.0338 0.0037 0.0001
6 0.9997 0.9819 0.9434 0.8689 0.6098 0.3036 0.0950 0.0152 0.0008
7 1.0000 0.9958 0.9827 0.9500 0.7869 0.5000 0.2131 0.0500 0.0042 0.0000
8 0.9992 0.9958 0.9848 0.9050 0.6964 0.3902 0.1311 0.0181 0.0003
9 0.9999 0.9992 0.9963 0.9662 0.8491 0.5968 0.2784 0.0611 0.0022

10 1.0000 0.9999 0.9993 0.9907 0.9408 0.7827 0.4845 0.1642 0.0127
11 1.0000 0.9999 0.9981 0.9824 0.9095 0.7031 0.3518 0.0556
12 1.0000 0.9997 0.9963 0.9729 0.8732 0.6020 0.1841
13 1.0000 0.9995 0.9948 0.9647 0.8329 0.4510
14 1.0000 0.9995 0.9953 0.9648 0.7941
15 1.0000 1.0000 1.0000 I.ÜOOO

16 0 0.1853 0.0281 0.0100 0.0033 0.0003 0.0000
1 0.5147 0.1407 0.0635 0.0261 0.0033 0.(X)03 0.0000
2 0.7892 0.3518 0.1971 0.0994 0.0183 0.0021 0.0001
3 0.9316 0.5981 0.4050 0.2459 0.0651 0.0106 0.0009 0.0000
4 0.9830 0.7982 0.6302 0.4499 0.1666 0.0384 0.(HW9 0.tKK)3
5 0.9967 0.9183 0.8103 0.6598 0.3288 0.1051 0.0191 0.0016 0,0000
6 0.9995 0.9733 0.9204 0.8247 0.5272 0.2272 0.0583 0,0071 0.0(K)2
7 0.9999 0.9930 0.9729 0.9256 0.7161 0.4018 0.1423 0.0257 0,0015 0.0000
8 1.0000 0.9985 0.9925 0.9743 0.8577 0.5982 0.2839 0.0744 0.0070 0.(XK)l
9 0.9998 0.9984 0.9929 0.9417 0.7728 0.4728 0.1753 0.0267 0(KK)5

10 1.0000 0.9997 0.9984 0.9809 0.8949 0.6712 0.3402 0.0817 0.0033
11 1.0000 0.9997 0.9951 0.9616 0.8334 0.5501 0.2018 0.0170
12 1.0000 0.9991 0.9894 0.9349 0.7541 0 4019 0.0684
13 0.9999 0.9979 0.9817 (),9006 0.6482 0.2108
14 1 .(KWO 0.9997 0 9967 0,9739 0.8593 0.4853

15 UKKK) 0.9997 0.9967 09719 0,8147

16 l.(KK)0 I .tHXK) l.WKK) I.IKMK)
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Tabla A.l {contimiadón) Sumas de probabilidad binomial n. p)
1 = 0 _____

P
n r 0.10 0.20 0.25 OJO 0.40

17 0 0.1668 0.0225 0.0075 0.0023 0.0002
1 0.4818 0.1182 0.0501 0.0193 0.0021
2 0.7618 0.3096 0.1637 0.0774 0.0123
3 0.9174 0.5489 0.3530 0.2019 0.0464
4 0.9779 0.7582 0.5739 0J887 0.1260
5 0.9953 0.8943 0.7653 0.5968 0.2639
6 0.9992 0.9623 0.8929 0.7752 0.4478
7 0.9999 0.9891 0.9598 0.8954 0.6405
8 1.0000 0.9974 0.9876 0.9597 0.8011
9 0.9995 0.9969 0.9873 0.9081

10 0.9999 0.9994 0.9968 0.9652
11 1.0000 0.9999 0.9993 0.9894
12 1.0000 0.9999 0.9975
13 l.OOOO 0.9995
14 0.9999
15 1.0000
16
17

18 0 0.1501 0.0180 0.0056 0.0016 0.0001
I 0.4503 0.0991 0.0395 0.0142 0.0013
2 0.7338 0.2713 0.1353 0.0600 0.0082
3 0.9018 0.5010 0.3057 0.1646 0.0328
4 0.9718 0.7164 0.5187 0.3327 0.0942
5 0.9936 0.8671 0.7175 0.5344 0.2088
6 0.9988 0.9487 0.8610 0.7217 0.3743
7 0.9998 0.9837 0.9431 0.8593 0.5634
8 l.OOOO 0.9957 0.9807 0.9404 0.7368
9 0.9991 0.9946 0.9790 0.S653

10 0.9998 0.9988 0.9939 0.9424
11 1.0000 0.9998 0.9986 0.9797
12 1.0000 0.9997 0.9942
13 1.0000 0.9987
14 0.9998
15 l.OOOO
16
17
18

0^0 0.60 0.70 0.80 0.90

0.0000
0.0001 0.0000
0.0012 0.0001
0.0064 0.0005 0.0000
0.0245 0.0025 0.0001
0,0717 0.0106 0.0007 0.0000
0.1662 0.0348 0.0032 0.0001
0.3145 0.0919 0.0127 0.0005
0.5000 0.1989 0.0403 0.0026 0.0000
0.6855 0.3595 0.1046 0.0109 0.0001
0.8338 0.5522 0.2248 0.0377 0.0008
0.9283 0.7361 0.4032 0.1057 0.0047
0.9755 0.8740 0.6113 0.2418 0.0221
0.9936 0.9536 0.7981 0.4511 0.0826
0.9988 0.9877 0.9226 0.6904 0.2382
0.9999 0.9979 0.9807 0.8818 0.5182
1.0000 0.9998 0.9977 0.9775 0.8332

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

0.0000
0.0001
0.0007 0.0000
0.0038 0.0002
0.0154 0.0013 0.0000
0.0481 0.0058 0.0003
0.1189 0.0203 0.0014 0.0000
0.2403 0.0576 0.0061 0.0002
0.4073 0.1347 0.0210 0.0009
0.5927 0.2632 0.0596 0.0(M3 O.(KXK)
0.7597 0.4366 0.1407 0.0163 0.(MK)2
0.8811 0.6257 0.2783 0.0513 0.ÍXH2
0.9519 0.7912 0.4656 0.1329 0.0064
0.9846 0.9058 0 f)673 0.2836 0.0282
0.9962 0.9672 0.8354 0.4990 0.0982
0.9993 0.9918 0.94(X) 0.7287 0.2662
0.9999 0.9987 0.9858 0.9009 0.5497
l.OOOO 0.9<>99 0.9984 Ü.982Ü 0.8499

1.0000 l.OOOO I.ÍXXX) MXKX)
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Tabla A.l {ccmiimiadón) Sumas de probabilidad binomial n,p)

____________________________________ ______________________ 4 = 0

P
n r 0.10 0.20 0.25 OJO 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90

19 0 0.1351 0.0144 0.0042 0.0011 0.0001
1 0.4203 0.0829 0.0310 0.0104 0.0008 0.0000
2 0.7054 0.2369 0.1113 0.0462 0.0055 0.0004 0.0000
3 0.8850 0.4551 0.2631 0.1332 0.0230 0.0022 0.0001
4 0.9648 0.6733 0.4654 0.2822 0.0696 0.0096 0.0006 0.0000
5 0.9914 0.8369 0.6678 0.4739 0.1629 0.0318 0.0031 0.0001
6 0.9983 0.9324 0.8251 0.6655 0.3081 0.0835 0.0116 0.0006
7 0.9997 0.9767 0.9225 0.8180 0.4878 0.1796 0.0352 0.0028 0.0000
8 1.0000 0.9933 0.9713 0.9161 0.6675 0.3238 0.0885 0.0105 0.0003
9 0.9984 0.9911 0.9674 0.8139 0.5000 0.1861 0.0326 0.0016

10 0.9997 0.9977 0.9895 0.9115 0.6762 0.3325 0.0839 0.0067 0.0000
11 1.0000 0.9995 0.9972 0.9648 0.8204 0.5122 0.1820 0.0233 0.0003
12 0.9999 0.9994 0.9884 0.9165 0.6919 0.3345 0.0676 0.0017
13 1.0000 0.9999 0.9969 0.9682 0.8371 0.5261 0.1631 0.0086
14 1.0000 0.9994 0.9904 0.9304 0.7178 0.3267 0.0352
15 0.9999 0.9978 0.9770 0.8668 0.5449 0.1150
16 1.0000 0.9996 0.9945 0.9538 0.7631 0.2946
17 1.0000 0.9992 0.9896 0.9171 0 5797
18 0.9999 0.9989 0.9856 0.8649
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

20 0 0.1216 0.0115 0.0032 0.0008 0.0000
1 0.3917 0.0692 0.0243 0.0076 0.0005 0.0000
2 0.6769 0.2061 0.0913 0.0355 0.0036 0.0002
3 0.8670 0.4114 0.2252 0.1071 0.0160 0.0013 0.0000
4 0.9568 0.6296 0.4148 0.2375 0.0510 0.0059 0.0003
5 0.9887 0.8(M2 0.6172 0.4164 0.1256 0.0207 0.0016 Ü.OOOO
6 0.9976 0.9133 0.7858 0.6080 0.2500 0.0577 0.0065 Ü.(XX)3
7 0.9996 0.9679 0.8982 0.7723 0.4159 Ü.13I6 0.Ü2I0 0.(X)13 Ü.(XKX)

8 0.9999 0.9900 0.9591 0.8867 0.5956 0.2517 0.0565 0 0051 Ü 0001

9 1.0000 0.9974 0.9861 0.9520 0.7553 04119 0 1275 0.0171 0.(X)()6

10 0.9994 0.9961 0.9829 0.8725 0.5881 0 2447 0.0480 0 (K)26 Ü.ÍKHH)

11 0.9999 0.9991 0.9949 0.9435 0.7483 0.4044 0.1133 0.0 UK) 0.(KK)1

12 1.0000 0.9998 0.9987 0.9790 0.8684 0.5841 0.2277 0.0321 0.(HX)4

13 1.0000 0.9997 0.9935 0.9423 0.7500 0.3920 0 0867 0.0024

14 1.00(H) 0.9984 0.9793 0.8744 0.5836 0.1958 0 0113

15 0.9997 0.9941 0 9490 0.7625 0.3704 0.0432

16 1.0000 0.9987 0.9840 0.8929 0.5886 0.13.30
0.9998 0.9964 0.9645 0 7939 0.3231
I.ÜOÍK) 0 9995 0.9924 0.9.308 OW)83

1 (rtKK) 0.9992 0.9885 O.K7S4

20
l.OOOO 1 (HMK) 1 IKHK)
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Tabla A.2 Sumas de probabilidad de Poisson
C = II

r
y-

0.1 0.2 030 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0.9048 0.8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0.4493 0.4066
1 0.9953 0.9825 0.9631 0.9384 0.9098 0.8781 0.8442 0.8088 0.7725
2 0.9998 0.9989 0.9964 0.9921 0.9856 0.9769 0.9659 0.9526 0.9371
3 1.0000 0.9999 0.9997 0.9992 0.9982 0.9966 0.9942 0.9909 0.9865
4 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9996 0.9992 0.9986 0.9977
5 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9997
6 I.OOOO 1.0000 1.0000

/í
r 1.0 13 2.0 23 3.0 33 4.0 4.5 5.0

0 0.3679 0.2231 0.1353 0.0821 0.0498 0.0302 0.0183 0.0111 0.0067
1 0.7358 0.5578 0.4060 0.2873 0.1991 0.1359 0.0916 0.0611 0.0404
2 0.9197 0.8088 0.6767 0.5438 0.4232 0.3208 0.2381 0.1736 0.1247
3 0.9810 0.9344 0.8571 0.7576 0.6472 0.5366 0.4335 0.3423 0.2650
4 0.9963 0.9814 0.9473 0.8912 0.8153 0.7254 0.6288 0.5321 0.4405
5 0.9994 0.9955 0.9834 0.9580 0.9161 0.8576 0.7851 0.7029 0.6160

6 0.9999 0.9991 0.9955 0.9858 0.9665 0.9347 0.8893 0.8311 0.7622
7 1.0000 0.9998 0.9989 0.9958 0.9881 0.9733 0.9489 0.9134 0.8666
8 1.0000 0.9998 0.9989 0.9962 0.9901 0.9786 0.9597 0.9319
9 1.0000 0.9997 0.9989 0-9967 0.9919 0.9829 0.9682

10 0.9999 0.9997 0.9990 0.9972 0.9933 0.9863

11 1.0000 0.9999 0.9997 0.9991 0.9976 0.9945
12 1.0000 0.9999 0.9997 0.9992 0.9980
13 1.0000 0.9999 0.9997 0.9993
14 1.0000 0.9999 0.9998
15 1.0000 0.9999
16 l.OÍHH)



Tabla A.2 Sumas de probabilidad de Poisson 733

Tabla A.2 (contiinuiciíUi) vSumas de probabilidad de Poisson j], p(.v, ii)
I ss 0

r 5S 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0 8.5 9.0 9.5
0 0.0041 0.0025 0.0015 0.0009 0.0006 0.0003 0.0002 0.0001 0.0001
1 0.0266 0.0174 0.0113 0.0073 0.0047 0.0030 0.0019 0.0012 0.0008
2 0.0884 0.0620 0.0430 0.0296 0.0203 0.0138 0.0093 0.0062 0.0042
3 0.2017 0.1512 0.1118 0.0818 0.0591 0.0424 0.0301 0.0212 0.0149
4 0.3575 0.2851 0.2237 0.1730 0.132! 0.0996 0.0744 0.0550 0.0403
5 0.5289 0.4457 0.3690 0.3007 0.2414 0.1912 0.1496 0.1157 0.0885

6 0.6860 0.6063 0.5265 0.4497 0.3782 0.3134 0.2562 0.2068 0.1649
7 0.8095 0.7440 0.6728 0.5987 0.5246 0.4530 0.3856 0.3239 0.2687
8 0.8944 0.8472 0.7916 0.7291 0.6620 0.5925 0.5231 0.4557 0.3918
9 0.9462 0.9161 0.8774 0.8305 0.7764 0.7166 0.6530 0.5874 0.5218

10 0.9747 0.9574 0.9332 0.9015 0.8622 0.8159 0.7634 0.7060 0.6453

11 0.9890 0.9799 0.9661 0.9467 0.9208 0.8881 0.8487 0.8030 0.7520
12 0.9955 0.9912 0.9840 0.9730 0.9573 0.9362 0.9091 0.8758 0.8364

13 0.9983 0.9964 0.9929 0.9872 0.9784 0.9658 0.9486 0.9261 0.8981
14 0.9994 0.9986 0.9970 0.9943 0.9897 0.9827 0.9726 0.9585 0.9400

15 0.9998 0.9995 0.9988 0.9976 0.9954 0.9918 0.9862 0.9780 0.9665

16 0.9999 0.9998 0.9996 0.9990 0.9980 0.9963 0.9934 0.9889 0.9823

17 1.0000 0.9999 0.9998 0.9996 0.9992 0.9984 0.9970 0.9947 0.9911

18 1.0000 0.9999 0.9999 0.9997 0.9993 0.9987 0.9976 0.9957

19 l.OOOO 1.0000 0.9999 0.9997 0.9995 0.9989 0.9980
09999 0.9998 0.9996 0.9991

l.OOOO 0.9999 0.9998 0.9996
l.OOOO 0.9999 0.9999

1.0000 0.9999
I(HKK)
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734 Apéndice A Tablas y demostraciones estadísticas

Tabla A.2 (coiitiiuutcUin) Sumas de probabilidad de Poisson ^ p{x; ^i)

10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0 17.0 18.0

0 0.0000
1 0.0005
2 0.0028
3 0.0103
4 0.0293
5 0.0671

6 0.1301
7 0.2202
8 0.3328
9 0.4579

10 0.5830

11 0.6968
12 0.7916
13 0.8645
14 0.9165
15 0.9513

16 0.9730
17 0.9857
18 0.9928
19 0.9965
20 0.9984

21 0.9993 
0.9997 
0.9999 
1.0000

26
27
28
29
30

31
32
33
34
35

36
37

0.0000 0.0000
0.0002 0.0001
0.0012 0.0005
0.0049 0.0023
0.0151 0.0076
0.0375 0.0203

0.0786 0.0458
0.1432 0.0895
0.2320 0.1550
0.3405 0.2424
0.4599 0.3472

0.5793 0.4616
0.6887 0.5760
0.7813 0.6815
0.8540 0.7720
0.9074 0.8444

0.9441 0.8987
0.9678 0.9370
0.9823 0.9626
0.9907 0.9787
0.9953 0.9884

0.9977 0.9939
0.9990 0.9970
0.9995 0.9985
0.9998 0.9993
0.9999 0.9997

1.0000 0.9999
0.9999
1.0000

0.0000 0.0000
0.0002 0.0001
0.0011 0.0005
0.0037 0.0018
0.0107 0.0055

0.0259 0.0142
0.0540 0.0316
0.0998 0.0621
0.1658 0.1094
0.2517 0.1757

0.3532 0.2600
0.4631 0.3585
0.5730 0.4644
0.6751 0.5704
0.7636 0.6694

0.8355 0.7559
0.8905 0.8272
0.9302 0.8826
0.9573 0.9235
0.9750 0.9521

0.9859 0.9712
0.9924 0.9833
0.9960 0.9907
0.9980 0.9950
0.9990 0.9974

0.9995 0.9987
0.9998 0.9994
0.9999 0.9997
I.OOOO 0.9999

0.9999

l.(KKH)

0.0000 0.0000
0.0002 0.0001
0.0009 0.0004
0.0028 0.0014

0.0076 0.0(M0
0.0180 0.0100
0.0374 0.0220
0.0699 0.(M33
0.1185 0.0774

0.1848 0.1270
0.2676 0.1931
0.3632 0.2745
0.4657 0.3675
0.5681 0.4667

0.6641 0.5660
0.7489 0.6593
0.8195 0.7423
0.8752 0.8122
0.9170 0.8682

0.9469 0.9108
0.9673 0.9418
0.9805 0.9633
0.9888 0.9777
0.9938 0.9869

0.9967 0.9925
0.9983 0.9959
0.9991 0.9978
0.9996 0.9989
0.9998 0.9994

0.9999 0.9997
1 .(XXX) 0.9999

0.9999
1 .(XHK)

0.0000 0.0000
0.0002 0.0001
0.0007 0.0003

0.0021 0.0010
0.0054 0.0029
0.0126 0.0071
0.0261 0.0154
0.0491 0.0304

0.0847 0.0549
0.1350 0.0917
0.2009 0.1426
0.2808 0.2081
0.3715 0.2867

0.4677 0.3751
0.5640 0.4686
0 6550 0.5622
0.7363 0.6509
0.8055 0.7307

0.8615 0.799!
0.9047 0.8.551
0.9367 0.8989
0.9594 0.9317
0.9748 0.9554

0.9848 0.9718
0.9912 0 9827
0.9950 0.9897
0 9973 0.9941
0.9986 0.9967

0.9993 0 9982
0.9996 0 9990
0.999S 0 9995
0.‘W99 t)999S
l.(XMX) 0 9999

0 9999
1 OOtHI



Tabla A.3 Áreas bajo la curva normal
735

Tabla A.3 Áreas bajo la curva normal

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
-33 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
-33 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048

-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-23 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 O.OIIO
-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183

-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.W95 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559

-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0í)8l
-13 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611

-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867

-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 02177 0.2148

-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451

-03 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2S77 0.2843 0.2810 0.2776

-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0,3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121

-03 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0,3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483

-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859

-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.44ÍW Ü.43(>4 0.4325 0.4286 0.4247

-0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0,4761 0.4721 0.4681 0.4 W1
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Tabla A.3 {amtinuacidn) Areas bajo la ciin-a normal

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
OJ 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
23 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

23 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0-9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0 9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0,9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0,9995 0.9995 09995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 U.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998



Tabla A.4 Valores críticos de la distribución t 737

a
V 0.40 OJO 0.20 0.15 0.10 0.05 0.025
1 0.325 0.727 1.376 1.963 3.078 6.314 12.706
2 0.289 0.617 1.061 1.386 1.886 2.920 4.303
3 0.277 0.584 0.978 1.250 1.638 2.353 3.182
4 0.271 0.569 0.941 1.190 1.533 2.132 2.776
S 0.267 0.559 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571

6 0.265 0.553 0.906 1.134 1.440 1.943 2.447
7 0.263 0.549 0.896 1.119 1.415 1.895 2.365
8 0.262 0.546 0.889 1.108 1.397 1.860 2.306
9 0.261 0.543 0.883 1.100 1.383 1.833 2.262

10 0.260 0.542 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228

11 0.260 0.540 0.876 1.088 1.363 1.796 2.201
12 0.259 0.539 0.873 1.083 1.356 1.782 2.179
13 0.259 0.538 0.870 1.079 1.350 1.771 2.160
14 0.258 0.537 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145
15 0.258 0.536 0.866 1.074 1.341 1.753 2.131

16 0.258 0.535 0.865 1.071 1.337 1.746 2.120
17 0.257 0.534 0.863 1.069 1.333 1.740 2.110
18 0.257 0.534 0.862 1.067 1.330 1.734 2.101
19 0.257 0.533 0.861 1.066 1.328 1 729 2.093
20 0.257 0.533 0.860 1.064 1.325 1.725 2.086

21 0.257 0.532 0.859 1.063 1.323 1.721 2.0KU
22 0.256 0.532 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074
23 0.256 0.532 0.858 1.060 1.319 1.714 2 069
24 0.256 0.531 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064
25 0.256 0.531 0.856 1.058 1.316 1.708 2 060

26 0.256 0.531 0.856 1.058 1.315 1.706 2 056
27 0.256 0.531 0.855 1.057 1.314 1.703 2.052
28 0.256 0.530 0.855 1.056 1.313 1 701 2.(U8
29 0.256 0.530 0.854 1.055 1.311 1.699 2 045
30 0.256 0.530 0.854 1.055 1.310 1.697 2ÁU2

40 0.255 0.529 0.851 1.050 1.303 1.684 2 021
60 0.254 0.527 0.848 1.045 1.296 1.671 2,0(KI

120 0.254 0.526 0.845 1.041 1.289 1.658 I 980

oo 0.253 0.524 0.842 1.036 1.282 1.W5 i 960
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Tabla A.4 (amíimuiatm) Valores críticos de la distribución /

a
V 0.02 0.015 0.01 0.0075 0.005 0.0025 0.0005

1 15.894 21.205 31.821 42.433 63.656 127.321 636 578

2 4.849 5.643 6.965 8.073 9.925 14.089 31.600

3 3.482 3.896 4.541 5.047 5.841 7.453 12 924
4 2.999 3.298 3.747 4.088 4.604 5.598 8.610

5 2.757 3.003 3.365 3.634 4.032 4.773 6 869

6 2.612 2 829 3.143 3.372 3.707 4.317 5.959
7 2.517 2.715 2.998 3.203 3.499 4 029 5 408
8 2 449 2.634 2.896 3.085 3.355 3.833 5041

9 2.398 2.574 2.821 2.998 3 250 3 690 4 781
10 2 359 2.527 2.764 2.932 3.169 3.581 4.587

11 2.328 2.491 2718 2 879 3 106 3.497 4 437
12 2 303 2 461 2.681 2.836 3.055 3.428 4318
13 2 282 2 436 2 650 2 801 3.012 3 372 4 221
14 2 264 2415 2.624 2 771 2 977 3.326 4 140
15 2.249 2.397 2 602 2.746 2.947 3.286 4 073

16 2.235 2.382 2.583 2.724 2 921 3 252 4 015
17 2.224 2 368 2 567 2 706 2 898 3 222 3 965
18 2.214 2.356 2.552 2 689 2 878 3 197 3 922
19 2 205 2 346 2 539 2 674 2 861 3.174 3 883
20 2.197 2.336 2 528 2 661 2 845 3 153 3.850

21 2 189 2 328 2.518 2 649 2 831 3 135 3 819
22 2.183 2 320 2 508 2 639 2819 3 119 3 792
23 2.177 2313 2 500 2 629 2.807 3 104 3 768
24 2.172 2 307 2.492 2 620 2 797 3 091 3 745
25 2 167 2 301 2 485 2612 2.787 3 078 3 725

26 2.162 2 296 2 479 2 605 2 779 3 067 3 707
27 2 158 2 291 2 473 2 598 2 771 3 057 3 689
28 2.154 2.286 2 467 2 592 2 763 3(H7 3 674
29 2 150 2 282 2 462 2 586 2 756 3 038 3 660
30 2 147 2.278 2.457 2581 2 750 3 030 3 (>46

40 2 123 2 250 2.423 2 542 2 704 2 971 3 551
60 2.099 2 223 2 390 2 504 2 660 2.915 3 460

120 2 076 2 196 2 358 2 468 2 617 2 860 3 37^
cx> 2 054 2 170 2 326 2 432 2 576 2 807 3 290



Tabla A.5 Valores críticos de la distribución chi cuadrada 739

Tabla A.5 Valores críticos de la distribución chi cuadrada

a
V 0.995 0.99 0.98 0.975 0.95 0.90 0.80 0.75 0.70 0.50
1 0.0^393 0.0-M57 0.0’628 0.0^982 0.00393 0.0158 0.0642 0.102 0.148 0.455
2 0.0100 0.0201 0.0404 0.0506 0.103 0.211 0.446 0.575 0.713 1.386
3 0.0717 0.115 0.185 0.216 0.352 0.584 1.005 1.213 1.424 2.366
4 0.207 0.297 0.429 0.484 0.711 1.064 1.649 1.923 2.195 3.357
5 0.412 0.554 0.752 0.831 1.145 1.610 2.343 2.675 3.000 4.351

6 0.676 0.872 U34 1.237 1.635 2.204 3.070 3.455 3.828 5.348
7 0.989 1.239 1.564 1.690 2.167 2.833 3.822 4.255 4.671 6.346
8 1.344 1.647 2.032 2.180 2.733 3.490 4.594 5.071 5.527 7.344
9 1.735 2.088 2.532 2.700 3.325 4.168 5.380 5.899 6.393 8.343

10 2.156 2.558 3.059 3.247 3.940 4.865 6.179 6.737 7.267 9.342

11 2.603 3.053 3.609 3.816 4.575 5.578 6.989 7.584 8.148 10.341
12 3.074 3.571 4.178 4.404 5.226 6.304 7.807 8.438 9.034 11.340
13 3.565 4.107 4.765 5.009 5.892 7.041 8.634 9.299 9.926 12.340
14 4.075 4.660 5.368 5.629 6.571 7.790 9.467 10.165 10.821 13.339
15 4.601 5.229 5.985 6.262 7.261 8.547 10.307 11.037 11.721 14.339

16 5.142 5.812 6.614 6.908 7.962 9.312 11.152 11.912 12.624 15.338
17 5.697 6.408 7.255 7.564 8.672 10.085 12.002 12.792 13.531 16.338
18 6.265 7.015 7.906 8.231 9.390 10.865 12.8.57 13.675 14.440 17.338
19 6.844 7.633 8.567 8.907 10.117 11.651 13.716 14.562 15 352 18.338
20 7.434 8.260 9.237 9.591 10.851 12.443 14.578 15.452 16.266 19.337

21 8.034 8.897 9.915 10.283 11.591 13.240 15.445 16.344 17.182 20.337
22 8.643 9.542 10.600 10.982 12.338 14.041 16.314 17.240 18.101 21 3.37
23 9.260 10.196 11.293 11.689 13.091 14.848 17.187 18.137 19.021 22,.337
24 9.886 10.856 11.992 12.401 13.848 15.659 18.062 19.037 19.943 23.337
25 10.520 11.524 12.697 13.120 14.611 16.473 18.940 19.939 20.867 24 337

26 11.160 12.198 13.409 13.844 15.379 17.292 19.820 20.843 21.792 25 336
27 11.808 12.878 14.125 14.573 16.151 18.114 20.703 21.749 22719 26.336
28 12.461 13.565 14.847 15.308 16.928 18.939 21.588 22.657 23.647 27.3.36
29 13.121 14.256 15.574 16.047 17.708 19.768 22.475 23.567 24.577 28,336
30 13.787 14.953 16.306 16.791 18.493 20.599 23 364 24.478 25.508 29 336

40 20.707 22.164 23.838 24.433 26.509 29.051 32..345 33 66 .■^4.872 39.3.35
50 27.991 29.707 31.664 32.357 34.764 37.689 41.449 42,942 44 313 49 .333

60 35.534 37.485 39.699 40.482 43.188 46.459 50.641 52.294 53 8ÍW 59.3.35
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Tabla A.5 (a»n///u«iaVi») Valores críticos Uc la distribución chi cuadrada

a

V OJO 0.25 0.20 0.10 0.05 0.025 0.02 0.01 0.005 0.001

1 1.074 1.323 1.642 2.706 3.841 5.024 5.412 6.635 7.879 10.827

2 2.408 2.773 3.219 4.605 5.991 7.378 7.824 9.210 10.597 13.815

3 3.665 4.108 4.642 6.251 7.815 9.348 9.837 11.345 12.838 16.266

4 4.878 5.385 5.989 7.779 9.488 11.143 11.668 13.277 14.860 18.466

5 6.064 6.626 7.289 9.236 11.070 12.832 13.388 15.086 16.750 20.515

6 7.231 7.841 8.558 10.645 12.592 14.449 15.033 16.812 18.548 22.457

7 8.383 9.037 9.803 12.017 14.067 16.013 16.622 18.475 20.278 24.321

8 9.524 10.219 11.030 13.362 15.507 17.535 18.168 20.090 21.955 26.124

9 10.656 11.389 12.242 14.684 16.919 19.023 19.679 21.666 23.589 27.877

10 11.781 12.549 13.442 15.987 18.307 20.483 21.161 23.209 25.188 29.588

11 12.899 13.701 14.631 17.275 19.675 21.920 22.618 24.725 26.757 31.264
12 14.011 14.845 15.812 18.549 21.026 23.337 24.054 26.217 28.300 32.909
13 15.119 15.984 16.985 19.812 22.362 24.736 25.471 27,688 29.819 34.527
14 16.222 17.117 18.151 21.064 23.685 26.119 26.873 29.141 31.319 36.124
15 17.322 18.245 19.311 22.307 24.996 27.488 28.259 30.578 32.801 37.698

16 18.418 19.369 20.465 23.542 26.296 28.845 29.633 32.000 34.267 39.252
17 19.511 20.489 21.615 24.769 27.587 30.191 30.995 33.409 35.718 40.791
18 20.601 21.605 22.760 25.989 28.869 31.526 32.346 34 805 37 156 42.312
19 21.689 22.718 23.900 27.204 30.144 32.852 33.687 36.191 38.582 43.819
20 22.775 23.828 25.038 28.412 31.410 34.170 35.020 37.566 39.997 45.314

21 23.858 24.935 26.171 29.615 32.671 35.479 36.343 38.932 41.401 46.796
22 24.939 26.039 27.301 30.813 33.924 36.781 37.659 40.289 42.796 48.268
23 26.018 27.141 28.429 32.007 35.172 38.076 38.968 41.638 44.181 49.728
24 27.096 28.241 29.553 33.196 36.415 39.364 40.270 42 980 45.558 51.179
25 28.172 29.339 30.675 34.382 37.652 40.646 41.566 44314 46.928 52.619

26 29.246 30.435 31.795 .35.563 38.885 41.923 42.856 45.642 48.290 54.051
27 30.319 31.528 32.912 36.741 40 113 43.195 44 140 46 963 49 645 55.475
28 31.391 32.620 34.027 37.916 41.337 44.461 45.419 48.278 50.994 56.892
29 32.461 33.711 35.139 39.087 42.557 45.722 46.693 49.588 52.335 58..301
30 33.530 34.800 36.250 40.256 43.773 46.979 47.962 50.892 53.672 59,702

40 44.165 45.616 47.269 51.805 55 758 59.342 60.436 63.691 66.766 73.403
50 54.723 56.334 58.164 63.167 67.505 71.420 72.613 76.154 79.490 86.660
60 65.226 66.981 68.972 74.397 79.082 83.298 84 58 88.379 91.952 99 W)S
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Tabla A.6 Valores críticos do la distribución F 0 fa

'’i
V, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54
2 18J1 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77

6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3 23 3.18

10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02

11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 309 3.01 2.95 2.90*
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.1! 3.00 2.91 2.85 2.80
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2 92 2.83 2.77 2.71
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59

16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2 55 2.49
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2 66 2.58 2.51 2.46
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2 42
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39

21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 244 2.37 2.32
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2 30
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2 60 2.49 2.40 2..34 2 28

26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2 32 2.27
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2 57 2.46 2.37 2 31 2 25
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2 29 2.24
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2 35 2 28 ■> 22
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2 27 221

40 4.08 3.23 2.84 2 61 2.45 2.34 2 25 2 18 2 12
60 4.00 3.15 2.76 2 53 2.37 2 25 2 17 2 10 2(U

120 3.92 3.07 2.68 2 45 2.29 2.18 2 0*) 2 02 1 96
oo 3.84 3.00 2.60 2 37 221 2 10 201 1 ‘M 1 88

Reproducida de la tabla 18 de BiomctnLi TablesforStalisiiLiuns. Vol 1. ton aulon/avioii de 1- S Pearson 
y Biometrika Trustees.
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Vi)

Tnbla A.6 {cotuinuación) Valores críticos de hi distribución F

'’i

V, 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo

1 241.88 243.91 245.95 248.01 249.05 250.10 251.14 252.20 253.25 254.31

2 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50
3 8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53
4 5.96 5.91 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63
5 4.74 4.68 4.62 4.56 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 4.36

6 4.06 4.00 3.94 3.87 3.84 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67
7 3.64 3.57 3.51 3.44 3.41 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23
8 3.35 3.28 3.22 3.15 3.12 3.08 3.04 3.01 2.97 2.93
9 3.14 3.07 3.01 2.94 2.90 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71

10 2.98 2.91 2.85 2.77 2.74 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54

11 2.85 2.79 2.72 2.65 2.61 2,57 2.53 2.49 2.45 2.40
12 2.75 2.69 2.62 2.54 2.51 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30
13 2.67 2.60 2.53 2.46 2.42 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21
14 2.60 2.53 2.46 2.39 2.35 2.31 2.27 2.22 2.18 2.13
15 , 2.54 2.48 2.40 2.33 2.29 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07

16 2.49 2.42 2.35 2.28 2.24 2.19 2.15 2.11 2.06 2.01
• 17 2.45 2.38 2.31 2.23 2.19 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96

18 2.41 2.34 2.27 2.19 2.15 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92
19 2.38 2.31 2.23 2.16 2.11 2.07 2.03 1.98 1.93 1.88
20 2.35 2.28 2.20 2.12 2.08 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84

21 2.32 2.25 2.18 2.10 2.05 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81
22 2.30 2.23 2.15 2.07 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78
23 2.27 2.20 2.13 2.05 2.01 1.96 1.91 1.86 1.81 1.76
24 2.25 2.18 2.11 2.03 1.98 1.94 1.89 1.84 1.79 1.73
25 2.24 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71

26 2.22 2.15 2.07 1.99 1.95 1.90 1.85 1.80 1.75 1.69
27 2.20 2.13 2.06 1.97 1.93 1.88 1.84 1.79 1.73 1.67
28 2.19 2.12 2.04 1.96 1.91 1.87 1.82 1.77 1.71 1.65
29 2.18 2.10 2.03 1.94 1.90 1.85 1.81 1.75 1-70 l.W
30 2.16 2.09 2.01 1.93 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62

40 2.08 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51
60 1.99 1.92 1.84 1.75 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39

120 1.91 1.83 1.75 1.66 1.61 1,55 1.50 1.43 1.35 1.25
oo 1.83 1.75 1.67 1.57 1.52 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00
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Ibbla A.6 {continuación) Valores críticos de la distribución F

V,)

*'2 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 4052.18 4999.50 5403.35 5624.58 5763.65 5858.99 5928.36 5981.07 6022.47
2 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39
3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.35
4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66
5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16

6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.8^ 6.72
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.4'’ 5.35

10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94

11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89

16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46

21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.40
22 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.30
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26
25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.22

26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.15
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12
29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20 3Í)9
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07

40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89
60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2 82 2 "’2

120 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2

oo 6.63 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 241
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Tabla A.6 {continuación) Valores críticos ele la disiribuciún F

V, 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo

1 6055.85 6106.32 6157.28 6208.73 6234.63 6260.65 6286.78 6313.03 6339.39 6365.86
2 99.40 99.42 99.43 99.45 99.46 99.47 99.47 99.48 99.49 99.50
3 27.23 27.05 26.87 26.69 26.60 26.50 26.41 26.32 26.22 26.13
4 14.55 14.37 14.20 14.02 13.93 13.84 13.75 13.65 13.56 13.46
5 10.05 9.89 9.72 9J5 9.47 9.38 9.29 9.20 9.11 9.02

6 7.87 7.72 7.56 7.40 7.31 7.23 7.14 7.06 6.97 6.88
7 6.62 6.47 6.31 6.16 6.07 5.99 5.91 5.82 5.74 5.65
8 5.81 5.67 5.52 5.36 5.28 5.20 5.12 5.03 4.95 4.86
9 5.26 5.11 4.96 4.81 4.73 4.65 4.57 4.48 4.40 4.31

10 4.85 4.71 4.56 4.41 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 3.91

11 4.54 4.40 4.25 4.10 4.02 3.94 3.86 3.78 3.69 3.60
12 4.30 4.16 4.01 3.86 3.78 3.70 3.62 3.54 3.45 3.36
13 4.10 3.96 3.82 3.66 3.59 3.51 3.43 3..34 3.25 3.17
14 3.94 3.80 3.66 3.51 3.43 3.35 3.27 .3.18 3.09 3.00
15 3.80 3.67 3.52 3.37 3.29 3.21 3.13 3.05 2.96 2.87

16 3.69 3.55 3.41 3.26 3.18 3.10 3.02 2,93 2,84 2.75
17 3.59 3.46 3.31 3.16 3-08 3.00 2.92 2,83 2.75 2,65
18 3.51 3.37 3.23 3.08 3.00 2.92 2-84 2.75 2.66 2.57
19 3.43 3.30 3.15 3.00 2.92 2.84 2.76 2.67 2.58 2.49
20 3.37 3.23 3.09 2.94 2.86 2.78 2.69 2.61 2.52 2.42

21 3.31 3.17 3.03 2.88 2.80 2.72 2.64 2.55 2.46 2.36
22 3.26 3.12 2.98 2.83 2.75 2.67 2.58 2.50 2.40 2.31
23 3.2! 3.07 2.93 2.78 2.70 2.62 2.54 2.45 2.35 2.26
24 3.17 3.03 2.89 2.74 2.66 2.58 2.49 2.40 2.31 2.21
25 3.13 2.99 2.85 2.70 2.62 2.54 2.45 2.36 2.27 2.17

26 3.09 2.96 2.81 2.66 2,58 2.50 2.42 2.33 2.23 2.13
27 3.06 2.93 2.78 2.63 2.55 2.47 2.38 2.29 2.20 2.10
28 3.03 2.90 2.75 2.60 2.52 2.44 2,35 2 26 2.17 2.0<>
29 3.00 2.87 2.73 2.57 2.49 2.41 2.33 2.23 2.14 2.03
30 2.98 2.84 2.70 2.55 2.47 2.39 2.30 2,21 2.11 2 01

40 2.80 2.66 2.52 2.37 2.29 2.20 2.11 2.02 1 92 l.Stl
60 2.63 2.50 2.35 2.20 2,12 2.03 1.94 1.S4 1.73 I.W)

120 2.47 2.34 2.19 2.03 1 95 1.86 1,76 1,66 1.53 I.3S
oo 2.32 2.18 2.(W 1.88 1,79 1.70 1.59 1.47 1 32 1 (MI



Tabla A.7 I'actorc-s ilc tulcuincia para distribuciones normales

Intervalos bilaterales Intervalos unilaterales
-r = 0.05 -yssO.OI 7 = 0.05 ♦Y =0.01

1 — a I-a 1 — a 1-a
n 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99 0.90 0.95 0.99
2 32.019 37.674 48.430 160.193 188.491 242.300 20.581 26.260 37.094 103.029 131.426 185.617
3 8.380 9.916 12.861 18.930 22.401 29.055 6.156 7.656 10.553 13.995 17.170 23.896
4 5.369 6.370 8.299 9.398 11.150 14.527 4.162 5.144 7.042 7.380 9.083 12.387
5 4.375 5.079 6.634 6.612 7.855 10.260 3.407 4.203 5.741 5.362 6.578 8.939
6 3.712 4.414 5.775 5.337 6.345 8.301 3.006 3.708 5.062 4.411 5.406 7.335
7 3.369 4.007 5.248 4.613 5.488 7.187 2.756 3.400 4.642 3.859 4.728 6.412
8 3.136 3.732 4.891 4.147 4.936 6.468 2.582 3.187 4.354 3.497 4.285 5.812
9 2.967 3.532 4.631 3.822 4.550 5.966 2.454 3.031 4.143 3.241 3.972 5.389

10 2.839 3.379 4.433 3.582 4.265 5.594 2.355 2.911 3.981 3.048 3.738 5.074
11 2.737 3.259 4.277 3.397 4.045 5.308 2.275 2.815 3.852 2.898 3.556 4.829
12 2.655 3.162 4.150 3.250 3.870 5.079 2.210 2.736 3.747 2.777 3.410 4.633
13 2.587 3.081 4.044 3.130 3.727 4.893 2.155 2.671 3.659 2.677 3.290 4.472
14 2.529 3.012 3.955 3.029 3.608 4.737 2.109 2.615 3.585 2.593 1.189 4.337
15 2.480 2.954 3.878 2.945 3.507 4.605 2.068 2.566 3.520 2.522 3.102 4.222
16 2.437 2.90.Í 3.812 2.872 3.421 4.492 2.033 2.524 3.464 2.460 3.028 4.123
17 2.4(H) 2.858 3.754 2.808 3.345 4.393 2.002 2.486 3.414 2.405 2.963 4.037
18 2.366 2.819 3.702 2.753 3.279 4.307 1.974 2.453 3.370 2.357 2.905 3.960
19 2.337 2.784 3.656 2.703 3.22! 4.230 1.949 2.423 3.331 2.314 2.854 3.892
20 2.310 2.752 3.615 2.659 3.168 4.161 1.926 2.396 3.295 2.276 2.808 1.832
25 2.208 2.631 3.457 2.494 2.972 3.904 1.838 2.292 3.158 2.129 2.633 3.001
30 2.140 2.549 3.350 2.385 2.841 3.733 1.777 2.220 3.064 2.030 2.516 3.447
35 2.090 2.490 3.272 2.306 2.748 3.611 1.732 2.167 2.995 1.957 2.430 3.334
40 2.052 2.445 3.213 2.247 2.677 3.518 1.697 2.126 2.941 1.902 2.364 3.249
45 2.021 2.408 3.165 2.2(H) 2.621 3.444 1.669 2.092 2.898 1.857 2.312 3.180
50 1.996 2.379 .3.126 2.162 2.576 3.385 1.646 2.065 2.863 1.821 2.269 3.125
60 1 958 2.333 3.066 2.103 2.506 3.293 1.609 2.022 2.807 1.764 2.202 3.038
70 1 929 2.299 3.021 2.060 2.454 3.225 1.581 1.990 2.765 1.722 2.153 2.974
80 1.907 2.272 2.986 2.026 2.414 3.173 1.559 1.965 2.733 1.688 2.114 2.924
90 1.889 2.251 2.958 1.999 2,382 3.1.30 1.542 1.944 2.706 1.661 2.082 2.883

too 1.874 2.233 2.9.34 1.977 2.355 3.096 1,527 1.927 2.684 1.639 2.056 2.850
150 1.825 2.175 2.859 1.905 2.270 2.983 1.478 1.870 2.611 1.566 1.971 2.741
200 1.798 2.143 2.816 1.865 -í O')*) 2.921 1.450 1.837 2.570 1.524 1.923 2.679
250 1 780 2.121 2.788 1.839 2.191 2.880 1.431 1.815 2.542 1.496 1.891 2.638
300 1,7(.7 2.106 2.767 1.820 2.169 2.850 1.417 1.800 2.522 1.476 1.868 2.608

oc 1 (45 1 9W) 2.576 1.645 1.960 2.576 1.282 1.645 2.326 1.282 1.645 2.326
Ndapiada de <* Hiscnliari. M. W. Hastay y \V. A. Wallis. Tirimitjtics of ShiiiMical Aiwlysis, capítulo 2. McCraw-Hill Book Company. Nueva 
Vnk. !‘M7 So utiü/a oon aiUori/adón de McGrau-Hill Book Company.

Tabla A
.7 Factores de tolerancia para distribuciones norm

ales 
745
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Tabla A.8 Tamaño mucsiral para la prueba / de la media

Nivel de la prueba /

Prueba unilateral a =; 0.005 a = 0.01 a = 0.025 a := 0.05

Prueba bilateral a = 0.01 Q:= 0.02 a := 0.05 a = 0. 1

/3 = 0.1 .01 .05 .1 .2 3 .01 .05 .1 .2 3 .01 .05 .1 .2 .5 .01 .05 .1 .2 .5

0.05
0.10
0.15 122
0.20 139 99 70
0.25 lio 90 128 64 139 101 45

030 134 78 115 63 119 90 45 122 97 71 32
035 125 99 58 109 85 47 109 88 67 34 90 72 52 24
0.40 115 97 77 45 101 85 66 37 117 84 68 51 26 101 70 55 40 19
0.45 92 77 62 37 lio 81 68 53 30 93 67 54 41 21 80 55 44 33 15
0.50 100 75 63 51 30 90 66 55 43 25 76 54 44 34 18 65 45 36 27 13

0.55 83 63 53 42 26 75 55 46 36 21 63 45 37 28 15 54 38 30 22 11
0.60 71 53 45 36 22 63 47 39 31 18 53 38 32 24 13 46 32 26 19 9
0.65 61 46 39 31 20 55 41 34 27 16 46 33 27 21 12 39 28 22 17 8
0.70 53 40 34 28 17 47 35 30 24 14 40 29 24 19 10 34 24 19 15 8
0.75 47 36 30 25 16 42 31 27 21 1 35 26 21 16 9 30 21 17 13 7

0.80 41 32 27 22 14 37 28 24 19 12 31 22 19 15 9 27 19 15 12 6
0.85 37 29 24 20 13 33 25 21 17 H 28 2? 17 13 8 24 17 14 11 6

Valor de 0.90 34 26 22 18 12 29 23 19 16 10 25 19 16 12 7 21 15 13 10 5
A = |¿1/(T 0.95 31 24 20 17 11 27 21 18 14 9 23 17 14 11 7 19 14 11 9 5

1.00 28 22 19 16 10 25 19 16 13 9 21 16 13 10 6 18 13 11 8 5
1.1 24 19 16 14 9 21 16 14 12 8 18 13 11 9 6 15 11 9 7
1.2 21 16 14 12 8 18 14 12 10 7 15 12 10 8 5 13 10 8 6
13 18 15 13 11 8 16 13 11 9 6 13 10 9 7 11 8 7 6
1.4 16 13 12 10 7 14 11 10 9 6 12 9 8 7 10 8 7 5
13 15 12 11 9 7 13 10 9 8 6 11 8 7 6 9 7 6
1.6 13 11 10 8 6 12 10 9 7 5 10 8 7 6 8 6 6
1.7 12 10 9 8 6 11 9 8 7 9 7 6 5 8 6 5
1.8 12 10 9 8 6 10 8 7 7 8 7 6 7 6
1.9 11 9 8 7 6 10 8 7 6 8 6 6 7 5
2.0 10 8 8 7 5 9 7 7 6 7 6 5 6
2.1 10 8 7 7 8 7 6 6 7 6 6
2.2 9 8 7 6 8 7 6 5 7 6 6
23 9 7 7 6 8 6 6 6 5 5
2.4 8 7 7 6 7 6 6 6
23 8 7 6 6 7 6 6 6
3.0 7 6 6 5 6 5 5 5
33 6 5 5 5
4.0 6

Reproducida con autonzación de O. L. Davies, ed.. Design andAnal\sis of Industrial Expfnmtnts. Oliver A 
Boyd, Edimburgo. 1956.



Tabla A.9 Tamaño mucstml pora la pnieba r de la diferencia entre dos medias 747

Tubla A.9 Tíimaño muesiral para la prueba r de la diferencia entre dos medías

Nivel de la prueba t
Prueba unilateral a = 0.005 a = 0.01 a = 0.025 a = 0.05
Prueba bilateral a = 0.01 a = 0.02 a = 0.05 a = 0.1

j9=0.1 .01 .05 .1 .2 .5 .01 .05 ,1 .2 .5 .01 .05 .1 .2 .5 .01 .05 .1 ,2 ,5
0.05
0.10
0.15
0.20 137
0.25 124 88
OJO 123 87 61
035 lio 90 64 102 45
0.40 85 70 100 50 108 78 35
0.45 118 68 101 55 105 79 39 108 86 62 28
OJO 96 55 106 82 45 106 86 64 32 88 70 51 23
0J5 101 79 46 106 88 68 38 87 71 53 27 112 73 58 42 19
0.60 101 85 67 39 90 74 58 32 m 74 60 45 23 89 61 49 36 16
0.65 87 73 57 34 104 77 64 49 27 88 63 51 39 20 76 52 42 30 14
0.70 100 75 63 50 29 90 66 55 43 24 76 55 44 34 17 66 45 36 26 12
0.75 88 66 55 44 26 79 58 48 38 21 67 48 39 29 15 57 40 32 23 11
0.80 77 58 49 39 23 70 51 43 33 19 59 42 34 26 14 50 35 28 21 10
0.85 69 51 43 35 21 62 46 38 30 17 52 37 31 23 12 45 31 25 18 9

Valor de 0.90 62 46 39 31 19 55 41 34 27 15 47 34 27 21 11 40 28 22 16 8
A = |(5]/cr 0.95 55 42 35 28 17 50 37 31 24 14 42 30 25 19 10 36 25 20 15 7

1.00 50 38 32 26 15 45 33 28 22 13 38 27 23 17 9 33 23 18 14 7
1.1 42 32 27 22 13 38 28 23 19 11 32 23 19 14 8 27 19 15 12 6
\2 36 27 23 18 11 32 24 20 16 9 27 20 16 12 7 23 16 13 10 5
1.3 31 23 20 16 10 28 21 17 14 8 23 17 14 11 6 20 14 II 9 5
1.4 27 20 17 14 9 24 18 15 12 8 20 15 12 10 6 17 12 10 8 4
1.5 24 18 15 13 8 21 16 14 11 7 18 13 11 9 5 15 11 9 7 4
1.6 21 16 14 11 7 19 14 12 10 6 16 12 10 8 5 14 10 8 6 4
1.7 19 15 13 10 7 17 13 11 9 6 14 11 9 7 4 12 9 7 6 3
1.8 17 13 71 10 6 15 12 10 8 5 13 10 8 6 4 11 8 7 5
1.9 16 12 11 9 6 14 11 9 8 5 12 9 7 6 4 10 7 6 5
2.0 14 11 10 8 6 i3 10 9 7 5 11 8 7 6 4 9 7 6 4
2.1 13 10 9 8 5 12 9 8 7 5 10 8 6 5 3 8 6 5 4
2.2 12 10 8 7 5 n 9 7 6 4 9 7 6 5 8 6 5 4
2.3 11 9 8 7 5 10 8 7 6 4 9 7 6 5 7 5 5 4
2.4 11 9 8 6 5 10 8 7 6 4 8 6 5 4 7 5 4 4
2J 10 8 7 6 4 9 7 6 5 4 8 6 5 4 6 5 4 3
3.0 8 6 6 5 4 7 6 5 4 3 6 5 4 4 5 4 3
3J 6 5 5 4 3 6 5 4 4 5 4 4 3 3 4 3
4.0 6 5 4 4 5 4 4 3 4 4 3 4

Reproducida con autorización de O. L. Davies, ed., Desipt and Analysis of Industrial E.xpt'nincn¡s, OIncr & 
Boyd. Edimburgo. 1956.



748 Apéndice A Tablas y demostraciones estadísticas

Tablii A.10 Valores críticos para la prueba de Bartlett

6.(0.01; n)

n

Número dc poblaciones, A'

2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 0.1411 0.1672
4 0.2843 0.3165 0.3475 0.3729 0.3937 0.4110
5 0.3984 0.4304 0.4607 0.4850 0.5046 0.5207 0.5343 0.5458 0.5558

6 0.4850 0.5149 0.5430 0.5653 0.5832 0.5978 0.6100 0.6204 0.6293

7 0.5512 0.5787 0.6045 0.6248 0.6410 0.6542 0.6652 0.6744 0.6824

8 0.6031 0.6282 0.6518 0.6704 0.6851 0.6970 0.7069 0.7153 0.7225

9 0.6445 0.6676 0.6892 0.7062 0.7197 0.7305 0.7395 0.7471 0.7536

10 0.6783 0.6996 0.7195 0.7352 0.7475 0.7575 0.7657 0.7726 0.7786

11 0.7063 0.7260 0.7445 0.7590 0.7703 0.7795 0.7871 0.7935 0.7990

12 0.7299 0.7483 0.7654 0.7789 0.7894 0.7980 0.8050 0.8109 0.8160

13 0.7501 0.7672 0.7832 0.7958 0.8056 0.8135 0.8201 0.8256 0.8303

14 0.7674 0.7835 0.7985 0.8103 0.8195 0.8269 0.8330 0.8382 0.8426

15 0.7825 0.7977 0.8118 0.8229 0.8315 0.8385 0.8443 0.8491 0.8532

16 0.7958 0.8101 0.8235 0.8339 0.8421 0.8486 0.8541 0.8586 0.8625

17 0.8076 0.8211 0.8338 0.8436 0.8514 0.8576 0.8627 0.8670 0.8707

18 0.8181 0.8309 0.8429 0.8523 0.8596 0.8655 0.8704 0.8745 0.8780

19 0.8275 0.8397 0.8512 0.8601 0.8670 0.8727 0.8773 0.8811 0.8845

20 0.8360 0.8476 0.8586 0.8671 0.8737 0.8791 0.8835 0.8871 0.8903

21 0.8437 0.8548 0.8653 0,8734 0.8797 0.8848 0.8890 0.8926 0.8956

22 0.8507 0.8614 0.8714 0.8791 0.8852 0.8901 0.8941 0.8975 0.9004

23 0.8571 0.8673 0.8769 0,8844 0.8902 0.8949 0.8988 0.9020 0.9047

24 0.8630 0.8728 0.8820 0.8892 0.8948 0.8993 0.9030 0.9061 0.9087

25 0.8684 0.8779 0.8867 0.8936 0.8990 0.9034 0.9069 0.9099 0.9124

26 0.8734 0.8825 0.8911 0.8977 0.9029 0.9071 0.9105 0.9134 0.9158

27 0.8781 0.8869 0.8951 0.9015 0.9065 0.9105 0.9138 0.9166 0.9190
28 0.8824 0.8909 0.8988 0.9050 0.9099 0.9138 0.9169 0.9196 0 9219

29 0.8864 0.8946 0.9023 0.9083 0.9130 0,9167 0.9198 0.9224 0.9246
30 0.8902 0.8981 0.9056 0.9114 0.9159 0.9195 0.9225 0.9250 0.9271

40 0.9175 0.9235 0.9291 0.9335 0.9370 0.9397 0.9420 0.9439 0.9455
50 0.9339 0.9387 0.9433 0.9468 0.9496 0.9518 0.9536 0.9551 0.95M
60 0.9449 0.9489 0.9527 0.9557 0.9580 0.9599 0.9614 0.9626 0.9637
80 0.9586 0.9617 0.9646 0.9668 0.9685 0.9699 0.9711 0.9720 0 9728

100 0.9669 0.9693 0.9716 0.9734 0.9748 0.9759 0.9769 0.9776 0 9783

Reproducida de D. D. Dyer y J. P. Keating. “On the Detcnninaüon of Critical Values for Banlett's Test". J. Am. 
Stai Assoc., 75. 1980, con autorización del consejo de directores.



Tabla A,10 Valores críticos para la prueba de Baitleti 749

Tublu A.10 (continuación) Valores críticos para la prueba de Bartlett

¿,(0.05; n)
Número de poblaciones, k

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 0.3123 0.3058 0.3173 0.3299
4 0.4780 0.4699 0.4803 0.4921 0.5028 0.5122 0.5204 0.5277 0.5341
5 0.5845 0.5762 0.5850 0.5952 0.6045 0.6126 0.6197 0.6260 0.6315

6 0.6563 0.6483 0.6559 0.6646 0.6727 0.6798 0.6860 0.6914 0.6961
7 0.7075 0.7000 0.7065 0.7142 0.7213 0.7275 0.7329 0.7376 0.7418
8 0.7456 0.7387 0.7444 0.7512 0.7574 0.7629 0.7677 0.7719 0.775:*
9 0.7751 0.7686 0.7737 0.7798 0.7854 0.7903 0.7946 0.7984 o.8or

10 0.7984 0.7924 0.7970 0.8025 0.8076 0.8121 0.8160 0.8194 0.8224

11 0.8175 0.8118 0.8160 0.8210 0.8257 0.8298 0.8333 0.8365 0.8392
12 0.8332 0.8280 0.8317 0.8364 0.8407 0.8444 0.8477 0.8506 0.8531
13 0.8465 0.8415 0.8450 0.8493 0.8533 0.8568 0.8598 0.8625 0.8648
14 0.8578 0.8532 0.8564 0.8604 0.8641 0.8673 0.8701 0.8726 0.8748
15 0.8676 0.8632 0.8662 0.8699 0.8734 0.8764 0.8790 0.8814 0.8834

16 0.8761 0.8719 0.8747 0.8782 0.8815 0.8843 0.8868 0.8890 0.8909
17 0.8836 0.8796 0.8823 0.8856 0.8886 0.8913 0.8936 0.8957 0.8975
18 0.8902 0.8865 0.8890 0.8921 0.8949 0.8975 0.8997 0.9016 0.9033
19 0.8961 0.8926 0.8949 0.8979 0.9006 0.9030 0.9051 0.9069 0.9086
20 0.9015 0.8980 0.9003 0.9031 0.9057 0.9080 0.9100 0.9117 0.9132

21 0.9063 0.9030 0.9051 0.9078 0.9103 0.9124 0.9143 0.9160 0.9175
22 0.9106 0.9075 0.9095 0.9120 0.9144 0.9165 0.9183 0.9199 0.9213
23 0.9146 0.9116 0.9135 0.9159 0.9182 0.9202 0.9219 0.9235 0.9248
24 0.9182 0.9153 0.9172 0.9195 0.9217 0.9236 0.9253 0.9267 0.9280
25 0.9216 0.9187 0.9205 0.9228 0.9249 0.9267 0.9283 0.9297 0.9309

26 0.9246 0.9219 0.9236 0.9258 0.9278 0.9296 0.9311 0.9325 0.9336
27 0.9275 0.9249 0.9265 0.9286 0.9305 0.9322 0.9337 0,9350 0.9.361
28 0.9301 0.9276 0.9292 0.9312 0.9330 0.9347 0.9361 0.9374 0.9385
29 0.9326 0.9301 0.9316 0.9336 0.9354 0.9370 0.9383 0.9396 0.9406
30 0.9348 0.9325 0.9340 0.9358 0.9376 0.9391 0.9404 0.9416 0.9426

40 0.9513 0.9495 0.9506 0.9520 0.9533 0.9545 0,9555 Í1.9564 0.9572
50 0.9612 0.9597 0.9606 0.9617 0.9628 0.9637 0.9645 0.9652 0.9658
60 0.9677 0.9665 0.9672 0.9681 0.9690 0.9698 0.9705 0.9710 0.9716
80 0.9758 0.9749 0.9754 0.9761 0.9768 0.9774 0.9779 0.9783 0.9787

100 0.9807 0.9799 0.9804 0.9809 0.9815 0.9819 0.9823 0.9827 0.9830



Tahia A.l 1 Valores crílicos para ia prueba de Coehran

a = 0.01

k
n

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 17 37 145 oo
2 0.9999 09950 0.9794 0.9586 0.9373 0.9172 0.8988 0.8823 0.8674 0.8539 0.7949 0.7067 0.6062 0.5000
3 Ü.9933 0.9423 0.8831 0.8335 0.7933 0.7606 0.7335 0.7107 0.6912 0.6743 0.6059 0.5153 0.4230 0.3333
4 0.9676 0.8643 0.7814 0.7212 0.6761 0.6410 0.6129 0.5897 0.5702 0.5536 0.4884 0.4057 0.3251 0.2500
5 0.9279 0.7885 0.6957 0.6329 0.5875 0.5531 0.5259 0.5037 0.4854 0.4697 0.4094 0.3351 0.2644 0.2000
6 0.8828 0.7218 0.6258 0.5635 0.5195 0.4866 0.4608 0.4401 0.4229 0.4084 0.3529 0.2858 0.2229 0.1667
7 0.8376 0.6644 0.5685 0.5080 0.4659 0.4347 0.4105 0.3911 0.3751 0.3616 0.3105 0.2494 0.1929 0.1429
8 0.7945 0.6152 0.5209 0.4627 0.4226 0.3932 0.3704 0.3522 0.3373 0.3248 0.2779 0.2214 0.1700 0.1250
9 0,7544 0.5727 0.4810 0.4251 0.3870 0.3592 0.3378 0.3207 0.3067 0.2950 0.2514 0.1992 0.1521 0.1111

10 0.7175 0.5358 0,4469 0.3934 0.3572 0.3308 0.3106 0.2945 0.2813 0.2704 0.2297 0.1811 0.1376 0.1000
12 0.6528 0.4751 0.3919 0.3428 0.3099 0.2861 0.2680 0.2535 0.2419 0.2320 0.1961 0.1535 0.1157 0.0833
15 0.5747 0.4069 0.3317 0.2882 0.2593 0.2386 0.2228 0.2104 0.2002 0.1918 0.1612 0.1251 0.0934 0.0667
20 0.4799 0.3297 0.2654 0.2288 0.2048 0.1877 0.1748 0.1646 0.1567 0.1501 0.1248 0.0960 0.0709 0.0500
24 0.4247 0.2871 0.2295 0.1970 0.1759 0.1608 0.1495 0.1406 0.1338 0.1283 0.1060 0.0810 0.0595 0.0417
30 0.3632 0.2412 0,1913 0.1635 0.1454 0.1327 0.1232 0.1157 0.1100 0.1054 0.0867 0.0658 0.0480 0.0333
40 0,2940 0.1915 0.1508 0.1281 0.1135 0.1033 0.0957 0.0898 0.0853 0.0816 0.0668 0.0503 0.0363 0.0250
60 0.2151 0.1371 0.1069 0.0902 0.0796 0.0722 0.0668 0.0625 0.0594 0.0567 0.0461 0.0344 0.0245 0.0167
120 0.1225 0.0759 0,0585 0.0489 0.0429 0.0387 0.0357 0.0334 0.0316 0.0302 0.0242 0.0178 0.0125 0.0083
oo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Reproducida de C. Eisenhart, M. W. Haslay y \V. A. Wallis, Tvclmiqiies of Síatistical Analysis, capítulo 15. McGraw-Hill Book Company, Nueva 
York, 1947. Utilizada con autorización de McGraw-Hill Book Company.
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Tublu A.Il U'otuinuadón) Valores críticos pnra la prueba de Cochran

a = 0.05

k
n

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 17 37 145 oo

2 0.9985 0.9750 0.9392 0.9057 0.8772 0.8534 0.8332 0.8159 0.8010 0.7880 0.7341 0.6602 0.5813 0.5000
3 0.9669 0.8709 0.7977 0.7457 0.7071 0.6771 0.6530 0.6333 0.6167 0.6025 0.5466 0.4748 0.4031 0.3333
4 0.9065 0.7679 0.6841 0.6287 0.5895 0.5598 0.5365 0.5175 0.5017 0.4884 0.4366 0.3720 0.3093 0.2500
5 0.8412 0.6838 0.5981 0.5441 0.5065 0.4783 0.4564 0.4387 0.4241 0.4118 0.3645 0.3066 0.2513 0.2000
6 0.7808 0.6161 0.5321 0.4803 0.4447 0.4184 0.3980 0.3817 0.3682 0.3568 0.3135 0.2612 0.2119 0.1667
7 0.7271 0.5612 0.4800 0.4307 0.3974 0.3726 0.3535 0.3384 0.3259 0.3154 0.2756 0.2278 0.1833 0.1429
8 0.6798 0.5157 0.4377 0.3910 0.3595 0.3362 0.3185 0.3043 0.2926 0.2829 0.2462 0.2022 0.1616 0.1250
9 0.6385 0.4775 0.4027 0.3584 0.3286 0.3067 0.2901 0.2768 0.2659 0.2568 0.2226 0.1820 0.1446 O.llll

10 6.6020 0.4450 0.3733 0.3311 0.3029 0.2823 0.2666 0.2541 0.2439 0.2353 0.2032 0.1655 0.1308 0.1000
12 0.5410 0.3924 0.3264 0.2880 0.2624 0.2439 0.2299 0.2187 0.2098 0.2020 0.1737 0.1403 0.1100 0.0833
15 0.4709 0.3346 0.2758 0.2419 0.2195 0.2034 0.1911 0.1815 0.1736 0.1671 0.1429 0.1144 0.0889 0.0667
20 0.3894 0.2705 0.2205 0.1921 0.1735 0.1602 0.1501 0.1422 0.1357 0.1303 0.1108 0.0879 0.0675 0.0500
24 0.3434 0.2354 0.1907 0.1656 0.1493 0.1374 0.1286 0.1216 0.1160 0.1113 0.0942 0.0743 0.0567 0.0417
30 0.2929 0.1980 0.1593 0.1377 0.1237 0.1137 0.1061 0.1002 0.0958 0.0921 0.0771 0.0604 0.0457 0.0333
40 0.2370 0.1576 0.1259 0.1082 0.0968 0.0887 0.0827 0.0780 0.0745 0.0713 0.0595 0.0462 0.0347 0.0250
r>o 0.1737 0.1131 0.0895 0.0765 0.0682 0.0623 0.0583 0.0552 0.0520 0.0497 0.0411 0.0316 0.0234 0.0167
120 0.0998 0.0632 0.0495 0.0419 0.0371 0.0337 0.0312 0.0292 0.0279 0.0266 0.0218 0.0165 0.0120 0.0083
eo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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752 Apéndice A Tablas y demostraciones estadísticas

Tabla A.12 Pumos porcentuales superiores de la distribución de rangos esludentizados; valores 
de <7(Ü.U5: k, v)

Gradóse
libertad.

le Número de tratamientos,/:
V 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 18.0 27.0 32.8 37.2 40.5 43.1 15.1 47.1 49.1
2 6.09 5.33 9.80 10.89 11.73 12.43 13.03 13.54 13.99
3 4.50 5.91 6.83 7.51 8.04 8.47 8.85 9.18 9.46
4 3.93 5.04 5.76 6.29 6.71 7.06 7.35 7.60 7.83
5 3.64 4.60 5.22 5.67 6.03 6.33 6.58 6.80 6.99

6 3.46 4.34 4.90 5.31 5.63 5.89 6.12 6.32 6.49
7 3.34 4.16 4.68 5.06 5.35 5.59 5.80 5.99 6.15
8 3.26 4.04 4.53 4.89 5.17 5.40 5.60 5.77 5.92
9 3.20 3.95 4.42 4.76 5.02 5.24 5.43 5.60 5.74

10 3.15 3.88 4.33 4.66 4.91 5.12 5.30 5.46 5.60

11 3.11 3.82 4.26 4.58 4.82 5.03 5.20 5.35 5.49
12 3.08 3.77 4.20 4.51 4.75 4.95 5.12 5.27 5.40
13 3.06 3.73 4.15 4.46 4.69 4.88 5.05 5.19 5.32
14 3.03 3.70 4.11 4.41 4.65 4.83 4.99 5.13 5.25
15 3.01 3.67 4.08 4.37 4.59 4.78 4.94 5.08 5.20

16 3.00 3.65 4.05 4.34 4.56 4.74 4 90 5.03 5.05
17 2.98 3.62 4.02 4.31 4.52 4.70 4.86 4.99 5.11
18 2.97 3.61 4.00 4.28 4.49 4.67 4.83 4.96 5.07
19 2.96 3.59 3.98 4.26 4.47 4.64 4.79 4.92 5.04
20 2.95 3.58 3.96 4.24 4.45 4.62 4.77 4.90 5.0!

24 2.92 3.53 3.90 4.17 4.37 4.54 4.68 4.81 4.92
30 2.89 3.48 3.84 4.11 4.30 4.46 4.60 4.72 4.83
40 2.86 3.44 3.79 4.04 4.23 4.39 4.52 4.63 4.74
60 2.83 3.40 3.74 3.98 4.16 4.31 444 4 55 4.65

120 2.80 3.36 3.69 3.92 4.10 4.24 4.36 4.47 4.56
oo 2.77 3.32 3.63 3.86 4.03 4.17 4.29 4.39 4.47



Tabla A. 13 Rangos cstudcntízados signiñcaüvos mínimos 753

Tabla A.13 Rangos e.siudeniizaüos significaiivos mínimos r,(0.05; p. t’)

a = 0.05

V
P

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 17.97 17.97 17.97 17.97 17.97 17.97 17.97 17.97 17.97
2 6.085 6.085 6.085 6.085 6.085 6.085 6.085 6.085 6.085
3 4.501 4.516 4.516 4.516 4.516 4.516 4.516 4.516 4.516
4 3.927 4.013 4.033 4.033 4.033 4.033 4.033 4.033 4.033
5 3.635 3.749 3.797 3.814 3.814 3.814 3.814 3.814 3.814

6 3.461 3.587 3.649 3.68 3.694 3.697 3.697 3.697 3.697
7 3.344 3.477 3.548 3.588 3.611 3.622 3.626 3.626 3.626
8 3.261 3.399 3.475 3.521 3.549 3.566 3.575 3.579 3.579
9 3.199 3.339 3.420 3.470 3.502 3.523 3.536 3.544 3.547

10 3.151 3.293 3.376 3.430 3.465 3.489 3.505 3.516 3.522

11 3.113 3.256 3.342 3.397 3.435 3.462 3.48 3.493 3.501
12 3.082 3.225 3.313 3370 3.410 3.439 3.459 3.474 3.484
13 3.055 3.200 3.289 3.348 3.389 3.419 3.442 3.458 3.470
14 3.033 3.178 3.268 3.329 3.372 3.403 3.426 3.444 3.457
15 3.014 3.160 3.25 3.312 3.356 3.389 3.413 3.432 3.446

16 2.998 3.144 3.235 3.298 3.343 3.376 3.402 3.422 3.437
17 2.984 3.130 3.222 3.285 3.331 3.366 3.392 3.412 3.429
18 2.971 3.118 3.210 3.274 3.321 3.356 3.383 3.405 3.421
19 2.960 3.107 3.199 3.264 3.311 3.347 3.375 3.397 3.415
20 2.950 3.097 3.190 3.255 3.303 3.339 3.368 3,.391 3 409

24 2.919 3.066 3.160 3.226 3.276 3.315 3.345 3.370 3.390
30 2.888 3.035 3.131 3.199 3.250 3.290 3.322 3 349 3..371
40 2.858 3.006 3.102 3.171 3.224 3.266 3.300 3.328 3.352
60 2.829 2.976 3.073 3.143 3.198 3.241 3.277 3 307 3.3.33

120 2.800 2.947 3.045 3.116 3.172 3211 3.254 3.287 3 314
oo 2.772 2.918 3.017 3.089 3.146 3.193 3.232 3.265 3.294

Condensada de H. L. Harten “Critica! Values for Duncan’s New Multiple Range Test”, Biometrics. 16. num. 4. 
1960. con autorización del autor y del editor.
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Tublu A.I3 (coniiituación) Ranyos estudeniizados significaiivos mínimos r^(0.01:/>. v)

ce s 0.01

V
P

2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 90.03 90.03 90.03 90.03 90.03 90.03 90.03 90.03 90.03

2 14.04 14.04 14.04 14.04 14.04 14.04 14.04 14.04 14.04

3 8.261 8.321 8.321 8.321 8.321 8.321 8.321 8.321 8.321

4 6.512 6.677 6.740 6.756 6.756 6.756 6.756 6.756 6.756

5 5.702 5.893 5.989 6.040 6.065 6.074 6.074 6.074 6.074

6 5.243 5.439 5.549 5.614 5.655 5.680 5.694 5.701 5.703

7 4.949 5.145 5.260 5.334 5.383 5.416 5.439 5.454 5.464

8 4.746 4.939 5.057 5.135 5.189 5.227 5.256 5.276 5.291

9 4.596 4.787 4.906 4.986 5.043 5.086 5.118 5.142 5.160

10 4.482 4.671 4.790 4.871 4.931 4.975 5.010 5.037 5.058

11 4.392 4.579 4.697 4.780 4.841 4.887 4.924 4.952 4.975
12 4.320 4.504 4.622 4.706 4.767 4.815 4.852 4.883 4.907

13 4.260 4.442 4.560 4.644 4.706 4.755 4.793 4.824 4.850
14 4.210 4.391 4.508 4.591 4.654 4.704 4.743 4.775 4.802
15 4.168 4.347 4.463 4.547 4.610 4.660 4.700 4.733 4.760

16 4.131 4.309 4.425 4.509 4.572 4.622 4.663 4.696 4.724
17 4.099 4.275 4.391 4.475 4.539 4.589 4.630 4.664 4.693
18 4.071 4.246 4.362 4.445 4.509 4.560 4.601 4.635 4.664
19 4.046 4.220 4.335 4.419 4.483 4.534 4.575 4.610 4.639
20 4.024 4.197 4.312 4.395 4.459 4.510 4.552 4.587 4.617

24 3.956 4.126 4.239 4.322 4.386 4.437 4.480 4.516 4.546
30 3.889 4.056 4.168 4.250 4.314 4.366 4.409 4.445 4.477
40 3.825 3.988 4.098 4.180 4.244 4.296 4.339 4.376 4.408
60 3.762 3.922 4.031 4.111 4.174 4.226 4.270 4.307 4.340

120 3.702 3.858 3.965 4.044 4.107 4.158 4.202 4.239 4.272
eo 3.643 3.796 3.900 3.978 4-040 4.091 4.135 4.172 4.205
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Tablu A.14 Valores de »’) para comparaciones bilaterales entre Jt tratamientos y un control

a:= 0.05

V
k s= número dc medias dc tratamiento (no incluye cl control)

1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 251 3.03 3.29 3.48 3.62 3.73 3.82 3.90 3.97
6 2.45 2.86 3.10 3.26 3.39 3.49 3.57 3.64 3.71
7 2.36 2.75 2.97 3.12 3.24 3.33 3.41 3.47 3.53
8 2.31 2.67 2.88 3.02 3.13 3.22 3.29 3.35 3.41
9 2.26 2.61 2.81 2.95 3.05 3.14 3.20 3.26 3.32

10 2.23 2.57 2.76 2.89 2.99 3.07 3.14 3.19 3.24
11 2.20 2J3 2.72 2.84 2.94 3.02 3.08 3.14 3.19
12 2.18 2.50 2.68 2.81 2.90 2.98 3.04 3.(»9 3.14
13 2.16 2.48 2.65 2.78 2.87 2.94 3.00 3.06 3.10
14 2.14 2.46 2.63 2.75 2.84 2.91 2.97 3.02 3.07

15 2.13 2.44 2.61 2.73 2.82 2.89 2.95 3.00 3.04
16 2.12 2.42 2.59 2.71 2.80 2.87 2.92 2.97 3.02
17 2.11 2.41 25S 2.69 2.78 2.85 2.90 2.95 3.00
18 2.10 2.40 256 2.68 2.76 2.83 2.89 2.94 2.98
19 2.09 2.39 2.55 2.66 2.75 2.81 2.87 2.92 2.96

20 2.09 2.38 2.54 2.65 2.73 2.80 2.86 2.90 2.95
24 2.06 2.35 2.51 2.61 2.70 2.76 2.81 2.86 2.90
30 2.04 2.32 2.47 2.58 2.66 2.72 2.77 2.82 2.86
40 2.02 2.29 2.44 2.54 2.62 2.68 2.73 2.77 2.81
60 2.00 2.27 2.41 2.51 2.58 2.W 2.69 2.73 2.77

120 1.98 2.24 2.38 2.47 2.55 2.60 2.65 2.69 2.73
oo 1.96 2.21 2.35 2.44 2.51 2.57 2.61 2.65 2.69

Reproducida de Charles W. Dunnetl, “New Tables for Multiple Comparison with a Control”. Biometncs. 20. 
niim. 3,1964, con autorización del autor y del editor.
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Tabla A.14 (cwimíiííJaí)/i) Valores de «') para comparaciones bilaterales entre k tratamientos
y un control

a = 0.01
k = número de medias de tratamiento (no incluye el control)

V 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5 4.03 4.63 4.98 5.22 5.41 5.56 5.69 5.80 5.89

6 3.71 4.21 4.51 4.71 4.87 5.00 5.10 5.20 5.28

7 3.50 3.95 4.21 4.39 4.53 4.64 4.74 4.82 4.89
8 3.36 3.77 4.00 4.17 4.29 4.40 4.48 4.56 4.62

9 3.25 3.63 3.85 4.01 4.12 4.22 4.30 4.37 4.43

10 3.17 3.53 3.74 3.88 3.99 4.08 4.16 4.22 4.28
11 3.11 3.45 3.65 3.79 3.89 3.98 4.05 4.11 4.16

12 3.05 3.39 3.58 3.71 3.81 3.89 3.96 4.02 4.07
13 3.01 3.33 3.52 3.65 3.74 3.82 3.89 3.94 3.99
14 2.98 3.29 3.47 3.59 3.69 3.76 3.83 3.88 3.93

15 2.95 3.25 3.43 3.55 3.64 3.71 3.78 3.83 3.88
16 2.92 3.22 3.39 3.51 3.60 3.67 3.73 3.78 3.83
17 2.90 3.19 3.36 3.47 3.56 3.63 3.69 3.74 3.79
18 2.88 3.17 3.33 3.44 3.53 3.60 3.66 3.71 3.75
19 2.86 3.15 3.31 3.42 3.50 3.57 3.63 3.68 3.72

20 2.85 3.13 3.29 3.40 3.48 3.55 3.60 3.65 3.69
24 2.80 3.07 3.22 3.32 3.40 3.47 3.52 3.57 3.61
30 2.75 3.01 3.15 3.25 3.33 3.39 3.44 3.49 3.52
40 2.70 2.95 3.09 3.19 3.26 3.32 3.37 3.41 3.44
60 2.66 2.90 3.03 3.12 3,19 3.25 3.29 3.33 3.37

120 2.62 2.85 2.97 3.06 3.12 3.18 3.22 3.26 3.29
oo 2.58 2.79 2.92 3.00 3.06 3.11 3.15 3.19 3.22
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Tabla A.15 Valores de djk. lO para comparaciones unilaterales entre k iratamienios y un control

a = 0.05

V

k = número dc medias de tratamiento (no incluye cl control)
1 2 3 4 5 6 7 8 9

5 2.02 2.44 2.68 2.85 2.98 3.08 3.16 3.24 3.30
6 1.94 2.34 2.56 2.71 2.83 2.92 3.00 3.07 3.12
7 1.89 2.27 2.48 2.62 2.73 2.82 2.89 2.95 3.01
8 1.86 2.22 2.42 2.55 2.66 2.74 2.81 2.87 2.92
9 1.83 2.18 2.37 2.50 2.60 2.68 2.75 2.81 2.86

10 1.81 2.15 2.34 2.47 2.56 2.64 2.70 2.76 2.81
11 1.80 2.13 2.31 2.44 2.53 2.60 2.67 2.72 2.77
12 1.78 2.11 2.29 2.41 2.50 2.58 2.64 2.69 2.74
13 1.77 2.09 2.27 2.39 2.48 2.55 2.61 2.66 2.71
14 1.76 2.08 2.25 2.37 2.46 2.53 2.59 2.64 2.69

IS 1.75 2.07 2.24 2.36 2.44 2.51 2.57 2.62 2.67
16 1.75 2.06 2.23 2.34 2.43 2.50 2.56 2.61 2.65
17 1.74 2.05 2.22 2.33 2.42 2.49 2.54 2.59 2.64
18 1.73 2.04 2.21 2.32 2.41 2.48 2.53 2.58 2.62
19 1.73 2.03 2.20 2.31 2.40 2.47 2.52 2.57 2.61

20 1.72 2.03 2.19 2.30 2.39 2.46 2.51 2.56 2.60
24 1.71 2.01 2.17 2.28 2.36 2.43 2.48 2.53 2.57
30 1.70 1.99 2.15 2.25 2.33 2.40 2.45 2.50 2.54
40 1.68 1.97 2.13 2.23 2.31 2.37 2.42 2.47 2.51
60 1.67 1.95 2.10 2.21 2.28 2.35 2.39 2.44 2.48

120 1.66 1.93 2.08 2.18 2.26 2.32 2.37 2.41 2.45
oo 1.64 1.92 2.06 2.16 2.23 2.29 2.34 2.38 2.42

Reproducida de Charles W. Dunnell, “A Multiple Comparison Procedure for Comparing Several Treatments 
with a Control”, / Am. Slat. Assoc.. 50. 1955, 1096-1121. con autorización del autor y del editor.
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Tabla A.15 (contiiuuiaón) Valores de djk. v) para comparaciones unilaterales entre k tratamientos
y un control

a = 0.01
k = número de medias de tratamiento (no incluye el control)

V 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5 3.37 3.90 4.21 4.43 4.60 4.73 4.85 4.94 5.03

6 3.14 3.61 3.88 4.07 4.21 4.33 4.43 4.51 4.59

7 3.00 3.42 3.66 3.83 3.96 4.07 4.15 4.23 4.30

8 2.90 3.29 3.51 3.67 3.79 3.88 3.96 4.03 4.09

9 2.82 3.19 3.40 3.55 3.66 3.75 3.82 3.89 3.94

10 2.76 3.11 3.31 3.45 3.56 3.64 3.71 3.78 3.83
11 2.72 3.06 3.25 3.38 3.48 3.56 3.63 3.69 3.74

12 2.68 3.01 3.19 3.32 3.42 3.50 3.56 3.62 3.67
13 2.65 2.97 3.15 3.27 3.37 3.44 3.51 3.56 3.61
14 2.62 2.94 3.11 3.23 3.32 3.40 3.46 3.51 3.56

15 2.60 2.91 3.08 3.20 3.29 3.36 3.42 3.47 3.52
16 2.58 2.88 3.05 3.17 3.26 3.33 3.39 3.44 3.48
17 2.57 2.86 3.03 3.14 3.23 3.30 3.36 3.41 3.45
18 2.55 2.84 3.01 3.12 3.21 3.27 3.33 3.38 3.42
19 2.54 2.83 2.99 3.10 3.18 3.25 3.31 3.36 3.40

20 2.53 2.81 2.97 3.08 3.17 3.23 3.29 3.34 3.38
24 2.49 2.77 2.92 3.03 3.11 3.17 3.22 3.27 3.31
30 2.46 2.72 2.87 2.97 3.05 3.11 3.16 3.21 3.24
40 2.42 2.68 2.82 2.92 2.99 3.05 3.10 3.14 3.18
60 2.39 2.64 2.78 2.87 2.94 3.00 3.04 3.08 3.12

120 2.36 2.60 2.73 2.82 2.89 2.94 2.99 3.03 3.06
oo 2.33 2.56 2.68 2.77 2.84 2.89 2.93 2.97 3.00
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Tabla A.16 Valores críticos para la prueba de rangos con signo

n
Unilateral a — 0.01 
Bilateral a — 0.02

Unilateral a — 0.025 
Bilateral a = 0.05

Unilateral a = 0.05 
Bilateral a = 0.1

5 1
6 1 2
7 0 2 4
8 2 4 6
9 3 6 8

10 5 8 11

11 7 11 14
12 10 14 17
13 13 17 21
14 16 21 26
15 20 25 30

16 24 30 36
17 28 35 41
18 33 40 47
19 38 46 54
20 43 52 60

21 49 59 68
22 56 66 75
23 62 73 83
24 69 81 92
25 77 90 101

26 85 98 110
27 93 107 120
28 102 117 130
29 HI 127 141
30 120 137 152

Reproducida de E Wilcoxon y R. A. Wilcox, Some Rapid Approximate Statistical Procedures, American 
Cyanamid Company, Pearl River, N. Y., 1964, con autorización de la American Cyanamid Company.
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Tahiii A. 17 Valores críticos para la prueba de suma de rangos de Wilcoxon

Prueba de una cola con a = 0.001 0 prueba de dos colas con a = 0.002

n, 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

I
0
3 0 0 0 0
4 0 0 0 1 1 1 2 2 3 3 3
5 0 0 1 1 2 2 3 3 4 5 5 6 7 7
6 0 1 2 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10 11 12
7 2 3 3 5 6 7 8 9 10 11 13 14 15 16
8 5 5 6 8 9 11 12 14 15 17 18 20 21
9 7 8 10 12 14 15 17 19 21 23 25 26

10 10 12 14 17 19 21 23 25 27 29 32
11 15 17 20 22 24 27 29 32 34 37
12 20 23 25 28 3! 34 37 40 42
13 26 29 32 35 38 42 45 48
14 32 36 39 43 46 50 54
15 40 43 47 51 55 59
16 48 52 56 60 65
17 57 61 66 70
18 66 71 76
19 77 82
20 88

Prueba de una cola con a = 0.01 o prueba de dos colas con a = 0.02

", 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1
2 0 0 0 0 0 0 1 1
3 0 0 1 1 1 2 2 1 3 3 4 4 4 5
4 0 1 1 2 3 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10
5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
6 3 4 6 7 8 9 11 12 13 15 16 18 19 20 "n
7 6 8 9 11 12 14 16 17 19 21 23 24 26 28
8 10 11 13 15 17 20 22 24 26 28 30 32 34
9 14 16 18 21 23 26 28 31 33 36 38 40

10 19 24 27 30 33 36 38 41 44 47
11 25 28 31 34 37 41 44 47 50 53
12 31 35 38 42 46 49 53 56 60
13 39 43 47 51 55 59 63 67
14 47 51 56 60 65 69 73
15 56 61 66 70 75 80
16 66 71 76 82 87
17 77 82 88 93
18 88 94 100
19 101 107
20 lU
Basada en parle en las tablas 1, 3. 5 y 7 de D Auble. “EMendcd Tables tor the Mann-Whitnes Siaiistu.". ¡hilUiin 
<>l ¡he ¡nsíintie oj Ediicauimal Resecinh ci¡ ¡iiduimi Uiuver\i¡\. 1. num 2. 14.^3. con auinn/acmn del director
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Tabla A.17 ((wu/mwr/í»i) Valores críticos para la prueba de suma de rangos de Wilcoxon 

Prueba de una cola con a = 0.025 o prueba de dos colas con a = 0.05

«I 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1
2 0 0 0 0 1 1 1 I 1 2 2 T "7
3 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8
4 0 1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10 11 11 12 13 13
5 2 3 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15 17 18 19 20
6 5 6 8 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 27
7 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
8 13 15 17 19 22 24 26 29 31 34 36 38 41
9 17 20 23 26 28 31 34 37 39 42 45 48

10 23 26 29 33 36 39 42 45 48 52 55
11 30 33 37 40 44 47 51 55 58 62
12 37 41 45 49 53 57 61 65 69
13 45 50 54 59 63 67 72 76
14 55 59 64 67 74 78 83
15 64 70 75 so 85 90
16 75 81 86 92 98
17 87 93 99 105
18 99 106 112
19 113 119
20 127

Prueba de una cola con a — 0.05 0 prueba de dos colas con a = O.I

«1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 0 0
2 0 0 0 1 1 1 1 2 2 3 3 3 3 4 4 4
3 0 0 I 2 2 3 4 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10 11
4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 14 15 16 17 18
5 4 5 6 8 9 11 12 13 15 16 18 19 20 23 25
6 7 8 10 12 14 16 17 19 21 23 25 26 28 30 32
7 11 13 15 17 19 21 24 26 28 30 33 35 37 39
8 15 18 20 23 26 28 31 33 36 39 41 44 47
9 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54

10 27 31 34 37 41 44 48 51 55 58 62
11 34 38 42 46 50 54 57 61 65 69
12 42 47 51 55 60 64 68 72 77
13 51 56 61 65 70 75 80 84
14 61 66 71 77 82 87 92
15 72 77 83 88 94 100
16 83 89 95 101 iir
17 96 102 109 115
18
19
20

109 11b 12^
12^ no 

138
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Tabla A.18 P(V < v* cuando es verdadera) en la prueba de rachas

V*

(/»..«,) 2 3 4 ' 5 6 7 8 9 10

(2,3) 0.200 0.500 0.900 1.000
(2,4) 0.133 0.400 0.800 1.000
(2,5) 0.095 0.333 0.714 1.000
(2,6) 0.071 0.286 0.643 1.000
(2,7) 0.056 0.250 0.583 1.000
(2,8) 0.044 0.222 0.533 1.000
(2,9) 0.036 0.200 0.491 1.000
(2,10) 0.030 0.182 0.455 1.000
(3,3) 0.100 0.300 0.700 0.900 1.000
(3,4) 0.057 0.200 0.543 0.800 0.971 1.000
(3,5) 0.036 0.143 0.429 0.714 0.929 1.000
(3,6) 0.024 0.107 0.345 0.643 0.881 1.000
(3,7) 0.017 0.083 0.283 0.583 0.833 1.000
(3,8) 0.012 0.067 0.236 0.533 0.788 1.000
(3,9) 0.009 0.055 0.200 0.491 0.745 1.000
(3,10) 0.007 0.045 0.171 0.455 0.706 1.000
(4,4) 0.029 0.114 0.371 0.629 0.886 0.971 1.000
(4.5) 0.016 0.071 0.262 0.500 0.786 0.929 0.992 1.000
(4,6) 0.010 0.048 0.190 0.405 0.690 0.881 0.976 1.000
(4,7) 0.006 0.033 0.142 0.333 0.606 0.833 0.954 1.000
(4,8) 0.004 0.024 0.109 0.279 0.533 0.788 0.929 1.000
(4,9) 0.003 0.018 0.085 0.236 0.471 0.745 0.902 1.000
(4,10) 0.002 0.014 0.068 0.203 0.419 0.706 0.874 1.000
(5,5) 0.008 0.040 0.167 0.357 0.643 0.833 0.960 0.992 1.000
(5, 6) 0.0(M 0.024 0.110 0.262 0.522 0.738 0.911 0.976 0.998
(5,7) 0.003 0.015 0.076 0.197 0.424 0.652 0.854 0.955 0.992
(5,8) 0.002 O.OlO 0.054 0.152 0.347 0.576 0.793 0.929 0.984
(5, 9) 0.001 0.007 0.039 0.119 0.287 0.510 0.734 0.902 0.972

(5.10) 0.001 0.005 0.029 0.095 0.239 0.455 0.678 0.874 0.958
(6, 6) 0.002 0.013 0.067 0.175 0.392 0 608 0.825 0.933 0.987
(6,7) O.OOl 0.008 0.043 0.121 0.296 0.500 0.733 0.879 0.966
(6,8) 0.001 0.005 0.028 0.086 0.226 0.413 0.646 0.821 0.937
(6,9) 0.000 0.003 0.019 0.063 0.175 0.343 0.566 0.762 0.902
(6,10) 0.000 0.002 0.013 0.(M7 0.137 0.288 0.497 0.706 0.864
(7,7) 0.001 0.004 0.025 0.078 0.209 0.383 0.617 0.791 0.922
(7, 8) 0.000 0.002 0.015 0.051 0.149 0.296 0.514 0.704 0.867
(7,9) 0.000 0.001 0.010 0.035 0.108 0.231 0.427 0.622 0.806
(7.10) 0.000 0.001 0.006 0.024 0.080 0.182 0.355 0.549 0.743
(8,8) 0.000 0.001 0.009 0.032 0.100 0.214 0,405 0.595 0.786
(8,9) 0.000 0.001 0.005 0.020 0.069 0.157 0.319 0.500 0,702
(8,10) 0.000 0.000 0.003 0.013 0.048 0.117 0.251 0.419 0.621
(9,9) 0.000 0.000 0.003 0.012 0044 0.109 0.238 0.399 0 601
(9,10) 0.000 0.000 0.002 0.008 0.029 0.077 0.179 0.319 0.510
(10,10) 0,000 0.000 0.001 0.004 0.019 0.051 0.128 0.242 0.414

Reproducida de C. Eisenhart y R. Swed. ‘Tables for Testing Randomness of Grouping m a Sequence of 
Allemaiives”, Ann. Math. Slat., 14. 1943, con autorización del editor.
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Tubla A.18 {continuación) P{V < v* cuando es verdadera) en la prueba de rachas

(71,. Hj) 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(2.3)
(2.4)
(2 5)
(2,6)
(2.7)
(2.8)
(2.9)

(2.10)
(3.3)
(3.4)
(3.5)
(3.6)
(3.7)
(3.8)
(3.9)
(3.10)
(4.4)
(4.5)
(4.6)
(4.7)
(4.8)
(4.9)
(4.10)
(5.5)
(5.6) 1.000
(5.7) 1.000
(5.8) 1.000
(5.9) 1.000

(5.10) 1.000
(6,6) 0.998 1.000
(6,7) 0.992 0.999 1.000
(6,8) 0.984 0.998 1.000
(6,9) 0.972 0.994 I.OOO

(6,10) 0.958 0.990 I.OOO
(7,7) 0.975 0.996 0.999 1.000
(7,8) 0.949 0.988 0.998 1.000 I.OOO
(7, 9) 0.916 0.975 0.994 0.999 1.000

(7,10) 0.879 0.957 0.990 0.998 I.OOO
(8,8) 0.900 0.968 0.991 0.999 1.000 i .(MH)
(8,9) 0.843 0.939 0.980 0.996 0.999 1.000 1 (XX)
(8,10) 0.782 0.903 0.964 0.990 0.998 1 .tXK) I.OOO
(9, 9) 0.762 Ü.891 0.956 0.988 0.997 l.OíX) 1 .(XX) 1 ,(XX»
(9,10) 0.681 0.834 0.923 0.974 ü.‘>92 0.999 l.(XX) 1.0(XI l.(XH»

(10,10) 0.586 0.758 0.872 0.949 0.981 0.996 0.999 l.(XX) l.(XX) I mi
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Tablu A.19 Tamaño muestral para límites de tolerancia no parametricos bilaterales

1 — Q
1-7

0.50 0.70 0.90 0.95 0.99 0.995

0.995 336 488 777 947 1325 1483
0.99 168 244 388 473 662 740
0.95 34 49 77 93 130 146
0.90 17 24 38 46 64 72
0.85 11 16 25 30 42 47
0.80 9 12 18 22 31 34
0.75 7 10 15 18 24 27
0.70 6 8 12 14 20 22
0.60 4 6 9 10 14 16
0.50 3 5 7 8 11 12

Tabla A-25d de Wilfrid J. Dixon y Frank J. Massey. Jr., Introduction to Statistical Analysis, 3a. cd.. McGraw- 
Hill, 1969. Reproducida con autorización de The McGraw-Hill Companies. Inc.

Tabla A.20 Tamaño muestral para límites de tolerancia no parainetncos unilaterales

1-a
1-7

0.50 0.70 0.95 0.99 0.995

0.995 139 241 598 919 1379
0.99 69 120 299 459 688
0.95 14 24 59 90 135
0.90 7 12 29 44 66
0.85 5 8 19 29 43
0.80 4 6 14 21 31
0.75 3 5 11 7 25
0.70 2 4 9 13 20
0.60 2 3 6 10 14
0.50 1 2 5 7 10

Tabla A-25e de Wilfrid J. Di\on y Frank J. Ma.ssey. Jr.. Introduction to Statistical Analssis, 3a. ed.. McGraw- 
Hill. 1969. Reproducida con autorización deThe McGraw-Hill Companies. Inc.
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Tabla A.21 Valores críticos del coeficiente de correlación de rangos de Spearman

n a — 0.05 a = 0.025 a - 0.01 a = 0.005
5 0.900
6 0.829 0.886 0.943
7 0.714 0.786 0.893
8 0.643 0.738 0.833 0.881
9 0.600 0.683 0.783 0.833

10 0.564 0.648 0.745 0.794
11 0.523 0.623 0.736 0.818
12 0.497 0.591 0.703 0.780
13 0.475 0.566 0.673 0.745
14 0.457 0.545 0.646 0.716
15 0.441 0.525 0.623 0.689
16 0.425 0.507 0.601 0.666
17 0.412 0.490 0.582 0.645
18 0.399 0.476 0.564 0.625
19 0.388 0.462 0.549 0.608
20 0.377 0.450 0.534 0.591
21 0.368 0.438 0.521 0.576
22 0.359 0.428 0.508 0.562
23 0.351 0.418 0.496 0.549
24 0.343 0.409 0.485 0.537
25 0.336 0.400 0.475 0.526
26 0.329 0.392 0.465 0.515
27 0.323 0.385 0.456 0.505
28 0.317 0.377 0.448 0.496
29 0.311 0.370 0.440 0.487
30 0.305 0.364 0.432 0.478

Reproducida de E. G. Olds. “Distribution of Sums of Squares of Rank DifTerences for Small Samples". Ann. 
Math. Sfat., 9. 1938, con autorización del editor.



Tiíhla A.22 l-'aclt)rcs para la olaborucióti de gráficas de conlrol

Grúficu para
promedios_____________ Grófica para desviaciones estándar_________ Grófica para rangos

Obscnaciones Factores para los Factores para la Factores paro la Factores para los límites
en la muestra límites de control línea central Factores para los límites de control línea central de control

n ^3 «3 ^5 K ^3 ^3 ^3
1 1.880 2.659 0.7979 1.2533 0 3.267 0 2.606 1.128 0.8865 0.853 0 3.267
3 1.023 1.954 0.8862 1.1284 0 2.568 0 2.276 1.693 0.5907 0.888 0 2.574
4 0.729 1.628 0.9213 1.0854 0 2.266 0 2.088 2.059 0.4857 0.880 0 2.282
5 0.577 1.427 0.9400 1.0638 0 2.089 0 1.964 2.326 0.4299 0.864 0 2.114
6 0.483 1.287 0.9515 1.0510 0.030 1.970 0.029 1.874 2.534 0.3946 0.848 0 2.004
7 0.419 1.182 0.9594 1.0423 0.118 1.882 0.113 1.806 2.704 0.3698 0.833 0.076 1.924
8 0.373 1.099 0.9650 1.0363 0.185 1.815 0.179 1.751 2.847 0.3512 0.820 0.136 1.864
9 0.337 1.032 0.9693 1.0317 0.239 1.761 0.232 1.707 2.970 0.3367 0.808 0.184 1.816

lU 0.308 0.975 0.9727 1.0281 0.284 1.716 0.276 1.669 3.078 0.3249 0.797 0.223 1.777
11 0.285 0.927 0.9754 1.0252 0.321 1 679 0.313 1.637 3.173 0.3152 0.787 0.256 1.744
12 0.266 0.886 0.9776 1.0229 0.354 1.646 0.346 1.610 3.258 0.3069 0.778 0.283 1.717
13 0.249 0.850 0.9794 1.0210 0.382 1.618 0.374 1.585 3.336 0.2998 0.770 0.307 1.693
14 0.235 0.817 0.9810 1.0194 0.406 1.594 0.399 1.563 3.407 0.2935 0.763 0.328 1.672
15 0.223 0.789 0.9823 1.0180 0.428 1.572 0.421 1.544 3.472 0.2880 0.756 0.347 1.653
16 0.212 0.763 0.9835 1.0168 0.448 1.552 0.440 1.526 3.532 0.2831 0.750 0.363 1.637
17 0.203 0.739 0.9845 1.0157 0.466 1.534 0.458 1.511 3.588 0.2787 0.744 0.378 1.622
18 0.194 0.718 0.9854 1.0148 0.482 1.518 0.475 1.496 3.640 0.2747 0.739 0.391 1.608
19 0.187 0.698 0.9862 1.0140 0.497 1.503 0.490 1.483 3.689 0.2711 0.734 0.403 1.597
2« 0.180 0.680 0.9869 1.0133 0.510 1.490 0.504 1.470 3.735 0.2677 0.729 0.415 1.585
21 0 173 0.663 0.9876 1.0126 0.523 1.477 0.516 1.459 3.778 0.2647 0.724 0.425 1.575
22 0.167 0.ÍV17 0.9882 1.0119 0534 1.466 0.528 1.448 3.819 0.2618 0.720 0.434 1.566
23 0.162 0.633 0.9887 1.0114 0.545 1,455 0.539 1.438 3.858 0.2592 0.716 0.443 1.557
24 0.157 0.619 0.9892 1.0109 0.555 1.445 0.549 1.429 3.895 0.2567 0.712 0.451 1.548
25 0.15.3 0.6(M) 0.9896 1 0105 0.565 1.435 0.559 1.420 3.931 0.2544 0.708 0.459 4.541
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Tabla A.23 La función gamma incompleta 767

TabIaA.23 La función gamma incompleta: F(.t; a) = JJ* dy

a
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I 0.6320 0.2640 0.0800 0.0190 0.0040 0.0010 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.8650 0.5940 0.3230 0.1430 0.0530 0.0170 0.0050 0.0010 0.0000 0.0000
3 0.9500 0.8010 0.5770 0.3530 0.1850 0.0840 0.0340 0.0120 0.0040 0.0010
4 0.9820 0.9080 0.7620 0.5670 0.3710 0.2150 O.IllO 0.0510 0.0210 0.0080
5 0.9930 0.9600 0.8750 0.7350 0.5600 0.3840 0.2380 0.1330 0.0680 0.0320

6 0.9980 0.9830 0.9380 0.8490 0.7150 0.5540 0.3940 0.2560 0.1530 0.0840
7 0.9990 0.9930 0.9700 0.9180 0.8270 0.6990 0.5500 0.4010 0.2710 0.1700
8 1.0000 0.9970 0.9860 0.9580 0.9000 0.8090 0.6870 0.5470 0.4070 0.2830
9 0.9990 0.9940 0.9790 0.9450 0.8840 0.7930 0.6760 0.5440 0.4130

10 1.0000 0.9970 0.9900 0.9710 0.9330 0.8700 0.7800 0.6670 0.5420

11 0.9990 0.9950 0.9850 0.9620 0.9210 0.8570 0.7680 0.6590
12 1.0000 0.9980 0.9920 0.9800 0.9540 0.9110 0.8450 0.7580
13 0.9990 0.9960 0.9890 0.9740 0.9460 0.9000 0,8340
14 1.0000 0.9980 0.9940 0.9860 0.9680 0.9380 0.8910
15 0.9990 0.9970 0.9920 0.9820 0.9630 0.9300

A.24 Demostración de la media de la distribución hipergeométrica

Para calcular la media de la distribución hipergeométrica escribimos

(0 
CIDC-")

a

£(X) = ^.r
J=0

= ‘E
j=i

= aV —^
^ ir —

(k~l)\
(X - \ )Uk - .T)¡

Puesto que

( N ~k \ _ f{N-l)-(k-\)\ _ í^\ _ ^
Vn-l-y/ V ^ wi / n!(A-n)! /j\n-l/'

y con y = x — 1, obtenemos

„_| fi-l w .v-A I
E(Xi = kJ^> ‘

(■;)
, fl- I /i - I W(A - n-iA -ll j 

nk 1 » M n -1 - i I
aT 2-^ i::!)

nk
~N'

yaque la sumaloria representa el total de tixlas las pmbabilidades en un cx|>enmciuo hipcrgccmcinci» cuanil»»
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N — 1 artículos se seleccionan al azar de — 1, de los cuales A- — 1 se etiqueta como éxitos.

A.25 Demostración de la media y la varianza de la distribución de Poisson

Sea /i = Xi.

E(X)=
x=0 r! ~ A-! 1)!'js| jsl

Puesto que la sumatoria en el último término de la expresión antenor es la probabilidad total de una vanable 
aleatoria de Poisson con media fi, la cual puede verse con facilidad con y = .r — 1, es igual a l. Por lo tanto, 
E(X) = ¡I Para calcular la vananza de X obsei^e que

9C
£:[OT-i)i=]^.vu-i)

r = ()
a'

r s2
(\2>!

Nuevamente, sea y = x — 2, la sumatona en el último término de la expresión antenor es la probabilidad 
total de una vanable aleatoria de Poisson con media En consecuencia, obtenemos

=E{X-)-[E(X)\~ =E{X(X - \)\+E[X)-[E(X)]~ =fi- +(i-fi- =fi = Xi

A.26 Prueba de la media y la varianza de la distribución gamma

Para calcular la media y la vananza de la disinbución gamma comenzamos por calcuKu’

E(X‘-) l3°Ua)Jo
(3‘-*^r{a + k) n

/3“na) X +/t)

para A = 0. 1. 2,,., Puesto que el integrando en el último termino de la expresión antenor es una fuñe ion de 
densidad gamma, con parámetros q + A y /3, es igual a I Por lo tanto,

E(X^) = (3^ DA +o) 
Hn)

Si utilizamos la fórmula de recursividad de la función gamma de la página 194, obienemo'»

.Hq+I) _ , no + 2) -y. - 0 -q(3 y cr- = £(A-) - /i- ------fi~ =/i*niQ + li -m.ir = nd*



Apéndice B
Respuestas a los ejercicios impares 
(no de repaso)

Capítulo 1
1.1 a) Tamaño de la muestra = 15

b) Media de la muestra = 3.787
c) Mediana de la muestra = 3.6 

-íw20) = 3.678
f) Son casi ¡guales.

13 b) Sí. el proceso de envejecimiento redujo la 
resistencia a la tensión.

C) ^Con cnvejccimienlo 209.9Ü.
'^Sm enNcjccimicmo “ 222.10

-VConcmcjccinucnio— 210.00,
•^Sin cn>cjccimienlo ~ 221.50

Las medias y las medianas son similares en
cada grupo.

13 b) Control .v = 5.60. .v = 5.00. .f = 5.13. 
Tratamiento: .f = 7.60. x — 4.50. .f,nio( = 
5.63.

c) El valor extremo de 37 en el grupo de trata­
miento desempeña un papel significativo en 
el cálculo de la media.

1.7 Varianza de la muestra = 0.943
De.sviación estándar de la muestra = 0.971

1.9 íj) Sin envejecimiento: varianza de la muestra 
= 23.66.
desviación estándar de la muestra = 4.86. 
Con envejecimiento: sarian/u de la muestra 
= 42.10.
desviación estándar de la muestra = 6.49.

b) Con ba.se en las cifras del inciso u). la vana- 
ción en la situación “con envejecimiento” es 
menor que en la situación "sin envejecimien­
to". aunque la diferencia no sea evidente en 
lu gráfica.

l.ll Control: varianza de la mue.sira = 69.38. 
desviación estándar de la muestra = 8.33. 
Tratamiento: varianza de la muestra = 128.04. 
desviación estándar de la muestra = 11.32.

1.13 fl) Media = 124.3. mediana = 120
b) 175 es una observación extrema.

1.15 Sí. el valor P = 0.03125; probabilidad de obte­
ner H H H H H con una moneda legal.

1.17 íi) Las medias muéstrales de no lumadores y 
fumadores son 30 32 y 43.70. respectiva­
mente.

b) Lo.s desviaciones estándar de lu muestra de 
no fumadores y fumadores son 7.13 v 16.93. 
respectivamente.

(i) Parece que a los fumadores les toma mus 
tiempo quedarse dormidos El tiempo que 
lardan los fumadores en quedarse dormidos 
es más variable.

Tallo Hojas P'rccuencia
U 22233457 8
1 023558 6
1 035 3
3 03
4 057 3
5 0569 4
6 (KV)5 4

lnUT\ ulii Punto 101x11» fn-vui-niü
di‘ dase dt' la dastr Irixuiniij rdaliia
0.0-0 9 0 45 S 0.267
1.0-1 9 I 45 6 02(K)
2.0-2.9 2.45 3 0 100
.\0-.V9 3.45 0IK>7
4.0-4 9 4 45 3 O loo
5 0-5.9 5.45 4 0 m
6.0-6 9 6.45 4 O

769
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c) Media muestral = 2.7967 
Rango muestral = 6.3
Desviación estándar de la muestra = 2.2273

1.21 a) .V = 74.02 y-f = 78
b) s = 39.26

1.23 =395.10,x,^= 160.15
c) Las emisiones medias cayeron entre 1980 y 

1990; la variabilidad también disminuyó por­
que no hubo emisiones mucho más grandes.

1.25 a) Media muestral = 33.31 
b) Mediana muesiiaJ = 26.35 

“ 30.97

Capítulo 2
2.1 0)5= {8. 16.24,32,40.48)

6)5= {-5.1}
c) 5= {T. HT. HHT, HHH]
d) S = (África, Antártida, Asia, Australia, 

Europa, Norteamérica, Sudaméríca)
c)S = <p

13 A = C

2.5 Si utilizamos un diagrama de árbol, obtenemos 
S=\\HH.\HT. \TH, 17T, 2H. 2T, WH, 3-HT, 
3TH. 37T, 4//, 4T, SHH, 5HT, 5TH. 57T, 6H. 
67)

2.7 5, = [HHHH, HHHM. HHMH, HMHH. MHHH. 
HHMM HSÍHM, HMMH, MHMH. MMHH. 
MHHM. HMMM MHMM. MMHM, MMMH, 
MMMM);
5,= (0. 1.2, 3.4}

2.9 o)A= (1//W. IHT. ir//. l7T,2//,2r)
b) B= {17T.37T.57T)
c) /l' = (3m 3HT, 3TH. 37T. AH. AT, 5HH. 

5HT, 5TH. 57T. 6/7. 67)
(J)A'nB= {377,577) 
t')A U B = {IHH, \HT. 17//. 177, 2H. 27. 

377.577}

2.11 o) 5 = {//,//,. //,A/,. //,A/„ //,//,, //.A/,. //,A/„ 
A/,//,. A/,Ár,, A/,A/,. A/,H,. a7,//,, ) ■

b) A = {//,//„ //,A/,. //,A/„ //,//,. //VV/,. //JW,}
c) 5 = {//,A/‘. //,Aíj. //,A/,. //>j, a/,//,. A/,//„ 

A/,//,. A/,//,}
¿)C=
e) A n 5 = (W,A/;. //,A/„ //jA/,. //,A/,)
;) /i u B = (//,//,. //,A/,, //,Aí„ Mh,. //^,, 

////,. A/,A/,. Af^,}

2.15 o) (nitrógeno, potasio, uranio, oxígeno)
b) (cobre, sodio, zinc, oxígeno)
c) (cobre, sodio, nitrógeno, potasio, uranio, 

zinc)
d) (cobre uranio, zinc)
e) (p
f) (oxígeno)

2.19 a) La familia experímentorá fallos mecánicas, 
pero no recibirá una infracción por cometer 
una falta de tránsito, y no llegará a un lugar 
para acampar que esté lleno.

b) La familia recibirá una infracción por come­
ter una falta de tránsito y llegará a un lugar 
para acampar que esté lleno, pero no experi­
mentará fallas mecánicas.

c) La familia experimentará faltas mecánicas y 
llegará a un lugar para acampar que esté 
lleno.

d) La familia recibirá una infracción por come­
ter una falta de tránsito, pero no llegará a un 
lugar para acampar que esté lleno.

e) La familia no experimentará fallas mecánicas.

2.21 18

2.23 156

2.25 20

2.27 48

2.29 210 

2.31 72

233 d) 1024; 6) 243 

2JS 362.880 

231 2880

2J9 íí) 40.320;/») 3.36

2.41 360
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2.43 24 2.93 fl) 0.75112; 6)0.2045

2.45 3360 2.95 0.0960

2.47 56 2.97 0.40625
2.49 a) La suma de las probabilidades excede a 1.

6) La suma de las probabilidades es menor 
que 1.

c) Una probabilidad negativa.
d) La probabilidad de un corazón y de una carta 

negra es cero.

2.51 S = {SIO, $25. $1001; P(10) = /^(25) ==
/>(100) = ,i|r; S

2.53 a) 0.3; b) 0.2 

2.55 10/117

2S7 0) 5/26; 6)9/26; c) 19/26

2.59 o) 94/54.145; 6) 143/39,984

2.61 o) 22/25; 6) 3/25; c) 17/50

2.63 o) 0.32; 6) 0.68;vc) oficina o estudio

2.65 o) 0.8; 6) 0.45; c) 0.55

2.67 o) 0.31; 6) 0.93; c) 0.31

2.69 0)0.009; 6)0.999; c)0.01

2.71 0) 0.048; 6) $50,000; c) $12,500

2.73 o) La probabilidad de que un convicto que ven­
de drogas lambie'n cometa un robo a mano 
armada.

6) La probabilidad de que un convicto que come­
te un robo a mano armada no venda drogas 

c) La probabilidad de que un convicto que no 
vende drogas tampoco cometa un robo a 
mano armada.

2.75 a) 14/39; 6)95/112

2.77 a) 5/34; 6) 3/8

2.79 a) 0.018; 6)0.614; c) 0.166; rf)0 479 

2.81 a) 0.35; 6) 0.875; c) 0.55 

2.83 0)9/28: 6)3/4; c)0.91 

2.85 0.27 

2.87 5/8

2.89 0)0.0016; 6)0.9984 

2.91 0) 91/323; 6)91/323

2.99 0.1124 

2.101 0.857

Capítulo 3

3.1 Discreta; continua; conunua; discreta; 
discreta; continua.

3.3 Espacio muestra! ir

HHH 3
HHT 1
HTH 1
THH 1
HTT -1
THT -1
TTH -1
TU -3

3.5 o) 1/30; b) 1/10 

3.7 o) 0.68; 6) 0 375 

3.9 6) 19/80
3.11 X 0 1 2

fix) I 7 ^

0. p.mi r < 0.
0 41, para 0 < r < 1. 
0 78. para l < r < 2. 
0.94. pora 2 < j < 3,
0. 99. para 3 < t < 4.
1, para r > 4

3.13

F(t) =

F{x) =

0. para t < 0. 
para 0 < r < 1.

y. para 1 < t < 2.
1. para r > 2

0)4/7: 6)5/7 

6) 1 /4. c) 0 3 

. 0.
Fix)

1.

-t < 1
1 < t < 3. 1/4 
x>3
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3.21 a) 3/2; 6) F(.x) =
0, .r < 0

0<.r< 1; 0.3004
1. .t>l

3.23

F(ít’) =

0, para tv < — 3,
para — 3 < U’ < — 1. 
para — 1 < iv < 1, 
para 1 < u’ < 3,

1. paran’>3

a) 20/27; b)2/3

3.25 t 1 20 25 30
P(T = t) \ 1 3

5 5
1
5

3-27 a) r-. . fo. .T < 0,
F(x) = \l -exp(- 1 O o x>0

b) 0.6065; c) 0.6321 
fe)-.. ÍO. x<l.

,x>l

c) 0.0156

3J1 a) 0.2231; fe) 0.2212

333 a) k = 280; fe) 0.3633; c) 0.0563

335 a) 0.1528; fe) 0.0446

337 a) 1/36; fe) 1/15

339 a) _________ ,r
f(x. V) 0 12 3

\
0
1

n 3 9 3
U 7iT 7ü 7ü
2 IK IK 2

Til 7ü 7T» 7(T
2 3 9 3 n

7i7 7m 7ÍT

fe) 1/2

3.51 a) _________ X
fU y) 0 12 3

0 1 6 6 1
^ ^ ^ ^

y 1
2 1 1 0 0

3 ¿000

fe) 42/55

3.53 5/8

3.55 Independiente 

3.57 ü) 3; fe) 21/512 

339 Dependiente

Capítulo 4
4.1 0.88 

4.3 25 centavos 

43 S1.23

4.7 S500

4.9 S6900

4.11 (ln4)/7r

4.13 100 horas

4.15 0

4.17 209

4.19 S1855

4.21 S833 33

4.23 ü) 35.2. feí/j^ = 3.20; = 3(H)

4.25 2

4.27 2(K)0 horas

3.41 a) 1/I6;fe)i'(.t) = 12x( 1 -.r)% para0 <.t < 1; 
c) 1/4

3.43 a) 3/64: fe) 1/2

3.45 0.6534

3.47 a) Dependiente; fe) 1/3

X 2 3
glx) ü.lü 0.35 0.55

> 2 3
/i(\) 0.20 0.50 0.30

4.29 fe) 3/2

431 ü) 1/6. fe) (5/6)'

433 $5.250.(MH)

435 0 74

4.37 1/18; en términos de utilidad real la sarian/a Cs 
1^(5(KX))- 

439 1/6

4.41 118 9

4.43 fi, = 10. a, = 144

c) 0.2857 4.45 0 01
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4.47 -0.0062 5.17

4.49 ‘^ = 0.8456.0-^ = 0.9196
5.19

4.51 -1/V5

4.53 10-33. = 6.66
5.21

5.23
4.55 S0.80

5.25
4.57 209

5.27
4.59 /t = 7/2,0--= 15/4

5.29
4.61 3/14

4.63 52
531

4.65 tí) l;b) 0: c)12 25

4.67 46/63

4.69 tí) EiX) = £(>0 = 1/3 y VaríX) = Var(10 = 
4/9; b) EiZ) = 2/3 y Var(Z) = 8/9 5.33

4.71 tí) 4;¿)32; 16 535

4.73 Mediante cálculo directo, £(c') = 1884 32 Si
537

usamos la aproximación de ajuste de segundo 539
orden, £(e’) a 1883.38. que se acerca mucho al 
valor real

5.41

5.43
4.75 0.03125

5.45
4.77 tí) A lo .sumo 4/9; b) al menos 5/9; c) al menos

5.47

5.49
21/25; J) 10

5.51

Capítulo 5 5.53
e 1 1 i I ^5.55
5.1 = ^ <7-= ^ ^(A,-;t)-

^ 1=1 ^ 1=1 5.57

fi = 3.5, cr-= 1.05

/Ui.A2,A3) =
1 j

0.0095 

0 0077 

0.8670

«) 0.2852; b) 0 9887. c) 0.6083 

5/14

0.35^' O.OS’^'O.eO^'

/j(r, 6, 3. 4) =

P (2 < < 3} = 4/5

£/) 0 3246;/?) 0 4496 

0.9517

£i) 0 6815;/?) 0 1153 

0 9453 

0 6077

2
3-.r

para.r =1.2, 3;

«)4/33. h) 8/165 

0 2315

tjl 0 3991./»0 1316

ÜÜ515

63/64

<;l0 3840./j)0 0067 

£/)0 0630./o0 9730 

£j) 0 1429./>)0 H53

53 fix) = -j^ para a = 1.2,. ..10 y fix) — 0 en otro 
caso,3/10

53 a) 0.0480. h) 0 2375; c) PiX = •? [/> = 0 3) = 
0.1789. P = 0.3 es razonable

5.7 tí) 0.0474;/?)0 0171

5.9 tí)Ü.7073./?)ü46l3;r)ÜI484

5.11 0.1240

5.13 0.8369

5.15 tí) 0 0778; h) 0.3370, c) 0.0870

5.59 tí) 0 1638./;)0032

5.61 0 2657 

5.63 /i = 6. (7 =6 

5.65 tí) 0 2650./>) 0 9596 

5.67 tí)0 8243./7i 14 

5.69 4

5.71 5 53 X 10 ^/i = 75 

5.73 tí) 00137./)i00S30

5.75 0 4686
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Capítulo 6
63 a) 0.6; b) 0.7; c) 0.5

6.5 a) 0.0823; b) 0.0250; c) 0.2424; d) 0.9236;
e) 0.8133; y) 0.6435

6.7 a) 0.54;/;)-1.72; c) 1.28

6.9 a) 0.1151; />) 16.1: c) 20.275; d) 0J403

6.11 a) 0.0548; h) 0.4514; c) 23 tazas d) 189.95 mi­
lilitros

6.13 a) 0.8980; b) 0.0287; c) 0.6080

6.IS a) 0.0571; ¿) 99.1 Iíí>; c) 0.3974; d) 27.952 mi­
nutos; e) 0.0092

6.17 6.24 años

6.19 fl)519c;i;)S18.37

6.21 fl) 0.0401; 6)0.0244

6.23 26 estudiantes

6.25 o) 0.3085; 6) 0.0197

6.27 0)0.9514:6)0.0668

6.29 0) 0.1171:6)0.2049

631 0 1357

633 O) 0.0778./;) 0.0571: c) 0.6811

635 a) 0.8749; 6) 0 0059

637 0) 0.0228.6)0.3974

6.41 2.8f-''-3.4e-'^ = 0.1545

6.43 o) /I = 6; a* = 18;
6) entre 0 y 14.485 millones de litros

6--Í5 ¿ ^^’j(l-f--^^-')'(t"-’^-’)"-'=0..3968

6.47 o) yfñ/2 = 1.2533 años; 6) í-'-

6.49 o) Media = 0.25. mediana = 0.206.6) \anonza 
= 00375:0 0 2963

631 £>'‘ = 0.0183

633 o)/i = q/3 = 50:6)<7‘= 0/3-= 500. (T=
O 0.815

635 o) Ü 1889; 6)0.0357

637 Media = e®, varianza = 1)

639 o) 6)/3 = 0.2

Capítulo 7
7-1 5Lv) = 1/3, paray = 1,3.5

7-3 gíyi.j'2)= 1 ^1-.: 2 yi

^(4) (3) (12) '

para V| = 0.1.2; yi = —2. —1.0.1.2.
.V2 syr.yi +}': = 0.2.4

7.7 Distribución gamma con a = 3/2 y ¡3= m/26

7.9 o) gíy) = 32/y\ pora v > 4.6) I /4

7.11 /i(c) = 2(l-;).para0 <z < 1

7.13 /j(u') = 6-1- 6if - 12n ‘ para 0 < vr < 1 
0<y<l.

7.15 s(y) =
I < ^

7.19 Ambas son iguales a ¡i.

7.23 o) Gamma(2, 1); 6) UniformetO. 1 >

Capítulo 8
8.1 a) Las respuestas de tixJas las personas en Rich­

mond que tienen telelono.
6) Resultados para un numero grande o infinito 

de lanzamientos de una moneda; 
tlPenodo de sida de tal calzado dep(»rti\o 

cuando es utilizado en el torneo profesional: 
d 1 Todos los pocibles intersalos de tiempo para 

esta abogada que maneia de.'>de su casa hasta 
su ohcina.

8.3 a) í = 3 2 segundos. 61 i - t | segundos

8.5 £1) f = 2 4. 6) i = 2. c'l in = >

8.7 <j) 53 75.6)75> KHI

8.9 III El rang£>es 10. 6m = 3 .^07

8.11 «) 297|.612.971
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8.13 j = 0.585

8.15 a) 45.9; £>) 5.1

8.17 0.3159

8.19 a) La varianza se reduce de 0.49 a 0.16; 
b) La varianza se incrementa de 0.04 a 0.64.

8.21 Sí.

8.23 fl)/i = 5.3;o-- = 0.81;
b) Ha = 5.3; cr^ = 0.0225;
c) 0.9082

8.25 o) 0.6898; ¿) 7.35

8.29 0.5596

8 J1 a) La probabilidad de que el tiempo promedio 
de secado sea mayor que 1.0 es 0.0013; 13

833 a) 1/2; 0.3085

835 P(X < 775 ] /i = 760) = 0.9332

837 a) 27.488; b) 18.475; c) 36.415

839 a) 0.297; b) 32.852; c) 46.928

8.41 a) 0.05; fe) 0.94

8.45 fl) 0.975; fe) 0.10; c) 0.875; d) 0.99

8.47 o) 2.500; fe) 1.319; c) 1.714

8.49 No;/i >20

8.51 a) 2.71; 6) 3.51; c) 2.92; d) 0.47; e) 0.34

8.53 La razón Fes 1.44. Las varianzas no son signi- 
ñcativamenle diferentes.

Capítulo 9

9.1 56

93 0.3097 </j< 0.3103

93 a) 22,496 < /i< 24,504; fe) error < 1004

9.7 35

9.9 10.15 </i < 12.45

9.11 0.978 </i < 1.033

9.13 47.722 <n< 49.278

9.15 (13,075,33,925)

9.17 (6.05, 16.55)

9.19 323.946 a 326.154

9.21 Límite superior de predicción: 9.42; 
límite superior de tolerancia: 11.72

935 Sí, el valor de 6.9 está fuera del intervalo de pre­
dicción.

9.27 a) (0.9876, 1.0174); 
fe) (0.9411, 1.0639); 
c) (0.9334, 1.0716)

935 2.9 </j,-/i,<7.1

93 7 2.80 <3.40

939 1.5 < /I, -/j, < 12.5

9.41 0.70 </i,-/i, <3.30

9.43 -6536 </i,-/i, < 2936

9.45 (-0.74,6.30)

9.47 (-6.92.36.70)

9.49 0.54652 < - //^ < 1.69348

931 Método 1:0.194 <p< 0.262; método2; 0.1957 
<p< 0.2639

933 fl) 0.498 < p < 0.642; fe) error < 0.072

935 o) 0.739 < p < 0.961; fe) no

937 fl) 0.644 <p< 0.690; fe)error < 0.023

939 2576

9.61 160

9.63 9604

9.65 -0.0136 <p,-/7y< 0.0636

9.67 0.0011 <p,-p, < 0.0869

9.69 (—0.0849. 0.0013); no es sigmticdlnámente 
diferente.

9.71 0.293 < (7* < 6.736; la alimución es válida

9.73 3.472 <íT-< 12 804

9.75 9.27 < cr< 34 I6

9.77 0.549 <(tJ cr,< 2 690

9.79 0.016 < cf.frr < 0.4.‘'4; no
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9-Sl i ¿.V,
1 = 1

9.83 0=x/5

9.85 9 = máx|.ri,.... .TnJ

9.87 .Y In /> + (1 - .v) ln(l - p). Sea la derivada con 
respecto ap = 0’, ¡>=x = 1.0

Capítulo 10
10.1 íj) Concluya que menos de 30íé del público es 

alérgico a ciertos productos de que.so cuan­
do. de hecho. 30^c o más es ale'rgico. 

h) Concluya que al menos 309c del público es 
alérgico a ciertos productos de queso cuan­
do. de hecho, menos de 309c es alérgico.

10.3 n) La empresa no es culpable;
b) la empresa es culpable.

10.5 0) 0.0559;
/;) 0 = 0.0017:0 = 0.00968; 0 = 0.5557

10.7 0) 0.1286;
/;)/3 = 0.0901 ;/3 = 0.0708.
c) La probabilidad de un error tipo ! es algo 

grande.

10.9 íi) Q = 0.0850;/j)/3 = 0.3410

10.11 a) Q = 0.1357;/j)/3 = 0 2578

10.13 o = 0.0094;/3 = 0.0122

10.15 o) Q =0.0718;/;)^ = 0.1151

10.17 a) a- 0.0384; b)0 = 0.5; 0 = 0.2776

10,19 : = -2.76; sí. fi <40 meses; valor P = 0 0029

10.21 c = -1.64. vaIorP = Ü.I0

10.23 / = 0.77; no rechace/y,,.

10.25 : = 8.97; sí. p > 2ü,(K)0 kilómetros; valor P < 
0.001

10.27 I = 12.72; \aIor P < 0 0005; rechace //„.

10.29 / = -! 98; valorP=0.0312; rechace//,,.

10.31 .* = -2.60, concluya que /i, - < 12 kilo­
gramos.

1033 t = 1.50; no hay evidencia suficiente para con­
cluir que el incremento en la concentración de 
sustrato causan'a un incremento en la velocidad 
media de más de 0.5 micromoles por 30 minutos.

1035 / = 0.70; no hay suficiente evidencia que apoye 
la conclusión de que el suero es efectivo.

10.37 / = 2.55; rechace H^: /j, - /x, > 4 kilómetros.

1039 i' = 0.22; no rechace

10.41 r'= 2.76; rechace//„.

10.43 i = -2.53; rechace la afirmación es válida.

10.45 ! = 2.48; valor P < 0.02; rechace //„.

10.47 n = 6

10.49 78.28 «79

10.51 5

10.53

b) ¡ apareada, t = 0.99; valor P > 0.30; no re­
chace //„.

10.55 valor P = 0 4044 = (con una prueba de una 
cola), no se refuta la afirmación.

1037 c = 1.44, no rechace //„.

1039 : = -5.06 con valor P « 0; concluya que menos 
de una quinta parte de los hogares se calienta 
con petróleo.

10.61 r = 0 93 con valor P = P{Z> 0.93) = 0.1762. 
no hay evidencia suficiente para concluir que la 
nueva medicina es eficaz.

10.63 : = 2.36 con valor P = 0 0182; sí. la diferencia 
es significativa.

10.65 c= 1.10convalorP = 0.13.‘>7,notenemoseviden- 
cia suficiente para conciuir que el cáncer de mama 
es más frecuente en las comunidades urbanas,

10.67 = 18.13 con valor P = 0í)f)76 (de los resulta­
dos por computadora i; no rechace //, rr- = 0,03.

10.69 = 63 75 con valor /’ = 0.8998 (de los resul­
tados por computadora i. no rechace H

10.71 = 42 37 con valor P = O 0117 (de le. resul­
tados por computadora), la máquina está tuera 
de control

10.73 /= I 33 con valor P = 0 3095 (de los resuliadi'-. 
por computadora), no rechace// rr z= <r
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10.75 / = 0.086 con valor P = 0 0328 (de los resulta­
dos por computadora); rechace tr, = cr, a un
nivel mayor que 0.0328

10.77 /= 19 67 con valor P = 0.0008 (de los resulta­
dos por computadora); rechace t7, = rr,.

10.79 X'= 10.14.rechace//Q. la razón noes5:2:2:l.

10.81 ^ = 4.47; no hay evidencia suñciente para añr- 
mar que el dado esté cargado

10.83 = 3 125; no rechace distribución geomé-
tnca

10.85 X* = 5 19; no rechace distribución normal

10.87 ^ = 5.47; no rechace

10.89 X' = 124.59, sí. la ocurrencia de estos tipos de 
delitos depende del distrito de la ciudad

10.91 = 5 92 con valor P = 0 4332, no rechace

10.93 = 31.17 con valor P < 00001, las actitudes
no son homogéneas

10.95 J 84; no rechace

Capítulo 11

ll.I a) 6„ = 64 529. ¿, = 0561.
b) y =81.4

113 a)y = 5.8254 4-05676.r.
c) y = 34 205a50'’C

11.5 íi)y = 64136-t- 1 8091r.
b) y = 9 580 a temperatura 1 75

11.7 í») y = 31.709 + 0 353 r

11.9 ¿í)y=343 706 + 3 221r.

c) y = S456 con costos de publicidad = S35

11.11 6) v =-1847.633 + 3.653X

11.13 a) S = 153 175-6 324V;
h) \ = 123 para v = 4 8 unidades

11.15 a)s^= 176 4.

¿>) r = 2 04, no rechace 0^=0

11.17 ü)r = ü40.

b) 4 324 <0o< 8.503;
c) 0 446 </3, < 3 172

11.19 fl)s2 = 6 626;
h) 2 684 < < 8 968,
c) 0 498 < )3, < 0 637

1131 / = -2 24; rechace y concluya 0 <6

11.23 a) 24438 < < 27 106.
b) 21 88 < y„ < 29 66

11.25 7 81 <Mh,6< 10 81

11.27 a) 17 1812 mpg.
b) no. el inier>alo de confianza de 95*+ sobre la 

media mpg es (27 95,29 60).
c) las millas por galón probablemente excede­

rán a 18

11.29 ¿í)í =3415dv

1131 El \alor/para probar la falla de ajuste es 1 58 > 
se concluye que no se rechaza //„ Por lo tanto, 
la prueba de falta de ajuste es insigmhcante

11.33a) \=2003r.
h): = \ 40. no rechace

1135 /= 1 71 y \alor P = 0 2517 la regresión es 
lineal

1137 a)6„=10 812.ft, =-OM37
b)f=n 43. la regresión es lineal

1139 ü) P = -ll 3251 -0(44497-.
b) SI.
l)R' = 0 9355,
d) SI

11.41 /j)A' = -175y025 + 0 0902>.P =tni22

11.43 r = Ü240

11.45 rt)r = -0979.
h) Valor P = 0 0530. no rechace H a un noel 

de 0 025,
i) 95 S'T-

11.47 «)r = 0784
/)) rechace // \ conJusa que p > O 
t) 61 5^'c
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Capítulo 12
12.1 >; = 0.5800+ 2.7I22.v, + 2.0497.rj

12J a) y = 27.547 + 0.922r, + 0.284x,; 
b) y = 84 para jt, = 64 y x, = 4

12.5 a) y = -102.7132 + 0.6054x, + 8.923dxr, + 
I.4374.V3 + 0.0136.r^; 

b) y = 287.6

12.7 y= 141.6118-0.2819x4-0.0003.^

12.9 a) y = 56.4633 4- 0.1525x - O.OOOOar;
b) y = S6J% cuando la temperatura es de 

225°C

12.11 y = -6.5122 4- 1.9994x, -3.6751x, 4- 2.5245Xj 
4-5.1581x^4-14.4011tj

12.13 a) y = 350.9943 - 1.2720x, - 0.1539.r,;
¿) y =140.9

12.15 y = 3.3205 4- 0.4210x, - 0.295&r, 4- O.OI64.T3 
4-0.1247.t,.

12.17 0.1651

12.19 242.72

12.21 a) = 28.0955; b) &b, b¡ = -0.0096

12.23 / = 5.91 con valor P = 0.0002. Rechace 
y asevere que /9j ^ 0.

12.25 0.4516 </i,-= 900 .12 = 1 < 1-2083 
y-0.1640 <yo < K8239

12.27 263.7879 < p.y\x, =75.J' = 24.í, = 90,jj = 98<
311.3357y 243.7175 <yo <331.4062

12.29 a) / = -1.09 con valor P = 0.3562; 
h)t = -\J2 con valor P = 0.1841;
c) sí; no hay suficiente evidencia que demuestre 

que los valores de.r, y.t, son significativos.

1231 /?- = 0.9997

12.33 / = 5.106 con valor P = 0.0303; la regresión no 
es significativa en el nivel 0.01.

12.35 /= 34 90 con valor P = 0.0002; rechace y 
concluya que /3, > 0.

1237 f- 10.18 con valor P < 0.01; X, y,son signi­
ficativos en la presencia de y .x^.

1239 El modelo de dos variables es mejor.

12.41 Primer modelo: PLj = 92.7%, C.V. = 9.0385. 
Segundo modelo: PL, = 98.1%, C.V. = 4.6287. 
La prueba F parcial revela un valor P = 0.0002; 
el modelo 2 es mejor.

12.43 No hay mucha diferencia entre utilizar x, solo y 
usar.r, y x, juntos, ya que constituye 0.7696 
en comparación con 0.7591, respectivamente.

12.45 a) mpg = 5.9593 — 0.00003773 odómetro 4- 
0.3374 octanaje — 12.6266zi — 12.9846c2’.

b) sedán
c) no son significativamente diferentes.

12.47 b) y = 4.690 segundos;

c) 4.450 </íi.,„go.260| <4.930 

12.49y = 2.1833 4- 0.9576.r, 4- 3.3253x,

1231 a) V = -587.211 4- 428.433.r;
b) y= 1180- I91.691x4-35.20945r;
c) modelo cuadrático

1233 «75, = 20.588; = 62.6502;
=-1103.5

12.55 a) Es mejor el modelo de intersección.

1237 a) y = 3.1368 4- 0.6444r, -0.0104r, 4- 0.5046.r, 
-0.1l97.t,-2.46l8.r, 4- LSCmi^;

b) y = 4.6563 4- 0.5133 r, - 0.1242r^;
c) Criteno C: variables .v, y x, con = 0.7317 

y P- = 0 ¿176: criterio r: variables r,. x^ y 
con r = 0.7251 y P- = 0.6726;

d) y = 4.6563 4- 0.5133t, - 0.1241t^; é.ste no 
pierde mucho en y P*

e) dos observaciones tienen valores grandes de 
P de Student y deben verificarse.

12.59 a) V = 125.8655 4- 7.7586.x, 4- ü.ü943x, - 
a0091x,r,;

b) el modelo que sólo contiene r, es el mejor.

12.61 a) p= (I 4-í’- 

b) 1.8515

Capítulo 13
13.1 / = 0.31, no hay evidencia suficiente para apo­

yar la hipótesis de que existen dilerencias entre 
las 6 máquinas.

13.3 7=14 52; sí. la diferencia es signiticaiiva
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13^ /= 8.38; las actividades específicas promedio 
difieren de manera significativa.

13.7 / = 2.25; no hay evidencia suficiente para apoyar 
la hipótesis de que las diferentes concentracio­
nes de MgNHjPOj influyen significativamente 
en la altura que alcanzan los crisantemos.

13.9 b = 0.79 > ¿,(0.01. 4, 4. 4, 9) = 0.4939. No 
rechace H^. No hay suficiente evidencia para 
afirmar que las varianzas son diferentes.

13.11 b - 0.7822 < ¿,(0.05. 9, 8. 15) = 0.8055. Las 
varianzas son significativamente diferentes.

13.13 a) ValorR < 0.0001. significativa,
¿) para el contraste 1 contra 2, valor P < 

O.OOOlZ. significativamente diferentes: para 
el contraste 3 contra 4, valor P = 0.0648, no 
es significativamente diferente.

13.15 A continuación se presentan los resultados para 
la prueba de Tukey

S'4. y 3. >'i y 5 ya
2.98 4.30 5.44 6.96 7.90

13.17 a) valor P = 0.0121; sí, hay una diferencia sig­
nificativa;

Remoción 
De Hess del susüato

Disminución modificado de Kicknct Surber Kicknct

13.19 / = 70.27 con valor P < 0.0001; rechace H^.

■fo -Í25 -ÍIIX) -t75 -Í50
55.167 60.167 64.167 70.500 72.833

La temperatura es importante; tanto 75° como 
50°(C) producen baterias con vida activa signi­
ficativamente mis larga.

13.21 La absorción media para el agregado 4 es signi­
ficativamente menor que para el otro agregado.

13.23 Al comparar el control con 1 y 2. significativo, 
al comparar el control con 3 y 4: insignificante

13.25 /(fertilizante) = 6.11; existe una diferencia sig­
nificativa entre los fertilizantes

13.27 / = 5.99; el porcentaje de aditivos extranjeros 
no es el mismo para las tres marcas de mermela­
da; marca/4.

13.29 ValorP < 0.0001; significativo

1331 Valor P = 0.0023; significativo

1333 Valor P = 0.1250; no significativo

1335 Valor P< 0.0001:
/ = 122.37; la cantidad de tinta sí influye en el
color de la tela.

13.37 a)y,j= H + A, + e,j. A, --n(x;0.(Ta),
€,j ~n{x;0,a);

b) ai ~ 0 (el componente de la varianza esti­
mada es -0.00027; = 0.0206.

1339 a)/= 14.9; los operadores difieren significati­
vamente;

¿) (7S = 28.91; r = 8.32.

13.41 a)y,j=fí+A,+c,j,A, ~n(.r;0.Ob);
¿) sí./= 5.63 con un valorP = 0.0121;
c) hay un componente significativo de varian/a 

del telar.

Capítulo 14

14.1 a) f = 8.13; significativo;
¿)/= 5 18; significativo; 
c)/= 1.63; no significativo

143 a)f= 14.81; significativo;
¿) f = 9.04, significativo;
e)/ = 0.61; no significativo:

14.5 a)f= 34.40; significativo;
¿)/= 26.95; significativo; 
c)/ = 20.30; significativo;

14.7 Prueba del efecto de la temperatura: = 10.85
con valor P = 0.0002;
Prueba del efecto de la cantidad de catalizador 
/. = 46.63 con valor P < 0.(HK)1; 
ftaieba del efecto de interacción: y = 2 Oíi con 
valor P = 0.074.

14.9 a)

Fuente de .Suma de Cuadrados
vatiaciún________ r1 cuadrados medios /______P___
Velocidad de corte 1 I2(XK) 1200(1 M2 u2s^('
Geometría de la
herranicnu 1 67.S(XK) 675 000 74 tl<U00<il
Imeraeeión I 192(KH) 192000 21 14
Emir_____________ S 72 667 9 0S1______________
Total 11 ‘).s I 667

¿) El efecto de la interacción ivulta el efetto de 
la veliK-idad de corte.

o)/ u, k.- I = ' valor P -b hcTrATUcr.ij > I •
0.0036;

Ü.O407
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14.11 a) 
Fuente 
de vanación

Suma de 
gi cuadrados

Cuadrados
medios / P

MeKxfo 1 0000194 0 000194 6 57 00226
Laboralano 6 0 008058 0 001343 84 70 <0(KH)l
Interacción 6 0 000198 0 000033 208 01215
Error 14 0 000222 0 000016
Total 27 0 008582

b) La interacción no es significativa.
c) Ambos efectos pnncipales son significativos.

= 0 01576 y valor P = 0 9019. no

hay diferencia significativa entre los meto-

dos en el laboratono 1.

/ . - , 1 — 9 081 y valor P =•^fCütiKUu iL b hcmnucnU'^S
0 0093

14.13 b)

Fuente Suma de Cuadrados
de variación gl cuadrados medios / P

Tiempo 1 0060208 0 060208 15707 <00(K)1
Traiamicnto 1 0060208 0 060208 15707 <0(K)Oi
Interacción 1 0 000008 0 0Ü(MH)8 02 0 8864
Error 8 0 004067 0(K)()383
Total II 0 123492

c) Tanto el tiempo como el tratamiento intlusen 
signiñcatnamenie en la absoruon del mag­
nesio, aunque no existe interacción signihca- 
iiva entre ambos

d) y = + 0J. Tiempo -f 0^ + 0,^ Tiempo Z
-b e, donde Z = 1 cuando el tratamiento = 1 
y Z = 0 cuando el tratamiento = 2,

e) f = 0 02 con valorP = 0 8864. la interacción 
en el modelo no es signilicama

14.15 a) La interacción es Mgmficatna al imel de 
0 05. con un \alor P de 0 0166 

h) Ambos efectos pnncipales son signilicatnos
14.17 íi) AS/= 3 8^. significativo.

AC f —3 79. significativo.
BC f= 1 31, no es significativo.
ABC /= 1 63. no es sigmhcalivo

b) A f =0 54. no es significativo.
B /= 6 85. significativo.
C/= 2.15. no es significativo,

c) La presencia de la interacLiun AT enmascara 
el efecto principal C

14.19 ü) Esfuer¿o cortante / = 45 96 con valor P < 
ÜOOÜI.
Recubrimiento / = 0 05 con valor P = 
0 8299
Humedad /"= 2 13 ¡.on valorP = 0 1257

recubrimiento x humedad /= 3 41 con va­
lorP =00385,
recubrimiento X esfuerzo cortante /= 0 08 
con valor P = 0 9277.
humedad x esfuerzo cortante /= 3 15 con 
valorP = 00192.
recubnmiento X humedad x esfuerzo cor­
tante /= 1 93 con valor P = 0 1138. 

b) La mejor combinación parece ser sin recubn- 
miento, humedad media y nivel de esfuerzo 
cortante de 20

Efecto / P
Temperatura 14 22 < 0 0001
Superhcie 6 70 0 0020
HRC 1 67 0 1954
T xS 5 50 0 0006
T X HRC 2 69 0 0369
S X HRC 5 41 0 0007
T X S X HRC 3 02 0 (H)51

14.23 ti) Si marca X tipo, marca x temperatura 

/>) sí
() marca >. detergente en polvo alta tempera­

tura

14.25 u)
Efecto / P

Tiempo 543 53 <0 0001
Temperatura 209 79 <0(XH)1
Solvente 4 97 (10457
Tiempo X lempcraiura 2 66 0 1103
Fiempo X solvente 2 04 0 1723
Temperatura x ••olvciUe 0 03 0 855.S
Tiempo X temperatura x solvente 6 22 0 0140

\unijue las tres interacciones bilaterales ^on 

insigniticanics podrían estar enmasLaradas 

por la interacción trilateral 'ignilicaliva

14.27 </)/= 1 49. no hav interacción significativa 
/))/(operadores) = 1245 signilicativo 

/llillros) = 8 39 significativo.
< 1 rr = 0 1777 (film's)

(T -= 0 3s 16 (operadores)
V = 0 185

14.29 dio-, íT^ rr,-,. son signilicativos 
/>» (Ty V íT,,-, '•on ^lgnltlcatlvos

14.31 lí) Modelo combinad»)
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b) Material:/ = 47.42 con valor/* < 0.0001; 
marca:/= 1.73 con valor P = 0.2875: 
material x marca:/ = 16.06 con valor P = 
0.0004;

c) no

Capítulo 15
15.1 By Cson significativos al nivel 0.05

15J Los factores A, B y C tienen efectos negativos 
sobre el compuesto de fósforo y el factor D tie­
ne un efecto positivo. Sin embargo, la interpre­
tación del efecto de los factores individuales 
debería implicar el uso de las gráficas de inte­
racción.

15.5 Efectos significativos:
4:/=9.98: BC:f= 19.03.
Efectos insignificantes:
ñ:/= 0.20; C:/= 6.54; D:/= 0.02; AB\f = 
1.83;
4C:/= 0.20; AZ):/= 0.57; 5D:/= 1.83; 
CD:f = 0.02. Como la interacción BC es signi­
ficativa, se investigaría más sobre B y sobre C.

15.9 fl)¿, = 5.5.¿, =-3.25y&,„ = 2.5;
b) Los valores de los coeficientes son de la mi­

tad de los efectos;
c) — 5.99 con valor P = 0.0039; 

ig = —3.54 con valor/* = 0.0241;
= 2.72 con valor P = 0.0529;

t,= F.

15.11 a)A= -0.8750, B = 5.8750. C = 9.6250.
AB = -3.3750. AC = -9.6250. BC = 0.1250 
yi4BC = -I.1250;
B, C, AB y AC parecen importantes con base 
en sus magnitudes. 

b) Efectos Valor P
A 0.7528
B 0.0600
C 0.0071
AB 0.2440
AC 0.0071
BC 0.9640
ABC 0.6861

c) Sí;
í/) A un nivel alto de A. C e.sencialmente no tie­

ne efecto. A un nivel bajo de A. C tiene un 
efecto positivo.

15.13 a) Máquina
1________2 3 4
O) c a ac
ab d b ad
cd e acd ae
ce abe ace be
de abd ade bd

abed abe bed be
abce ede bce aede
abde abede bde bede

b) ABD, CDE, ABCDE (un posible diseño)

15.15 a) .T,, .tj, y ATjATj;
b) Curvatura: valor P = 0.0038;
c) Un punto de diseño adicional diferente de los 

originales.

15.17 (0,-1), (0. 1). (-1.0). (1.0) podría utilizarse.

15.19 a) Con BCD como el contraste de definición, el 
bloque principal contiene (1), o, be, abe. bd. 
abd, cd. acd; 

b) Bloque I Bloque 2
(1) a
be abe

abd bd
acd cd

confundido por ABC;

c) El contraste de definición BCD produce los 
siguientes alias: A = ABCD. B = CD, C = 
BD, D = BC. AB s ACD, AC s ABD y AD 
= ABC. Puesto que AD y ABC están confun­
didos con los bloques sólo hay dos grados de 
libertad para el error en las interacciones no 
confundidas.

Fuente Grado
de variación de libertad
/I 1
B 1
C 1
D 1
Bloques 1
Error_______________2_____
Total 7

15.21 a) Con el contraste de definición ABCE \ 
ABDF el bloque principal contiene (1). ah. 
aed. bed. ce. abee. ade. hde. arf. he/, df. abJf. 
aef, bef. edef. uhedef:
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b)A= BCE = BDF s ACDEF, 
AD = BCDE = BF^ ACEF, 
B = ACE s ADF s BCDEF, 
AE = BC^ BDEF = ACDF, 
C = ABE = ABCDF =DEF, 
AF = BCEF =BD= ACDE, 
D = ABCDE s ABF = CEF, 
CE = AB= ABCDEF =DF, 
E = ABC = ABDEF = CDF, 
DE = ABCD = ABEF = CF, 
F = ABCEF ~ ABD = CDE, 
BCD = ADE = ACF = BEF, 
AB^CE = DF = ABCDEF, 
BCF = AEF s ACD s BDE, 
AC s = BCDF = ADEF-, 

Fuente Grados
de variación de libertad
A 1
B 1
C 1
D 1
E 1
F 1
AB 1
AC 1
AD 1
BC 1
BD 1
CD 1
CF 1
Error_______________ 2____
Total 15

1S23
Fuente gl se eM f P
A 6.1250 6.1250 5.81 0.0949
B 0.6050 0.6050 0.57 0.5036
C 4.8050 4.8050 4.56 0.1223
D 0.2450 0.2450 0.23 0.6626
Error 3 3.1600 1.0533
Total 7 14.9400

1535
Fuente gl se eM f P

A 1 388.129.00 388.129.00 3585.49 O.OÜOl
B 1 277,202.25 277.202.25 2560.76 0.0001
C 1 4692.25 4692.25 4335 0.0006
D 1 9702.25 9702.25 89.63 0.0001
E 1 1806.25 1806.25 16 69 0.0065
AD 1 1406.25 1406.25 12.99 0.0113
AE 1 462.25 462.25 4.27 0.0843
BD 1 1156.00 1156.00 10.68 0.0171
BE
Error 6

961.00
649.50

961.00
108.25

8.88 0.0247

Total 15 686.167.00

Todos los efectos principales son signiñeati- 
vos al nivel 0.05; AD, BD y BE son también 
signifícatívos al nivel 0.05.

15.27 El bloque principal contiene af, be, cd, abd, ace, 
bef, def, abedef.

I5JJ9 AsBDsCE = CDF = BEF = ABCF = 
ADEFs ABCDE;
BsAD = CFs CDE = AEF = ABCE s 
BDEF s ABCDF;
CsAE = BF = BDE = ADF s CDEF = 
ABCD s ABCEF;
DsABsEF= BCE ^ACF = BCDF = 
ACDE = ABDEF;
EsAC = DF^ ABF = BCD s ^\BDE = 
BCEFS.ACDEF;
FsBCsDE^ ACD = ABE = ACEF = 
ABDFs BCDEF.

1531 j| = ly.r,= l

1533 a) Sí;
b) i) £(y) = 79.00 +5.28 M:

ii) Vaity) = 6.22- ai + 5.70^A- O} + 2(6.22) 
(5.7Ó)A O};

c) velocidad a bajo nivel;
d) velocidad a bajo nivel;
e) sí

1535 y = 12.7519 + 4.71 94.t, + 0.8656.r, - 1.4156.t,; 
las unidades están centradas y a c.scala; prueba 
de falta de ajuste, F = 81.58. con valor P < 
0 0001.

1537 AFG, BEG. CDG. DEF. CEFG, BDFG. BCDE. 
ADEG, ACDF, ABEF y ABCDEFG.

Capítulo 16

16.1 .t = 7 con valor P = 0.1719; no rechace H^.

163 X = 3 con valor P = 0.0244; rechace

163 -T = 4 con valor P = 0.3770; no rechace

16.7 .r = 4 con valor P = 0.1335; no rechace //,

16.9 ir = 43; no rechace H^.

16.11 — 17.5; no rechace//j,.

16.13 = 15 con n = 13; rechace //, a fasor de
< 8.
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16.15 u, = 4; la afirmación no es válida

16.17 w, = 5; 4 opera durante más tiempo.

16.19 u = 15; no rechace

16.21 h = 10J8; los tiempos de operación son dife­
rentes.

16.23 V = 7 con valor P = 0.910; muestra aleatoria.

16.25 V = 6 con valor P = 0.044; no rechace

16.27 V = 4; muestra aleatoria.

16.29 0.70 

1631 0.995

1633 a) r = 0.39; b) no rechace

1635 a) r = 0.72; b) rechace H^, de manera que p > 0.

1637 fl) r = 0.71; b) rechace de manera que 
p > 0.

Capítulo 18
18.1 p* = 0.173

183 a) Tr(p|.r = 1) = 40p(l -p)V0.2844; 0.05 < p 
<0.15: 

b) p* = 0.106

183 a)betai95,45);b)l

18.7 8.077 < p < 8.692

18.9 a) 0.2509;6)68.7! <p < 71.69;c)0.0174

18.13 =

18.15 2.21
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